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ESTIMEES LIPSCHITZ DANS LES DOMAINES
CONVEXES DE TYPE FINI DE ¢?

ERIC AMAR

Abstract

Using explicit integral formulas introduced by Skoda, we obtain Halder
estimates for the J-equation in convex domains of finite type in £2.

0. Introduction

M. Range [8] a obtenu des estimés Lipschitz pour les domaines convexes
bornés de C? 3 bord réel analytique; en fait il utilise une condition d’Uniforme
Totale Pseudo-Convexité d’ordre Finie [UTPCF.

Récemment M.Christ {4], C.Fefferman et J.Kohn [8] ont moniré des estimées
Lipschitz dans les domaines pseudo—convexes bornés de C? de type fini. s ont
le meilleur résultat possible dans ce contexte ef utilisent une méthode de micro-
localisation.

Dans ce travail on prouve également des estimées Lipschitz pour des domaines
convexes de €C? de type fini avec une perte en logarithme au carré mais avec un
noyau explicite, & saveir le noyau de H. Skoda [8].

Ce résultat contient le précédent résultat de M. Range car ses domaines sont
de type fini mais les domaines de type fint ne sont pas UTPCF en général. Un
exemple simple de cette différence est donné en appendice.

De fagon précise, on montre:

Théoréme. Soit  un domaine conveze de €2, borné 4 bord lisse C™ et de
type mazimal £. Soit f une (0,1} forme dans L°(Q2)NC>{Q) telle que 8f = 0.

Alora la solution u donnée par les noyeuz de Skoda vérifie:

u € L®ON) et pu = f el Va,w € 30

fu(z) — w(w)] 5 |2 = wf'/(log |z — w])?

Remarque. L'existence de voisinage admissible respectant le type (1], [3])
permet de localiser les résultats du théoréme: en effet, dans C? | le type est
semi-continu. La technique est directement inspirée du travail commun avec
A. Bonami [2] et on est amené 4 introduire des pseudo~boules et & évaluer leur
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volume mais pour une mesure différente de la mesure de Lebesgue de Q1 : en
effet sur le plan complexe tangent on est amené & remplacer la mesure d’aire
rdrdé par drd#; on ne peut donc appliquer ici directement les résultats de [2].
On pourrait toutefois développer une théorie de ces mesures de Carleson
généralisées au domaine de type fini pour obtenir d’autres résultats Lipschitz ou
L? mais je pense qu'il faut d’abord retrouver les résultats complets de Fefferman
et Kohn, par ces méthodes simples.
Le cas »n > 2 est beaucoup plus délicat comme 'ont montré K. Diederich,
J.E. Fornaess et J. Wiegerinck [5].
Le travail est organisé comrne suit:
— Dans la partie I, on étudie la géométrie des convexes de type fini et on
montre, en particulier, qu'ils sont automatiquement de stricte type.
— Dans la partie II, on analyse les noyaux de Skoda dans le cas des convexes
de C? et on obtient estimation L™ .
— Dans la partie III, on introduit les pseudo boules et on obtient les esti-
mations Lipschitz.
Je tiens a remercier J. Bruna et le referee pour de trés pertinentes questions
concernant le manuscript de ce travail.

I. Geometrie des convexes

1.— Soit © = {p < 0} un domaine convexe borné 4 bord lisse > de C2.
Soit 2z, { € £} et posons:

(1.1) [Bp(O] = (82p(C), ~01p(())

On a alors:

Lemme 1.1. On a les inégaliiés, pour 2 € 30 et € € 2
(1.2)

{ 100(2)[8p(ON] < sy maz (190(C)C = 2, 180(2)(C — 2)D)
100(2)180(O)| < ey maz (1 = () + Bp(C)C — ), [8p(2)(¢ — =)

Preuve. 8i 8p(z) et 9p((} sont colindaires il n’y a rien & montrer car
8p(2).[0p(()] = 0; sinon on a:

(1.3) (=2 = a[0p()] + AlBA(Q)]
(1.4) 1€ =zl < lel18p(2)l] + (B} 10p(CH) < 3( max (|al, 18]}

car on peut supposer [|8p(z)| et ||8p(¢)]] prochent de 1.
De {1.3) on tire done:

| (1.8)  8p(O)(¢ - 2} = aBp(().[0p(2)] et Bp(2}{¢ — 2) = BBp(2).(0p(())]
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d'oli:

(1.6) 18p(C).[8p(2))] = 1/1al18x{C).(C — 2)| = 1/1B](8p(2).( — 2}

et par (1.4}, la premiere inégalité (1.2).
D’autre part, p étant convexe on a:

(17) pz) - p(¢) + 2Re Bp(C)C —2) 2 0

done, si z € 982 il vient:

(1.8) ~p{¢) + 2ReBp((){{ —2) 2

d'oli:

(19) Re 8p(()(C — 2} = 1/2(+p((})

mais, comme —p(() > O:

{1.10) 1/2p(C} < ReBp({)¢ — 2) < —p(C)) + Redp(C){ - 2)
d'oli:

(1.11)  [Redp(()(¢ — 2)f £ max (1/2]p(C)], | - p({) + Re 8p(CHC — 2)i)

mais, par (1.9):

a2y ol s |-+ (-E s reape)c - o)

e

>

d’or:
(1.13) Re3p({X¢ — 2)| < |- p(C} + Redp()¢ ~ 2)]

et, comme —p{() € R+:

(1.14) |Im 8p(()({—2)| = [tm (=p({)+0p(¢)({ =2 )] < |—p(¢3+8p(C)-(¢~2)|

il vient bien le lemme 1.1. &

2.— Soit # € 1 un point de type m |T], décomposons p au voisinage de 2
en polynémes homogenes; par translation et rotation on peut supposer:

(2.1) z=0 et TEIN = {2, =0}



72 E. AMAR

d'ota:
(2.2) p(¢) = ~2Relz + ¥ Qul(C1) + Omy
k=2

Ot 1= O(G|* + 1016 + 16)™)

et Qi est un polyndme homogeéne en (; et {; de degré k.

Comme 0 est de type m, cela entraine que les crochets, jusqu'a Vordre
m — 1, des champs holomorphes et anti-holomorphes tangents n'engrendrent
pas l'espace tangent, mais que les crochets & 'ordre m 'engendrent.

Ici, il n’y a qu'un seul champs holomorphe tangent:

L =038p/08(;.8 [0, — 0p/0(2.0 /0(;

Soit £ la forme de Lévi de §2, on peut supposer que ||3g|| = 1 au voisinage
de 0, d’olz on 2

2 62 P
" o6t

I’hypothése de type m se traduit par:

&p |’ p dp 8p
e —— —_— 2 P
% aciacg(C)afz &z,

(€)-

3(3

3(:3C1

LY LL(0)=0, pour a <m —1
LS e

o champa

ot L) signifie L ou L [8].
On ale:

Lemme 2.1.
51 Q2 est conveze en O ef de type m, alors:

8°0/0¢f8%; P(0) = 0Va <m~1,f<a
De plus: 3B tel que: 3™ pOCE AT, P (0) # 0.
Preuve: : on va procéder par récurrence:
HRE):  8°p10¢P00 (0)=0 Va <k

cette hypothése de récurrence entraine de suite que:

8—5_8( 0)=0, pour a L k — 2
a¢iat;
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compte tenu de l'écriture de L,
Vérifions H.R.{2}, qui sera un modéle pour la récurrence.

—Bp/8(:(0) = 1, et 3p/3(:(0) = Bp/T,(0) = 0.

On a donc H.R.(1}. Le point 0 étant de type m > 2, on a que £{0) = 0,
ce qui donne, avec P’écriture de L:

32.9/3(13?1(0) =0

Le développement de p donne alors:

P(C1,0) = a2¢? + @0 + O(G )

Mais la section de £ par {{; = 0} est encore convexe, donc le signe de p
doit étre constant au voisinage de 0 en (;, ce qui n’est possible que si a; = 0.

Supposons maintenant que H.R.(k} est vrai et montrons H.R.(k +1). Pui-
que {} est type m, la dérivée de L par k — 1, k € m, champs L est nulle en 0;
avec ce qui précéde, les seuls termes restant sont donc:

getiL

a¢adty

L“Eﬁﬁ(O) = {N=0, poura+8=k—1

Remplagant £ par son expression, et avec H.R.{k), il ne reste en § que:

(Oy=0, poura+fS8=k+1, a>0,8>0

On ne peut avoir &« = 0 ou f = 0 car dans £ le terme principal est
881 0¢, -

Pour montrer H.R.(k + 1), il nous reste done & montrer que:
arps 1= 84 p/BCH1(0) = 0
Mais on a alors:

k41
P61,0) = arn S 4 Gan &y + O(JG D)

Comme 2 est convexe, il est situé d’un méme c6té de son plan tangent,
done sur {{z = 0}, qui est dans le plan tangent, on a: p((1,0) doit &tre positif
ou nul, car il ne peut y avoir aucun points de cette forme dans Q, ce qui n'est
possible que si azy; = 0. Ceci achéve la preuve de H.R.(k + 1).

Le fait qu'il existe une dérivée d’ordre m qui n’est pas nulle tient au fait
que 0 est type m exactement par hypothése. B

La {pseudo-)convexité de Q2 donne alors la:
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Proposition 2.2. Soit @ = {p < 0} un domaine conveze de C® & bord
lisse C™ et t.q. 0 € 9 soit un potnt de iype m, avec p conveze eu veisinage
de ; alors on a:

P) = —2Re G + F(G) + O(IG G + (Gl?),
oh: F((1) = p((1,0) = QG+ 06 ™), et Qn({1) est homogéne de degré
men et{y, 88Q,, >0 et @ 2 0. : '

Preuve:
1l reste a prouver que ¢, et aan sont pomhfs Voyons Qp,:
on a: 8p(() = —d(; + 0Qn/061.4(; + 00m4y d'o:
—p{¢) + 2Re 3p(().{ = —Qm{(1) + mQm(C1) + Om+1(C)

car @, est homogéne de degré m. On a donc par convexité, utilisant (1.8):

(m = 1)Q@m{1) + Omsr(() 2 0, pour ((1,42) € &
On peut choisir un disque [¢;] < & et {3 assez petit de sorte que ({;,¢2) € Q
et que Oy soit petit devant Qm; comme Qy, est homogeéne on en déduit que:
Qm{(:} 20, ¥ e C.

Voyons 33@,,,' il suffit de remarquer que p étant convexe, elle est p.s.h.,
done: ' :

88p > 0 = 88Q,, > 0 pour les mémes raisons que ci-dessus. W
Ce qui a éié fait pour 0 peut &ire fait pour n'importe quel point z € O
Notons: _
g = —8p(2).(¢ — 2), la variable normale complexe;
7= 8p(2).[(€ - z}], la variable tangente coin'plexe.
On a alors:

P'(mp) = p(C) = —2Rep + F(z;n) + Olnpl + |ul);
avec: o
F(z;n) 1= p'(7,0) = Qm{z;7) + .. + Qe(z;7) + O(In|*").
simest letypedez € 32 et otion a pdnssé le développement de F{z;.) jusqu’a
V'ordre £ qui est le type maximum des peints de §€2. :
On a donc que F(z;7) est C*° a valeurs réelles de 2 et de n; de plus:

OGh(z;1){ 0, = 8Qx [8n.0n/8¢ = OQw/In.(—B2p(2));

de méme pour les autres dérivées, on en déduit, grace aux relations d’Euler
appliquées aux Qy:

—p{C) + Re3p({).(¢ — 2) = —p(C}/2 + F'(z7) + O(lnpd + [41?),

avec:

2F!(z:7) = (m = 1)Qum(z:m) + oo 4 {€— DQ@e(z:m) + O(ln|+1).

Nous pouvons résumer ces résultats dans la proposttion suivante:
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Proposition 2.3. Soit z € 00 un poind de type m, on a:

p(() = —2Rep + F(z;n) + Olnul + {p?) et
— 0+ Redp(O(¢C ~ ) = B8 4 P 4 Olnu + i)

Ou p et i sont les varigbles normale et tangenie complezes en » el o4t les
fonctions F et F' vérifient:

F'(zin) = (m = 1)@u{z:0)} + ... + (£ = 1)Qu(2;0) + O(In|**) 2 0.
F(z;9) = Qulz;n) + oo + Qulz;n) + O(n|**1)y > 0.

Bt ot le polyndme homogéne en n el 7§ Qo vérifie: @ 0, @ > 0,
88Qm = 0.

Clairement les fonctions F et F' sont £ en z et n, et le fait quelles soient
positives tient au fait que §} est convexe.

I1. Noyanx de Skoda

1. H. Skoda a montré que, si f est une {0,1) forme 8 fermée dans et
C°{RQ2) alors on a une solution de Ju = f donnée au bord par les noyaux [9):

(L) Vae00, u(z)=) ]9 Ki(5,¢) A F(O) + f Ki(2,¢) A Bp(C) A F(C)

(12)

Ki(2,0) = 5L [ 2 5 (€~ e 5 (©)] 66 M N
- a0 3,0 6p _
K2, 0) = FEL [ 2261500 (0) ~ 250l 0] des n a1 &,
fo(a,0) = A0

ol on a posé:

D(z,¢) = [—p(¢) + 8p(¢).(C = 2)]* (Bal(2)(¢ — 2))

2. Soit z € 85 un point de type m, on a:
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Proposition 2.1. §i u est la solution de Skoda de Oyu = f, alors:

[u(2)} = [ flloo
Preuve: Voyons directement l'intégrale de Kj; elle est bornée par
18p(OBp(2)]] dv({)
43 7l |, ity M 0~ ORI

Par le lemme 1.1 il vient:

- [ — 2|7 *dv(¢)
(1.4) [u(z}] = il fileo {fn =20+ 8o(0(C - T

(9
+ R T
Mais la proposition 1.2.3 donne si z est de type m:
(1.5) Q) = —2Repu + F(z;n) + Olnui +ul®)

et: :
(16)  —p(C) + Redp(()(C — 2) = —p(C)/2+ F'(z31) + Olnu] + |uf*;
de méme par (1.5):

Rep = —p({}/2+ F(zim) + Oinu| + |uI*).

Faisons maintenant le changement de variables habituel:
{1.7) t:i=—p(()/2; s:= Im p

Ce changement vaut dans une boule de rayon uniformément minoré B(z, §).
Il vient pour la 187 intégrale de {1.4) en 2:

_ 1 dtdsdA($1)
08 L= [l TR ) S T

mais on peut absorber les termes en |nu| et [u|? par s = Im u et Rey se majore
par t uniformément.
On a donc:

: - dtdsdA(n)
(19) b= ﬁ’;iff (¢ + [s[ + [nl)(E + [sT + 1P (=

js| < &

Minorant ¢ + |s} + 5] par {5|, il vient:
1
(1.10) Ls [ ol Leg P Enlldim +<(0)
ai<s {0

en intégrant d'abord par rapport & ¢ et s, et ol ¢(8) ne dépend que de 8.
Nous aurons besoin du lemme suivant pour continuer le caleul:
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Lemme 2.2. Seit G(z,n) une fonctionC® de 2 € 8Q et n dans C, G > §;
avec 7 = T+1y, supposons gue pour chagque 2o € 082, on ¢ {aprés une éventuelle
rotation des azes Oz,Oy):

Ja, avec a £ £ et 3*°G[Oy™(zq;0) #£ 0

alors il eziste &' = §'(25) > 0 tel que:

k
Gz ) = a(z;n). [[;=: (v —wilz2)) k £ 4, |alzm)] > 1 pour |2 — 20] < &'
et || < 8. De plus &' ety peuvent éire choisis indépendanis de zp par compacité

de 502

Preuve: La direction y est réguliére pour la fonction & des 3 variables
,y,2; on peut donc appliquer le théoréme de préparation différentiable [10] &
G

G{z;n) = alz;n).Pe(z; 25 y)

avec & < £; a(z;n)C* dans un voisinage de (0,2) et a{0,2) # 0; P un
polyndme unitaire de degré k en y dont les coefficients {autres que celui de yk)
sont nuls pour x = 0, z = 2. La factorisation de ce polyndme nous donne les
¢; réels ou conjugués deux & deux, d’oll le lemme. W

Pour continuer le calcul, on prend le plus petit de § et §' comme taille
de voisinage uniforme, appelons le encore §. Appliquons le lemme & F'(z;73):
grace & la proposition 1.2.3, on a bien qu'une dérivée d’ordre inférieure & £ de
F' est non nulle; il vient alors:

k

dzd

(1.11) I < c(5)+/ Log |a{z;n) [J(y — ¢s(z: 7)) y
In1<5 i Il
Il suffit alors de majorer:
dxdy
(112) Log Iy — ¢35 o) 2 5 [ | Log Jyl|drds = 1
Inl<s Il lal<s

Car ; est bornée.

On a donc le résultat F; < 1 car j étant inférieur a £, on a au plus £ tels
termes.

La deuxieme intégrale de {1.4) se traite exactement de la méme maniére.

Lorsque ¢ est loin de 2, les noyaux de Skoda ne sont pas singuliers, donc,
si { est & une distance supérieure 4 & de z, il 'y a aucun probléme; d’ou la
solution pour le noyau Kj.

Pour K, et K3 on majore aisément le numérateur par ¢ d’otu;

. ‘ » o) < tdtdsdA(n)
=1,2: [B(z,a)nﬂ [Ki(z, O)ldv(C) = / [t + |s| + F*(z; m)IP[t + |s] + F{z; %)

mais il suffit de voir que: ¢ < ¥ 4+ |s] + F car F est positive, pour étre ramené
au cas précédent, d'ou la proposition 2.1. B
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II1. Estimations Lipschitz
1. Reprenant les notations de la partie II, on a la:

Proposition 1.1. Soit dy la mesure drd 8, clors on a; 3C,38; tel que
pour & < &g

#{(r,8) € [0,8] x [0,27] t.q. | F(z; 7 cosh, = sin8)j < 6} < C&| Log 6|
w{(r,8) € [0,85] x [0, 2x] t.q. |F'{z;7 cosh,r sinb)} < 6} < CE/Y| Log 8]

De plus les conatanies &y el C peuvent étre choisies indépendamment de z € 892

Preuve: Quitte & faire une rotation des axes (réels} Oz et Oy on peut

supposer que Oy est une direction réguliére pour F. Appliquons le lemme
11.2.2 il vient: '

(1.1) F(z;2,y) = alz; 2,y) [ Jlv — @ilz;2)) avec k < €.
i<k

Done:

k .
(1.2)  {IF| <6} C {infi [y - pilzi )| S c8} € | {ly ~ ol 2)lF < 6}

=1

1l suffit donc de supposer F{z,y) = [y — ¢i(z; 2)]* et le zéro de F est alors un
graphe et Pestimation de la proposition s’obtient alors par simple calcul. Les

constantes sont uniformes par compacité, B

Remarque. Le terme en logarithme provient de ce que l'on prend la
mesure drdé et ron la mesure d’aire.

2. Estimations

On reprend les mémes idées que dans {2

2.1)  Ju(z) - ww)] < ]ﬁ 1K (2,¢) — K(w, )|

avec | flloe < 1.
Introduisons les pseudo-boules:

22) A(sy) = {C€ €2 ta.t <, Is| < 7, |F(z )l < 7)

avec t, 5,7 les cocordonnées locales introduites au IL
On a alors: '
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Proposition 2.1. :
3C >0 4q sz —w| <y alors Alz,Cy) D Aw, ).

La question se pose seulement pour 7 i.e. il faut montrer que:
{2.3)
3C >0 tq. si Jw] <y = {{ |F(zin(C, 2))] < Cv} D {S; [F{w; p{¢, w))| < 7}

On a:
|F(2;0(¢, 2))) < VP (w; p(S, w))| + 1F{z;9{(¢, 2)) — Flw;n(¢,w))} <

(2.4)
<+ [ F(z (¢, 2)) = Flw; n{¢, wl

Comme |9({,2)} — n({,w)| € ¢|z — w] = ¢y et F est C™ on obtient bien la
Proposition. B
On peut alors écrire, avee v = |z — w|:
@8) We—u) < [ REO-K@ Ol [ K O-Kw,0)
Qalz, Oy} QnAc

On va majorer le 1*" terme brutalement par la somme des valeurs absolues:

(2.6) hs [ KGO [ 1KGOl= 5+
ana ana
Reprenant les caleuls de 11 il vient:
dtdsdA(n)
(2.7 N < ] ' <
S it + |s| + F'(z:9)))?
is] < Cr [I{ (zsm)]
|[F'(zm)| < v
d’ot1:
(2.8)
7, 5] { Log [Cv-!:F(zm)} " Log {20'7+ F;(z;n)]} dA(n)
[F'{zin)|S Fi(zim) Cy + F'(z;n) ]

Majorons encore en négligeant le 2° terme, il vient utilisant la proposition
1.1

(2:9)  J<(Log 00+ [

Log [ ] drd#f
| F{mm)|<Cry F(z;n)

Voyons le 2° terme:

1
Log ———— drdf =
/lF(z:n)ISC'r |F(z;7)|

b 1
2.10) = / Log ——
( z Cy2-k<|F|<Cy2-*+! |F(Z§7?)|

k=0

drdf = I
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1
1) J< | Log 1+ Log 2 W{IFGn)i < K2 )
k

d’otr;

J3 < const 71/£.E(2_k)1f£(|Log Cyl + k Log 2)2 < const v/} Log v|*
k

d’elr:
(2.12) S 5 (Log v)*4"/*

Pour Jq, on remarque, que d’aprés la proposition 2.1, on a:

{2.13) Alw; C?) D Alz,C%) car 2 —w] <y < Cy

d'olu:

(2.14) ns | (0, )
QNA{wnC 2]

et on a donc encore:

(2.15) T2 < (Log y)24!/™
d'olu:
(2.16) I, < (Log v)’y'/™

Voyons maintenant K{z,{}— K(w, {); par les accroissements finis, il vient:
(2.17) 1K (2,¢) — K(w,{)| < |z —wl||K'{z,w,(}

avec K’ la somme de dérivées des noyaux de Skoda. Voyons le plus singulier:
avec les notations precedentes

11
[t + Isi+ F(zm]P ¢l

(2.18) |K'| =
Po_sons

(2.19) L= fmm | K [dv{¢)
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La partie de l'intégrale pour |{ —z| > C'y ne pose aucun probléeme. D’autre
coté

/ dp(n)
(Flzm)i>cy Flz:7) 7
(2.20)

1

< —_
k v/;C'r'Z*+12|F|>C'~;2"} F(zn)

17¢
dA(n) = ZT,F [ Log /7.2 + k2*/¢|
k

Les séries convergent et on obtient la bornée v1/¢~1 Log 1/~.
Les intégrales sur les regions ou [s| » Cy, t > C'y sont traitées de fagon
similaire. Dol finalement

(2.21) Ly =4V Log 1/4

Reportant dans (2.21) avec [z — w| = ¥:

(222) | KGO - K0l <27 Log 1

On a donc prouvé

Théoréme 2.2. _
Si §2 est un conveze de C? de type < ¢, si f est une (0,1)-forme 8—fermée
dans §& , la solution u donnée par les noyauz de Skoda vérifie:

3')551.-: =f
wWysi f € L), on a: Jufz) — u(w)] < |z — w|(Lag |z — w))?

Appendice

Considérons le domaine:
Q= {p' <0} avec p{{}) = —2Re(, +{ Re {;)*

Il est convexe, réel analytique, mais non borné; on peut modifier 4’ de sorte
a avoir un domaine borné convexe {1, & bord £ lisse, et qui coincide avec
dans un voisinage de . De plus les points de 8 autres que ceux de 5%’ sont
des points de stricte convexité [1], [3]. Soit p la fonction définissant ce nouveau

domaine (1. Clairement au voisinage de 0, { ne vérifie pas la condition de M.
Range; en effet la condition UTCPF dit:

UTCPF3c¢>0,3m>0,¥(,z€Q,
on a p(C) - p(z) +2 Re Fp(C).(¢ — 2) = ol — 2™
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Soit donc ¢ = © , au voisinage de  en 2 on a ici:
(1} (Re z1)* + 2 Re 2] > c[2|™

H suffit de prendre Re 21 =0 et Re 23 =0 avec z; et z; assez proches de 0
pour rester sur 8! et contredire {1}. Le domaine  n’est donc pas UTCPF.

It est quand méme de type fini, 4; en effet loin de 0 il est strictement
convexe donc ses points sont de type 2; prés de 0 on a:

L = 2( Re 2,)°8/02y + 8/82 comme champs holomorphe tangent;

done on a: L = 8/9z dés que Re z; =0; on montre alors aisément, comme en
I1, que les points de 8 sont de type 4.
Remarque: le domaine convexe défini au voisinage de ( par:

p(¢) = =2 Re (o + ( Re {1)* + /1

est aussi de type 4 en U et est strictement convexe en dehors de |'origine.
Toutefois il ne vérifie pas UTCPF mals notre théoréme s’applique.
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