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SOBRE LOS SUBGRUPOS T—PREFRATTINI

DE UN GRUPO FINITO RESOLUBLE

M? Pilar Fdez.-Ferreir6s Erviti

Er la presente nota se consideran los subgrupos ’F—prg
frattini de un grupo finito resoluble G correspondientes a una
formacidn T localmente definida y a los distintos sistemas de
Sylow del grupo. Estos subgrupos fuercn introducidos y estudia-
dos por Hawkes en [3] donde prueba gque, er el caso en que la
formacién ¥ contenga a la formacidén de los grupos nilpotfentes,
se cumple que W.F([_f,) = Wiy D‘F(G) ., siendo W (B} ¥y
WT(G) los subgrupos prefrattini y ¥F -prefrattini correspon-
dientes a2 un mismo sistema de Sylow é del grupo ¥y D?(G] el
T -normalizador de dicho sistema de Sylow.

El objetivo de este trabajo es la obtencidén de una relacidn
entre un subgrupc F -prefrattini y el subgrupo prefrattini co-
rrespondiente, valida para cualquier formacién F de grupos i
nitos resolubles. La relacidn obtenida permite expresar el sub-
grupe F -prefrattini de G relativo a un sistema de Sylow 6 en
funcién del subgrupo prefrattini relative a O , de ciertos
p-subgrupos de Sylow en 3 y de un ¥ '-normalizador de 6 ’
siendo ¥ ! una formacién convenientemente elegida. Para ello,
se pruehba previamente una condicidn de permutabilidad referente
al subgrupo '}'-prefrattini relativo a é ¥ a cualquier colec-
cién de p-subgrupos de Sylocw en Y3 , de donde se deduce ademéas
que cada sistema de Sylow se reduce en su correspondiente sub-
ETUDO '}' -prefrattini.

Todos los grupos considerados son finitos y resolubles,
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1.- Resultados preliminares. LS]

Sea G un grupo finite resoluble ¥ }3 una formacidn de gru-
pos finiteos resolubles definida localmente mediante una forma-
cién f(p} para cada primo p. Un subgrupo maximal se& dice p~maxi
mal si su indice es u.na petencia del primoe p. Un subgrupo p-
maximal M de G se dice F -normal si M/Core M € f(p) , y se
dice T'—anormal en casoc contraric. Un p-factor principal H/K
de G se dice F-central cuando G/CG(H/K)Ef(p] ¥y F -excén-
trico en casc contrario, .

Sea ahora 6 un sistema de Sylow de G , p un primo fijo
divisor del crden de G y s¥ e1 p-¢complemento de Sylow de G
en (:; ., Sea .-)/Lp el conjunto de teodos los subgrupos maximales
')f —anormales de G gque contiepen a S i:'; sl se considera ahora
un subconjunto de J{p que contiene exactamente un complemento
de cada p-factor principal '}'—excéntrico complementade de una
se”rie principal dada de G y se denota por M la intersec-

p
¢idén de todos los elementos de este subconjunte, resulta que

}-'Ip =N {.‘-‘u" M es maximal ’F—ancrmal ¥ Mo

-4

(g

4]
o
Lol at

Se define entonces el subgrupeo 'F—prefrattini relativo a

d' WV(G) mediante
w}'(ﬁ) = ('\Mp

p /Gl

Como propiedades destacables de estos subgrupes, c¢itaremos
las siguientes:

a) Al variar G , los subgrupos :F'—prefrattini de G forman una
clase caracteristiaa conjugada.

k) Un subgrupo '}'—prefrattini evita cada factor principal )’-ei
céntrico complementado de Gy cubre el resto de leos facto-
res principales,.

¢} 8i ¥ contiene a la formacifn de los grupos nilpotentes y D

es el ¥ -normalizador del sistema G , 8e verifica

wY(G) = DWI(S)
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2.- Propiedades de permutabilidad.

{2.1} Proposicidédn: Sea T una formacién localmente definida por

{f(p)} Yy sea ‘3‘:‘ la formacién definida localmente por
glp) =4 81 pen
glp} = fip} ei pdn
donde 1? es la clase de todos los prupos finitos resolubles y rt
un conjunto de nimercs primos, Entonces,

(G)T_s -wF (o) (s, en G )

pee

Bemostracién:
L) I

Por definicién de \M‘F (3} , es claro que S < W (G} pa-—
ra todo pén puesto gque & no poesee p-factaores prinv:lpales }' -
excéntricos para todoe per . Ademd#s, un p-facter principal con
pgtc es F-excéntrico si y solo si es ¥ '-excéntrico. Por tan-
to, WF(G) ¢ wF (G .

Resulta asf{ que

Cwvriig) , TTs o) gu'F‘{G} .

réﬂ.

Vamos a comparar ahora el nimero de elementos del conjunto

¥
(G}IfS con el orden de W7T ((3)
pen ‘
El orden de W7 {{3) es el producto de los érdenes de to-

dos los factores principales F!-centrales y de tedos los ¥ o
excéntricos no complementados.

Por otra parte,

¥ ol | TTs, |
| T"((-,»)'a"l'sl_-_ gen (1)
pen Iwrté)n(ﬂ's I

pere

¥, como ({-’,} n (TTS ) evita todos los g-factores {qd m )
y todos los fact.ores ";' —excéntricos complementados, su orden es

& lo sumo, el productoe de los Srdenes de loa factores principa-
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les que no evita, es decir, el producto de los drdenes de los
p-factores (pgw} gue son, bien ¥ —centrales o bien {Y—excéntri
cos5 no complementados.

Rezsulta entonces, gue el nﬁmero.de elementos del conjunto
w¥ (B 71 Sp es, al menos, el producto de los érdenes de los
factorg:m? i-centrales y de los factores ¥ '-excéntricos no conm
plementades, es decir, el orden de NF'(G) . Para comprobar es
to, basta tener en cuenta que €l productoe gque aparece en el nu-
merador en (1), es el productc de los érdenes de los factores
¥ ~centrales, de los F —excéntricos no complementadcs y de los
p-facteores con pem , ¥y dicho producto coincide con el produc-
to de los érdenes de los factores F '-centrales y de los 'F*—ei
¢éntricos no complementados.

Se tiene asi que

W Ts o vl

peR P
¥ W1 (G)iTS es subpgrupoc de G
Pea D

{2.2}) Consecuencias:

'!}

{13) para todo Sp en Y3 . Con esto, v el

a) W (Gis, = 5 v
p _

resultade de Gillam dado en ([2], teorema 3.2), puede ser ca
racterizade un subgrupo ? -prefrattini mediante su propiedad

‘cubre-evita y la condicidén anterior.

b) Tode sistema de Sylow se reduce &n su correspondiente subgru
poe F —prefrattini. '
Demostracién:

s . ¥
De la proposicidn anterior se deduce que W (é) Sp =

p o i
W ((5) siende P ' 1la formacién definida por Jgip) = 1?

giq) = f£{q)
q#p

IY‘
Como el orden de W (6) es el producto de los érdenes de
los factores ¥ *-centrales y de los F ‘-excéntricos no com-

plementados, se tiene que
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l‘*’}i‘{ams { = L ey )Hspi
S PR

y este dltimo €5 el producto de los &érdenes de los p-factores
¥ -centrales y de los p—factores‘F -excéntricos no complementa-

dos. Entonces,

- ~ ¥ :

¥r I : W

Wy oW (<3)r\5p| = _l___ijéjl_ es primo con p .

is
) is,|

Resulta asi gque W {(3)Flsp s un p-subprupo de Sylow de
W {(,) gue tiene la propiedad de evitar todos los g-facteres
(q#p)} y todos los p-factores F -excéntricos complementados y de

cubrir el resto de los factores de cualquier serie principal de

G .

3.,- Determinacidén de H? (<!} en funcién de W 6) :

Como ya se ha mencionado en la introduccidn, este problema
estd resuelto en el caso en que F contiene a la formacién de
los grupos nilpotentes, es decir, cuande f{p} # $ para todo
primc p .

En lo que sigue, ?f serd una formacidn definida localmente
mediante
f{p) = @ para todo primo p de un conjunto de primos k
fip) # 9 si p4x

Antes de probar el resultade que hemos citado en 1la introduc
cidn, enunciaremos el siguiente
(3.1) Lema: W ((;)TTSP es subgrupoc de € , para cualquier co
leccidn de pnsubgru;g; de Sylow de G en s, Yy coincide con
W'V‘(G) siendo F ! la formacidn dada por

glp) = 4 (p &€ )
glpl = @ (p 4 nj

Demostracidn:

Es inmediata sin més que aplicar la proposicién (2.1) al ca~
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so en que }f venga dada por f{p) = @ para todo primo p

{3.2} Proposicién: Si F*' es la formacién definida por glp) =

- 1?cuando pe ¥ glp) = f{p) si pin, se tiene:

W T g = w1 (Grnug) ITs,
pan
siendo ']: la formaciédn definida al comienzo de este parrafo.

Demostracidn:

Ya que cada factor TV '-excéntrico es T —excéntrico y es un
p-factor con p AL , se tiene que - W F{{J) € wF(G) .

Por otra parte, WF ({3} £ wiw) "Ts » pues é&ste Gltimo es,
por el lema anterior, el subgrupo grefrattlnl relativo a la for

macidn dada por

X (p4r)
] (pevw )

bkip}
hip}

]

Entonces,
Fier ¢ vFierawie)TTs .
Comparando ahora los érdenes de ambos sub;?‘:pos por el procedi-
miento utilizade anteriormente, se tiene la ipualdad:

En efecto, resulta gue el orden de W?‘(é) n w{{ﬁlzz-sp es,
a2 lo sumo, el producto de los érdenes de los factores principa-
les siguientes:

p~factores no complementados con p ek

¥ -centrales y ¥ -excéntricos no complementados con p & m
¥y esie producto coincide con el producto de los Srdenes de los
¥ -exclntricos no complementados y de los }U—centrales. es de-

cir, con el orden de WT:{<3) .
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