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CION INTRINSECAS EN ESPACIOS Lp)
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ABSTRACT : We study the p-mean as a metric projection of a random variable
of Lp+1 over the subspace of the constants, so as to generalize this con-
cept to Lp in virtue of the characterization of the p-mean, as the cons-
tant Ep that verifies the equation JIX-Ep lp sign(X-Ep ) du = 0 . We obtain
boundaries of the type Ep (I X I ) < KIIX Ilp and IIX Ilp < K . Ep ( I X I) and from the-
se we prove that Ep (I 1) is a quasinorm in the space Lp that generates the
usual topology of these spaces and also the continuity of the p-mean, and
as a consequence several results of convergence .

INTRODUCCION : Como un caso particular de la generalización de la Esperanza

Condicionada que intentábamos en [7j, pretendemos hacer otro tanto con la

Esperanza Matemática, estudiando medidas de centralización de variables

aleatorias reales que consideramos intrínsecas a los espacios Lp en el sen-

tido siguiente : En un espacio probabilístico

	

la esperanza de una

v .a .r . X de cuadrado integrable es la constante , r definida por la expresión

IIX-,r12 = winn 11X-kllz , 6 teniendo en cuenta la estructura de espacio de Hil-

bert de LZ (9,Q,u), la proyección ortogonal de X sobre el subespacio de las

variables constantes L2 (9,a,u) (siendo ao la o-álgebra trivial), y quedando0
así patente la interrelación entre media y varianza . En los espacios Lp (P>~

no podemos hablar, en general, de proyección ortogonal, pero si de proyec-

ción métrica (Singer [9]), y así para una variable XcLp podremos de-

finir una medida de centralización n como la proyección métrica de X sobre
PpL (2,abu), verificando entonces la condición de mínimo IIX-n II

	

min11 X-kll1

	

p p

	

keR

	

p
que a su vez queda caracterizada por fjX-rp 1 P_ sign(X-irp ) du = 0

	

(Singer



[9],pag 56) y analogamente asociarle como medida de dispersión mas natural

(por su analogía con la varianza)

	

el valor]IX-1T 1l
Pp p .

No obstante, al igual que la Esperanza Matemática no es definible

tan solo para variables de cuadrado i.ntegrable, sino que, es una caracterí--,-

tica de las variables integrables : la caracterización que dábamos mas arri-

ba y la posibilidad de utilizarla para variables (p-1)-integrables nos hará

ampliar la definición a estas, coincidiendo entonces con el concepto de

r-esperanza (6 r-media) con r=p-1, que aparece definido en [1), por lo que

utilizaremos esta terminología desde un principio .

En [3), y en conexión con un problema de estimación robusta, Hu-

ber estudia los "M-estimadores", demostrando una ley fuerte de los grandes

números para estos, válida para la p-esperanza ; estudia igualmente el pro

blema de normalidad asintótica . En [1], se trabaja con el concepto aún mas

amplio de 4-medias, con resultados similares sobre las propiedades asintó-

ticas de las D-medias muestrales, y estudiándose el problema de las famili-

a:: de distribuciones asociadas a estas "esperanzas generalizadas" . Daniel,

en [2] estudia el caso límite cuando p.m .

En este trabajo se estudia en principio la p-csperaíiza como pro-

yección métrica en L
p+1

Se observa que al igual que ocurre con la esperanza

matemática, que determina la topología en L 1 , la p-esperanza, si bien no de-

termina en general una norma, si que determina una cuasinorma que define en

Lp su topología usual . Probamos igualmente que la p-esperanza es continua

en Lp (su continuidad en Lp+1 es, en cambio, consecuencia de venir determi-

nada por la proyección métrica), que junto con su carácter monótono asegura

la validez para esta de los clásicos teoremas de convergencia (mayorada, et)

DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Definición .l .l . : Dado un espacio probabilístico (9,a,v), llamaremos p-espe-

ranza (p>O), a la aplicación E
P
:L
P+l->R

que para cada variable (p+1)-inte-

arable viene determinada por su proyección métrica sobre el subespacio de

las constantes L
p+1

(p,a0,u)

	

(siendo a
0

	

la a-álgebra trivial

	

[0,9]) .

162

p+1
Para cada XcL

	

E (X) será entonces la constante de mí-
P

nima distancia (por la métrica usual de L
p+l )

a X, así como la esperanza



condicionada de X de orden p+1 a a_ (definida en [7]) . La existencia y uni-

cidad, y propiedades mas características quedan igualmente justificadas e- :(7).

Proposición .1 .2 . : Sea XcL
p+1 (R,a,u) (0<p<-) ; la p-esperanza de X es la única

constante Ep (X) que verifica fIX-Ep (X)I psign(X-Ep (X))du = 0 . Además la n--es-

peranza verifica :

	

a) II X-Ep ( X)11p+1 <IXIIp+1

	

b)

	

Ep(X+k)

	

= Ep (X)+k

	

bkeR

c) E (kX) = kE (X) dkeR

	

d) E (k) = k bkcR e) La p-esperanza es continua
+1 P

	

P p+1
en L

	

f)

	

Si

	

X<Y casi seguro y X,YeL

	

E
P

	

_(X) <E
P
(Y)

Cabe destacar, en cambio, que la p-esperanza no es, en general,

aditiva . De e) y f) se .podrian deducir ya criterios de convergencia en LP+1 .

La definición siguiente, justificada en la introducción como me-

dida de dispersión asociada a la p-esperanza, concede a esta la propiedad

de mínimo de que goza la esperanza respecto de la varianza . Permite así mis

mo obtener desigualdades análogas a la de Tchebycheff para las p-esperanzas .
p+1Definición .1 .3 . : Sea XeL

	

(0<p<m) ; llamaremos varianza de orden p

de X al valor EP(X) = XIX - Ep(X)0p+1

La caracterización que dábamos en la prop .1 .2 . de la p-esperanza,

así como la observación que haciamos al comienzo, hacen que ampliemos la de-

finición 1 .1, para ver que la p-esperanza puede considerarse como una carac-

terística de las variables p-integrables : 1X(a)=fIX-al psign(X-a)du para una

variable XeLp fija, es una función continua, estrictamente decreciente y,

lira Va)=-, lim V a) m, por tanto toma, y sólo una vez, todo valor real, ena� al-m
particular tiene entonces un solo cero . Si X no es, en cambio, p-integrable,

la ecuación V a)=0 no tiene sentido ; por tanto en adelante utilizaremos la

siguiente definición, característica pues de las variables p-integrables .

Definición .1 .4 . : Diremos que una variable X tiene p-esperanza (p>0) si exis-

te una constante Ep (X) que verifique fIX-Ep (X)I p sign(X-Ep (X))du=0 . Llamare-

mos entonces a tal constante p-esperanza de X .

Proposición .1 .5 . : Para cualesquiera X,YcLp (2,a,u) (p>0), y para todo kcR :

a) E (X+k)=E (X)+k b) E (kX)=kE (X) c) E (k)=k d) Si X<Y C .S . E (X)<E (Y)
P P

	

P P

	

P

	

P P
e) JE MI < E (IXI) .

P -` P



ASPECTOS TOPOLOGICOS DE LA P-ESPERANZA

Teorema .2 .1 . : Sea X una variable p-integrable (0<p<-), entonces :

a) Si

	

o<p<1

	

E (Ixl)< 3 1/P11x11

	

y

	

Ilxll

	

<31/PE () xl)

b)

	

Si

	

1<p<-

	

Ep(IXI ) ¡ < lixll

	

(1 p+ 21/P)

	

yP

a

	

II X11

	

<E

	

(1X1)

	

(1 + 21/P)
P

	

P

	

P P
Demostración : Por definición de p-esperanza,si I(A) es .el indicador de A :

f(IXI-Ep (IXI))P I(IXI>Ep (IXI))dp = f(Ep (IXI)-IXI) PI(IXI< Ep (IXI))dp --~

I11XI-E

	

(IXI)JI P=2 f(IXI-E

	

(IXI )) PI(1X1>E (IXI))dp=2f(E

	

(IXI)-IXI )PI((XI<E (1X1) )di,
p p

	

P h h

	

P

	

p

	

P
y de la desigualdad (a-b) <a si a>b>0 y h>0 obtenemos

1) 111X1-E (Ixl)IIP

	

2fIXI PI(1l>E (IXI))dp < 2fIXI pdp = 211XIIP
P

	

p -'

	

P

	

p

	

~p
2) IIIXI-E (IXI)IIP < 2 f(E (IXI))PI(IXI< E (IXI))dp <2f(E (¡XI»Pdu=2(E (IXI)f

P

	

P "

	

p

	

p

	

p

	

P
Si se da a) entonces IIX+YIIP <IIX(IP + IIIIp y por tanto :

(E

	

(IXI))P <JI1XI -E

	

(1X1)IIP

	

+11 XIIP

	

< 311XIF por

	

la desigualdad

	

1)
P

	

. .,

	

P

	

P

	

P °

	

P
1~XIp <plXl-EP (1X()IIP + ( Ep (I1)) P < 3(Ep (II)) p por la desigualdad 2)

En el

	

caso b) II X +Y11

	

< II X II

	

+ II Y II

	

y la aplicación de

	

las des¡-
p °"

	

P

	

P
gualdades 1) y 2) demuestran igualmente el resultado .

De este teorema deducimos inmediatamente,

ción de una cuasinorma p (Kdthe[4]) ; así como la topología que

mina, dando lugar a un espacio vectorial topológico, a partir de un sistema

vi (0)

	

=

	

[x

	

/

	

p (x) < 1] :

Puna cuasinorma en L(Sl,a,p) para todo p>O, que ge-

fundamental de entornos

Teorema .2 .2 . : E (I I) es
P

vera la misma

Teorema .2 .3 . :

de 0 del tipo

topología que

	

11

	

IIp

y por definición de p-esperanza, entonces

p `~

	

P

	

P

La p-esperanza es continua en LP (p>O) .

X, para la cual

	

Ep(XrIm ) > a0
j(Xnm-Ep (Xnm )) PI(Xnm> Ep (Xnm » dp

f(Ep (Xnm )-Xnm ) pI(Xnm < Ep ( xnm )) dp

---,- f(X-a0 )PI(X>a0 ) dp

---> f(ao-X)PI(X<ao ) dp

E (X)=a

	

c.q .d .
p 0

recordando la defini-

esta deter-

Demostración : Sea (Xn ) una sucesión de v .a .r . p-integrables, convergente en

media de orden p a otra X . De esta convergencia se deduce la de la sucesión

(IIXn 11
p

), y de las desigualdades obtenidas en 2 .1 obtenemos la acotación de

(E (X )) . Si a es, entonces, un valor de adherencia de esta sucesión, exis-
p n

	

o
tirá una subsucesión (Xn ) que converge casi seguro y en media de orden p a

m
Entonces se deducen las convergencias :
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