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ABSTRACT: We study the p-mean as a metric projection of a random variable
of LP*! over the subspace of the constants, so as te gencralize this con-
cept to LP in virtue of the characterization of the p-mean, as the cons—
tant E, that verifies the equation {Ix—Eplpsign(x—Ep) du = 0. We obtain
boundaries of the type E_(JXI} 5Kthb and HXIb 5K‘EP(IXI) and from the-
se we prove that E_(} 1) is a quasinorm in the space LP that generates the
usual topology of these spaces and also the contimvity of the p-mean, and
as a conseguence Several results of convergence.
INTRODUCCION: Como un caso particular de la generalizacién de 1a Esperanza
Condicionada gue intentidbamos en [7], pretendemos hacer otro tanto con la
Esperanza Malemitica, estudiando medidas de centralizacidén de variables
aleatorias reales gue consideramos intrinsecas a los espacios i’ en el sen
tido siguiente: En un espacio probabilistico (g,c,z) la esperanza de una
v.a.r. X de cuadrade integrable es la constante p definida por la expresién
Nx—nig = gég HX—kIE. 6 teniendo en cuenta la estructura de espacio de Hil-
bert de L2(%,0,u}, la proyeccidn ortogonal de X sobre el subespacic de las
. 2 . ; o
variables constantes L (Q.adu} {siendo a, la o-dlgebra trivial), y guedando
asi patente la interrelacidén entre media y varianza. En los espacios P {(p>1
no podemos hablar, en general, de proyeccién ortogonal, pero si de proyec-
cibn métrica {Singer [9]}, y asi para una variable Xch(Q,c,u} podremos de-
finir una medida de centralizacidn “p como la proyeccidn métrica de X sobre

Lp(ﬁ,q,u), verificando entonces la condicién de minimo Hx~ﬂpu = ﬁiEIIX—kH
€ p

P

-1
que a su vez gueda caracterizada por f!x—npip sign{X-n ) du = 0 {Singer
p
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[¢].pag 56) y analogamente asociarle como medida de dispersidn mas natural
{por su analogia con la varianzal el valorl]x—npﬂz

No obstante, 2l igual gue la Espeéranza Matemitica no es definible
tan solo para variables de cuadrado integrable, sinc que, es una caracterie
tica de¢ las variables integrables: la caracterizacidn que dabamos mas arri-
ba y la posibilidad de utilizarla para variables (p-1}-integrables nos hara
ampliar la definicidn a estas, coincidiendo entonces con el concepto de
r-esperanza {6 r-media} con r=p-1, que aparece definido en {11, por lo que
utilizaremos esta terminologia desde un principio.

En [3], y en conexidn con un problema de estimacién robusta, Hu-
ber estudia los "M-estimadores', demostrando una ley fuerte de los grandes
nimeres para estos, valida para la p-esperanza; estudia igualmente el pro—
blema de normalidad asintética. En [1], se trabaja con el concepto adn mas
amplic de ¢-medias, con resultados similares sobre las propiedades asinté-
ticas de las ¢-medias muestrales, y estudiidndose el problema de las famili-
a% de distribuciones asociadas a estas "esperanzas generalizadas". Daniel,
en [2]_espudia el caso limite cuando pre.

En este trabajo se estudia en principio la E—cspeﬁanza GO pio-—-
yeccidn métrica en Lp+% Se observa que al ipual gue ocurre con la esperanza
matemitica, gque determina la topolegia en Ll’ la p-esperanza, si bien no de-
termina en general una norma, si gue determinz una cuasinorma gue define en

B

1" su topologia usual. Probamos igualmente que la p-esperanza es continua

. . +1 , . . .
e Lp {su continuidad en Lp es, en cambio, consecuéncia de venir determi-

nada por la proyeccidn métrica), gue junto con su cardcter mondtono asegura
la validez para esta de los clasicos teoremas de convergencia (mayorada, efn)
DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Definicidn.l.1.: Dado un espacio probabilistico (2,0,u), llamaremos p-espe—

P+l

ranza (p>»0), a la aplicacidn Ep:L —>R que para cada variable {p+l)-inte-

grable viene determinada por su proyeccidén métrica sobre el subespacio de

1 . . .
las constantes LP' {a,0,u) {siendo o la g-4lgebra trivial [@,al}.

p+l . .
Para cada XelL {,0,u), E {X} seri entonces la constante de mi—
p+

. ) . . . 1 . -
nima distancia (por la métrica usual de L } a X, asi comc la esperanza
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condicicnada de X de orden p+l a g {definida en [7]). La existencia ¥ uni-
o
cidad, y propiedades mas caracteristicas guedan igualmente justificadas e-{7)

. +1 .
Proposicidén.i.2.: Sea Xch {(7,0,p) {O<p<w); la p-esperanza de X es la dnica

constante EP(X} que verifica le—Ep(X)Ipsign(X—Ep{X})du = 0. Ademds la p-os-

peranza verifica: a} |l X-E {xiil <hxll b)Y E (X+k) = E (X)+k VY keR
B p+l -~ P+ p [

1
¢} E {kX} = kEp(x) Yker 4} Ep(k) =k YkeR ) La p-esperanza es continua
1 . s 1
en LoT f) Si X<Y casi seguro y x,YeLp+ Ep(x) iEP(Y)

Cabe destacar, en cambic, que la p-csperanza no es, en general,

aditiva., De e} y Ti se-podrian deducir ya criterios de convergencia en LP+{

La definicién siguiente, justificada en la introduccidn como me-
dida de dispersidn asociada a la p-esperanza, concede a esta la propiedad
de minimo de que goza la esperanza respecto de la varianza. Permite asi mis-
mo obtener desigualdades anzlogas a la de Tchebycheff para las p-esperanzas.

i
p* {2,0,0) {0<p<w}; llamaremos varianza de orden p

Definicidn.1.3.: Sea Xel
i
de X al valor gfX} = Mx - & (087
[+ p+l
La caracterizacidn que dabamos en la prop.1.2. de la p-esperanza,
asi como la observacidén que haciamos al comienzo, hacen que amplicmos la de-
finigidén 1.1, para ver que la p-esperanza puede considerarse como una carac-
teristica de las variables p-integrables: GX(a)=f!X—aipsign(X—a)du para una
variable Xst fija, es una funcidn continua, estrictamente decreciente y,
lim %éa):—m, lim %éa):m, por tanto toma, y séic una vez, tode valor real, en
A= A+ )
particular tiene entonces un sole cero. 5i X no es, en cambio, p-integrable,
la ecuacidn ?éa):o no tiene sentido; por tanto en adelante utilizaremos la
siguiente definicidén, caracteristica pues de las variables p-integrables.
Definicidén.1.4.: Diremos que una variable X tiene p-esperanza {p>0) si exis-
te una constante Ep(x) que verifique [IX-E (X}lpsign{X—Ep{X}}du=0. Llzmare—
p
mos entonces a tal constante p-esperanza de X.
Propesicién.1.5.: Para cualesquiera K,Ych(Q,c,u) {p>0}, y para todo keR:
a} E {X+kJ=E {X}+k b} E (kX)=kE (X} c) E {k)=k d) Si Xz¥ c.s. E {X}IzE (Y¥)
P |2 P 3 p P P
e} [E_ (XM < & (Ixh).
P "op

163



ASPECTOS TOPOLOGICOS DE LA P-ESPERANZA
Teorema.2.1.: Sea X una variable p-integrable {O<p<~), entonces:

a) si owa  E(IxIg sPixi v xa gsl/pﬁp(i:{i}

/p 1/pJ

b) Si lepes E (XD <l (1 +27P) 'y BXE <E (IX1) {1+ 2
p P PT P

Demostracidn: Por definicidn de p-esperanza, si 1{A) es.el indicador de A:

f(lxr—Ep(lX*))pI(Ixr>Ep(Ixf))du = f{Ep(1XH)—JXI)pI{JXI< Ep(}xl})du =

Nixi —Ep(lx!) Ifi:zf(lm ~E Ox10Praxs E (i )duzzf(Ep(i xh-ixt Y Pr{ixi< Ep(IXI) ¥y

y de la desigualdad {a—b)hgah si a®20 y hx0 obtenemos

1) Wit —EP(\XHHE < 2ﬂxtpl{ix1>gp( IX1¥)}du < 2,fix!pdu = 21'.xug

::)111xi-ap{\xl)|ig < 2,‘{Ep(|xl))pmxn< g nxn}dung{gpuxunpdu=z(zp(:xmp

Si se da z) entonces "X+Yn§ 5ﬂxﬂ§ ¥ ﬂYHi ¥y por tanto:

{Epuxmp <qi —Ep(ixmlg . uxuz < :skxl}i por la desigualdad 1)
WP < -£ 1 1uz + (Ep(ixl))p < 3(epuxn)p por la desigualdad 2)

En el caso b)Y lIX + YHP 5HXJE + HYlg y la aplicacidén de las desi-
gualdades 1) y 2) demuestran igualmente el resultado.

De este teoremz deducimos inmediatamente, recordando la defini-
¢ién de una cuasinerma p (K&the [4]}; asi como la topologia que esta deter-
mina, dando lugar a un espacio vectorial topolégico, a partir de un sistema
fundamental de entornos de 0 del tipo V {0) = [x / pix)} <g]:

Teorema.2.2.: Ep(l I} es una cuasinorma en Lp{n,c.u) para todo p>0, que ge-
nera la misma topologia que [ Hp

Teuvrema.2.3.: La p-esperanza es continua en Lp(ﬂ,c,y) (p>0).

Demostracidn: Sea (Xn} una sucesién de v.a.r. p-integrables, convergente en
media de orden p a otra X. De esta convergencia se deduce la de la sucesidn
(ﬂxnﬂp), y de las desigualdades obtenidas en 2.1 obtenemos la acotacidn de
(Ep(xn)}. Si a, e¢s, entonces, un valor de adherencia de esta sucesidn, exis—
tira una subsucesidn (xnm) que converge casli scguro y en media de orden p a
X, para la cual E (X |} — a - Entonces se deducen las convergencias:
,r{xnm-'ap(xnm))pnxnm> E (X)) du ——> ;(x-aoipl(x>ao) dy

JE 0 0%, 17T, <8 (X 1) dy —— [(a KPT(x<a ) du

v por definicién de p-esperanza, entonces Ep(x):ao c.q.d.
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