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NOTA SOBRE LA OBTENCION DEL TEST DE KUIPER USANDO UN RECORRIDO
ALEATORIO CIRCULAR

Concepcidn Fernindez Vivas

Dpto. de Estadistica Matemdtica

Universidad de Granada

The suggestion podinted by Gredenko-Kerolluh to inteapret
the distance Lests from the view-poinit of Random Wafks has
been the basic fdea o develop Ln this nofe a parallel dendi-
vation fer the Kudiper fesit. The digffernence hiern rests on
the consideration of a random walk over the circle,reaching

a proof more simplified Lhan the clasic one.

1.- En algunos problemas biolégicos y geofisicos se pre-
sentan situaciones en las que los datos bdsicos aparecen en
forma de direcciones,deseandose contrastar la hipStesis de
si 8stas estln o no aleatoriamente orientadas. Imaginando
un circulo de circunferencia unidad,se pueden representar
los datos come un conjunto de n puntos sobre el cfrculo.El
test para la aleatoriedad de direcciocnes equivalée entonces
a contratar la hip&tesis de gue los n puntos esté&n distri-

buidos al azar sobre la circunferencia.
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2.- Sean osq;tl...stnsl las distancias de los n puntos des
de un punto P(arbitrario sobre la circunﬁfrencia) que se to
ma como referencia. Se prefija un sentido,por ejemplo,el con
trario al de las agujas del reloj. Fijado P , (t ,...,.t ) de
termina la muestra completamente,perc como P es arbitrario
resulta deseable gue el estadistico-test prrmanezca invari -
ante frente a!elecciones de P.

De los varios estadfsticos que se podrian sugerir,nos va-
mos a fijar en el de Kuiper Vn = D;+D; , donde D;=max(j/n—tﬂ

T

b D‘=max(tj—{j—l)/n) son los estadisticos unilaterales de
1 Sii'n

Kolmogorov-Smirnov, (En t&rminos de la funcifn de distribucidn

empirica: Dn=sup{Fn{t)—t} y Dn=su9[t—Fn(t}] 1.
tell teloi]

LEMA.—"Vn es independiente de la eleccidn de P.

-

Dem. : Sea P un nuevo origen, y D; ¥ D; los nuevos valores

de D:'y D_ . Llamando £ ala longitud del arco PE,consideremos
los cambios en D y Di cuando t'se mueve de O a 1, mantenien

do P fijo.0Obsérvese gque para t, < t et se tiene

- Led

+ + . ~
= - +
= Pp i/n t

Dn= Dn + i/n - t

[wi

1.

~

Sumando miembrc a miembro: V = vn rC.g.d.
. n

para i=0,.,..,n ;t0=0, tn+1=

3.- Queremos ahora abordar el problema del cdlculo de 1ia
distribucifn exacta de vV, de un modo que permita aprovechar
los resultades de la teoria de Recorridos Aleatorios circu-
lares en forma andloga a como se aplican los recorridos so-

bre la linea en el test de Kolmogorov-Smirnov,
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Sean A A, n puntos sobre el circulo,determinados

qroecer
pOr una muestra particular.Sea A* el puntofinico/({con prob.l}
en donde D; es alcanzable.Consideremos un mecanismo aleato-

rio para la eleccifn de P,mediante el cual,P se situe en Al

-« -¢A  con igual prokabilidad. Teniendo en cuenta que la e-

leccidn de P no afecta a Vn,se puede escribir:

P(Vns v} P(Vns v/P=a%*)

P(Vns v,P=A*/P=A o...oAn)/P( P=A*/P=p 0..An)

1 1

i

nP(Vns V,P=A*/P=A10...o An).

Consideremos ahora la gr&fica de Fn{t). 5i P=Alo...o An hay
un salto en el origen de amplitud 1/n. Fijado P, los n-1

puntos restantes forman una muestra de tamano n-1 sobre el

intervalo {0,1). Estos dos hechos combinados implican que la
gréfica desde &l punto{C,1/n) al punto (1,1} corresponde a la
de Fn_l(t) con la excepcifn de gue la amplitud de los saltos
es ahora 1/n-1 .

NStese que cuando P=A%, la gr&fica de Fn(t) no debe aestar
bajo la linea y=t; ademis,si Vns v,la grdfica de Fn(t) no de
be cruzar la linea y=v+t . PoOr tanto P(Vnév,P=A*/P=A C...A )
es la probabilidad de gue la gr&fica de Fn(t) no togue ni cru
ce las barreras y=t e y=t+v,dado que hay un salto de amplitud
1/n en t=0,

Considerando la muestra de tamefio n-1 y re-escalandc los
saltos de 1/n a 1/n-1 , la probabilidad anterior es la mis-

ma gue la de gue la grifica de F__q{t) fluctue entre las ba-
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rreras y+il/n-1={n/n-13¢t e ytli/n-1 ={n/n-1) (v+t) .Pero és
to es sencillamente pn_l(nv—l,l,l} ., dende pn(a,b,c) represen
ta la preb., de gue la gréfica de Fn(t},basada en una muestra
de n puntos en (0,1} ,quede entre las lfneas ny=at+(n+cit ¥y

ny = -b + (n+c)t con a,b,ct+a,b-c 0.

-+

NOTA.- Brunk sugiri6 el estadistico B = C| + C_, donde o

¥ C; son los estadisticos de Pyke, como una alternativa a Vn.
Stephens ha probado que P(Bné b} = P(Vns b+i/n+l )} .Por tanto
el m8todo antericr se podria usar para calcular la distribu-

cifn de B_,
n
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