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Abstract:In this paper,a generalization of the recurrence rela
tions for orthogonal polynomials on lemniscates is given.
Several regu;rence formulas deduced of the descomposition:
Tn,p ® K[A Pn—hp[z)}:Tn—l,p &® K_l‘Pn(z)] where T p 18 the orthogo

r
nal suplementary subspace from the subspace aPrm _ inm¥
are cobtained.Pinally,two open problems in relation™ Qgth thé
theory of the n-kernels and the development in Fourier-Jacobi
series for rational functions,respectively,are posed.

_ En la teoria de polincomios ortogonales sobre lem-
niscatas (véase 3] )hemos proporcionado una interpretacifn de
tipe geométrico para la relacién de recurrencia gue satisfacen
dichos polinomics basada en la considere{cién del complemento
ortogonal del subespacio ATE—h respecto a ﬂh,donde ﬂh es el
espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
ny IA(z)l = R es la ecuacifin de la lemniscata cdnsiderada,don—
de A{z) es un polinomio de grado h con raifces simples y coefi-

ciente conductor unidad.

L
Reiterando la descomposicién Tl_=AT _@&{AT _ ) n
resulta: _ n - a-h n‘;h
L L -
=a P n n- p-1 n-{p-1)h
LA SO TEN AR TS AP . ... tam _ )

(1)

donde,a efectos de notacifin designaremos mediante Tn p la suma
r

de los p Giltimos subespacios.
: ~aP P
De (1) se sigue gue M =A nn—hp—l @k [a Pn—hp(Z)_]eTn,p (2)

donde Pn_hp(z) es el polinomio ortogonal ménico de grado n-hp

relativo a una distribucidén definida sobre la curva.
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_ Poxr otra parte,si en la descomposicibn 1Tn=1Tn—f$
@ K[Pn(zﬂ aplicamos (1) al primer sumando,resulta

=P
M=l oy Ok[P (2] er

De {2) y (3}),considerando el complemento ortogonal

p .
de A nh—hp-l respecto a ﬂh,se sigue

x[aP Pn_hp(z)] ® T, K [gn(z)]e T

ae1.p (3)

n-1,p (41

. L
La existencia de una base natural de (AH;_h] n

ha side probada en Eﬂ.Dicha base estd formada por los h n-nl-
cleos Kn(z,qi) asociados a las raices di i=1l,..h de A{z).Asimis
mo se ha obtenido otra base de dicho complemento cortogonal,que
designamos ¢(l(z) i=1,..h caracterizada por la condicién geomé-
trica siguiente: K (z,d. )o¢(n{z)—5',3 Una interpretacidn de esta
base en términos de la teorfia de interpolacifn aparece en [3].
Con estos aspectos prevics,planteamos varias
cuestiones abiertas de las que en el presente trabajo damocs so-
lucidn a la primera de ellas:
atDe la descomposicidn (4) ,obtener expresiones de recurrencia
entre elementos de cada uno de los sumandeos.hparece una genera-
lizacifn de las expresiones de recurrencia obtenidas enfﬂﬁrp]
-ﬂ encminaremos f6rnuias de p-recurrencia.
b)De la descomposicidn (1) ,estudiar fé&rmulas anilogas de p-su-
macidn que generalicen las obtenidas en [2] vy [3]y analizar
consecu&ncias relativas a la distribucidn de los ceros de los
polinomios ortogonales.
c}De acuerdo con la descomposicidn (1) ,estudiar el desarrollo
en serie de Fourier-Jacobl para funciones racicnales del tipo
P{z) donde grad P{z)<h.Esta cuestidn presenta un gran inte

(a(2)%
rés desde un punto de vista tedrico funcional dada su estrecha
relaciSn con los desarrollos en serie de Laurent-Jacobil (vease
5]J.Algun05 aspectos de este problema han sido estudiados en
ﬂ]para polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad.
Asi pues,en los t&rminos planteados en a),nues-

tro problema se centra en el estudio de los siguientes desarro
llos: —1
i) a(z)P P _pp (2= ;::5 3:153 A (@) Kn pjoq (2% ) 4B P (2)

La determinacifn de los coeficientes se efectlia considerando
productos escalares y aplicandc el hecho de que los pefsumandos
150



son ortogonales,de forma gue
p-1

a(z)P P {2) '5'-": A(z)) (z})+p (z)
n

q 1 n-—hj(a( ) ¢1'1 -hj-1
En el caso p=1 ,por normalizacidn de los pelinomics ortogona-
les,se obtiene la expresidn R-II de [3].En el caso A(z)=z apa-
- ce la expre516n I-14 de [2]
De forma anédloga resulta.

A(Z)lK - l(z'd )=A(Z)1K —hl- 1{2;“ )+Pn_h1(j“r} Pn(Z] +
€h-h1

+ L) [J‘IA(z) zlpn hi & )¢n h3-1(8] oe1gp-1
ltrgh

Efectuando célculos sencillos se prueba gue 1 ii.

p—]_ . h
i) 1 p . B 1 ESEIREE 3 - nehj “g )gSn ny(2)
e n j=0 e R2] g=1
n n-hj
+ 1 P
Ip A(z) Pn_hp(zJ
e R
n~hp

De nuevo,como caseos especialmente interesantes,obte-
nemos para p=l y por normalizacidn de los polinomiog ortogona-
les,la expresidn R-I de [3].En el caso A(z)=z aparece la rela-
cidn I-15 de [2].Hemos de sefialar el caracter independiente de

esta expresidn respecto a i}

h

. 1 _ 14k -
) AR g (e )= Ky —hl—l(“k"‘r)A(z) ¢n—hl(z)

———— 21 j
Pon @0 [ amPe, (z)+Z & L a ZPn ns ) nh]m]

R Fe i»l R%e . k=l

n-hp n-hj

donde 041¢p-1 1lergh.
Efectuando un desarrollo para el primer sumando,

resulta una nueva expresidn de recurrencia gue es equivalente

a iii)
1 J h
a(z) P __. . (2)_ a(z)Pp__ A{z) (k
- n-hl - Pr-np'? &+ FiE —5 - (an—hj(qk]¢n—hj(z”
R e _h1 R en—hp j2LI R n-hj k=1
donde 0$l¢p-1 1¢réh.
De la consideracién de i)-..-iv) surgen 2(hp+l)expresio

nes de p-recurrencia gue en esencia se reducen a dos modelos.
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Comc aplicacidén interesante,de i)se sigue que
nPn(z]—A(z)an_hp(zlﬂf =Rzpen;hp—en.Teniendo presente gue las -
h sucesiones ekh+i/R2k donde 0£i¢h-1 son convergentes(v8ase
3} podemos enunciar eF siguiente resultado -
Proposicifn.-La sucesidén de polinomios Qn_l(z)=Pn(2)-A(Z)Pn_hp{i)
converge a la funcifn cero a.e. sobre la lemniscata si y sblo

@

. : e,
si las h sucesiones ay = 1;£k donde 0¢igp-1 satisfacen la con-

B

dicidn (_ﬂ}ak=°(_i5k"
Cbhbservames que la condicifn de convergencia a ceroc viene deter-
minada por la configuracibn geométrica de la curva.

Si R es suficientemente grande,es un hecho conocido{vease [5])
gue el recinte interior a la lemniscata es simpleménte CONexo,
en cuyo casc y de acuerdo con un resultade gue figura en [4],
las raices de los polinomios se encuentran en el interior de

la envolturﬁ convexa del recintg,por lo que parece razonable

enunciar la siguiente conjetura:
P _(2)
lim

. _ 1
5 (z)—_A(z) i y solo si ei+hk-o(R2k)'
n=h
.Este resultadc es la generalizacién de unc clisico para la cir-
cunferencia unidad,que caso de verificarse para lemniscatas

extenderia la informacifin sobre propiedades de convergencia.
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