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DIFUSION DE ARNQL'D

Carles Simb *

Abstract.- A description is made of the behaviour of hamiltonian systems
near integrable ones. Besides invariant tori of the perturbed systems there
is the posibility of slow escape if the system has more than two degrees
of freedom. The classical example of Arnol'd [2] is presented. We remark
the multipte special features that it presents. An analysis of the passa-
ge through ressonances [3] T1eads in a natural way to the estimates of
Nekhorosev of the rate of escape [15]. The role of transition chains and
heteroclinic points is stressed. The channels of superconductivity of Nek-
horosev are related to previous work of the author [18] . Some open problems
and the difficutties encountered in solving them end the paper.

£1. Introduccidn.- Los sistemas hamiltonianos juegan un papel fundamental

en la descripcidn de ta mecdnica cldsica. Consideremos una funcidn real
H{x,y) (hamiltonianc) definida en el fibrado cotangente T*C {espacio de
las fases de posiciones y momentos).de una variedad diferencieble € {es
pacio de cenfiguraciones). De manera mds general podemos considerar H{z)
definida en una variedad simpléctica M (esto es, una v. diferenciabtle
2n-dimensional provista de una 2-forma cerrada, o , tal que sea no dege-
nerada, esto es, o A %k A a sea un elemente de volumen). Dado v, vec--
tor tangente a M en 2z, le asociamos una forma vP mediante a{v,w} =vb(w]
YW E Tzﬂ. Esta aplicaéion es un isomorfisme si o es no degenerada. Sea
#:ne T;M —— e TzM el isemorfismo inverso, fntonces las ecuacio--
nes de Hamilton se escriben % =(DH)# ,» 5iendo DH la diferencial de H. -

53 M=pe", ;= (g) . q,peR" y a=dqadp, se obtiene

a=upH,;‘}=-an (1)
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ya que, identificando vectores con formas medianté la métrica euciidea, #
viene dado por J = (% é donde 1 es la matriz identidad en R". Obvia

mente H es integral primera de (1) ({teorema de Liouville [4]).

Un hamiltoniano H se dice .integaable si existen n integrales pri-
meras F]"“’F . funcionaimente independientes, en involucidn (esto es,
a( (0F )F (OF)¥) = 0). Entonces, si N(€y,-..,C) = txeM | Fy{x)=Ccte, islenl
es una variedad compacta (puede dejar de ser variedad para ciertos valores
de Ci dando lugar a aepanatrices}, es un toro n~dimensiona1 7" {teorema
de Liouwville-Arngl'd [5]). Si no es compacta es T9 x R4, a¢ < n.

£n variables (I, ¢} adecuadas {variables de accidén-dngulo, equivaien-’
tes a momentos y posiciones} un hamiltoniano integrable depende sdlo de las
variables de accidén H = HO(I}. Las ecuaciones de Hamilton son

i=o0, P = (DI Ho)T = w{1} {vector de frecuencias)

y por tanto I = 1{0), ¢= @(0} + wt. Las funciones Il"“’ln son las in
tegra]és primeras independientes en involucidn. A cada valor de I{O) corres
ponde un ™ invariante. La parte del espacioc de fases para la que N{Cl,..

o Cn} es compacta estd foliada por toros n-dimensionales invariantes. Un
toro asociado a IIO} se 1lama racional o rescnante si1 3 k € " tal que
{k, w{l‘oll) = ) e irracional o no resonante en caso contrario. Por supues
to un toro puede temer diversas resonancias independientes. E1 flujo en un
toro resonante es periddice y en uno no resonante es quasiperiddico y ergd-

dico.

Consideremos una perturbaciﬁn'hami]tonﬁana de un sistema integrable

o= H (1) + GHI(I,?,G} (2)

siendo H, una funcién 2n-periédica respecto a ¢. Supondremos en toda la
exposicidn que las funciones manejadas son analiticas aungue Tas técnicas
de filtro pasa baja permiten trabajar con funciones suficientemente diferen
" giables (véase [13], [22], [17]).

Un resultado fundamental relativo a sistemas prdximos a integrables
es el obtenido por Kolmogorov, Arnol'd y Moser (([11], [1], [13]}.
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TEQREMA KAM.- Dado ef hamifioniano {I) con € suficientemente pequefia cum-
pliendo una de Las dos condiciones: @) 10wl = |'af Hl %0,

Bregy %
B) | T o |70 con w = (0, K)T, pana todos Los w satisfaciends
. :

iy
La condicidn diofdntica |k, w)i > E%fiéln {donde v » n+l, [kl =3 Ikil},
k i=1

existe T, tono {nverndante de (2], cencanc al toro invariante T del
sistema no penturbade, sobre el que ef flujo es conjugado def que se Lenia
en T,,. Pado un compacto foliado por *onos de H, el conjunto de puntos

de &8 no penteneclentes a algin Tw tLiene medida relativa que tiende @ ce
no 84 € £o hace. ’

Es claro que la condicidn a) significa que el Hessiano de HO- es
no degenerado. Toda variaciodn del punto I provoca una variacidn de la
frecuencia w. La condicidn b} signfica que el sistema Ho es. fsoener-
géticamente no degenerado, esto es, sobre la variedad H0 = h una varia-
cidn del punto 1 provoca una variacidn de 1z relacidn de frecuencias.En
efecto, para todo Al tal que DHO-AI = ) debe cumplirse DzHo-aI # AQ&,

2
vA e R. Esto equivale a que el sistema DTHo “e} no tenga otra solucidn
que 1a nula, es decir [P1% “% 40 ‘o 0
w 0

o4

La demostracion del teorema utiliza dos ideas fundamentales: En Tu-
gar de cambiar la frecuencia en las sucesivas aproximaciones & la solu--
¢ién como en 1a teorfa clisica de perturbaciones, se busca un foro Lnva-
niante manteniendo fijas las frecuencias que verifiquen las desigualda--
des diofdnticas. Para ello se utiliza una sucesidn de cambios de varia--
ble de convergencia rdpida {andlcgos al método de Newton en Andlisis Nu-
mérico} variande de toro a cada pase. Ellc es posible por a condicién
de no degeneracifn impuesta. Los dominios en los gue la sucesidn de cam-
bics es convergente se van estrechando y en el limite se reducen al pro-
pic toro invariante. fs decir, el cambio de variables global pasa del to
ro invariante de Ho al de H con Ta misma w y 860 es vdlida en di--
ehe tono.

La teoria de KAM tiene consecuencias bisicas sobre Ta estabilidad de
sistemas hamiltonianos. Tomemos un problema con n=2 grados de ¥ibertad .
ta variedad H = cte. es 3-dimensional y en ella hay toros invariantes 2-
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dimensionales encajados que, s1 bien no 1lenan todo el espacio de -onfigu-
racidn, si que separan la variedad de energia constante en parte interior
y exterior al toro. Los puntos iniciaimente situados entre dos’ toros inva-
riantes no pueden escapar del recinto que los tiene por frontera.

La situacidn es distinta si n > 3. Entonces en una variedad
{2n-1)-dimensional Tgs toros ™ e separan H=cte., y para puntos gue no
estén en toros invariantes puede producirse un alejamiento de )a variable 1

(o}

respecto al inicial. Este posible alejamiento es el gue se conoce

como difusfon de Arwnof’d.

Resultados paralelos se tienen en el caso de sustituir un sistema
hamiltoniano por un difeomorfismo candnico y no entramos en detalles 4],

§2. Cadenas de transicidn.- Para explicar la manera de escapar de entre tg

ros invariantes dados por la teoria KAM Arnol'd [2] propuse el mecanismo
de las cadenas de transicidn.

Sea T un tore invariante por un flujo ¢t. Diremos que T es un

toro bigoefudo si existen dos variedades invariantes HST, Wit {6 ws, Wt

si
no hay peligro de confugsidn} tales que vy € W se tiene ¢ty — T cuan-
do t — +m (bigote de entrada), vy ¢ W se tiene by —— T cuando
t
ro que NUT, W5T son las variedades invariantes inestable ¥ estab]e de T

{véase [21]}.

-oo [bigote de salida) y T es una componente de W W, Es cla-

dgtdy*dc d¢

51

, 2tC., se mueve

Consideremos el ejemplo 1lamado teno standand. En R
un punto descrito por las componentes {x,¥,2,¢}), X € Rd‘:’
sometido a las ecuaciones X = - Ax, y = gy, 2 = 0, sb:{x-', siendo A,ueR,

Y we Rdt racionalmente independiente {esto es {k,w) =9, keZdt = k=0,

Entonces los puntos de la forma {x=0; y=0; z=01 constituyen un toro bi
gotudo con W = iy=0; z=0! vy WY = {x=0; z=0!. Este toro se Tlama el
toro standard.

Sea M una subvariedad diferenciable de una variedad X. Diremcs que
2 obstruge 2@ M en x € M si toda variedad transversal 2 M en x .cor
ta a Q.
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LEMA.- En f tono standard sea U entorno de fe W' y 0= U 0,V £n-
tonces € obstuye o W en tode punto de W

Si la afirmacién del lema es cierta v i e ws, para todo entorne def
Y Yy6 W diremos que T es un fono de transicibn. Este es el caso pa-
ra el toro standard.

La demostracion del lema usa de manera esencial a hipgtesis de no
resonancia. 51 w es resonante entonces Q sdlo obstruye delgadas bandas
alrededor de subvariedades lineales de WY cuya codimensidn es la multi--
plicidad de 1a resonancia de w.

Si existen toros de transicién Tl""’Tk tales que l-IuTk ';*k wSTH1
{interseccidn transversal) diremos que esos toros fomman una cadena de tran
Adeldn.

TEGREMA.- Sean ,{e ¥ T y 7TE€ quk anbifnarios. Entonces para fods U
entorne de § ¢ pana todo ¥ entorno de 7 P flugo ¢t coneata ambos
entonnos, eate es, tL>Io o U Nv # ¢

La demostracién es inmediata usando la definicidn de toro de transi-
cién y la continuidad respecto & las condiciones iniciales.

La existencia de cadenas de transicidn permite cierta inestabilidad
al conectar entornos de toros alejados. Si dt=0 los toros invariantes
se reducen a puntos, Si d_ = 1 se tienen Hrbitas periddicas. Tomando una

t
seccidn de Poincaré conveniente una érbita periddice se fraduce en un pun-
to fijo o una 6rbita periddica. En este case para temer una cadena de tran
sicién es suficiente tener una cadena de puntos heteroclinicos Transversa-

£es (tamb1en 1iamados doblemente asmtot‘icos 18] )

En el caso de difeomorfismos del plano Ja existencia de puntos hete-
rociinicos transversales pone fin a la existencia de curvas invariantes.

Un ejemplo numérico de tal cadena puede verse en [20]. £1 inicio de la exis
tencia de puntos heteroclinicos transversales es una cuestifn delicada y no
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resuelia. Una descripcidn heuristica se halia en [7} bajo el nombre de so-
Lape de resonancias. '

Destaquemos que la no existencia {global ) de integrales primeras ana
1iticas {ademds de las cldsicas) que fue probada por Poincaré se debe esen-
cialmente a Ya existencia de puntos heteroclinicos {y homociinicos} trans--
versales. En otro lenguaje esta no existencia es Jo que Wintner [23] 1lama-
ba presencie de Lategrafes no aislantes. En un lenguaje modernc diriamos
que la citada transversalidad implica que las variedades invariantes W .
W5T no son subvariedades de Ja variedad total. Se tiene un p]égado de las
mismas que provoca que cortes transversales adecuados de las variedades ten
gan canacter canlorians.

§3. El ejempio clisico.- El dnico ejemplo rigurosamente estudiado de difu--

sidn entre toros invariantes fue dade por Arnol'd [2]. Sean H0=%-(I§ +I§),

éHl = <{cos 9 - 1}{1+ #B), donde - B = sin ¥, + cos t. Destaquemos que el

sistema tiene dos pequehos pardmetros € y n y que cuenta con 2 g.d.]. ¥

el tiempo. Equivalentemente puede convertirse en sistema autonomo de 3 g.d.

. _1 2 z .
1. mediante Hr_\_? (Il+12)+13’ B=sin ¢y * COS 9y,

Las ecuaciones de Hamilton son

(3)

I =esin q3(1+#8) . c(l-cos¢3);tcos 9,

51 €=0 todo toro con 1= we RZ es invariante y no resepnante si {n,wjgN.
Consideramos e] caso 0O<em << e <<1, A partir de Ta teoria KAM se tiene
que para 1a mayoria de las condiciones iniciales I varia poco al adadir
Ta perturbacién. Sin embargo se tiene el siguiente resultado.

TEQREMA.- Sean O<A<B. Pana fodo e > 0 existe # >0 tal que Vi e(O,po}

existe una trayectondin del sistema {3) que conecta <A con 1,>8.

Demostracitn, - Consideramos ya de partida e no nulo fijo. Si u=0 se tie
ne H= % 1% + € {cos o - 1y + %‘ Ig con 10 que los dos grados de liber-

tad estdn desacoplados. E1 sistema equivale a 12 =0, @2 =1, ({oscila--
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dor arminico} y a un péndulo en las variables Il’ - Destaquemos que esas
variables no son accifn-drgufo.

Es inmediato que Tw2 = |Il= ?1= o, 12= “b} es un toro bigotudo ¥
#

que los bigotes son tridimensienales dados por I1 = i2v€- sin -5 12 =y,
Sobre las variedades invariantes las trayectorias son

I, (t) =£2/6/Ch =, p(t) =*2arcctg (-Sh 1), g,(t) = .wg +w(t-t )
(4)

donde r=x/:{t—t0) e inicialmente Il(to)= /e, ¢i(toj =tm, ?Z(to) = @g.
En realidad la teoria KAM se aplica a la regidn en la que, con u= 0, e!
espacio de fases estd foliado por toros invariantes. E1 toro bigotudo que
ahora consideramos no peitenece a esta negidn pues es el producto de un to
ro 2-dimensional {variables o t) por el punte critico hiperbflico del
péndulo y sus variedades invariantes son el producto del toro 2-dimensio-
nal por las separatrices del péndulo.
1

Es claro que Wit 5 = WST 5 teniendo asi drbitas homoclinicas wo
transvensales. La idea clave es que al hacer ¢ # 0 W, dejardn de

cointidir ¥ seran fransversales, y por tanto si «' estd suficientemente
cerca de w {precisaremos cudnto Tuego} también serd Nuiwzai HSTw- dando
asi las érbitas heteroclinicas Zransvensafes que opriginardn la cadena de

transicién, si los toros Tu. son toros de transicidn.
2

Tomemos, pues, ## 0. Los toros ]yz continuan siendo invariantes
por el sistema perturbado, esto es, £a perturbacidn se anuba en Los foros
Lrvariantes. Esa es otra idea clave en 1z eleccidn de la perturbacién por
Arnol'd. Equivalentemente podemos decir que ¢, se encuentra blogueada en
cero.

Un razonamiento standard mediante iteracign funcional usando la hi-
perbolicidad de Twz permite probar que Huluz ¥ Nsﬁuz cantinuan exis-
tiendo al hacer p# ¢ .suficientemente pequefio y que dichas variedades de-
penden analiticamente de u. Si en Tm2 tenemos un flujo irracional, para
lo que bastard que wo ¢ 0, el toro serd de transicifn, 1o gue se prueba
por analogia con el toro standard.
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La cuestion delicada se encuentra en la transversalidad. Yeamos Jas

pl) .

ecuacmnes de las variedades perturbadas. Sean 2 I1 + e(coswl-l),
H(z) 5 Ig = %wz los bigotes no perturbados. Escribimos

(1) _ gu»8 . .

H - ﬂl (?19@2! t"”z)

2 u,s

{2) , : .

M|

para las variedades inestable y estable, respectivamente, con &= 0{u), &
funciones 2n-per1’édicas en t y pudiendo Timitarnos (para tener perturba-
ciones pequefias) a Izpli < 3772 (o, si se prefiere, icp1'|<3=1/2 para Wy
|27 - (pll < 3n/2 para Ns]

Como una 6rbita heteroglinica conectard 9 =0 con ) = 27, pode--
mos buscarla en ¢ o= Debemos calcular o t solucidn del sistema:

u - . = 5 . . 1
ld1 (Hs (192: ts ‘*’2) ‘31 (ﬂ, (PZ') t; "“'2)

—

1 2 T . I S5 ¢, .
'2’“’2.4- 52 (”& (1023 t, wz) 2 wz + lf32 (ﬂ.’ Q’?s tswz)

Usando ecuauonaé variacionales de primen orden respecto a g .A

51.I + O(P }, guedard (hasta primer orden en w): 61 =0, #52

-1 2 T .
z(ulg w'z),donde 6i ai 81..

Es inmediato que {H 1) = pe I1 B, de donde

dB /Ot
S T - 2¢ ——— e — dt,
1 J; cnét/elt-t )

¥y que (H(Z})' =2 waep COS 9, / Ch2 T, de donde

B/ 3e.
52=2€w2j 22dt.
R Ch°r

Un cdlculo por el método de residuos suministra Tos valores

5 = 2nsinty / Shir/2/e)
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= Zng o433 Q’g / Sh{MZHIZ\/E).

Hotemos que las integrales se han hecho con ef misme valor de ws
H ' S : ' -
mando w, para 8, ¥ w, para &, ya que si |u?-u?| es pequeiio el

error relativo To es.

¥y no teo-

Las condiciones de heter0c11n1co exigen t =0 y por tanto hallare--
mos un valor adecuado de wé si Fw -ar2|< ﬁﬂﬁiﬂb/Sh( w,mf24/E) = Qiue 14[).
Escogiendo, entre 1os valores de 12 1n1C1a1 y finai deseados, valores de ws
irracionales cumpliendo la condicidn anterior obtendremos la cadena de tran
sicidn buscada.

Notemos aqui algunas {deas esenciafes para la obtencibn de difusidn
de Arnol'd:

a) Se han empleado dos pardmetros pequefios, uno de lTos cuales va es-
td incorporado al sistema no perturbado () y el otro se utiliza para Tlos
computos variacionales {p}. E1 motive de hacerlo asi es que la transversa-
tidad {0, cuantitativamente, el dnguio que 1a mide) es de onden exponencial
negativo respecte a ¢. Por tanto ninguna feonia de penturbaciones, por ele
vado que sea su orden, defectaria La transversalidad. Este hecho ha sido
detectado de manera explicita en el probleme resiringide circular de tres
cuerpos [12], donde los pardmetros € y p# se ven reemplazados por el in--
verso de la copstante de Jacobi y ei parametro de masas. Un fendmeno pare-
cide se tiene en el problema de Hénon-Heiles [10], donde la deteccidn del
cardcter de cadena heteroclinica transversal relativa a las tres drbitas
perigdicas hiperbdlicas es numéricamente inviable para energias pequefias.

b} E) problema es mids arduo en el c¢aso de transfommaciones candnicas
ya que en este caso las ecuaciones variacionales son del tipo sumatorio
que s8lo pueden ser aproximadas mediante integrafes. En los ejemplos numé-
ricos de que se dispohe, ne ya de difusién de Arnol'd (de la que propiamen
te no tenemos ejemplos explicites), sino de transversdlidad de homociini--
cos, €l dngule de las variedades invariantes decrece rdpidamente con Tos
pardmetros de) difeomorfismo {véase [6] ). Er el caso mds sencillo posible
de las aplicaciones cuadraticas conservando area 9] el autor realizd al-
qunos experimentos [19]. Convenientemente completades wuestran que la apli
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cacién (x,y)~(x cos a- (y-xz) sing, x sinat {y—xz) cose ) tiene un pun-
to hiperbdlico cuyas variedades invariantes se certan con un dngulo del or
den de e-S/aQ‘ Si esta apreciacidn {correcta parz o alrededar de is.5,

1.5]) es vdlida para «=0.1, se tendria un dngule, absolutamente indetec-

217 -21715

table por métodos numérices, de 107777, y de 10 para a= 0.01.

§4. Acotaciones de la velocidad de difusidn. Teoria de Nekhorosev.- Hemos
visto en el ejemplo anterior una expresién de la veloecidad con que se di-

fundia 1, en funcidn de . En general, si H = HO{I} tell; (1,9} se tie
ne de manera trivial que [=0(¢} y por tante |I(t}-1{o)l =0 {eltl}.Sin
embargo bajo condiciones adecuadas {que explicaremos posteriormente) pue-
den darse mejores acotaciones (21, [14), (18], [15) . Exponemos aqui. el
resulitado de Nekhorosev y una idea de sus técnicas {usadas ya en [2] ,

B8] ).

TEGREMA .- S84 HO satisface Las "condicdones de escanpamiento” existen a,b,

€, tafes que vee (0, ¢5) Zoda sofucibn de HQHHI satisface M{t)-1{o} < eb,

vte [0,T] eon T = %exp(l/ea).

. . . 5 .
Sea HO una funcidn definida en un ablerte e B, 22, 8ilet

G d
y A es una variedad lineal que contiene a I, dim A¢ O definimos

n. . (7) = min TRARRO I
.2 Tea lI'-10 =2 ©lx

Diremos que H_ es escanpada en 1 sobrne A si 3 €,80,¢ 2 0 ta-

les que

vie (0,8] , max m {'I}>(I§Or

onsé 1.4

Las constantes € y o se 1laman, respectivamente, coeficiente e in-
dice de escarpamiento.

Sea Ar{” 1a grassmaniana r-dimensional en R® pasando por I. Dire-
mos que H0 es escanpada en 1 si:

1} b HO(I)II #»g>0.
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2) vre [l,s}, 2C, 8,20, a'r)l tales que HO es escarpada en 1 sQ
bre todo Ae A {I} que sea ortogonal a DHO(I).

Por {1time se dice que Ho es escarpada en G con coeficientes g, Ci.

o

51. e indice ass i=1+s5-1, 51 10 es encada 1 € G.

Be manera intuitiva la condicién de escarpamiento en un punto signifi
ca que por teds variedad lineal que pase por €1 al movernos a una distancia
d <5 debemos superar "pendientes" mayores que € 4%,

Destaquemos que si ;BZ = sta,_, ¥ $-2, ,BJ. = %-1'as~j+s'j {j=3%s-1)
y §= ,63_ -1 {{=1si s=2) las constantes a y b del teorema pueden to
marse a = 2/{12C+ 3s + 14), b = 3a/2 ag_q-

1=

Veamos ejemplos de funcicnes cumpliends 1a condicidn de escarpamiento.
Ho se dice quasdconvexa en G si v I e & se tiene DHO(I};*O y el sistema
DHO(I)-v=0 s \:TDZHQ(I)\!=0 s6lo tiene Ta solucidn v =0 {entonces las cur
vas de nivel de H, son convexas}. Trivialmente se tiene que quasiconvexa im
plica escarpada con todos los indices iguales a la unidad y ne quasiconvexa
imp]'_ica que si es escarpada alguno de los indices debe ser mayor que 1a uni

dad.

. : "9y 2 TP
S1s=2yOH_ = {g, g,) debe ser v=( ),ysiDH=<
-, ] 1 52 9 o hyo Pop

. 2 .
enton = - =
_ ces v D Hov 0 equivale a que h 2h + h2291 6. Si He

2
1192 12919

0%, (o )’
es quasiconvexa no debe existir el tal v, luego DH 0 # 0, que es
)
precisamente la condicifn de no degeneracidn {soenergéiica. 51 5=3 se tiene
l _ 0%, (o)
que HO quasiconvexa equivale a DHo 0 <0 .

Condiciones mis débiles de escarpamiento {verificables algoritmicamen-
te) son que DH_7#0 y que el sistema OH v=0, DZHO(v}2=0 ,---,UkHO(V3k=0.
no tenga soluciones reales. El no ser escarpada significa que los coeficien-
tes de Taylor deberdn cumplir una {infinidad de condiciones algebraieas inde-
pendientes.
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Demos a continuacidn una idea de la demostracitn del teorema de Nekho-
rosey.

Diremos que ke7° es v-aesonante en U si |(k,w)|< v con = (DHO)T ¥ de
orden |k} = X |k, I, para algin Tel. Sea ;\ la envoltura lineal de los vecto
res v- resonantes en U de orden menor o 1gual que Ny r=din A .

Si H -Zh {I}exp{ilk,¢)) hacemos un cambio candnico {I,0) — (J,¢}

tal que se tenga H = H{J,4) + R{J,9) , siendo H > h (J} expli{k,$)}
keaoﬁZ

y con DRl < eexp(-NI_"] para algin « > 0 {lo cuval es posible por la anali-

ticidad de H). Considerando H en lugar de H es claro que el sistema tiene

s-r quasdiintegrafes. E1 movimiento de J tiene lugar sobre variedades 1inea-

les i obtenidas por transiacidn de '}‘o‘ Por tanto existen r varniabfes ndpi-

das y s-r vanlables Lentas.

Por supuesto que r depende de U . Si r=90 las A degeneran a puntos y-1I
practicamente estd en reposo (H=0). $i r>»0, 1 puede moverse con velocidad
¢ dentro de Tas variedades rdpidas, perc si Ho es eseanpada las quasiinte--
grales atrapan I en un conjunto de didmetro pequeho. Dentro de G el conjun-
to {1eB | {kew{i})=01se 1Tama S2{k), hipersuperficie de resonancia aso--
ciada a ke?° y .@a@(kl} aL..nZp(K"Y es la Aupenficie hesenante de
muftiplieidad r .

Consideremﬁs las resonancias definidas por vectores de orden menor o
igual que N . En el espacio de frecuencdins vienen dadas por
twe R°|3keZ”, [kl<N, k#0, (k,»)=0}. Con cada superficie resonente &%
se tiene una zona resonanfe dada por condiciones del tipo |(k,w)| < ¢ para
cada resonancia y un bloque que es la parte de 92 que no perte'nece a la
unién de todas ias zonas resonantes de los otros 2¢' tales que Zg' 2 92 .
Es clarc que G menos la unidn de Yas zonas resonantes forma el bloque no re
sonante.

Dentro de una superficie o zona podemss tener resonancia {o casi reso-

nancia) para distintos valores de k . Mo asi en un blogue. Todos los vecto-
res e-resonantes en un blogue son de la envoltura de los vectores que definen
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el blogue y por tanto I varfa poco, cruzando variedades lineales paralelas a
A, con velocidad casi nula. La {dea caucdal es que en cada bloque el movimien
to tiene lugar practicamente sobre Tas variedades lineatles i y Za condicién
de escarpamiente aseguha que defaremes fa nesonancia {véase §5). Entramos asi
{con relativa rapidez) en el biogue no resonante en el que permanscemos {re-
lativamente) wucho tiempo.

Si G = 11w} e(kl r> ! es claro que 1eSfni «—= D{H | {1)=0.
Si 8¢ nA no es puntual puede haber canales de superconductividad.

Veamos qué puede decirse de |I{t} - I{o}]| si Hy 10 es escarpada {al me-
nos para ciertas clases de funciones).

Una variedad Tineal A se 1lama aracional si su s.e.v. estd enqendrado
per una base de componentes enteras. Sea &% = fH RS—-R| 3 Aracional € R

3pcurvaca, D 1Y=0 viey,3V: RS- RS tal que I1=¥{1} tiene por so-

0|«1
lucidn p |,

TEOREMA {15}.- vH .57, 3H{1,9) ¢ {:[0,1)~R° tal que ve>0 e hamiltonia
no H o +el, tiene una solucibn definida en [0,1/e]eon I _(t) = &{et).

La trayectoria de I, coincide con y que se convierte en canal de supen-
conductividad.

§5. Blogueo de resonancias.- Un tratamiento semejante al expuesto en el apar

tado anterior fue dade por Arnol‘d [3] utilizande teoria de promedios (no for
zosamente para sistemas hamiltonianes) para 2 grados de libertad. Una exten-
si6n que contiene parte de Jas ideas de §4 para un ndmero cualquiera de gra-
dos de libertad fue dada por Simé en [18].

Sea me Z°. Definimos como antes una variedad resonante Vrm =
H{I,p)eB | {m, DIH }=0!. Sea ¢, 12 frecuencia asocdada a €& resonancia
& ={m,w}. Diremos que wm esta sometida a desbfogqueo de onden k en B, CV¥r

dJ k‘*’l(b {.]) de km o
sj J"‘-O,Jék —k—ﬂ—;a v(I,tp}eka $i w 22 una condicibn

dt dtd

Auﬁi?{gnta de desbloqueo de orden <p es que, si p»s, la matriz
1 {p-1}
)‘-'1"““

(o0 } tenga range s .
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Notemos que si s=1 en el probiema de resonancia ideal de Garfinkel [8]
con hamiltoniano H=8{I) +2£A(I)sin2<p y centro de 1ibracidn (10,0) 1a condi-
cifn B"A#9O en Io no es mis que un desbioqueo de primer orden, 51 s=2 yees
pequenc 1a condicién de desbloqueo es det(DIH . [):IZHc D¢H1+B¢DIH1 o H ) £ Q.

Diremos que se cumple la condicifn geemétrica si v.meZS, 3C1>0 tal que
]zﬁml >le 51 [ <C=0{1). Si s=2 la condicidn de desblogques de primer
orden {mplica La geométaica. Esto es falso para s> 2 y desbloquen de orden
s -1 {véase [18]). Debido a 1a existencia de resgnancias miltiples es difi-
¢il de verificar 1a condicidn geométrica si s>2. Una idea clave en Tos tra-
bajos de Nekhorosev es que of escanpamiento es una manera de fmperenr fa con-
dicifn geomftrica.

3,

TEOREME (18] .- La condicidn geométrica implica que |1{t)-a{t)[<te? (1a(d))
si tt|<€" | donde o vale 2 a{ $=2 yas 3512-—1,54 52 4 J{i} eas fa sofucidn
de 2a ecuacin promediada J = _\D¢H1( ye)de. 8L My ZA (1Y expli{k,o)) ze

tiene J=0 ¢ J{t) = J0) = 1{0).

s3

La demostracidn se basa en acotar el nimero de regiones resonantes {de
orden menor que ui orden dado M) gque atraviesa el flujo v en estudiar la sepa-

racién producida entre el sistema real y el promediado en 13 regién resonante

¥ en la no resonante. Una acotacidn de la separacién producida enr regiones re-
sonantes de orden superior completa la prueba. Destaguemos que 1a acotacidn ob
tenida es mejor que la dada en §4 respecto a |1{t) - I{0)}]. Mo asi en cuanto a}
intervalo de tiempo para el que se tienen acotaciocnes.

Yeamos un ejempfo sencillc de superconductividad en el que no se cumplird
la condicién de desblogueo. Sea H = %(If- I§)+csin{qo1-¢2) , que tiene la so-
Tecign particular 12=-11 =et , 9 =ﬂ02=-et2/2. Se tiene det{ ; }= (Il+12)x
xcos(@l-goz) . Luego para I]+12 =0, @1 :ﬁPZ estamos en una resonancia blogueada.

Puede ser sorprendente la consideracidn de las ddmensiones en ese ejemplo

2 1 0 DZHO (i}Ho)T 1 0 1 _

ya que D HO -(0 -1 Y DH 0 =10 1 -12 cuyoe determinante no es
11-12 4

nute si I§+ Igf 8. Por lo tanto se aplica Ta teoria KAM y en principio los

toros invariantes 2-dimensionales en cada H=cte., variedad tridimensional,
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deberian impedir la superconductividad. Sin embargo lo que para €=0 era H=0
estd formado por toros que son fodos zesomantes destruyéndose al perturbar y
por lo tanto no impidiendo la difusidn de Arnol'd. Ejemplos de superconductivi-
dad para s=3 se dan en [18]. Se tiene difusién sin existir resonancia bloguea
da. Es un fenfmeno mds lento que estd relacionado con resonancias dobles y no
sdlo con problemas de racionalidad.

Por (1timo destaquemos que el escarpamiento de Ho depende de la direccdidn.
Esto juega un papel importante, como se ha dicho en 4, sobre la direccidn de

la difusi6n.

§6. Problemas abiertos.- A continuacin ofrecemos una lista de cuestiones

abiertas {alguna ya propuesta en [15]) que creemds que puede estimular al

lector.
0%, (04,)"
a}) Si s=3 y H_ es guasiconvexa se tiene A = <@0. Sin
o DH0 0
embargo la teoria KAM se aplica si A#0. iQué sucede cuanda A >07

b) Las acotaciones dadas en §§ 4,5 se han obtenido suponiendo que la
separacidn I(t) - I{0) 6 I{t) - J{t) se produce siempre de la peor manera posi-
ble. De hecho, si existe una cadena de transicidn y estamos cerca de las va-
riedades invariantes, el movimiento es mucho mds lento. iComo intervienen las
v.i. en las acotaciones dadas?

¢} Para detectar numéricamente una cadena de transicidn (para transfor
maciones candnicas, s5=2) pueden tomarse dos aplicaciones R2—~R2 preservando
medida no lineales y débilmente acopladas de manera que puntos heteroclinicos
de una de las APM originen puntos heteroclinicos de la aplicacidn global {fue
ra de la regidn KAM). Disminuyendo 1a no 1inealidad crece la region KAM. (Es
posible segu1r Ta evolucidn del heteroclinico y obtener que esta asociado a
puntos per1od1cos hiperbdlicos contenidos en la regidn KAM?

d} Generalizar el ejemplo de Arnol'd a dimension cualquiera admitiendo
que la perturbacidn se anula sobre los toros invariantes del sistema no per-
turbade y que éstos tienen cierto cardcter hiperbélico {esto es, son toras
con bigotes}. $i sus frecuencias son racionalmente independientes, ¢son de
transicign?

45



e) Generalizar el ejemplo anterior al caso en que la perturbacidn no
se anula sobre los toros bigotudos del sistema no perturbade.

f) Si partimos de un hamiltoniano integrable fuera de la regifn de se-
paratrices los toros fnvariantes no son bigotudos. Para los toros resonantes
{que se destruyen al perturbar) las drbitas periddicas dan, en una aplicacién
de Poincaré conveniente, puntos parabdlices con parte Tineal no diagonal. De-
terminar la existencia de variedades invariantes al perturbar dichos pufitos
parabdlicas (véase [20] para s=2).

q) Toros resonantes quedan destruidos, pero subsisten toros de dimen-
sién inferior. Dar criterios que permitan localizarlos (angularmente, por su-
puesto) y computar las WY, W® asociadas.

h) ¢Qué obstrucciones de dimensidn o transversalidad pueden impedir la
existencia de cadenas de transicidn si existen toros como los indicades en g)?

i} Para aplicaciones candnicas con $=1 ¢ hamiltenianos con s=2, la exis
tencia de puntos heteroclinicos es prueba de Ta desaparicidn de la regidn KAM.

iCAmo detect:r analiticamente v en funcidn de ¢ el inicio de heteroclinicos?
J) iQud puede afirmarse de la genericidad de la difusidn de Arnol'd?

k} Admitiendo que existe difusién de Arnol'd para la "mayoria® de las
perturbaciones de un sistema integrable, iqué puede decirse de la dimensisn
del espacio de las perturbaciones para las gue dicha difusidn no aparece?
{Por supuesto, dentro de una c]a;e dada de hamiltonianos).

1) La existencia de ja difusién de Arnol'd prueba la no integrabilidad
de] sistema perturbado. iCual es, genéricamente, el nimero de integrales pri-
meras que subsisten ademds de H?

El autor estd convencido de que si el Jector intenta seriamente contes

tar a las preguntas anteriores, estard en condiciones de suministrar una 1is °
ta mucho mds larga.
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