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SOBRE L'EXISTENCIA D'EQUACIONS QUE REALITZEW Sn I A COMA

Ll

GRUPS DE GALOIS D'UN COS DE NUMEROS.

E.Nart i N.Vila
Seccid de Matem3tiques de la Universidad Autdnoma de Barcelona

El problema invers de la teoria de Galois consis-
teix en determinar l'existéncia d'extensions de Galois dfun
cos donat amb grup de Galols un grup finit donat.

Hilbert,a l'any 1892, al mateix treball on demostra
el seu teorema d'irreduibilitat [3], resol el probliema per
als cossos de nOmeros i per als grups simétric Sh i alter-
nat An' per a tot nzl.

El m&tode de Hilbert consisteix en construlr un po-
‘linomi amb coeficients a una extensid K = k(Tl,...,Tr} pu-
rament transcendent del cos de ntmeros donat k, gue resol-
gui el problema sobre K i provar després gue existeixen
substitucicns Ti= ti' i=1,..,r per elements de k gue fan
gue el polinomi amb coeficients a k gque aixi s'obté& conti-

nui complint gue el seu grup de Galois {ara sobre k} é&s el
desitjat.

En el cas del grup sim@tric Sn' lteguaci6 general
de grau n ja resol el problema. En el cas del grup alternat
A , Hilbert construeix les equacions explicitament i per

demostrar que resclen el problema a K es basa en un article
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de Hurwitz [4}, on per mdtodes purament analitics s'estu-
dien condicions perqué el grup de monodromia de la superfi-
cie de Riemann associada ,a aguestes eguacions, {gue &s iso-
morf de manera natural al grup de Galois que s'estd trac-
tant (vegis [£3,p3g.101)) sigui el grup alternat A .

En aguesta nota presentem aguests resultats actua-
litzant les demostracions i tot el llenguatge en general,
fent-ho de la manera wé€s algebraica possible.

Donat un cos M i un polinomi hGM[X] denctarem per

GM(h) el grup de Galois de h sobre M.

En primer lloc recordem el tecorema d'irreduibilitat

de Hitbert (per la demostracid vegis (3] o b& {z]).

Teorema (d'irreduibilitat de Hilbert) 1. Sigui k un cos de

n{meros i FEk[T Tr:Xl,..,Xs],r,szl un polinomi irredul-

lf“'l

ble. Aleshores existeixen infinites r-tuples (t .,trBE z*

1°°

+ . . . 6
tals que el polinomi F{t,,..,t ;X ,..,Xy) k[Xl,..,XS] Es

encara irreduible. &&

Veiem a continuacid que aguest teorema £€s l'eina
clau gue permet traslladar el problema a una extensid pura-

ment transcendent del cos donat.

Corol.lari 2. Sigui k un cos de nfimeros i XK = k{Tl,..,Tr),
rzl, una extensid purament transcendent de k. PBonat un po-
linomi FEK[X],existeixen infinites r-tuples t={tl,..,tr)62r

tals gue el polinomi Ft{x):= F{tl,..,tr;x) de k[x] satisfa
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GK(F)z Gk(Ft)-
Demostracid.

Sigui N el cos de descomposici® de F sobre K, siqui
A = k[Tl,..,Tr] i B la clausura entera de A dins N. Siguin
BERB un element tal qﬁe N=K(b) i HeA[X) el polinomi minimal
de b sobre K.

Pel teorema d'irreduibilitat podem prendre una
r-tupla t=(tl,..,tr)€lr tal gque el polinomi Ht(X)Ek[X] si-
gui irreduible.

Considerem l’ideal primer de A P= (Tl_tl""T -t}

r °r
i siguin e,f,qg 1'fndex de ramificacié, grau residual i nb-
merc d'ideals primers de B sobre P a N/K respectivament. -
Sigui @ un ideal primer de B sobre p i siquin
DB'IﬁcGK(F) els grups de descomposicid i d'indrcia corres-
penents. Siguin §=A/p, ﬁ=B/p els respectius cossos resi-
duals. Clarament K=k, per tant el cos K t& caracteristica O
i 1’extensid N/K &s separable. Es t& doncs que N/K &s de
Galois i G{N/K)= Dp/Iy (vegis [7]),prop.20,Cap.1).

Com que H = H_ (mdd.p)} es té€ que H &s irredulble md-

t
dulyp, per tant frzn, on n=[N:K]. De la relacié efg=n s’obté&
que f=n i e=g=1, d'on D$='G(N/K} i I$=1. Per tant:

= = N/K = &&
GK(PB G{N/K} G{N/K)} Gk(Ft).
Aplicant aquest resultat a l'equacid general de grau
n s'obté el segilient:

Teorema 3. Sobre gqualsevol cos de nUmercs existeixen infi-

nites extensions de Galois de grup de Galois isomorf a §,.8&



Per tenir el mateix resultat per al grup alternat An
s*ha de construir un polinomi de K{X], K purament transcen-—
dent sobre el cos de ntmeros donat k, de grup de Galeis An
sobre K.

L.a idea de Hilbert consisteix en construir un poli-

nomi ?EQ(T}[X] gue satisfaci les dues condicions:

(1) JD{F} € @(T},
(2} GC(T}(F} = A

on B{F) &s el discriminant de ¥, &s a dir D(F) =.2‘(xi~xj}2,
sent Ryre-rX, les arrels de F a una clausura alg;bgaica de
{T).

La condicid (1) é&s equivalent & gue Gk(T)kF)CAn' de~

gut a que una permutacid de les xi's deixa invariant YD(F} =

P L T IV R T 231 i nomfs si s ung permutacis pareliz
W WK THL i L NONCS SiL S8 UNa pelIMRaclid pors-la.

i<y i3
La condicid (2} ens ddna 1'altra inclusis ja que

trivialment & {(Fic G {F).

c{T) kI{T)
La censtruccid d'aquest polinomi F varia segons la

paritat de n.

Cas n parell

Siguin r={n-2}/2 (n>2) 1 aji--.a enters positius

r

diferents entre si. Sigui fFEQ[X] 1'Gnic polinomi satisfent

£(0)=0 i tenint per derivada:
. _ 2 v 2
£f' = nX (X al) et {X ar) .

Per x>0, £'(x) &s positiv, &s a dir gue f &s estrictament
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creixent i per tant es té&:
£(a;)#0, per i=1,..,r; f(ai)#f(aj), per i#j..

Considerem el polinomi F=f+12 EQ(T)[X]. Utilitzant
2]l conegut fet de que la resultant de dos polinomis es pot
exXpressar en termes del preoducte dels valors gue pren un
qualsevol d'ells a les arrels de l'altre (vegis f9],sec.28)

es t& en aguest cas:

D{F}

il

R(F,F') = " F(0)- Flap?-. .. Fea)?,

és a dir,

r
n1? m(rlegcan)?,

i=1

D(F}

i per tant YD{F}€& Q(T}.
Aixi doncs, el polinomi F satisfa (l). Per veure gue

satisfa (2} utilitzarem el seglient lema:

tema 4. Sigui G un subgrup transitiu de A , &s a dir, un
.subgrup de A que opera transitivament en el conjunt d'in-
dexs X ={1,2,..,n} sobre el gual actua An. Si G estd generat
per 3-cicles, aleshores G=A_.
Demostraciéb.

Si ¥YCX denotem per A(Y) el subgrup de A de les per-
mutacions que deixen els elements de Y-X fixos.

Si (1,2,3)€G &s un dels generadors A{{1,2,3}1)<G.
Aixi doncs, existeix un subconjunt ¥cX contenint al menys
tres elements tal que A(Y)cG. Si Y=X ja hem acabat, Si Y& X
existeix un 3-cicle (i,j,k)€G tal gue i€Y, j¥¢Y, ja qgue en

cas contrari, com gue G estd generat per 3-cicles permutaria
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aels elements de Y entre ells mateixos i els de X-Y també en-
tre ells, en contra de la transitivitat.

§iguin r,s€Y, r#i,k, s#i,k; tenim la relacib:
(i,r.s)(i,3,kx){i,s,r} = {r,j.,k),

i per tant (r,j,k)éG,g r€¥-{k}. D‘'agui dedulm gue A(¥U{j,k}}eG

ja gue els elements (r,3,k} variant reY-{k}generen A{YU{jk}}.

Repetint 1l'argument es t& gue G=A{X}. &&
Veiem finalment gque G@(T){F) = A_.

Denctem L=C{T}, A=C[T], G=GL(F). Es té G:GK{T) (F}cAn.

Sigui b una arrel de F & una clausura algebraica ¢ de L i si-

gui M= el cos de descomposicid de F. )

Proposicio 5, Siguin B,C la clausura entera de A dins L(b),
N respectivament. Aleshores els grups d'inércia de 1l'extensid
N/L relatius als ideals primers de C sbn o bé& trivials o bé
generats per un 3-cicle.

Demostracid.

Considerem els seglients ideals primers de Az

PO = (T); Pj = (T+v—f(aj)}, pj+r = {T—/—f(aj]). j=1l,..,r.

Aquests s&n tots els ideals primers de A gque divideixen el
discriminant de F, per tant sén els {nics ideals primers de A
que poden ramificar a B i per tant (vegis [6],pag.217] sén
els finics que poden ramificar a C.

Per tot ideal primer p de B, el cos residual A/p és
isomorf a € i per tant els graus residvals sén sempre iguals

a l.
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Per i#0, la imatge de F & A/p,;[X] &s el polinomi
f—f(ai) que té a, com arrel triple i totes les altres sim-
ples, ja gue per a tot aj?ai &s f(aj}-f(ai)#o i també és
f(O)-f{ai}#O.

Per i=0, la imatge de F a A/pe[x] &s £, gue té x=0
com arrel doble i totes les altres simples.

Pel lema de Hensel {[1]},Cap.4,sec.3,t.2} tenim que F

descomposa al completat de L respecte de P, que el dencta-

rem L , de la manera segiient:

Ps

per i#0, F=gi,0.""gi,n—3' gr(qi’0}=3, gr(gi'j)=l per j>0,

per i=0, F=h -...'hn

. r{h, =2, r{h,}=1 j> Q.
o 3¢ 9 f 0! gr{ 33 per j

Siguin P un gualsevol dels pi's per i=0,1,..,2r 1 g
un ideal primer de C sobre p. Siguin bl""’bn les arrels de

F a una clausura algebraica de L Aleshores:

b

NB=NLp=Lp{bI,...,bn). {vegis [?],Cap.II,sec.B).

Com que en el nostre cas b,¢L per iz4, es té ND=Lp(b1fb2;b3):
per tant EDCSB i com gue d'altra banda I$CGCAn’ tenim gque

LP;A3 i per tant &s o b8 trivial o bé generat! per un 3-cicle.
&8

Sigui I el subgrup 4= G generat per tots els grups
d'indrcia i M el cos fix per I. Clarament M €s la maxima sub-
extensisé nO-ramificada de N/L. Ara b&, la f6rmula del g&nere

de Hurwitz ([5],pag.25):
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2gy,~2 = [M:L}(sz—ZJ +;(e1}-l)

on g, i g; sén els géneres de M i L respectivament, ev:

que L=€{T} no admet extensions no-ramificades. Per tant i -L,

€5 a dir I=G. En consegu&ncia G esti generat per 3-cicles.
D'altra banda, pensant F = T2+f com un element de

CxIT] es.veu clar gque F &s irredulble ja que ~f no &s un

quadrat a €{X). En consequéncia ¢ &s transitiu, Aplicant el

lema 4, s'obtéd gque G=An.

Cas n imparell

Siguin r={n-1}/2, al,..,ar enters positiuvs dife-
r
rents entre si 1 a = -1/2 % (l/ai)z. Considerem el poli-
i=1 ,
nomis
T 2
g = (n-1){X-a) 1 (X—ai) .

El coeficient de X &s zero i1 aixd &s condicid necessiria i

suficient perqué existeixi un polinomi £¢@{X] de grau n sa-

tisfent g = Xf'~f. Doncs bé&, si considerem F=f+(T2~f'(a])X

utilitzant la mateixa f6rmula de la resultant del cas pa-

rell i tenint en compte que R{u-Xv,v}=R{u,v) s'obté gue:
P q

n-t,.2

D(F) = (n-1)""te 2

{T
1

=1

+f'(ai}—f‘{a))2.
i

Per tant F satisfa {1}). I que satisfid G )(F)zAn

Cc(T
es demostra de manera idéntica al cas n parell.

Hem construit eguacions que realitzen An com a grup

de Galois sobre Q{T) per a tot nzl. Aplicant el corol.lari
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2 gueda provat el seglient:

Teorema 6, Sobre gualsevol cos de nlUmercos existeixen infi-

nites extensions de Galois de grup de Galois isomorf a A .88
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