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EL POLINCMIO DE BERNSTEIN Y LA MONODROMIA

F, Puerta

El problema de la existencia de socluciones de
una ecuacidn diferencial lineal en derivadas parciales con
coeficientes constantes, se halla intimamente relacionado
con el teorema de prolongacidn analitica. Ia demosiracidn
de este tecorama realizada por I.N. Bernstein conduje a la
eXistencia de un polinomio {1lamado de Bernsteinj asociado
a un determinado elemento f ¢ C[x1,..., xn] ¥ que contiene
informacidn sobre la singularidad en el origen de la hiper—
superficie V definida por la ecuacidn f(x}=0. Se planted
entonces la existencia de posibles relaciones entre el
polinomic de Bernstein y otres pelinomios ascciados a la
singularidad en el origen de la hipersuperficie V, tales
como el polinomio minimal y el caracteristico del corres-
pondiente cperador de monodromia. Malgrange ha dado (8§ )
una respuesta satisfactoria a estas cuestiones para el caso
de singularidad aislada.

_En estas notas pretendemos dar una visidn general
del problema asi come de sus.relaciones con otras teorias.
Hos remitiremos para las demostraciones a la bibliegrafia
que se inserta al final. Las notaciones gue utilizaremos |
son lc suficientemenie habituales como para no hacer nece-
saria una explicitacidn detallada de les mismas.

I.- Consideremos la ecuacidn diferencial P{D}f = ¢, donde
P{D} es un operador lineal en derivadas parciales con coe-
ficientes constantes y ¢ es una distribucidn a soporte
compacto. EL problema de exisiencia de solucliones se reducs,
via convolucidn, al de determinar una distribucidn TS (RD)
tal que P{D)T=5. Este problema fue resuelto independiente-
mente por Malgrange y Ehrenpreis alrededor de 1955. La
transformacién de Pourier reduce el problemz a la existen~
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cia de soluciones fundamentales TeS’(RT) al de determinar
para todo polinomio P una distribueidn temperada TTaS’{Rn)
tal gue

esto es, a la divisidn de 1 por T,.

Este problema se puede resolver fdcilmente a
partir del teorema de prolongacidn analitica que puede
enunciarse en la siguiente forma:

"Sea P(x1,..., xn) un polinomioc con coefi-
cientes reales y ?EJWRH} ¥ consideremos
la integral

(0 = fRnIP(x)l)\‘P{x)dxj...dxn

1z cual converge absoclutamente para Rei>0
¥y es una funcidrn analitics de A. Se veri-
fica entonces que I{A) puede prolongarse
analiticamente al planc complejo como una
funcidn mercomorfa de »" {(10)

Ila demostracidén de este teorema fue realizada por
I.N. Bernstein, para el caso de pelinomios, siguiendo una
sugerencia de I1.M. Gelfand y utilizaba el teorema de
desingularizacidn de Hironaka ( 3}. Mds tarde Atiyah gene-
ralizaba aguel teorema para el caso de funciones anzliticas
utilizando asimismo Hironaka (10 ). Pinalmente, de nuevo
Bernstein {2 ) higo ver que, para el casc de polinomios,
era posible una prueba del teoremade prolongacidn analitica
mucho mds simple a partir del siguiente teorema, cuya de-
mostracidn es puramente algebraica.

Teorema.- Sea fEC[x1,...,xn], f £ 0. Existen un p(sjeC[s],
pAOYy ga .. .a eClxy5.++2x ] tales que para todo keZ se
verifica ° n
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Neturalmente, el conjunto de polinsmios p(s) que
verifican una igualdad del tipo (#), para un cierto opera-
dor, forman un ideal que llamaremos ideal de Bernsiein.
Ia base de dicho ideal {normalizada} es un polinomie, b{s),
que llamaremos peolinomio de Bernstein.

Bjork ha demostrado un teorema andlogo para el
caso en que £ sea un elsmento de On, considerands, natu-
ralmente, operadores con coeficientes en On. {4)

Hacemos observar gque si f no es inversible
(f £ 0%} 's divide a b(s). (hacer k=0 en #¥) y gue si O
no es un punto singular de T (dfO £ 0), b{s)=5. En efecto,
en este caso (razonando en On} si D;f(0) # 0, D; es

inversible ¥

(o,£)7" Difk = g

En el caso en gue T sez un polinomio se razona
de forma andloga. En conclusidn, el cociente b(s)/s
contiene informacidén de la singularidad de f en O.

Bl calculo del polincmio de Bernstein es, en
general, muy dificil. De hecho, no se conoce, por el mo-
mento, ningun algoritmo que permita su cdlenle, ni siquiera
en los casos mads sencillos. Hay uvn caso, no obstante, que

es elemental: si f = x? +,..F xi es fdacil ver que

n-2

bi{s} =5 [ s +
2

Por otro lado, =i T presenta una singularidad en
el origen, £{0}=0, dfO:O, es posible asimismo asociar a f
un polinomioc de la forma siguiente. Recordemos para ello
la definicidn de la fibracidén de Milnor:
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Sea V el conjunto algehraico definido por la ecug
cidn f(z)=0, 8, la esfera de centro 0y radio ¢>0 y K=V NS,
Se tiene entonces { 2):

Teorema.- Existe so>0 tal gue para todo e £ €4 la terna
(SS—K , $ Si) donde

. - N 4+
P S5 X g
L)
z  ~ f(z)Af(2))
es una fibracidén diferenciable localmente trivial,

Si designamos por F la fibra de ¢ en I (por ejem-
plo} existe un difeomorfismo h de F en T el cuwal induce un
automorfisme de la homologia de F, hy , gque llamaremos
operador de monodromia o simplemente monodromia. Si la
singularidad de f es aislada, la homologia de F es muy sen-
cilla; se tiene en efecto { Q) )

Teoremz.— Si 0 es un punto critico aislado de f, 1la fibra
F tiene el tipo de homotopia de un ramo de (n-1) esferas.
El numerc p.de esferas de dicho ramo coincide con la
dimg 0,/(Dyf,...y DF)

Asi pues,

) Z  si k=0
H, (F,7) 7# 51 k=n—1
0 si kA0, n-1

Si consideramos homclogia a coeficientes comple-
jos aparecs pues un automerfismo hy del espacic vectorial
e a1 que podemos por tanto ascciar su polinomic caracte-—
ristico A{t) {polinomio de monodromiza), su polinomio
minimal, ...

Hemos visto pues como a tode polinomioc con sin-
gularidad se le puede asocciar

a) el pelinomio e Bernstein.
b} los polinomios minimales y caracteristico

del operador de moncdromia hs.
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Malgrange ha demostrado (8 ) gue existe entre
estos polinomios unas relacionss que permiten concluir el

Teorema.- (Malgrange) Los ceros del polinomio de Bernstein
de f son racionales y mencrss que 1.

IT.- E1 métodc de Malgrange para la demostracidn del teo-
rem& se basa, esencialmente, en la descripeidn de la
monodromia de una singularidad como monodromia de una
conexidn, cuestidn que a sv vez guarda relacién con la
solucidn del 21 problema de Hilbert. Veamoz todo esto con
mds detalle. Empezamocs con una descripeidn equivalente de
la fibracidn de Milnor. o

Sean T(y), y>0, el disco abierto 'de ¢ de centro
0 y radio §; escribiremos T'(y) = T(g) - [0} . Asimismo
para cada 7,¢ > O escribiremos

X(e,p) = £ [2(g)1nB_(0)

donde BC(O) es la bola cerrada de C° de centro O ¥ radio ¢,
=1
y x*(e,q) = X(e,q) - £77(0)

Para cada teT{%¥) designamos por Xt(a,q) la fibra
correspondiente, es decir,

X (e.q) = £ (8) AX(e,Q)

Se tiene entonces qus2 para ¢ y ¢ convenientes
O<g<e, la aplicacidn

£: X% e,y ~ oMY

es una fibracidn diferenciable localmente trivial, equiva-

lente a la fibracidn de Milnor, independiente de ¢ y 7.
Fijamos ¢ ¥ VA escribiremos simplemente T, X',Ti
Si taT*, a cada “vuelta® & - teznlz

de un auntomorfismoe de Hp(Xt,ﬂ) que es el p-dsimo operador

COrrespon—
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de monodromia de f, referido a t. Si la singularidad de f
es alislada ya hemos dicho gque todes los grupeos de homolo—
gia son triviales, excepto el p=n-1. En este caso se tiene,
por tanto, una representacidn

*
ny (T%6) = Aut (H__,(X,,0))

Es aqui que iz cuestidn enlazs con el aludido 21
problema de Hilbert. Consideremos el siguiente ejemplo. Sea

HiramT=o
una ecuacidén diferencial homogénea, donde

f.(z})

1

= v Alz) = (aij(Z))1

.
.
. .
- £ 1,3 ¢

fm(z)

con aij(z) funciones unaliticas en €-{0} = € . Si fijamos
tcC*, el teorema de existencia de ecuaciones diferenciales
nos dice que el espacio S0 de solucliones en un entorne de
t es un €-espacio vectorial de dimensién n. -A cada lazo ¥,
gue empieza y acaba en t alrededor de 0, le corresponde,
por prolongacidn analitica, un avtomorfismo de Sp = e que
depende sdlo de la clase de homotopia de J y quedando
definida por tanto una representacidn

v ) - GL(m-,C}

El automeorfisme correspondiente al lazo

& - teeﬂlz se llama opsrador de monodromia de la ecua-

cién diferencial.

El prcblema de Hilberten cuestidn, para el caso
de C*, se plantea asi: .ipuede toda C-representacidn Tinita
del grupc fundamental n1(c*,t), obtenerse como la mono-
dromia de una ecuacibn diferencial sobre U? De hecho, el
problema de Hilbert, impone de salida condicicones a la
singularidad: se.pide gque el 0 sea un punto singuliar regu-
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lar de la ecuacidn difercncial, pues en otro coso la solu-
cidn sl protlemz puede ser nula o infinita,

Recordemos la definicidr de puntes singulares
regulares,. Concideremos la ecuncidn giferencial

n n-1
aog—f—l + ajd—n—_é oot a ¥ =0 (DF=0)
dz dz
con coeficientes en §, = cft}. Sean y,, ..., ¥, soluciones

incdependientes de dicha ecuacidn. £i

I

rat|
1}

In

puede escribirse en ur entorno del punto O
S . C))

donde

estd formade por funciones analiticzs en un entorno pun-
teado del punto O y z = o{log z)M

Fl significsdo de la matriz M es claro:
e2niM

es preciszamente la matriz de la moncdreomis de la ecuacidn
diferencial que corresponde @ una vvelia positive alrede-
dor de 0.

S5i se andmite que M tiene la forma de Jordasn se
ve enseguida que las funciones gque aparecen &n ZM son
combinzciones linesles de funciones de la forma za(log Z)q
donde q depende del tsmano de los bloques de M y « es un
valor propio de M.
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Se dice que la ecvacidn difererclal Df=0 es
singular regular en z=0 £} las funcicnes @i presentzu
peles en z=0, pero no singularidzdes esencisles. Esto
eguivale a que ls solucidén Y crece al tender z & 0 a lo
sume como una potencia de z. Este ceriterio es debido =
Fuchs (1865). Caracterizecicnes mids intrinsecas de las
ecnaciones singulares regulares han sido dadas modernamsn-

te por Kalgrange, Deligne,...

Pars nuestros propdsitos resulta convenielite
definir la regularidad a través de la nocidn de conexidn.

Puesto gque ruvesiro problema es de tipo loczl nes
situarenocs en este marce y en el caso de una variable que
es el que nos ocupard.

Sea M un 01—médulo. Una ccnexidn en M es uns
aplicacidn €-lineal

V: M ~ Me, O

0,

donde {t = ﬂei , tal que
1

Viax) = x e da + a V(x)

para tedo =28 , xeM.

Puesio que, en este caso, M eo.n = M como
01~m6du10, a través de la apliecscidn (x,édz) - gx resul-
ta que dar unz conexidnm en M equivale z dar un endomorfismo
C-lineal, gque notaremos D, tal que

D(ax) = —a—-di x + aDx
Se tiene el siguiente (7 )
Lema.- Todo 01—mddu10 M de tipo finiteo y provisitc de vuna
corexidn, es libre.

_Entonces la eleccidén de una base de M nos hace
ver gque es equivalente dar una conexidn en K a dar un
sistemsz diferencisi
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. S O

(=18

? - af + A(z) T a=

(segin se ideptifique o no M cen K o {1 }.

Es c¢laro gue, shora, los elemerntos de la mslriz
A(z) perterecen a &,.

Sea K el ctierpo de frzcciones de @1. Andloga-
mente, una conexidn sobre un K-mddulo M vendra definida
por une apliczeidn €-lineal D: M - W . tal que

D{ax) = 32 x + aDx

pare 2¢K, xeM. En este caso T se iderntifice a un sistems
diferercial andlogo al anterior, pero en €l gue los ele-
mentos de la matriz A{z) son funcicones mercvmorfas con
pesibles pelos en el origen. Pues bien, la conexidn D
diremos que es regulsr si puede elegirse una base (uj) de
M ée tal manera que 1la matriz A definida por

- J
Dui = g Ciuj

sea tal que sus elementos cg tengan a lo sumo polos sim-
rles en el origen.

La solucidn de Deligne sl citade 21 problema de
Hilbert (que de hecko se sitda en un mercc mds general{ 6))
afirmz que, efectivamente, "toda C(-representacidn finita
del grupo n1{T’,t) puede obtenerse como la de una conexidn
regular” (tal como hemos definido).

Veamos un sencillo ejemple para ilustrzr la
situacidén. Tomemos el polinomio'x2+y2; la fibra de Milnor
es del mismo tipo de homotopia que s* vy 1a monodromia es
en este caso el automorfismo hy de H1(S*) = ¢ definido por

h,(t) = te™*
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Es decir, la represertacidn finita de n1(T“,t0)
viene dada por

AT ,8) ~ Aut(€) = c®
W
x - eﬂi

2ni¥ ni

donde X es el generador T - t e de n, (T*,t ) v &

es el sutomorfismo "multiplicacidn por e,-“:L

Segun hemos dicho existe unz conexidr regular, o
sea una ecuscidn diferencial cor puntos singulares regula-
res cuya monodromia coincide con la anterior. Consideremos,

en efecto, la ecuzcidn diferencial

af 1 B
3z "z =0
Una soluc‘ér fundamertal en un entorno de L vie-

ne dada por exp(glog z}, por 1o gque la monodromia de ecta
conexidn coincide con la anterior.

IiI.~ Para las demostraciones, y salvo otra explicitacidn,
nos remitimos a partir de zqui a (5 }.

En general, es posible definir una conexidn, cuya
menodromia coineida cor la de la asociads 2 la de la fibra-—
cidn de Milnor. Dicha conexidn es la de Gauss-Malin, qQue
pasanos a describir.

Sea fs@n cor £{0)=0, dfozo » ¥ conrsideremos 1o0s
complejos

.m0-9%08 292 .4 9% Lo... (a)

n 1

cor 0= 0= 0ar $naar -...20% har - 0 ... (Maar)

2 n—-1
a a n
im0 g~ B 8 7n ~...§-—5]——~-0...(ﬁr)
©,8f o ndf 2, rat

74



" donde d es la diferencial exterior habitual en {1 y Qadf
v la indvecida por & en los cocientes, "diferenciales rela-
tivas", en ﬂr‘

Los @n—médulos de estos complejos se dotan por
restriccidn de escalares de eciructura de 01—m6du10, a tra-
vés del dnico homorfismo de anillos

?:@1 - On

continuo pars las respectivas topologias M -3dicas tal
que \f’(t):f. Con esta estructurz de 01—1:36&11105 se comprueba
que en el caso de los complejos Dadf y .ﬂ,r las respeciivas
diferenciales son morfismos de 01—mo'dulos, con 1o gque sus
grupos de cohomologia gP(tat) y HP( ﬂr) poseen estructura
de 01—m6dulo y por tantc
p b

}f@GT HE(fladf) y K 301 B (ﬁr)

son espacios vectoriales sobre X.
Consideremos la sucesidn exacta de complejos

QO - fadf = o - ﬂl’" - 0
Ia sucesidn exacta de cohomologia de dicha sucesidn nos
hace ver que el "connecting™ & es un isomorfismo

&: Hp_1{f}.r) Z gP( 0 adf)
P p-1
tal que &(w} = dw, we {17,
{es sufuciente tener en cuenta la exactitud de

ad d d A D
0O - ¢ gn-.ﬂn.._“.._nn-.o)

Por oiro lado se define un GT—morfismo v de
Hp_T(ﬂr) -~ HP(lAdf) =z través de

B ~ Ny
w - wadf |, We ——g—
0¥ 4 at
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resultando que su extensidn

HP( adf)

y: Ke Hp_1(ﬂr) - K@li

o, ®

es un isomorfismo de espzcios vectoriales.
Extendiende & a los correspondientes K-espacios
vectoriales se define una aplicacidn

. p-i - p-i
v, : Ko®1H (nr) Ke@1H (ar}

mediante V. = (-1 )p“1 ‘)_1o6, 1a cual verifica la relacidn
V {ax) = a— X+ a V {x)

ackK, xeK 981 Hp_1(ﬁr). Esto pmeba1que vV, es une conexidn
en el K_-espacio vectorial K ®q uP~ (ﬂr) llamada conexidn
de Gauss-Malin.(5) L

Es importante hacer notar gue el rango de Hp(.ﬂr)
como _91—inddulo coincide con el p-dsimo nmimero de Betti de
la fibra de Milner. De hecho, para el caso de singularidad
aislada, lo que se tiene es que
G

n

n-1 .
rang, H (N.) = dim
9 r ¢ (,f,...,0.%)

que como ya se ha dicho coinecide con dimch(Kt,G).
Se tiene asimismo el resultado fundamental
siguiente:

Teorems.— La conexidn de Gauss-Malin es regular. (7)

La regularidad de la conexidn de Gauss-Mavin
eguivale a la existencia de una red [ en K &g Hp_T(.Q )
que sea t V¥ ;—estable. Recordamos que f es wna red si es
un sub~®1—modulo libre gue engendra K so uP” 1(.0. ) como
K~espacio vectorial. Al ser [, tvt—estable, t Vt opera
sobre el cociente f{/tf resultando que la matriz de tVt
(operando sobre el cociente} en una cierta base es precisa—
mente la mafriz Res C , formada por 10s residuos de los
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elementos de la matriz de ia conexidn de Gauss-Mavin, en la
base respecto de 1la cual dichos elementos preserntan a lo
sumo polos simples. El polinomio minimal de Res C estd
relacionado con el polinomic de monodromia de tal modo que
permite obtener el siguiente fundamental resultado: las
rajices del polinomid minimal de Res ¢ son racionales.

Es a través del mismo que Mélgrange prueba la
racionalidad de las raicez del polinomio de Pernstein.

Ho es posible en el marco de esta cherla ofrecer
un resumen comprensible de la demostrscidn del citado
teorema . No obstante, indicaremos las grandes lineas en
las que se apoyan y que esperamos dardn idea de la notable
complejidad de aguélla.

En primer lugar se procede a unz reformulacién
del pclineomic de Bernstein.

Sea vpars ello Of el localizado de On respecto
de {fk}
En B se hacen operar los anillos O, D, €ls], 9, y K de

y denotemos por B el anille de polinomios Of[s}.

la siguiente forma:

a} Of de la forma eviderte.

b) & a través de:

o a -1 a+1
oﬂi(as ) = (Dya)s” + af (Dif)s , 280, .

¢} €[s] mediante:

a+
as

s(as?)
i) &, = ¢{t} =a través de:
t{as®) = af(s+1)?
¢)

fas™) = af_1(s—1)a

H

Con ello resulta que B es médulo respecto a todos
los anillos citados. Ademds a) es compatible con ¢) y d), ¥
b) lo es con ¢). De esto Ultimo resulta que B es un
¢l=] o & = D [s]-mddulo.



Si escribimos R = cﬁEs]J no es diffeil observar
que el ideal de Bernstein J es

J ={p(5) ¢ €[s] tal que p(s+‘|}RCtR}

verificdndose ademds facilmente gue si ¢ denota la multi-
plicacidén vor s, € opera en R/tR. Bstd claro entonces que:
el polinomio de Bernstein de f &s el polinomio minimal de
la accidn de 0 +id en R/tR.

Asimismo si @ denota la multiplicacidén por t ¥
i',_?t --¢z" , resulta sencillo comprobar que

= m g m-1_a m = a
Vt{ts):mt s” o+ Vt(s)

de donde se obtiene que ﬁt es una conexidn (conexidn de
Malgrange) en el K-espacio vectorial B. Teniendo en cuenta
que 6T - - 3_1( 6+ id), resulta finslmente que: el
polinomio de Bernstein de f es el polinomio minimal de la
accidn de -t ‘E?Ft en R/tR.

Las ideas esenciales de la demostracidn del teo-
remz de Malgrange son las sigulentes (se supone f con sin-
gularidad 2islada); '

1) Be observa en primer lugar que HP(B) es asimisme un
K-espacio vectorial con conexién ¥, existiendo un
isomorfismo ¥ L Hp-‘[(ﬂr) =Z'H (B} compatible con
las conexicnes.

2) Se demuestra (es la parte mds laboriosa) que H' (R}
es ung red t Vt-—estable en Hn(B), que por el iso-
morfismo anterior nos da una red t Y/ -estable en

-1
K @91 S O ¢ 1

3) A continuacidén se observa gue

HY(R)/tH™(R) = HP(R/tR) Hn(R/tR+E£5[s]Dj_f)

4} Finalmente resulta que si b(s) es, como se ha dichg,
el pelinomioc minimal de la accidn de -1 Vt sohre
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R/tR, %b(s} 1o es de la accidn de -t Vt sobre
R/tR+Zd[s}Dif , teniendo este ultimo od-mddulo, que
egcriviremos brevemente M, la particular y esencial
propiedad de que

Endg(M) = Endg(H" (M)

De agui resulta inmediatemente que %b(s) es el
polinomio minimal de la accidn de -t ¥, sobre HY(R) /tH™(R)
1o que nos da la racionalidad de las raices de b(s).

Un andlisis detallado de los valores propios de
la matriz de monodromia permite concluir a Malgrange gue
las raices de b{cs} son ademds < 1,
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