SINGULARIDADES EN EL PROBLEMA DE N-CUERPCS

Exnesto Lacomba Zamora®

1. INTROBUCCION

Los movimientos de n particulas con masa, sujetas a sus atraccio
nes gravitacionales mutuas son las soluciones al sistema de ecua

ciones diferenciales:

Nos interesa pracisamente la cuestidén de existencia global de so-

luciones para tude € € &.

El preblema aparece cuando dos o mfs particulas se aproximan a -
colisién, y la fuerza entre ellas se va a infinito (una singufari
dad de las ecuaciones).

Es un problema abierto para mn > 3, el saber si toda singularidad
correspunde a colisién de algunas de ellas. En principio, podria
ocurrir que el sistema se hiciera no acotado en tiempo finito, -
¢on oscilacibn de las particulas intercambifndose la distancia mi
nima, sin que ocurra colisién. Mather y McGehee construyeron una

tal solucibn para 4 cuerpos en &' pero que sin embargo contiene una
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una infinidad de colisiones dobles.

Las colisiones mismas de mis de 2 particulas tieren un comportamien
to compliicado {Siegel, McGehee)}, ocurriendo ciertss inestabilidades

para 6rbitas cercanas a colisidn.

En contraste, las colisiones dobles son equivalentes a un rebote -
elistico, con continuidad en condiciones iniciales para drbitas cex

canas.

Finalmente, si ns4 un tecrema glebal de existencia {Saari), nos di
ce gue para casi todas las condiclones inicizles (en sentido topo-
légico y métrico), las soluciones estfn definidas en todo & FPars

n > 4 faltarfa estimer las singularidades que ne son colisiones.
2. SINGULARIDADES DE LAS SCLUCFONES.

l.as ecuaciones {I} del problema de n-cuerpos pueder escribirse --

cambifn en la sigriente forma

ET £t
av
n ¥ E:?;' x), (2)

donde x=(x:,...,xn}, y=(yz,..(,yn) € {ﬂk)n son las posiciones y ve
locidades del sistema, k=1,2,3, fijo, ¥y el potencial esti Jdefinido

COmo
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La energia total del sistema y su momento angular se definen res--

pectivamente, Como

E (x,y)= z mityil2 -V (x)

-(3)

e M-

¥ J (x,y)= m X XYy

siendo primeras integrales de (2}, es5 decir, se conservan constan-
tes a lo largo de sus soluciones. El primer término en (3) se lla-

ma la energia cinética T (y) del sistema.

Claramente, las ecuaciones diferenciales dejan de estar definidas

exactamente en el conjunto

k
A= u {(xls"'!xn]e (® )n lxi= xj.}s
ity
correspondiente a4 que al menos dos particulas ocupen la misma posi
cién, Es claro gue V es una funcibn analitica en el complemento de

a.

El espacib fase (posiciohes y velocidades) serd bc><(8k)n, donde -
4% es el complemento de & en (&%)". Dado (xo,yo)€s®x (&%)", existe
soluciénsnalftice de (2) con tales condiciones iniciales, que estd
definida en intervalo méximo [0,t*). Si tR<w, decimos que -la solu-
cidn experimenta una singufardidad en t®, Anilogamente se puede de-
finir singularidad para la mfxima extensidn de la solucidn con ---
t<{, aungue aqui no nos ocuparemos de ésta, sin pérdida de genera-

lidad. Sea r(t)= minfx, (t)-x, (t)].
it ]
73



El que una solucidn tenga singularidad en t* es claramente equiva-

lente a que 1im inf r(t)=0, o en una forma mis refinada & que ---
t"‘t* .

(Painlevé [ 8,15 pags. 19-27]):

lim r(t)=0,
t+t#

(4)

-0 sea que x(t) se aproxima a A cuando t»i*, en el sentido de que -
su distancia a A tiende a cero., En términos de la energia poten---
cial, esto puede expresarse también [15 } diciendo que V (x(t)}-=

51 tet®,

Estrictanente hablande, la aparicifén de una singularidad deberia -
bastar para que podamcs decir gue la solecibn no puededefinirse glo
balimente para todo {€&. S5in embargo, la posibilidad de regulariza-
cifn en el caso de colisifn de 2 particulas o para soluciones home
téticas, hace que se siga otro punty de vista: la solucién puede -
considerarse prolongada mfs allf de t* por medio de la regulariza-

cibn.

Este ha conducido a un estbdio detallade de las propiedades de las

singltlaridades en el sentide de que puedan o n6 regularizarse.
3. SINGULARIDADES Y COLIBIONES.

Las singularidades mfs ficiles de estudiar son las cofdisdones de -

al menos dos particulas, caracterizdndose por la propiedad de que
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todas las particulas tienden a una posicifn limite: x{t) > x*€4, =«
t>t*, Si n<3, toda éingularidad es una colisifia (PainlevE {8 ]1). Pa
ra el problema coclineal de n cuerpos en general, toda singularidad
se debe tambifn z colisi®Bn [10 }, debido a la restricciﬁn tan fuer~

te de que todas las particulas permanezcan alineadas.

El problema de existencia de singularidades que no sean colisiocnes

estd todavia abierto para n>3 en &% o &%, Sin embargo, PainlevE -

(81, Von 2eipel (20 ] y Sperling [16 ] probaron que debe tenerse =
[x (£} |+=, t+t* para una tal singularidad, lo cual implica que «=
x{t) se aproxima a 4 pero no puede tener punto de acumulacidn aili,
en la descripcidn de arriba. Asi, el problema de encentrar una sin-
gularidad que neo sea colisidn es equivalénte al de existencia de. --.
una solucidn no acotada en tiempo finito, con oscilacién de las par
ticulas intercambiandose la distancia minima- para que ne ocurra co-
lisién de las particulas involucradas, lo cual hace imposible conti-

nuar la solucifn.

Después ilustraremos este tipo de movimiento con un ejemplo, que --
sin embargo contiene un conjunto numerable de colisiones tegulariza

bles gue se acumulan .en el instante t*,

De acuerdo con la caracterizacién anterier, las dnicas singularida-
des que quedarian en posibilidad de regularizarse son las colisio--
nes, pues sélo alli todas las particulas tienden a posiciones defi-.

nidas.
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pesgraciadamente, sBle las colisicnes que involucran a 2 particuen

las; o que cn alglin sentido se pueden ver asf, podrdn regularizarse,
Para colisiones de 3 o mis partfculas aparecen cicrtas inestabilida
des de las Srbitas cercanas a colisiBn que recientemeate se han coe

menzado a comprender mejor.

La regularizacifn de colisiones se entiende actualmente en dos sene

tidos:
12 REGULARIZACION ANALITICA.

Sundman [18] y Siegel [14] consideran que una solucifn puede exo=
tendarse & ivevEs de una singularidad, si ung cierta serie que la »
?epfesenté tiene continuacifn analitica adecuada, Para cllios, las =
saiucicnes estf@n desarroliadas en series de potencizs como funciones

Sl tiempo,

27 RNEGULARIZACION GLOBAL C0N DEVENDENCTA CONTINUA

LavieCivita [ 51, Birkhoff [ 1] y Easten [2,3] consideran 8rbitas «e
cercanus a la singular y se preguntan si Bsta puede extenderse de =
monera gque su extensifn sea continua respecto a condiciones iniciae

les,

En las siguientes tres seccinmes ilustraremos con ejemplos las dise

tintas formas de regularizaci#n,
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4. REGULARIZACION ANALITICA DE COLISIONES.

Para ver la diferencia entre los distintos tipos-de colisiones peor
ta primera forma de regularizar, describimes lo que ocurre para -

n=3 cuerpes en &> [ 15,19]

Sundman probd que para cualquier nlimero n de cuerpos en &%, la co
1isidén total { de todas las particulas ) implica J=0. Luego se res
tringid a n=3 cuerpos, con J=0 para que no haya colisiones triples.
Entonces la evolucién completa de todas las soluciones pucde feprg
sentarse en términos de funciones analiticas, incluyendé el paso -

por colisiones dobles que regularizd de manera zpropiada como si--

gue;

Si ocurre una colisidn de las particulas i,3 en e}l instante t*, en
tonces las comﬁonentes de x, - x50 Y la t-t* pueden d:sa;roil;:se‘f'
COmo fun;iones analiticas de una uniformizante local s}s*. Lg_se--
rie de t-t* comienza en términos de tercer gradoe, asf_qué s-s* se
desarrolla en. potencias de (t-t*)y’ al iavertir. Las series para
las componentes de xi(t)-xj(t] comienzan en (t-t*f@l, b4 la solu---
cién puede extenderse cldsicamente al estar definidas también para

t>t*, lo cual corresponde a un Tebote eléstico.

Siegel [14] posteriormente did una descripcidn apalitica completa
de las &rbitas que van a colisidn triple en este mismo problema. -
Prob5 ademis que el conjunto de &rbitas que terminan en colisidn -

triple es una variedad diferenciable del espacic fase, y que la -
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mayoria de las soluciones no pueden extenderse analiticamente a tra
vés de la colisibn, por contener potencias irrracionales de t-t* en

su expansidn, {151 .
5. REGULARIZACION GLOBAL DE LEVI-CIVITA,

La idea oripinal de Levi-Civita, fué efectuar para eanergia constan-
te un cambioc de variables en el espacio fase, y otro en el tiempo -
para hacer mis lentas las 8rbitas que van a coiisién, obteniendo -
scuaciones ya sin singularidades en la superficie de energfa trans-

formada,

Tinstrarvemos su métode pars el problems de fuerza central en el pla
i (ta&a movimiente del prebleme de n¥2 cugrpos en &% es equivalen-
ts mediznte un cambio dz coordenadas a uno de fuerza central en un
plang, ver [91), en las superficies de energ{a constante £ (x,y}=h.
fiensideremos x,y como variablez compléjass pasandc a nuevas coorde-
nagas {Z,n) por ta transformacién x=£2%/2, y=n/g. Las ecuaciones di-

ferenciales del problema de fuerza central

ﬁ'_-.'}r
y=-X - (5}
px P
con energiz ¥+ |yl? - |x]'+h, toman ahora la forma
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ﬁ:mz;q E_.
L e f

Como dichas ecuaciones tienen todavia singularidades hacemos un es-
calamiento del tiempo dt/dt=2{£| %=|x|-! para frenar las soluciones
que van-a colisién y eliminar las singularidades, obteniende final--

mente el siguiente sistema,

gr="
2 (6

n'=hE.

Pues h=(|n|%-4) |£|-2/Z (7), es la energia expresada en las .coorde-

nadas nuevas,

Por supuesto, la prima en (6) significa derivadas con respecto al
nueve pardmetro 7. No toda solucién de (6) corresponde a un movi--

mientec del problema, sino solamente cwando sus condiciones inicia--

les satisfacen (7).

Ilustraremos el resultado de esta regularizacidn para el case h<0,
en que las érbitas resultan acotadas: Eliminando n de (6), obtene-
mos la siguiente ecuacidn de segundo orden
h
En _ 5 E=B.’
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B8O

la cual correspende a un movimiento armdnico en 2 dimensiones, con

frecuencia angular w= -—h—-. La solucién general es upa elipse
2

£(t)= a cos wt+b sen wt, con a,beC

El caso degenerado en que a,b son colincales con |af?+lb[*=Yw, --
nos da un segmento simétrico por el origen, recorrido periddicamen
te, l¢ cual corresponde a una drbita con colisidn en el problema -

de fuerza central.

/

& ' X

/

Bl paso 3 las coordenadas originales x=£%2 nos da el rebote eldsti
co, al mandar las dos porcicnes del segmento respecto al origen, en

una .sola.

Este tipe de repularizacidn ha sido extendido miAs recientemente en
ferma no trivial al problema de fuerza central en &% por Kustaan--

heimo y Stiefel (171 .

tevi Civita realiz6é también este tipo de regularizacién para coli--
siones binarias en el protlema de 3 cuerpos en el plano. El mismo -
autor, y posteriormente Birkhoff [} lo hicieron para el problema

restringido de 3 cuerpos; la transformacién de Birkhoff tiene la -



ventaja de que regulariza simultineamente las dos colisiones posi--

bles en este problema.
6. REGULARIZACION GLOBAL DE EASTON.

El otro métode de regularizacién global es debido a Eastén, ¥y es --
mis fuerte que el de Levi-Civita en el sentide de que realiza la re
gularizacidn simultineamente en todas las superficies de energia, y
ademds requiere "aislar" todas las singularidades en cuestidn, en -

un sentide que no detallaremos.

Esta regnlarizacién ha sido llamada por cirugia, porque requiere la -
eliminacidén de una vecindad, identificando convenientemente los pun
tos de su frontera. La describiremos también para fuerza central --

(5) en ®* (Easton [21).

Esencialmente se construye una variedad con frentera B, en el espa-
cio fase, la cual puede describirse simplemente en términos de |xj
y Iyl como el conjunto sombreado en la figura que sigue, que puede

pensarse como la traza del problema.

|yl (h <o)

[yl =4+] x ]!

N

[y[2=2h+ 2 |x|

|x| Fig, 1

En términes de la misma figura, este conjunto tiene las siguientes

|
propiedades: 81



a) Toda 6rbita que va a colisidn con energfa total h dcbe es-
tar sobre |yl2=2h+2/|x| por conservacibn de encrgia, asi -
que forzosamente entra a la variedad B y se conserva allf

hasta que ocurre la colisidn (]x|=+0, |y|>=).

b) Teda Grbita que sc hace tangente a 1a frontera 3B de B, re

bota en ella por fuera.

¢} La funcidn que asociaz el punto de 3B por donde entra una -
érbita, con el punto por donde sale la misma, si es que no va
a colisidn, tiene una extensifn continua que asocia puntos
en 3B de Srbitas que van a colisifn, con puntos correspondien

tes de 6rbitas que vienen de colisibn.

lLa situacién es anfiloga a la del sistema de ecuaciones %=(xZ+y?)-1,

¥=0 en &%, con B={{x,y):x?+y?<1}:

——

LDN
v ,::;72/\

S
S

Todas las érbitas son horizontales, excepto por una singularidad en
el origen. Las Gnicas Srbitas tangentes a 8B pasan por (0,1), (0,-1),
¥y se comportan en efecto como un rebote por fuera, ya que no entran
al interior de B, Eliminando el interior de B, la identificacidn de
puntos de la frontera se hace para puntos con la misma coordenada -

horizontal, en particular uniendo la drbita que va a, con la gque -~
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sale de singularidad. E1 flujo resultante queda regularizado por -

cirugia.

Velviendo al problema de fuerza central, describamos la topologia -
de las superficies Sh de energia h<0 una vez regularizadas: La preo
yeccion de Sh- int B sobre el espacio de configuracidn es el anillo
(1-2h) " '¢|x|<-h". Su circunferencia exterior resulta porque la --
ccuacidén de energia nos da una circunferencia [y|?=2h+2/|x|para ca
da x#0 fijo, pellizcindose a un punto cuande [x|=-h"' (el radio de
la circunferencia se va a cero cuando nos acercamos & tal frontera).
Si eliminames |y| entre la ecuacidn de energia y 1la ecuacidén para -
la porcién izquierda de 3B en la Fig. 1, vemos que la circunferen--
cia interna del anillo resulta ;uando Sh alcanza 3B. Es ficil veri-
ficar que el haz de circunferencias sobre el anille, pellizcando en
la frontera externa, se puede obtener identificando las dos super--
ficies c6bnicas de la siguiente figura, al pegarlas a partir de lacir

cunferencia central que las une:
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El resultade cs un toro sBlido T con frontera, la cual corresponde

ns. :
a 3B Sh

En esta figura, las dos copias entrelazadas de S'_ sobre la fronte-
ra corresponden a puntos donde las &rbitas del filujo se hacen tan
gentes y rebotan, en este caso por dentro (pues aqui int B quedaria
hacia afuera del teoreo}. S$6lo resta la identificacidn continua de -
acuerdo con el flujo come describimos antes, de las 2 componentes

conexas de 3T al quitar las circunterencias. Una forma de hacer es-
ta identificacidn consiste en aplicar cirugia de variedades tridi--
mensionales, cortando el toro sdlide en dos nueves toros, de manera
que al identificar sus fronteras nos da el espacio proyectivo P® -

121

S¢ sabe [9) , que aqui las colisiones ccurren s8lo para drbitas ra
diales dende J=0, existiendo una para cada direccibn posible al fi
jar la energia. Asi al regularizar las colisiones s5e ven como una

circunferencia S§! en P3.

Baston [3] regularizé también por cirugia las colisiones binarias
para n=3 en &%. Conley construyd bloques aislantes para las coli--

siones triples del mismo problema, ¥ probd que no son en general



regularizables por cirugiz. Finalmente, Lacomba [4] regularizd por

cirugia el ﬁroblema restringido de 3 cuerpos.

En conclusidn, 1las distintas formas de regularizacidn, que no son -
en general equivalentes,'en Mecinica Celeste nos dan mds o menos el
mismo resultado: las colisiones dobles pueden regularizarse, pero -
ne las triples { y presumiblemente las de orden mds alto) globalmen

te.

Cierto tipo de érbitas que Ilevan a colisifén de mis de 2 cuerpos,-
pueden ser regularizadas, como son las homogrdficas: colisidn total
a lo lafgo de rectas que unen las particulas con su centro de masa,
que esencialmente puede descompenerse en varios problemas de fuer-
za central {ver [71 ). Sin embargo, esta regularizacidn es solamen

te en el sentido 1%.
7. ORBITAS CERCANAS A COLISION.

La descripcifn de Siegel arriba mencionada (fin de $4) para las dr
bitas de colisién total de n=3 cuerpos en &7, no dice sin embargo
como son las soluciones cercanas a colisidn. Mc Gehee [ 7] se ha -
encargado de tal descripcibn para n=3 cuerpos en &, encontrando -
gque tales 6rbitas se comportan tan salvajemente que es imposible -
regularizarlas de acuerde a Easton. Es de esperarse que lo mismo -

ocurra con colisiones de orden mayor.

La idea es efectuar un cambio de coordenadas y un escalamiento en

el tiempo, como en la regularizacién de lLevi-Civita, §5. 85



Este proceso se rcaliza también en cada superficie de energia cons-

tante E(x,y)=h.

Para comenzar, podemos suponer sin perder generalidad que el centro
de masa se encuentra en reposc al origen; asi que el espacic fase -
se reduce a'{{x,y]Eéc>((ﬂ‘)a:Emixi=0, Tm y =0}, de dimensidn 4, vy -
las variedades de energia constante son de dimensidn 3, Con el cam-

Bio de wvariables.

1
r= {x"Mx} /2
s= r-lxes! donde M= diag(ml.,m2 ,ma)
v,

u= r° My,

(aqui r,s son como coordenadas polares de las posiciones), las e--
cuaciones diferenciales
X=y

My=+grad V{x}

se convierten en

¥ -
=71 1[-(uts}u+M ul

-3[1 t
a=r *[{u-'s)u/2+ grad V (s} 1.
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Como estas ecuaciones tienen todavia singularidades, c¢scalamos en -

3‘?2

el tiempo con dr/dt=r™'*, obteniendo

dr _

d_T = rTnus

%% =-(ut5)s+M"u

d t

a% =L{u”s)u+ grad V(s)

la variedad trangformada de energia h,
F={r,s,u)€[ 0,=)X 8"™XR2:T(u)-V(s)=rh}

contiene una frontera F= {(s,u}:T(u)-V(s)=0}, que es comfin a todas -
las variedades de energia, y corresponde a las colisiones triples en

un sentido que haremos mis preciso.

El escalamiento frena paulatinamente las drbitas que terminan en co-
1isifén triple para gue les lleve una cantidad infinita de tiempo lle
gar a colisidn, Del flujo en la frontera, podemos deducir conclusio-

nes sobre el flujo cercano, o sea para brbitas cercanas a colisidn.

Como el orden de las particulas en la recta no cambia después de --
una colisidn doble, podemos suponer qlﬂ q2< q , lo cual equivale a

3
tomar un sector en 3. Si damos una parametrizacibdn apropiada s=a{g)

del sector con o€i-1,1] y agregamos las nuevas variables. 87



v=utu(U)
m=luta'CU),

obtencmos finalmente el siguiente sistema de ecuaciones

dr _ dv

3t - TV i L vi+e?-U(o)
(8)
%% = %$=- 3 vundl' (0},

con U {o)=V{a{g) ).

La ecuacién de energia se convierte en % {v¥*+w?}-U{c)=rh, y como -

antes r=0 nos da la variedad bidimensional de colisidn triple:

G={(o,v,w Je [-1,1]XaxXK: % (vZ+u2)-U(o)=0}

Es claro que se trata de un cilindro de revolucidn con eje o, ¥ Cu-
Yo radio se va a infinitc cuando o-+21, Sin embargo, no hemos regula
rizado las colisiones dobles, gue corresponderian a conectar la &r-
bita g+*t1, wede, Y2V pot®  con o+l wr-=, veud, t+t¥*, y lo mismo
cuando ¢+-1. Esto corresponde a pegar la variedad a lo largo de dos
rectas en o=t1, el resultado es 52 menos 4 puntos, como se ilustra

en la siguiente figura.

-1 :X+ +1 o
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El flujo LBi restringido a G, donde es invariante, se comporta mis
o menos como el del gradiente de la funcidn altura, y sus tinicos -
puntos criticos son los dos puntos silla de la figura anterior, --
que son hiperbdlicos. Las drbitas que terminan en colisidn triple
son asintdticas a X_, mientras que las que comienzan en colisidn -
triple son asintbticas a X,. El teorema de variedad estable aplica
do a cada uno de los puntos critices nos da el resultado de Siegel
para el problema colineal: el conjunto de drbitas que terminan en
colisidn forman una subvariedad de codimensidn 1. Esto se ilustra
en la siguiente figura: la superficie superior es la variedad ines-
table de X,y corresponde a Brbitas que comienzan cn colisibn tri--
ple, mientras que la inferior es la variedad estable de X_y cerres

ponde & las que terminan en tal colisibn.

Recordemos que el flujo cerca de uﬁ punto hiperbélicoe como X. por -
ejenplo,se comporta asi: puntos en la variedad estable de dimensidn
Zz tienden al punto cTitico, mientras que la inestable consiste de -
2 &rbitas (dimensidn 1) que se alejan del punto critico, como se --

muestra en la sipuiente figura. 80



Cualguier otra drbita se conserva cerca de la variedad estable, pa-
sa cerca del punfo critico, y se aleja aceréﬁndose asintdticamente
a la 6rbita inestabls. Por tal razén, el comportamiento de la drbi-
ta inestable determina el compertamiento de &6rbitas que pasan cerca
de colisidén triple. Existen dos posibilidades respecto al comporta-

miento de tal 4rbita, de acuerdo con los valores de las masas:

El primer caso es excepcional, puesto que el segundo ocurre para un
conjunte abierto y denso del conjunto de masas posibles, asi que -
tenemos genéricamente inestabilidad que podemos interpretar como
sigue:

Cuando paga cerca de celisién triple el sistema transfiere una can
tidad arbitraria de energia potencial a cinética. El sistema emer-
ge con dos partfculas muy cercanas viajando con velecidad grande -
en una direccién, mientras que la otra viaja con velocidad grande

en la direccidn opuesta.
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Esta transferencia arhitraria de energia impide la posibilidad de -
regularizar colisiones triﬁlcs en el sentido de Easton, Una 6rbita
que termina en colisidn tribteﬁtendria que conectarse a una HBrbita
inexistente con energfa cin&tica infinita. Este comportamiento for-
ma la base para la construccidn de O6rbitas en el problema de cuatro
cuerpos que se hacen no acotadas en tiempo finito, como describire-

mos a continuacidn.

8. ORBITAS NO ACOTADAS

Como continuacidn natural de la seccidn anterior, ahora describiré
como Mather y Mc Gehee [ 6] mostraron la existencia de drbitas con
ciertas caracteristicas para n-4 cuerpos en ®', Mis bien que dar

los detalles, me limitaré a las ideas.

Para comenzar, hacemos que el centro de masa quede en el otigen cen
lo cual el espacio fase se reduce a dimensidn 6. Mediante el mismo
tipo de transformaciones de coordenadas y escalamiento en el tiem-
po como en el problema anterior, se agrega a cualquier variedad --
i de energia constante, una froentera 39 (de dimensidn 4) donde -
el flujo estd también definido y la deja invariante, que correspon
de en cierto sentido a colisiones triples de las particulas 2,3 y4.
Una de las variedades invariantes del flujo en 30 es la variedad L
de condiciones iniciales que llevan a tales colisiones, resultando
también de codimensidn 1 en . Para ciertos valeres de las 4 masas,
en cualquier arco de @t que cruce I existe una infinidad de condicig

nes iniciales, cuyas soluciones describiremos a continuwacién. o1



La solucidn est3d definida para todo t<t*, centiene ua conjunto nu-
merable de colisionas binarias (regularizables) en t1’ tz,... con

lim tn=t*. Ademis Xl(t}+-“, x;(t), xu(t)++w, xh(t)-xa(t)+0 cuando
t+t*, vy x2 oscila infinitamente entre xl ¥ xa , chocando sucesiva

mente con cada una de ellas, La p&rdida de energia potencial que -

proviene de x -x +0, da la energia cinética necesaria para que la
. 4 3
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solucién se haga no acotada en tiempo finito.

—X) Xy Ky X,—>
- -~ 4 +

[

Este ejemplo no proporciona estrictamente una zingularidad que no

es colisidn de acuerdo con la équivalencia de la seccidén 3, debido
a que ya contiene una infinidad de colisiones dobles. De otra mang
ra, contradeciria el resultado de Saari de que en el problema coli

neal toda singularidad es colisidm.
9. ORBITAS CON COLESION SON DESPRECIABLES

Para terminar mencionaremos aqui que Saari {11,121 probd para n -
cuerpos en &°, que el conjunto de Srbitas que llevan a colisidn es
de medida (de Lebesgue) cero y de primera categoria {unidn numera-
ble de conjuntos no densos en ninguna parte). Esto implica un teo-
rema de existencia global de sclucicnes para n<3, que recientemen- .

te extendid a ns4 [13]

$i n<4, para casi todas las condiciones iniciales excepte por un -
conjunto de nedida cero y de primera categoria, las soluciones es-
tan definidas para todo t€®. En caso n>4, queda ablerta la estima-

cién de las singularidades que no son colisiones.
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