
ANULACION DE LA COHOMOLOGIA CON VALORES EN UN FIBRADO VECTORIAL

HOLOMORFO .

Introducción .- El teorema de anulación de Le Potier [51se apoya

en dos resultados . De una parte en el isomorfismo de Le Potier

(Lema 8 de [5]) y de otra en el teorema de anulación de Akizuki-

Nakano para fibrados de linea [1] . Yo generalicé el teorema de

anulación de Kodaira a fibrados de linea semi-negativos ([3]

teorema B' y (2]) . Pero esta generalización no era suficiente

para dar un resultado análogo relativo a fibrados vectoriales

de rango cualquiera a través del isomorfismo de Le Potier . En .

este trabajo se obtiene el teorema 1, relativo a fibrados de

linea seminegativos, que generaliza el resultado de Akizuki-Na

kano y que, a través del isomorfismo de Le Potier, da lugar al

teorema 2 concerniente a fibrados vectoriales de rango cualquiera,

que generaliza el teorema de Le Potier .

l .- Un teorema de anulación para fibrados de linea .- Sea M

una variedad káhleriana compacta de dimensión n . Sea E _* M un

fibrado de linea sobre M, holomorfo, dotado de una métrica her-

mítica h . Sea 0 la forma de curvatura de la única conexión de

tipo (1,0) en E compatible con h. Sea y =NI-1 2 . Sea s(y) la for

ma hermítica definida por

	

:s(y)(X,Y) = y(X,JY) . Sea

	

(U,z1 . . . .z°)

una carta local tal que E l U es trivial . Seas una sección de ElU que

no se anula en ningún punto . Una (p, q) -forma con coeficientes en E se ex
presará en U :
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El producto escalar local se expresará por
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donde h indica, por abuso de lenguaje,la función h(s,s) . El

producto escalar global se define por

	

:

	

<ep,,y)

	

= J M

	

(q" I )" ,

siendo Ti el elemento de volumen . Sobre las (p,q)-formas con

coeficientes en E tenemos la diferencial dE = dÉ + % , la

codiferencialb =6' + 6" y las dos laplacianas

	

á¿
=

=2 (dÉ

	

5E = 2(dE 6 1 + 61 dj) "

	

Se sabe que

	

la di-

ferencia entre estas dos laplacianas viene dada por :

(1,3)

	

pE - pE = 2 (Ae (y) -e (y) A)

donde e( y ) significa el producto exterior por y .

Haciendo un cálculo análogo al de la demostración del teo

rema de descomposición de Hodge-Lepage, se obtiene la siguien

te expresión local :

E E E

(1,4)

	

(A e (y) -e (y) A)cpa,
. . .a D t1

	

. .ta=
tr s(y)cp,, . . .Dt1 . .-4

Do (1,4) se obtiene :
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Propoáici6n 1 .- Sea g una métrica káhleriana sobre M,

h una métrica hermitica en E . Supongamos s( y ) < 0 y rango de
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s(y) constante (=k) en todos los puntos de M . Sea m el menor
valor absoluto de los "lores propios no nulos de s(y) en to
dos los puntos de M . Sea 6 un número real positivo menor que
m/ (2n-1) . Sea g = 6g- s (y) . Si ep es una (p, q)-forma con coefi-
cientes en E con p+q<k, se tiene :

q
nu.~

q

((Ae (y) -e (Y) A)cp,ep) <0

en todo punto ; donde el producto escalar (

	

) y el opera-
dor A están referidos a la métrica kahleriana g. Si en un pun
to

	

((Ae (y) -e (y) A)cp,cp) =0,

	

cp=0 en dicho punto .
Demostración .- Sea xo .un punto de M . Tomemos un sistema

de coordenadas en un entorno de xo tal que la matriz de g en
xo sea la identidad y la de s(y) sea

con y i>0 si l< ¡<k y yi=0 si i>k . Tendremos-
n

(1,6)
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Y i 1
Si yt

	

0

	

se tiene 1 Yt
+B

	

<
2n

. Sea a s = l-
71+6 . Fija-

dos

	

los

	

indices a

	

<. . .<1,

	

,t

	

<. . .< t1

	

D 1

	

a

del coeficiente :
p

A
Y14

j=1 Ya' .+ b

k
A=s+s' - k - Ea - E at + E al

al <_k

	

tt<

	

:

	

i-1

((A e ( y ) -e (Y) A)tp,cp)

	

= E.
al < . .< a

D
t, < . .< t

a

estudiemos el signo

Supongamos que entre los indices

	

1 hay s entre los k
D

primeros y entre
t~ ...ta

hay s' entre los k primeros . Se ten

drá :

s+s'-k es negativo ya que p+q<k. Se tiene pues :

k

	

k k _1
aE ,- E Q.~1 - E atl <

	

aE

	

I5 2n 5 2i=1

	

u Sk

	

tt <k

	

i=1

y puesto que s+ s' - k es entero,

	

se tiene A < 0 . Ello prueba

la primera parte de la proposición . Supongamos ahora

( (A e (Y ) A)cp,cp)

	

= 0 en xo .

	

Hemos

	

obtenido en

	

(1, 6)

	

una ex-

presi6n de la forma siguiente :

2
N1 . . .% Dt, . . .tq II ep~l . . .ar te . . "ta II

En dicha expresión todos los coeficientes numéricos

Ba

	

. . . X t

	

t

	

son negativos . Ello implica cp = O .en xo .
D 1*

Teorema .l .- Sea M una variedad káhleriana compacta . Sea

E -4 M un fibrado de linea holomorfo . Supongamos que existe
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_Y

	

s c~(E) tal que s( y ) < 0 con rango de s(y) constante2n

(=k) en todos los puntos de M . Se tiene Hp.q (E) = 0 si

p+q<k .
Demostración .- Tomemos g como en la proposición pre-

cedente . Si cp
c,HP'q(E) se tiene :2 < (A e (y) -e (y) A)cp,tp ) _

(Ag cp,cp) >_ 0 . La proposición precedente implica entonces

((A e (y)-e(y)A)m,cp) =0 y cp=0 en todo punto .

Conjetura 1 .- El teorema 1 sigue verificándose si se

sustituye la hipótesis rg s(y) constante (=k) por : en un

punto xo de M rg s(y)= k .

La conjetura es cierta en el caso p = 0 (Ver [3]teore-

ma B' y [21) .

2 . Isomorfismo de Le Potier [5] .- Sea E '-*M un fibrado

vectorial holomorfo sobre una variedad compleja M. Sea E

el fibrado dual y P(E*) P M la proyectivizaci6n de E . Con-

sideremos :

donde p*(E)

	

indica el fibrado imagen inversa de E por p. Sea

x E M,

	

ux £ EX = rr-1 (x),

	

zx s EX

	

y sea x la proyectivizaci6n

de zx . zx e P (E # ) x . p# (E) estará formado por todos los pa-

res (zx , ux) . Sea F el sub-fibrado de p* (E) formado por los

pares

	

(zx,

	

ux)

	

tales que zx (ux ) = 0 .

	

Sea Q(E)

	

el fibrado

cociente p'(E)/F . Le Potier ha probado el siguiente isomor-

fismo :

Hp,q(M,E)_ Hp,q(P(E#)
. Q(E)) .

3 . Estudio de c¢(Q(E)) [4] .- Con las mismas notaciones

que en el apartado precedente, supongamos E 1 M dotado de

una métrica hermitica h . Sea h la métrica hermitica induci-



da por h en E # . Si

	

(zx,

	

ux)

	

p*(E),

	

designaremos por

(zx1

	

ux )

	

su

	

clase

	

en Q (E) = P

	

(E) /F .

Definimos una métrica hermitica H en Q(E) de la siguien

te manera :

zx <vx) zx (ux
(3,1)

	

H((zx	),(zx)) =

(zx,
vx)

Y (zx,u) elegidos .

E*
,
U.---o UxCr

z
x

-----

	

1***zr

P(E#)IU

	

UxPr-1 (C)

zx
.,-.	(x,(zl~z.) )
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La definición no depende ni del representante zx
de z

x
elegido ni de los representantes

	

(zx, vx) y

	

(zx, ux )

	

de

Vamos a hallar la expresión local de H en una carta lo-

cal en que el fibrado'trivialice . Sea U un abierto de M tal

que EJU es trivial . Consideremos una trivialización de ECU

dada por un sistema de r secciones 1sA} de EJU . Sea {sA } la

base dual, que constituirá una trivialización de E*IU

A
donde zx = E zAs (x) . Consideremos la trivialización de

P(E# )1U :

Sea V el abierto de P(E#)1U dado por z r ~ 0 . Pongamos en V :

z
t

	

($)

	

=

	

A

	

,

	

A =l . . . r,

	

t

	

(z) =1 .

	

t(z)

	

indicará un elemento

de P(E #) .

	

Q(E)IV admite la siguiente trivialización :



~
(zx ,

	

vx)

	

-:

	

(x1 (t1 (zx-1(zx),1),t(z)< vx))

La métrica H se expresará en esta trivializaci6n

(3,2)

	

H((x,(t1 . . .tr-l " l),?.),(x,(tl-tr-l " l),P))=.

	

=
h(t,t)

Los indices A y B varían de 1 a r conviniendo que tr = 1 . En

AB

	

t_ ,
notación

	

matricial h

	

(x)tAtB =

	

(x) t, donde

ti

t

	

=

	

tr_1

1

La métrica H vendrá determinada en V por la matriz de un so-

lo elemento

	

1

	

. Designemos esta función por
tth- (x)t

Calculemos en V d'd"log H(x,t) .

(3,3)

	

d'log H(x,t) = -d'log(tth*(x)t) _ -tt(d'h )t+tth'dt

tth"t

Sea

ttd"h',\dt

tdtn (d'h* ) t+t t (d"d'h-') t+tdt¡\h* dt

ttht

( tdtl-i t+tt (d "hE) t) ( tt (d'h* ) t+t th#dt)

t h* ( tth-K t) 2

(xl . . . xn) un sistema de coordenadas complejas en U .



Tomemos en V las coordenadas

	

(x1 . . . xn , t 1 . . . tr-1 ) . Conven

dremos en que los índices griegos a,p . . . . . varían de 1 a n,

los índices latinos a,b. . . varían de 1 a r-1 y los índices

A,B, . . . varían de 1 a r, Abreviaremos aa en vez de

	

b
a

aá en lugar de

	

a

	

, anta en lugar de -

	

y a
MCL

	

a n+

en lugar de

	

.bIÉT De (3,4) deducimos

(3 .5)

_- log A = - tt(añaah#) t
a

	

¢~tt(aRh#)t) ( tt(aah )t)

tth# (x) t

	

(tth#t)
2

( tth# t) 2

4 . Estudio de Cl (Q(E))

	

cuando E > 0 .- Seguimos con las

mismas notaciones que en los apartados 2 y 3 . Supongamos

E -0 M dotado de una métrica hermítica h. A dicha métrica le

asociamos el tensor de Nakano N definido por :

N(S,X,S',Y) = h(n(X,Y)s .s')

(h*AbtA) (h*a 'tB)

(

	

h#t) 2t
(hs,AbtA) (tU(bQh* ) t)

donde X,Y son campos sobre M y s,s' secciones de E . (]indica

la curvatura de la única conexión de tipo (1,0) en E determi

nada por h . Se verifica fácilmente la siguiente propiedad :

N(s,X,s',Y)=N(s',Y,s,X) . De aquí se desprende que N(s,X,s,X)

es siempre real .

Definición .- Se dice E > 0 si existe una métrica hermíti-

ca h en E cuyo tensor de Nakano N verifica N(s,X,s,X)> 0 para

todo par (s,X) . Diremos entonces también que N >_ 0 . Fijada s

de r(E), designemos por N
s

la forma hermítica definida por :

Ns (X, Y)

	

= N (s, X, s,Y) .



Proposición 2 . - Supongamos E >_ 0 . Existe

	

e c1 (Q(E)) tal que
rr

s(y) >_ 0 . Sea h la métrica hermítica en E cuyo tensor de Nakano N k O .

Si se supone que rg Ns es constante (=k)V s en todo punto de M, en

tonces puede tomarse (y/2n) e cl (Q(E)) tal que s(y)>O y rg s(y)

= k + r-l .

Demostración .- Evaluemos ó, b, log H en un punto cualquiera

zx	de P(E#). Para ello utilizaremos las fórmulas

	

(3,5) . Dado xo
0

de U,

	

elijamos la trivializaci6n

	

{sA} A=1 . . .r

	

de E#1U de modo

que (h*AB (ko))= identidad y que

	

(d'h#AB(xo))

	

sea la matriz nula .

Pongamos y =,j- 1 d' d"

	

log H.

	

2rr

	

e c1 (Q (E)) .

	

y, 7	= -,f-1 ~ aF log H.

s (y) 171 = -,,/-1 Y1-i _ -
at bi

	

log H.

	

Utilizando

	

las fórmulas

	

(3, 5)

	

se

tendrá en el punto (xo , t) :

s(y),O

(4,1)

	

s (Y)a,n+b - 0

s (y) n+a, n+b=

(s (y)n+a,ñ+E ) es siempre definida positiva por tratarse de la mé-

trica de Fubini en Pr-1 (C) .

tt (ó. ti

	

h*(x o) T. t

tc t c

Designemos por (8 la curvatura de h*y por'21a de h . Se tiene :
L *

n=-n .

p = (T"d'h#)h~--1 + h~--1 (d'h#)h#-1 . En xo se tendrá :

	

=d"d'h.

fl = _ td"d'h#,

	

(Nt) ,0 = Nt (

	

aXQ

	

aX B )

	

= N (t,

	

bXQ

	

t, a~

	

)

	

_

h(n

	

a7

	

CB

	

A

	

ax

	

ax

A B

	

* A_ _ t

	

t

	

hCB (2 C

	

(-
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.

	

~)_ -t

	

t

bab

	

ta tb
tctc	(£tc tc ) 2

'~A b bc:C ( a ,

drá : (Nt) aq = _(d-,d .h*BA)
(ó ó

	

) tA
tB_ aa

	

h*BA(x^)
tA tB .

En xo se ten



Vemos pues que (s(y)a9) es >_ 0 y que su rango es el de Nt , es de-

cir, k . En x, se tiene :
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0

	

(s ( Y ) n+a,ñ+b )

Por tanto s(y)>_ 0 y el rango de s(y) es k+r-1 .

Pr~sici6n 3 .- Sea E * M un fibrado vectorial holomorfo so-

bre una variedad compleja compacta M . Consideremos el fibrado

P(E*) Pa M . Si M es variedad káhleriana, P(E ) también .

Demostraci6n .- Sea

	

e c,(4(E)) . Podemos expresar s(y)
n

en cada punto xo mediante (4,2), donde
(s(Y)n+a,n:~b)

represen-

ta la métrica de Fubini sobre la fibra . Sea g. una métrica k8h-

leriana sobre M y k un ndmero positivo . s( v ) + kpv~(g) se expre-

sará en xo por :

(s(y)as + k%-j)

	

0

0

	

(s ( Y ) n+a,n+b )

Por ser M compacta, podemos elegir k suficientemente grande pa-

ra que s(y)+kp (g) sea definida positiva en todo punto . La forma

de Mhler de s( y )+ kp (g) será y + p* (F), donde F es la forma de

Ká¡hler de g . Por tanto será cerrada .

	

Así pues s ( y ) + kpll` (g)

	

es una

métrica káhleriana en P(E*) .

Teorema 2 .- Sea M una variedad káhleriana compacta, E rr, M

un fibrado vectorial holomorfo de rango r . Se supone E < 0 . Sea

h la métrica hermítica en E cuyo tensor de Nakano N es 5 0 . Se

supone que V t, rg N t = k en todo punto . Se verifica Hp,q(E)

	

= 0

si p + q < k-r + 1 .



Demostración . - Por la fórmula de dualidad se tiene : Hp ' q(M,E)

= Hn-p,n-q(M,E*), donde n es la dimensión compleja de M . Por el

isomorfismo de Le Potier, Hn-p,n-q(M,E*) = Hn-p'n-q(P(E),Q(E#)) .

De nuevo por la fórmula de dualidad, Hn-P,n-q (P (E),Q(Er`))
Hr+p-l,r+q-1(P(E) Q(E# )* ) . Por tanto Hp' q
Hr+p-l,r+q-1 (P(E),Q (E')*J . Por la proposición anterior P(E) es

una variedad káhleriana compacta . Si E< 0, E#> 0, porra proposición 2,

c, (Q (E* ) ) >_ 0 y por tanto c, (Q (E# )* ) <_ 0 . Ademas puesto que rg Nt=k,

la proposición 2 nos asegura la existencia de

	

e c,(Q(E* ) ) tal
tt

que s (y) < 0 y rg s (y)

	

constante

	

(=k + r - 1 ) .

	

Puesto que Q (]E*) * es

un fibrado de linea, podremos aplicarle el teorema 1 . Se tendrá

Hr+p-1 ' r+q-1 (P (E) Q (E* )* ) = 0 si p+ q< k-r + 1 lo que concluye la de-

mostración .

Si la conjetura 1 fuera cierta, de la demostración que hemos he-

cho del teorema 2, se desprendería la validez del siguiente resulta-

do :

un

la

ne

rg

Teorema 2'

	

.-

	

Sea M una variedad káhleriana compacta, E ,M

fibrado vectorial holomorfo de rango r . Se supone E :50 . Sea h

métrica hermítica en E cuyo tensor de Nakano N es < 0 . Se supo-

que en un punto xo e M existe un t de la fibra Ex	talque .

Nt =k . Se verifica Hp,q

Le Potier [5] obtiene, como consecuencia de su teorema de anula-

ci6n, un

plejo en

resultado concerniente a la dimensión de un

el que se puede sumergir analíticamente una

ja, comapacta, paralelizable, de dimensión dada . Por

to similar, del teorema 2', puede obtenerse :

Si M es una variedad compleja, paralelizable, de dimensión com-

pleja n, M no puede sumergirse analíticamente en un producto de pro

yectivos Pp(C) x Pq (C) si p+ q< 2n .
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proyectivo com-

variedad comple

un procedimien-
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