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Impedancies acoblades en circuits de corrent altern

Patricio Ramirez,” Antonio Barbero i Salvador Mafé?

Una contradiccié aparent en el calcul de la
impedancia de dos solenoides acoblats

Es ben conegut que la impedancia complexa equivalent
de dos elements d’impedancies Z; i Zg connectats en
seérie és X
Zea=2145, (1)
Tanmateix, la major part dels textos docents elemen-
tals (Halliday, Resnick i Walker, 1993; Serway, 1992;
Young, 1992) no emfasitzen el fet que aquest resultat
deixa de ser correcte quan hi ha acoblament magnétic
entre els dos elements, és a dir, quan un dels elements (o
tots dos) crea un camp magnetic dependent del temps
que déna lloc a Paparicié de fenomens d’induccié en
l'altre. Es diu aleshores que les impedancies estan
acoblades. Proposem aci estudiar teoricament i expe-
rimentalment, de forma elemental, la impedancia de
dos solenoides acoblats connectats en serie, establint les
condicions en les quals 'equacié (1) és valida.
Considerem un cas senzill en el qual els elements
acoblats sén dos solenoides cilindrics idéntics (figura 1),
de longitud I, radi r<l, resisténcia eléctrica negligible i
coeficient d’autoinduccié (Roller i Blum, 1986)

L, ~ pn’nmr®L (2)

on j1 és la permeabilitat magnética de I'aire i n el nombre
d’espires per unitat de longitud. L’expressié (2) s’obté
suposant que el camp magnetic és uniforme en l'interior
del solenoide i nul en l'exterior.

La impedancia equivalent de 'associacié de solenoi-
des, quan el corrent altern sinusoidal recorre ambdés en-
rotllaments en el mateix sentit, és (Roller i Blum, 1986)

Zegla) = 2jw[Ls+ M,_y(a)]
~ 2w [pnPrril + M,_y(a)] (3)
on j és la unitat imaginaria, w és la freqiiéncia angu-

lar del corrent i M,_, és el coeficient d’induccié mitua
dels dos solenoides, que depén de la separacié a entre
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els solenoides, pren el seu valor maxim quan a = 0 i
és negligible quan aquests es troben molt separats. El
valor maxim de Z.,(a) s’assoleix aleshores per a a = 0,
és a dir, quan els dos solenoides estan units i recorreguts
per un corrent que porta el mateix sentit en cada ins-
tant. Perd aquesta situacié correspon en realitat a un
tnic solenoide s’ de longitud 2{, radi r i igual nombre
d’espires n per unitat de longitud, la impedancia com-
plexa del qual ve donada per

26,].(0) = jwLg = jwpn?®mr?(2l) ~ 2jwL, (4)

que déna compte solament del primer sumand de
I'equacié (3). Com que M,_4(0) és estrictament major
que zero, 1 de fet assoleix un valor maxim en aquesta po-
sicid, sembla que hi ha una contradicecid entre les equa-
cions (3) i (4). Aquesta contradiccié és només aparent
i és deguda a l'aproximacié utilitzada per calcular Ly i
Ly . En efecte, per determinar el valor aproximat del
coeficient d’autoinduccié d’un solenoide, s’ha suposat
que el camp magneétic que crea és nul en els punts de
Iexterior de I'element i aquesta hipotesi implica, de fet,
que M,_, = 0 per a qualsevol valor de a. Si volem donar
compte de 'acoblament de solenoides, s’ha de refinar el
procés de cileul del camp magneétic; per exemple, ava-
luant numeéricament el camp creat per una espira circu-
lar en un punt arbitrari de espai i integrant el resultat
a totes les espires que formen el solenoide. El coeficient
d’autoinduccié es determina aleshores calculant el flux
d’aquest camp a través de cada espira del solenoide i in-
tegrant de nou totes les espires que el formen per obtin-
dre’n el flux total. No cal dir que aquest procés de calcul
resulta molt laboriés i que és convenient plantejar una
alternativa senzilla que, tot i ser aproximada, retinga les
caracteristiques essencials del problema i evite les con-
tradiccions.

Si admetem que, pel fet que els solenoides sén llargs
i estrets, el camp magneétic en un punt proxim a l'eix
del solenoide és aproximadament igual al camp en l'eix
(Tipler, 1994)
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on x ¢és la distancia mesurada des del centre del
solenoide, els coeficients d’autoinduccié i induccié
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Figura 1: Inductancies pures (dos solenoides de resisténcia
negligible) connectades en série. La impedancia equivalent
conté un terme d’acoblament magnétic

mutua es poden avaluar analiticament com a

L, = pn®mr? [\/12 +1r2— r] . (6)

M,_.(a) =

- Y
_.'.l,n;"f‘ [ A +ar e

= 2\/l+a)2+r2+\/a2+7'2]. (7)

Aixi, el coeficient d'induccié mitua per a a = 0 resulta

VT

— 2 52+r2+r], (8)
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i el coeficient d’autoinduccié del solenoide de longitud
2l queda de la manera segiient

Ly = pn?mr? [\/(202 e r] =2[Ls + Ms_s(0)],
(9)

amb la qual cosa les impedancies resulten finalment
Zeg(0) = jwLy = 2jw [Ls + Ms—5(0)],  (10)

i es dona compte de l'acoblament sense que apareguen
contradiccions.

Observacié experimental de I'acoblament

Els efectes d’acoblament discutits en 'apartat anterior
per al cas de dos solenoides sén petits i, per tant, dificils
d’observar en el laboratori. Perqué es facen evidents,
cal fer servir elements el coeficient d'induccié muitua
dels quals siga major. En la majoria dels laboratoris de
fisica de primer curs de carreres técniques es disposa de
bobines circulars de radi i nombre d’espires relativament
grans, que s’utilitzen normalment per produir camps
magnétics. Aquestes bobines presenten un coeficient
d’autoinduccié de l'ordre d’algunes desenes de mH i,
quan es connecten per parelles (en el muntatge conegut
com a bobines de Helmholtz), el seu coeficient d’induccié
muitua és d'uns poes mH. Aquests valors d’inductancia
son suficientment grans com perqueé es puguen observar

en el laboratori sense que siga necessaria la utilitzacid
d’un equip sofisticat.

En la figura 2 es mostra el muntatge utilitzat per
mesurar la impedancia d’unes bobines de Helmholtz.
Les bobines es connecten en série amb una font de
f.e.m. alterna de freqiiéncia angular w i, amb 'ajuda
d’un voltimetre i un amperimetre, es mesuren els valors
eficagos de la diferéncia de potencial entre els borns del
muntatge, V.r, i del corrent que passa per les bobines,
I.r. Cada bobina té una resisténcia R i un coeficient
d’autoinduccié Ly, i el coeficient d'induccié mutua de
les bobines es denotara per My .

(@) (®)

Figura 2: Circuit de corrent altern utilitzat per mesurar

la impedancia d’unes bobines de Helmholtz en muntatge
parallel (a) i en muntatge antiparallel (b). A iV sim-
bolitzen un amperimetre i un voltimetre, respectivament
(en I'experiment utilitzem dos polimetres digitals METEX
Demestres M3650)

Ara bé, les bobines es poden connectar de manera que
els corrents circulen per totes dues bobines en el mateix
sentit (bobines paralleles, figura 2a) o en sentits con-
traris (bobines antiparalleles, figura 2b). La impedancia
complexa de les bobines en aquestes dues formes de con-
nexié6 ¢és (Roller i Blum, 1986)

Zyp = 2[Ry + j(Lp + My_p)w] (paraliela) (11)

Zy = 2[Ry + j(Ly — My_p)w] (antiparallela), — (12)

amb la qual cosa la relacié entre els valors de Vf i de
I.; queda de la forma

1/9}' = Z.'\:Iﬂf; k =pa, (13)

on Z, és el modul de la impedancia complexa Zj.

Aixi, representant graficament V.; enfront de I.f
s’obté una recta el pendent de la qual en el cas de
bobines paralleles resulta

Zp = 24/ R2 + (Ly + Myy)2?, (14)
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i en el muntatge de les bobines antiparalleles

Za =2/ RZ + (L — My_s)%?. (15)

De les equacions (14) i (15) es poden deduir els valors
experimentals de L i Mp_j, una vegada coneguts Ry i
w. En la figura 3 es representen els valors de Ve enfront
dels de I.5 en el cas d'unes bobines de Helmholtz cons-
truides amb dues bobines circulars (Phywe 06 960.00)
de radi 7, = 20 cm, nombre d’espires N, = 154 i re-
sisténcia R, = (2,3 £0,3)Q; el gruix del bobinat és
26 = 1,6 cm. Els punts blancs corresponen als valors
experimentals obtinguts amb el muntatge parallel i els
negres corresponen al muntatge antiparalel. Les linies
continues sén les rectes d’ajust fent servir les equacions
(13). Els mesuraments es van realitzar utilitzant corrent
altern de fregiiéncia angular w = (314 + 6) rad/s.
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Figura 3: Grafic de la lectura del voltimetre enfront de la
de 'amperimetre per a les bobines de Helmholtz de la figura
2. Es representen els resultats experimentals en el cas de les
bobines paralleles (o) i antiparalleles (o). Les linies continues
corresponen als ajusts realitzats per mitja de les equacions

(13)

Els valors de les inductincies que es dedueixen dels
ajusts de la figura 3 sén

L7® = (19,6 £0,8) mH, 16
b

Referéncies

MP® = (2,33+0,13) mH, (17)

cosa que suposa errors relatius del 4% i 6 %, respectiva-
ment.

Discussio

En els llibres de Fisica General orientats als primers
cursos de carreres téeniges no és freqiient trobar es-
tudis complets del fenomen d’acoblament magnetic
d’impedancies en circuits de corrent altern. Si es consi-
dera la possibilitat de l'acoblament de dues inductancies
pures connectades en serie i se’ls assignen impedancies
complexes de la forma habitual, s’arriba a contradic-
cions que només es poden evitar refinant els procedi-
ments de calcul dels coeficients d’induccié mitua i au-
toinduccié dels elements connectats.

Els fenomens d’acoblament magnétic sén facilment
observables en el laboratori si es disposa d’elements que
presenten un coeficient d’induccié miitua suficientment
gran. A més, els valors mesurats per als coeficients
d’autoinduccié i induccidé miitua sén molt exactes i es
pot comprovar el seu excellent acord amb els valors
teorics disponibles en la bibliografia (Reitz, Milford i
Christy, 1984)

)
L§,°° = 2,LLNE’I'(, [K (1 - —) — F (1 — E)]
Tb b

= 19,5 mH, (18)
3 2 2
M, = pNErV5 [gK (%) -E (—5)]
= 2,34 mH, (19)

mitjancant la utilitzacié de taules per avaluar les inte-
grals elliptiques completes de primera i segona especie
K(k) i E(k), respectivament.

La facil disponibilitat i maneig del material emprat
i les seues possibilitats tant pel que fa a la introduccio
de conceptes fonamentals com a la comparacié entre la
teoria i 'experiment, fa de 'experiment presentat una
bona base per a I'elaboracié d’una practica de laboratori
en cursos de fisica general o d’electricitat 1 magnetisme
a nivell introductori.
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