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Dit boek is het eerste deel in een nieuwe serie boeken onder
de titel: IMPACT dat de afkorting is van Interweaving
Mathematics Pedagogy and Content for Teaching. (In de
Engelstalige wereld wordt vaak de term pedagogy gebruikt,
waar wij de term didactiek gebruiken.) Dit boek is bedoeld
voor students, teachers, and teacher educators, hoping that

FMPACT'q
b

this book will contribute to making learning of algebra él
productive, enjoyable, and accessible to all, zoals helemaal

voorin, nog voor de inhoudsopgave, staat. Het boek bevat vijf hoofdstukken: Algebra: Setting the

Scene, Some Lessons From History, Seeing Algebra Through the Eyes of a Learner, Emphases in

Algebra Teaching en Algebra Education in the Digital Era. Eerst een korte samenvatting per
hoofdstuk.

Algebra: Setting the Scene

De belangrijkste aspecten van de problematiek van de schoolalgebra komen aan de orde: (1) wat is
het doel van algebra, (2) welke activiteiten horen daarbij, (3) welke wiskundige objecten spelen
daarbij een rol? De antwoorden op deze drie vragen luiden kort samengevat als volgt. Op de eerste
vraag: generalisaties uitdrukken, verbanden vaststellen, problemen oplossen, eigenschappen
exploreren, stellingen bewijzen, berekeningen uitvoeren. De vijf antwoorden op de tweede vraag:
Ten eerste opmerken (noticing), beschrijving, betekenis geven (denoting) en weergeven. Ten tweede:
symbolische uitdrukkingen hanteren. Ten derde: ‘ontsymboliseren’ en lezen. Ten vierde:
representaties met elkaar in verbinden. En ten laatste: algebraische uitdrukkingen creéren. Het
antwoord op de vraag naar de objecten waar het bij algebra op school omgaat: tekens, variabelen,
algebraische uitdrukkingen, vergelijkingen en relaties en functies. Uiteraard, zou ik bijna zeggen,
worden al deze antwoorden uitgewerkt en van inspirerende voorbeelden voorzien. Dat gebeurt
overigens ook in alle volgende hoofdstukken.

Some Lessons From History



Dit hoofdstuk behandelt vrij kort vier voorbeelden, relevant voor de algebra op school, uit de
geschiedenis van de wiskunde. Aan de orde komen: hoe de oude Egyptenaren lineaire vergelijkingen
gebruikten bij het oplossen van wat wij wel woordproblemen noemen, hoe de oude Babyloniérs
kwadratische vergelijkingen oplosten, hoe de oude Arabieren bepaalde kwadratische vergelijkingen
meetkundig oplosten, en hoe in de 16°/17° eeuw in Europa van uitdrukkingen als A— (B + C) en als A
— (B - () verklaard werd waarom bij het wegwerken van haakjes deze overgaaninA—B—-CenA—-B+
C. En ook hoe in Europa in de 18°/19° eeuw met negatieve getallen werd omgegaan. Die waren
namelijk toen nog lang niet algemeen geaccepteerd. Dit hoofdstuk maakt duidelijk dat het niet
verwonderlijk is dat leerlingen moeite met algebra hebben, en ook dat de wijze waarop (heel)
vroeger algebraische problemen werden aangepakt, heel goed een plaats in het huidige
wiskundeonderwijs kan hebben.

Seeing Algebra Through the Eyes of a Learner

De problemen van leerlingen met algebra komen in dit hoofdstuk uitvoerig aan de orde. Deze
worden gebracht in het kader van wat in de (algemeen-)didactische literatuur pedagogical content
knowledge (pck) heet. Dit wordt wel omschreven als ‘het amalgaam van de didactische en
inhoudelijke kennis van de lerares of leraar’. Hier wordt de nadruk gelegd op het inlevingsvermogen
van de lerares of leraar in de manier waarop de leerlingen denken bij algebra. Zij moeten immers,
vooral na het rekenen, op een andere manier gaan denken. De auteurs gebruiken de metafoor van
de bifocale bril die de lerares of leraar moet opzetten: er zijn lenzen waarmee als volwassene naar
algebra wordt gekeken én lenzen waarmee leerlingen ernaar kijken. Achtereenvolgens komen de
volgende thema’s aan de orde. Wat stellen de letters bij algebra voor? Wat is er mis met een uitleg
als: 3a + 4p ‘betekent’ 3 appels en 4 peren. Hoe om te gaan met een uitdrukking als h + 10? Dat is op
een gegeven moment niet meer het proces van 10 optellen zoals bij rekenen, maar een algebraisch
object op zich. Van dat object kan bijvoorbeeld een grafiek getekend worden. Dit staat bekend als de
proces-objectdualiteit. Wat betekent het =-teken nu eigenlijk? Hoe kan algebra gebruikt worden bij
het beschrijven van patronen? Denk hierbij aan de driehoeksgetallen. Welke problemen ontmoeten
leerlingen bij de overgang van rekenen met getallen naar de algebra? En welke rol spelen
vergelijkingen daarbij? We komen hierbij ook op het terrein van de creativiteit. Het boek geeft hier
een mooi voorbeeld bij waarbij de leerlingen zelf een vergelijking bij een zeker niet triviaal probleem
moeten opstellen. Zie figuur 1. Welke procedures spelen een rol bij (het begin van) het leren
oplossen van vergelijkingen? Hoe kijken leerlingen naar functies? Ook hier komt de proces-
objectdualiteit aan de orde: eerst is een functie een proces om bij een invoergetal de uitvoer te
berekenen, maar later wordt het object met bepaalde eigenschappen. Denk aan de betekenis van de
getallen 3 en 4 bij de functie x > 3x + 4.

Emphases in Algebra Teaching

Dit hoofdstuk, geschreven vanuit de optiek van de lerares of leraar, zoomt in op de volgende
onderwerpen: algebra en contexten, productief oefenen, eerherstel voor routine én inzicht, gebruik
maken van fouten van leerlingen om ze te leren te begrijpen waarom iets fout is en hoe ze tot inzicht
te brengen, de rol van bewijzen bij algebra. Denk bij dit laatste aan het bewijzen van de abc-formule.
Denk bij het eerste aan de rol die contexten kunnen spelen om de leerlingen een gevoel te geven
voor wat het doel van algebra kan zijn, en wat het nut ervan is bij het oplossen van problemen. Wat
hierbij zeker van belang is de authenticiteit van de probleemsituatie voor leerlingen. Leerlingen
moeten overigens dat gevoel voor het doel van algebra ook krijgen bij abstracte problemen. Dit kan,
bijvoorbeeld, door aan te sluiten bij patronen met getallen. Of door de leerlingen een getal in



gedachten te laten nemen, daarmee rekenkundig te laten manipuleren en dan bijvoorbeeld op 1 uit
te komen. Hoe kan dat?

Algebra Education in the Digital Era

Dit hoofdstuk bespreekt eerst een aantal digitale hulpmiddelen vanuit de technisch-algebraische
mogelijkheden. Vervolgens komen de didactische mogelijkheden aan de orde met de nadruk op de
dynamische mogelijkheden. Denk hierbij aan GeoGebra dat ook een module met een
computeralgebrasysteem (cas) bevat. De volgende indeling van de didactische functies worden
besproken: algebra doen, algebra leren, oefenen van vaardigheden en ontwikkelen van begrippen.
Deze functies worden besproken en geillustreerd met drie van de genoemde objecten van algebra op
school: variabelen, vergelijkingen met speciaal aandacht voor de gelijkwaardigheid van de
vergelijkingen die bij het stapsgewijs oplossen optreden en functies. Het hoofdstuk wordt afgesloten
met een meer reflectieve, onderzoeksgeoriénteerd perspectief op het inzetten van ict bij algebra. De
schrijvers merken op dat wel duidelijk is dat het inzetten van ict in het algebraonderwijs ‘werkt’,
maar dat we niet verbaasd moeten zijn dat de effecten (vooralsnog?) vrij klein zijn. Ze eindigen dan
ook met een aanbeveling: kies zorgvuldig de opdrachten en de digitale hulpmiddelen daarbij en
probeer het onderwijs met deze opdrachten zo vruchtbaar mogelijk te maken door bedacht te zijn op
de balans op inzicht en routine, tussen digitaal en met pen-en-papier werken, zodat inzicht,
vaardigheden en het meester worden over de digitale hulpmiddelen gelijk opgaan, terwijl het gevoel
voor het doel van de algebra steeds meer ontwikkeld wordt.

Besluit

Toen ik het boek uit had werd mij opnieuw duidelijk hoe complex algebra op school is. Ik denk dat
het niet alleen een aantal drempelbegrippen omvat, maar zelf een drempeldomein is.
Drempelbegrippen worden in de onderzoeksliteratuur gedefinieerd als begrippen die een student of
leerling moet beheersen als die tot het vakgebied waar dat begrip gebruikt wordt, wil gaan behoren.
Drempelbegrippen worden gekarakteriseerd door: ze geven je een heel nieuwe kijk op het
vakgebied, als jet het begrip eenmaal beheerst kun je eigenlijk niet meer terug naar een naievere kijk
erop, het neemt allerlei onderdelen samen, het is aanvankelijk tegen-intuitief, het begrenst het
vakgebied en het bepaalt het taalgebruik. Dit lijkt me allemaal voor algebra op school te gelden.

Hoewel ik aanneem veel van de inhoud van dit boek bij de wiskundeleraressen en —leraren min of
meer bekend is, vind ik het goed dat het allemaal mooi overzichtelijk bij elkaar is gezet. Het kan een
uitstekende inspiratiebron zijn voor wiskundeleraressen en —leraren in opleiding, bijvoorbeeld bij
hun afstudeeronderzoek. Het biedt tal van goede voorbeelden, waarbij de theoretische achtergrond
ruim aandacht krijgt. Ook wiskundesecties kunnen het goed gebruiken als bijvoorbeeld jaarthema om
bepaalde onderdelen van het algebraonderwijs op hun school eens nader onder de loep te nemen en
te verbeteren. Het vijfde hoofdstuk, over het inzetten van digitale hulpmiddelen bij algebra, sprak mij
in dit verband zeer aan. Want ik denk dat daar nog een wereld te winnen is.
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Figuur 1



Jim en Ken

Jim kocht chocolaatjes en gaf de helft aan Ken. Ken kocht snoepjes en gaf de helft aan Jim. Jim at 12
snoepjes en Ken 18 chocolaatjes. Daarna was de verhouding van het aantal snoepjes en chocolaatjes
voor Jim 1:7. Voor Ken was die verhouding 1:4. Hoeveel snoepjes kocht Ken?




