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El presente trabajo revisa con cierto detalle diversos tipos ddisis para
diseios split-plot que carecen del mismémero de unidades experimen-
tales dentro de cada grupo y en los que se incumple con el supuesto de
esfericidad multimuestral. Espéicamente, adaptando el enfoque multi-
variado de aproximar los grados de libertad desarrollado por aasen
(1980) y el procedimiento de la aproximénigeneral mejorada corregi-
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como hipptesis de comparacionesittiples relacionadas con estos efectos,
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1. INTRODUCCION

En las Ciencias del Comportamiento y campos metodologicos afines destaca el im-
pulso que a lo largo de los Ultimos afios ha recibido el empleo dditefios de
medidas repetidas y, sobremanera, los disefios split-plot o digge@osnplican ani-

dar las unidades experimentales respecto a los niveles de una o mas variables y
cruzarlos respecto a los niveles de otra u otras. Bajo el cumplimiento depoes-

tos de normalidad conjunta multivariada, homogeneidad de las matricéspeesibn

e igualdad de las varianzas correspondientes a las diferencias entre las difeeentes
didas repetidas, dichos disefios han sido analizados tradicionalmenteepar del
modelo mixto univariado de Scheffé (1956). A su vez, cuando se incuatglmo

de los dos Ultimos supuestos, e inclusive ambos a la vez, lo usuakes Us0, tan-

to del enfoque univariado con los grados de libertad corregidos como dejuenf
multivariado; sobre todo, teniendo en cuenta que si el disefio estéeglo, ambos
enfoques son relativamente robustos a la violacion de los supueftasos (Huynh,
1978; Keselman y Keselman, 1990; Keselman, Lix y Keselman, 1993; Rogan; Kesel
man y Mendoza, 1978). En estos casos, la eleccion entre el enfoque univamado co
los grados de libertad ajustados o el enfoque multivariado descansa, améage
cuestiones, en consideraciones de potencia (Davidson, 1972). Por ejesynioendo

gue disponemos de moderados tamafios de muestra, ligeras desviaciongatgmel

de esfericidad conllevan una mayor potencia del enfoque univariado que iebmu
riado correspondiente; por el contrario, la situacion se va invirtiggailatinamente

a medida que nos desviamos del patron de esfericidad requerido.

Sin embargo, como ha sido puesto de relieve en diversos trabajos deaonul
ambos enfoques analiticos dejan de ser robustos cuando el disefio carecdidebequ
adecuado y las matrices de varianzas y covarianzas poblacionales no son combinables
por ser heterogéneas. En concreto, Keselman (1993) encuentra que el prodedimien
de ajustar los grados de libertad por el valor de la desviacion del pagrésfericidad
produce un sesgo considerable a la hora de verificar las hipotesis comlésgies a

los efectos principales de la parte intra del disefio. Por su parte, TirB@b) nos

dice que otro tanto ocurre con la significacion de dichos efectos cuandotsastan
mediante el enfoque multivariado. Finalmente, tampoco conviene pasar @aualt
diversos autores (Belli, 1988; Huynh y Feldt, 1976; Keselrearal, 1993) han
descubierto que las tasas de error de Tipo | concernientes a la interacciGantamb

se encuentran seriamente distorsionadas bajo ambos enfoques. Asi puds,auan
disefio de medidas parcialmente repetidas no esté adecuadamente balanceado y el
supuesto de homogeneidad de las matrices de dispersion se incumpieneaser

muy cuidadosos tanto con las inferencias realizadas en relacion con la igualdad de |
respuestas dadas a lo largo del tiempo, como con las inferencias referidastidaigip

gue especifica que las diferencias entre los grupos no dependen de las cesdicion
de observacion consideradas; ya que como se ha resaltado, éstas descansarg en b
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medida, en el cumplimiento del susodicho supuesto. Como destaca Wilc®X)(19

las pruebas paramétricas convencionales basadas en las distribuciones t o F pueden
resultar seriamente afectadas cuando la homogeneidad de las varianzas no se satisface,
sobre todo, cuando el nUmero de unidades experimentales difiere de wn arup
otro. En estos casos, las pruebas estadisticas clasicas se pueden corererin, b
excesivamente conservadoras, o bien en excesivamente liberales, con tasas de error de
Tipo | por debajo del 0.01 6 por encima del 0.70 para un nivel de significa@minal

del 0.05 (Keselman y Keselman, 1988; Milligan, Wong y Thompson, 19dI¢ox,

Charlin y Thompson, 1986). Para abordar el problema especificado se éatadt

varios remedios, no obstante, la solucion mas habitual consiste en baak arreglo
Behrens-Fisher y en aproximar los grados de libertad mediante el proceirdesn

Welch (1938, 1947, 1951). Dicha solucion fue aplicada inicialmenteViggich a

los disefios de dos o mas grupos al azar, y muchos aflos despuds, AIgiejnik

(1994) la han extendido a los disefios factoriales, mientras que KeseGaaiere

y Lix (1993, 1995) lo han implementado en el ambito de los disefiomeldidas
repetidas y en el ambito de los disefios factoriales no ortogonalesgifodd amparo

de la version generalizada que del procedimiento de Welch y de la postejora

de James (1951,1954) realizd6 Johansen en 1980. En el contexto deebssdae
medidas repetidas otro de los remedios disponibles, y a juicio de &Aldia94) y

Algina y Oshima (1994, 1995) muy recomendable, es el enfoque de laim@@an

general de Huynh (1978), asi como subsiguientes modificaciones efectuadas en el
mismo.

2. EL ENFOQUE DE WELCH-JAMES

Por lo que se refiere a la primera solucion o enfoque de la aproximauiéiivariada

de los grados de libertad desarrollado por Johansen (1980), en adelataedé
Welch-James, resaltar que los descubrimientos empiricos encontradasgoldé los
Gltimos afos en el contexto de los disefios univariados ponenideeréh robustez

de este enfoque a la hora de probar si existen diferencias entre las medias de
0 mas poblaciones cuando las varianzas son heterogéneas y el numero de unidades
experimentales difiere de un grupo a otro. Mas aln, la potencia de ésteenesulta
comparable a la potencia encontrada tras aplicar las pruebas clastca$-daiando

el supuesto de homogeneidad de las varianzas es satisfecho (Roth, 1988;\Brow
Forsythe, 1974; Hsiung y Olejnik, 1994b, Wilcexal.,, 1986) y, por supuesto, mucho
mas poderoso que éstas cuando, tanto el tamafio de los grupos comaonel teentias
varianzas difiere sustancialmente.

No obstante, conviene matizar que el enfoque Welch-James no mantiene inaserabl
robustez a lo largo de todas las situaciones. En concreto, cuando existanaiacion
negativa entre el tamafo de los grupos y el tamafio de las varianzas élazzamas
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grande acontece en el grupo de menor tamafno, o viceversa) y los datos presentan
un sesgo apreciable, el enfoque bajo consideracion no controla la tasa iddeerro
Tipo | al nivel nominal a. Cuando se registra mas de una variable depéndien

a las unidades experimentales se las mide en mas de una ocasion, la tasa de err
de Tipo | también puede llegar a ser considerable si la razon entre aidateads
grupos y el numero de variables dependientes o bien el nUmero de medidatasepet

es pequefa, las matrices de varianzas y covarianzas son heterogéneas y los datos
no se acomodan a una distribucion normal multivariada. En las denasisites

el enfoque de Welch-James proporciona un adecuado grado de control deda tasa
error de Tipo |; posteriormente efectuaremos algin comentario adiciobed ssta
cuestion. Con todo, no conviene dejar sin aclarar que el resto de las tétaitas,

si son de naturaleza paramétrica como de naturaleza no paramétrica, partidgan de
mismas debilidades y ofrecen un grado de generalizacibn mucho mas restqogid

el enfoque bajo consideracion.

Seguidamente, se expone la modelizacion del enfoque Welch-James en el ambito
de los disefos split-plot. Para ello, inicialmente, nos cefiireaha@mso en que las

q(k, ..., ) respuestas recogidas a partir de Igs$, ..., n) unidades muestrales
independientes estén agrupadas de acuerdo car]os. ., p) niveles de una variable

de clasificacion. Para una situacion como la descrita, el modelo lineal genendl co
unidades experimentales puede escribirse como sigue:

Y=XB+E

dondeY es una matriz de respuestas de ortler g, X es la matriz de disefio de
rango pleno de ordeN x p, B es una matriz de parametros no aleatorios de orden
pxqy E es una matriz de errores aleatorios de orferq. Si denotamos por

& (&j1, --- , &ij) €l vector de errores aleatorios correspondiente a la urittiacde
asume que cada subvector de erroreNg®, Zj). El hecho de que la forma de

2; dependa dg indica que todos los vectores de errores aleatorios no tienen la
misma matriz de varianzas y covarianzas|o que implica que las matrices no son
combinables.

En términos sustantivos las hipotesis de interés del disefibpspl o disefio de
medidas parcialmente repetidas son las siguientes:

1. ¢Existe interaccion entre las variables entre e intra del disefio?
2. ¢Difieren entre si los diferentes grupos de tratamiento?
3. ¢Tienen todas las respuestas el mismo efecto?

Para contrastar dichas hipotesis haremos dos cosas: Por un lado, utdigdeem
prueba estadistica de Welch-James, la cual, de acuerdo con Johansen (198@), p
expresarse como sigue:

Tu_, = (RY) (RPR) 1 (Ry)
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dondey es un vector de ordgmqx 1 obtenido tras concatenar verticalmente las medias
dey;, R(R= C' ® A’) es una matriz de contrastes cuyo orden depende de la hipbtesis
gue estemos probandoR/es una matriz diagonal de bloques de orgerx pg con

el jth blogue igual & /n; (£1/ny, ..., £/np). Segun Johansen (1980, p.86), el
estadisticdl,,_, dividido por una constante, se distribuye aproximadamente como el
estadisticd= con grados de libertagh (rango de la matriR) y v, = v1 (v1+2)/3A.

Las constantes y A valen, respectivamente

(6A)

c=V 2A—
1A 2)

A=

NI =

ji {" [PR'<RPR’>*1RQJ]2+ [tr(PR’(RPR’)lRQ,-]Z} /nj-1)

dondetr denota el operador traza@; es una matriz diagonal de bloques de orden
pgx pg con el jth blogue igual a una matriz de identidad de ordenq y el resto
ceros.

Por otro lado, expresaremos todas las hipotesis expuestas anteriorneztiéaten
una adecuada eleccion de la matriz de contraRtgstambién en términos de los
parametros de la matr que sigue:

M1 Ha2 ... Hig
B=| w1 Mo ... Hoq
Mp1 Hp2 .. Hpg
Concretando aln mas, la hipbétesis nula que afirma que las diferentiadcenni-

veles de la variable de tratamiento no dependen de los niveles de la vanahble i
considerados, viene dada por

M11 — MHa2 Mp1 — Hp2
M1,q-1 — Hag Hp,q1 — Hpqg
0, bien
Ho1 : Ru=0

dondeR=C" ® A’ es una matriz de ordefp—1) (q—1) x pg, C' es una matriz de
coeficientes de ordefp — 1) x p que determina los elementos gea incluir en la
hipotesis nulaA es una matriz de ordespx (gq— 1) propia de las situaciones multi-
variadas que permite generar hipotesis entre los diferentes parametespdestay
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es un vector de parametros de ordanx 1 y 0 es un vector nulo de cuyo orden es
pgx 1. Las matrice<’ y A adoptan la forma que sigue:

1 0 0
10..0 -1

0 1 0

y 01 0o -1].
C A=

0O O 1
00 ..1 -1

1 -1. 1

La Hp, se rechaza al nivet si
TW*J/C> Fajvi, V2 (Vl:pflxqfl)
dondeT,_,/c ~ F(v1, Vo).

De resultar la interaccion significativa la hipotesis nula de ausereidifdrencias
entre los grupos viene dada por

M1 Ho1 Mp1
H12 H22 Hp2
Hiq Hoq Mpg
0, simplemente
Hozl Ru=20

dondeR=C" @ A’ es una matriz de ordefp—1)qx pg, C' tiene la misma forma
gue en el caso anteriorA es una matriz de identidad de ordg .

En ausencia de interaccion la hipétesis nula de igualdad de los gsapesiuce a:

Mae

q q
Ho,: > Mu/d= ) Ma/d= - = Hpg/d
=1 = 1

k

0, bien
Ho,: Rp=0

dondeR=C' @ & es una matriz de ordeip— 1) x pg, C' mantiene la forma aludida
y a es un vector de unos de ordgix 1. En ambos casos la hipbétesis nula referida a
los niveles de la variablentre se rechaza al nivet si

waa/c > Fq; V1, V2
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Finalmente, la hipbtesis nula de igualdad de las respuestas u ocasimiEedacion
también puede abordarse teniendo en cuenta la significacion o no de &ditiar
En el primer caso, dicha hipbtesis puede expresarse como:

M11 Hi2 Hiq
Ho1 Moz H2
Hoo | =] =
Mp1 Hp2 Mpq
0, simplemente
Ho: Ru=0

dondeR=C' ® A" es una matriz de ordgr(q— 1) x pg, C' es una matriz de identidad
de ordenp x py A es una matriz de contrastes de orden(q—1).

En el segundo caso, esto es, de no existir interaccion la hipotesis aldadule las
respuestas viene dada por

p p
Hop: > Hin/P=) Wi2/p="=73 Wja/P
=1 =1

Mo

J

1

0, bien

Ho,: Ru=0
dondeR=C' @ A’ es una matriz de ordefm— 1) x pg, ¢’ es un vector de unos de
orden 1x py A es una matriz de contrastes de orden(q— 1). Bajo cualquiera de
las dos situaciones especificadas, la hipotesis nula referida a la igualttzsirdveles
de la variable intra se rechaza al nieebi

TW*J/C > Fq; V1, V2
dondeT,_,/c ~ F(v1, v2).

Antes de concluir con este apartado conviene advertir que el enfoque deélmito s
permite probar la hipbtesis nula de igualdad de las respuestas conteanieedias no
ponderadas. El investigador interesado en probar la hipbtesis nulaasfemedias
ponderadas puede utilizar la solucibn multivariada que del problemeeBefrisher
nos ofrecen Nel y van der Merwe (1986).

3. EXTENSION DEL ENFOQUE WELCH-JAMES A SITUACIONES
MULTIVARIADAS

Con las modificaciones oportunas de las matriceg A puede manejarse cualquier
tipo de disefio que implique medidas repetidas y que utilice uravswlable depen-
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diente. Sin embargo, a nadie se le escapa que existen bastantes situaci@nésgeque
se acomodan a un disefio de medidas repetidas, éstas son esencialmentaldzanatu
multivariada.

Considérese el disefio multivariado de medidas parcialmente repetidesmedigzado

en la figura 1 tomada de Vallejo y Menéndez (1997), en el cual hay un factor de
agrupamient® (j =1, ..., p), un factor de observaciones repetida&=1, ..., q)

y las respuestas dadas porithl sujeto a lo largo dg medidas repetidas bajo cada
una de lag variables de medida. De este modo, bajo esta disposiciGnpasneras
columnas corresponden a la primera variable dependienigskgundas a la segunda
variable dependiente y lag-ésimas larth variable dependiente.

Trat. Suj. VD, VD, VD

1 2 1 2 1 2
AS Y= D) Vo= R viB) e = o

Figura 1. Disposicion de los datos del disefio multivariado de meslijplrcialmente repetidas.

Para un disefilo como el esquematizado el modelo lineal multivariado con Bdesid
experimentales puede ser escrito como sigue:

Y=XB+E

dondeY = N x gr es la matriz de respuestdd= p x gr es la matriz de parametros,
X =N x p es la matriz de disefio de rango plen&y- N x qr es la matriz de errores
aleatorios. Si denotamos pejr=1x gr el vector de errores aleatorios correspondiente
al sujetoith, es asumido que:

8{ ~ N (0, ZJ‘)

donde la matriz de covarianzag= qr x gr es una matriz definida positiva. El hecho
de que la form& dependa de la poblacion de la que se hayan extraidyg lasidades,
supone que no todos los vectores de errores aleattiesen la misma matriZ vy,
por ende, son matrices heteroscedasticas.

Bajo esta nueva situacion, la construccion de la m&nmra probar las hipotesis del
modelo es algo mas complicada; no obstante, tal cometido se puede maneja-relativ
mente bien si se prosigue con una notacion similar a la utilizada en elinasoiado.

Para ilustrar lo dicho se comienza probando la hip6tesis nula que fspegie las
diferencias entre los grupos no dependen de las condiciones de observawén co
deradas en el conjunto de lavariables dependientes examinadas simultaneamente,
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esto es

DL H_ @ L @

Wy — 3 Y Moy — M

: 2 2 (2 ) 2
Ho, : u(lq)*l - (1q) = H(Zq)—l - (Zq) == HE;&l - HE)c%

) )
TP THPETY Tl
0, bien
Ho1 . Rp: 0

dondeR=C' ® (Aq ® I;)’ es una matriz de ordefp—1)(q— 1)r x pgr, C' es una
matriz de coeficientes de ordép— 1) x p que determina los elementos de incluir
en la hipotesis nulaA es una matriz de coeficientes de ordger (q— 1) que nos
permite generar hipotesis entre los diferentes niveles de la variabéde lines una
matriz de identidad de ordenx r y p es un vector de parametros de orgeyr x 1.
La Hop, se rechaza al nivet si

Tw—s/C > Fa; vi,v2  [vi=(p—1)(q—r]

dondeT,_,/c ~ F(v1, v2). El calculo de los grados de libertad correspondientes al
error se efectla igual que en el caso univariado descrito con anterioridad.

La ausencia de diferencias entre los grupos puede ser abordada desdesysudtd!
de vista en funcion de que la interaccion sea 0 no sea significacion. fmmedr
caso,

1) 1) 1

5 (4 '

1

b W niel

Miq Haq b

b e Mg

o, alternativamente
Ho2 . Ru=0

dondeR=C' @ (Aq ® I;) es una matriz de ordgip— 1)qr x pqr, C' tiene la misma
forma que en el caso anteridk; e Iy son matrices de identidad de ordgx qy
r x r, respectivamente.
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A su vez, en el segundo caso, esto es, de no existir interaccion

q q q
(1) (1) (1)
My /9 o /4 Mok /9
q q q
(2) (2) 2)
My /9 o /4 Mok /d
Ho, kzl 1 = k; “ == k1 P

M=
o
M=

My /9l
1

[l
A
z
]

o0, alternativamente
Ho,: Rp=0
dondeR=C' ® (ag @ I;)’ es una matriz de ordefp— 1)r x pqr, C' e, adoptan la

misma forma que en el caso de arriba, pero ag es un vector de unos dejorden
En ambos casos ldp se rechaza al nived si

Tw—s/C > Fy; V1, V2
dondeT,_,/c ~ F(v1, v2).

Por (ltimo, presentamos la prueba de la hipbétesis nula mulidarde igualdad de
las condiciones de observacion promediadas a través de los grupose@edicha

hipbtesis puede abordarse desde una doble perspectiva en funcigmldergeraccion

resulte o no significativa. En el primer caso,

1 1 1)
8 () (4
Ho1 K22 “éq)

3 3 :
M | | T

Ho, . = . == .
5 W5 W
) W3 n

0, simplemente
Ho3 . Ru=0

dondeR=C' ® (A @ Ir) es una matriz de ordep(q— 1)r x pqr, C' es una matriz
de identidad de ordep x p, Aq es una matriz de contrastes de orden(q—1) eI,
es una matriz de identidad de orderr.
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En el segundo caso, esto es, si no existe interaccion entre los niveles atéataes
entrey las condiciones de observacion en el conjunto de las variables dependientes
consideradas simultaneamente, tenemos

p p p
1 1 1
Y u/p Wy/p Wy /p
=1 j=1 j=1
p p p
2 2 2
. > Hi/p W3 /p W2 /p
H03 . j:]. = =1 = ... = j=1
p p p
w?/p W /p W /p
j=1 j=1 j=1
0, simplemente
Ho,: Rpu=0

dondeR=c ® (A’ @ I;) es una matriz de ordefg— 1)r x pgr, ¢’ es un vector de
unos de dimension & p, Aq es una matriz de contrastes de ordex (q— 1) e |,
es una matriz de identidad de dimensiorr. En ambos casos la hipbtesis nula se
rechaza al nivetr si

Tw—s/C > Fa; V1, V2

dondeT,_,/c ~ F(v1, v2).

4. EL ENFOQUE DE LA APROXIMACI ON GENERAL

Como ha sido anticipado, el procedimiento multivariado de ajustar ladogrde
libertad que acabamos de describir también adolece de limitaciones, y de bb&rad

ser utilizado con ciertas precauciones cuando el tamafio de muestra es rediicato, so
manera, en lo referido a la significacion de la interaccion. En estas circoiastéos
trabajos de simulacion llevados a cabo por Algina (1994), Algima kir®s (1994,
1995) y Coombs y Algina (1996), han puesto de relieve que tanto eégimiento de

la aproximacién general mejorada (IGA), como el de la correccion de laiaproion
general mejorada (CIGA), proporcionan un mejor control de la tasa de Epo |

para los efectos principales que el procedimiento Welch-James. Los procddsnien
IGAy CIGArepresentan tan solo variaciones del enfoque de la aproximacion general
(GA) desarrollado por Huynh (1978) para contrastar medias ponderadas eseiogdi

de medidas parcialmente repetidas. Por lo que se refiere a la interacci@sulbados
empiricos de Algina y Oshima (1994) y de Keselman, Carriere y Li®8)@onducen

a conclusiones similares para ambos enfoques. Kese#hah (1993) encuentran
qgue el procedimiento Welch-James tiende a ser liberal cuando el tamafio deamuest
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es reducido. En concreto, y a tenor de los hallazgos de estos autores, pkrdagae
de error Tipo | de los efectos principales no exceda de 0.075 cuando el vaigrato
vale 0.05, se requiere que la razon emtyey q—1 sea de 2 cuandg=4y de 1.7
cuandog = 8; para la interaccion la razon requerida es de 3 cuandal y de 3.9
cuandag = 8. Dichas razones estan referidas a datos normales, para datos muestreados
desde distribuciones sesgadas las razones deben ser ligeramente superionesz, A s
Algina y Oshima (1994) encuentran que cuando la razon entyeq — 1 es pequefia
y la matriz de dispersion se aproxima al patron de esfericidad, el enf®4 tiende

a ser conservador; por el contrario, dicho enfoque se vuelve ligerambatal la
medida que la matriz de dispersion se aleja del patron de esfericidzsl efectos
referidos se acentlian cuando se trata comprobar la significacion de &caonbery
conforme los datos se apartan de la normalidad.

El enfoque de la aproximacion general desarrollado por Huynh (19€8)ife ex-

tender el trabajo iniciado por Box en 1954 a todas aquellas situaciones en las cuales
ademas de incumplirse el supuesto de esfericidad, también se incumpiees® de
homogeneidad de las matrices de varianzas y covarianzas. De acuerdo con el enfoque
AG propuesto por Huynh, la hipotesis nula referida a la ausencia eieeddias entre

las medias ponderadas de la variable intra se rechd&assib Ry; h', h. Dondeb, h’

y h son constantes generalmente desconaocidas, pero que pueden estimarse @ partir d
la matriz de varianzas-covarianzas mues&algcomo sigue:

N — ptr (C*'iC*)

% (nj — Ltr (C*'iC*)

=1

(nj—1)tr (C*Iij C*) 2

=5
Il
| — |
Il °
R

=]

X (nj—tr (C*'ij C*)Z

dondeC* es una matriz de contrastes ortonormalizados de ofglerl) xqy £ =
P

N-1 nj Zj.
2

A su vez, la nulidad de la otra hipbtesis afectada por la ausencia de ekfdrici
multimuestral, esto es, la referida a la ausencia de interaccion entre lablesr
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del disefio de medidas parcialmente repetidas, se rechaza de acuerdo con el enfoque
GAsi F > &Ry h’, h. En este caso, la obtencion de los estadistcgsh” se
complica ligeramente; no obstante, también pueden obtenerse a partir datl@gsn

de varianzas-covarianzas muestrales como sigue:

. —p trGS
=
- i Dy (c'$c)
i
J:
y &2
f (trGS)
tr (GS)?
donde es una matriz diagonal de blogues de opdenpg, estando logth’s bloques de
la diagonal principal conformada pBi /ny, £2/ny, .. Zp/np y los de las diagonales

secundarias por ceros,§ una matriz de bloques de ord@n x pg con los bloques
de la diagonal principales tomando el valormjel—n;/N) (I — 11'/q) y los de las
diagonales secundariasN~1(1 — 11 + q)n; n;

Para aquellas situaciones en las que el supuesto de esfericidad multimuéstral es
proximo a ser satisfecho, Huynh (1978) ha sefialado que los ¢istasifsy ' tienden

a subestimar el valor de sus parametros correspondientes. En los casssgee lo
esto suceda, Huynh recomienda efectuar una mejora en el enB&yeutilizar el
enfoquel GA mediante la sustitucion depor h = f/3, donde

- ﬁ mnjl—n,)gz){n" (rc's,; C*)Z—Ztr (c's; c*)2+

53 (o001 (c'5¢) (¢85 ¢)] }
»:

°=2 m {mj Sy (c'ge)’ (ve's, cﬂ

A su vez, en base a la enmienda que Huynh y Feldt (1976) realizaron del estimado
£ de Greenhouse y Geisser (1959), Huynh (1978), sugiere reemplazar

- N -
= —
N—p-—H

y " por )
(N=p)(p-1)—h

455



En conexion con el procedimient®A, Algina y Oshima (1994) sugieren efectuar
una mejora del mismo en base a la correccion que Lecoutre (1991) realiz d
de Huynh y Feldt (1976). De acuerdo con dicha modificacion, Algina yir@sh
aconsejan reemplazht por

R (N—p+1)i-2
B prfﬁ

y " por i

o (P=D[(N—p+ 1) —2(p—1)]

(N-p(p-1)-h"

Resaltar, por Gltimo, que el enfoque de la aproximacion general delHd@78), asi
como las subsiguientes modificaciones que del mismo hemos expuesto rbas arri
sirve para contrastar hipotesis nulas referidas a medias ponderadas;bsirgenal
contar con distintas unidades experimentales dentro de cada grupo parece eazonabl
que el investigador contemple este hecho y, por ende, le interese probgestsp
referidas a medias no ponderadas. De resultar cierto lo dicho, en esta nuav@sit
ademas de tener que computarse los estadidtiamrespondientes a la igualdad de
las respuestas y a la ausencia de la interaccion entre las variables efectuai@dRun
no ponderado, los argumentos de los valores critidgs h, hy cFy; h”, h deben

P P
definirse en términos de la matriz de dispersiﬁr(i* = Z n;lij/z njl>, en
=1 =1

vez de la matriZ definida anteriormente.

5. DETERMINACI ON DE LAS DIFERENCIAS ENTRE LOS EFECTOS DEL
DISENO EN AUSENCIA DE ESFERICIDAD MULTIMUESTRAL

Una vez que se han detectado diferencias en los efectos del disefio es necesario
determinar qué comparaciones o contrastes son los responsables de lichassod
diferencias. Para alcanzar la meta reseflada, en lo que resta de este trabajo vamos
a hacer dos cosas: por un lado, ofrecer alguna prueba estadistica queumtilice
término de error especifico para cada uno de los contrastes y, poregooibit algin
procedimiento de los muchos que existen actualmente para efectuar comparaciones,
qgue al tiempo que mantiene controlada la probabilidad de cometer un erfopal

I al nivel de significacion elegido para la familia de contrastes, no edat@xde
potencia de prueba.

Como ha sido reiterado, en aquellas investigaciones que resulte sigvafitzatin-
teraccion lo sensato seria que el investigador concentrase todos sugosstreel
analisis de ésta. Para tal cometido, los investigadores mas propeiasosuastiones

de caracter aplicado recomiendan centrarse en el analisis de las diferencias entre los
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niveles de una variable en funcion de cada uno de los niveles de la otreciesed

el analisis de los efectos principales simples; por el contrario, lostigaesres mas
atraidos por las cuestiones de caracter tebrico recomiendan analizar exolug&zam
los contrastes de la interaccion. A nuestro modo de ver, si obviamazciogue
suele resultar la interpretacion de los efectos principales simples, desuento de
vista estrictamente teorico, el segundo enfoque resulta mas apropiadazon es
sencilla, ya que para un contraste particular la hipotesis que estho siensiderada
es consistente con la prueba global del efecto de la interaccion.

Actualmente, existen diversos tipos de contrastes para analizar la interéi8oi&n
1993; Timm, 1994; Gabriel, Putter y Wax, 1973), no obstante, logasteis producto
0 interaccion contraste-contraste resultan los mas faciles de constasinbjéen de
interpretar. Por ejemplo, en un modelo con dos factores, la interacciorasentr
contraste se obtiene llevando a cabo el producto Kronecker entre dos vectores,
formando cada uno de éstos un contraste entre los niveles de ese fawtguabri
De este modo, en un disefio de medidas parcialmente repetid@dds contrastes
producto serian tres; mientras que si el disefio hubiese sidoxu® I8s contrastes
producto serian nueve. En ausencia de esfericidad multimuestral, comiarsiuami-
ficacion de cada uno de los contrastes producto requiere hacer uso de ustiestadi
gue nos permita obtener el error estandar de los datos implicados en elstomke
interés. Una forma de alcanzar dicho objetivo es mediante el estadistige sigue:

(Y —Yoe) = (Vx—Y.jw) o td oy
C'ijC Cli,jc 2
——

n; nj,

ty =

dondei,- es la matriz de varianzas-covarianzas correspondienéhativel de la
variable entre y¥ es un vector de coeficientes de ordenl que recoge los niveldsh

y K'th de la variable intra sujetos. Si bien el estadistico anterior n@ €gactamente

una distribucion de Student, puede ser aproximado a la misma calculando los grados
de libertad mediante el procedimiento de Satterthwaite (1946) que sigue:

~ ~ 2
CIzJC CIZJ'/C
-
, nj nj:

V= — -
(¢35 [C’ijc]z

n%(nj—1) njz, (nj—1)

Otra via mas sencilla de alcanzar los mismos resultados, es medianteeglipriento
Welch-James desarrollado a lo largo del presente trabajo. En este caso concreto, el
enfoque Welch-James no es ni mas ni menos que una version generalizageuébéa

t' expuesta mas arriba. Esta nueva situacion requiere usar el vector detesmtras
gue sigue:

o /
r—ij/ ®akk’
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dondec’“., y a,,, son vectores de coeficientes que contrastan los niveles de las variables
entre e intra, respectivamente.

A partir de aqui, al investigador solo le resta utilizar alguno denlamierosos pro-
cedimientos que existen para efectuar comparaciones de medias, y que le permita
mantener la tasa de error de Tipo | controlada al nivel nominal para todesrgsa-
raciones que componen la familia de contrastes de la interaccion. Puesdridns
trabajos de simulacion llevados a cabo por Keselman y Lix (1996) y Lix el{emn

(1996), ponen de relieve que tanto el procedimiento secuencial de arribae#bajo
Holm (1979) y modificado por Shaffer (1986), como el procedimiento deoeadraiba

de Hochberg (1988) controlan adecuadamente la tasa de error de Tipo |gacaio
trastes de la interaccion en disefios con caracteristicas similares a lasuatigas;

esto es, disefios de medidas parcialmente repetidas con matrices de varianzas y cov
rianzas heterogéneas y desigual nUimero de unidades experimentales dentro de cada

grupo.

A su vez, para contrastar las hipotesis referidas a las comparacioneses(éfgitua-
das entre los niveles de la variable intra sujeto cuando el disefio, adentéser un
namero arbitrario de sujetos dentro de cada grupo, no satisface el sugaessferi-
cidad multimuestral, también conviene utilizar algln estadistico guaita calcular
el error estandar a partir de los datos implicados en el contraste de .ifter@gor-
ma de alcanzar dicho objetivo consiste en utilizar el estadisticonvenientemente
adaptado a esta situacion como sigue:

dondeij denota la matriz de varianzas-covarianzas parghehivel de la variable
entre yc' es un vector de coeficientes de ordendlreferido a los nivelekth y k'th de

la variable intra. Como en el caso de la interaccion, el estadistivm se distribuye
exactamente comiode Student, pero puede aproximarse a dicha distribucion muestral
calculando los grados de libertatl mediante el procedimiento de Satterthwaite alli
descrito.

Alternativamente, una forma mas facil de obtener pruebas robustas \etapuule-
rosas de las comparaciones miltiples para los niveles de la variablecorisaste en
utilizar el manido procedimiento de Welch-James; pues como el lector habra-repar
do, la Unica modificacion a lo ya dicho afecta tan sb6lo a la construc@brector

de contrastes. Para este caso concreto= ¢; ® g, dondecj es un vector de
unos de dimensiop x 1 y ay es un vector de contrastes referido a las diferentes
comparaciones entre los niveles de la variable intra cuya dimensigx és
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Sefialar, por Gltimo, que para la hipotesis de igualdad de las amdipetidas, los
resultados empiricos de Keselman y Lix (1996) ponen de relieve queagdinaiento
protegido de Shaffer (1986) proporciona un adecuado control de la ¢aserat de
Tipo |, al tiempo que se manifiesta ligeramente mas poderoso que el edts d
procedimientos testados. Seguidamente, vamos a efectuar una breve desdepcio
los procedimientos de Holm-Shaffer y Hochberg que acabamos de reseflargolo
de este apartado.

5.1. El procedimiento de Holm-Shaffer

Shaffer (1986) ha propuesto una version mas poderosa del proceiméenechazo
secuencial desarrollado por Holm (1979). Bajo la modificacion desarrgiadasta
investigadora uno comienza ordenando por rangos los va@sociados con el
estadistico de la prueb@;y < pp) < -+ < p- A continuacion, el valop
mas pequefio es comparado con el valor critico de Dunn, es/esdondec =
q(g—1)/2 y a denota la tasa de error a controlar;pgfy < o/c la hipotesis nula
H(1) es rechazada, de lo contrario, detenemos el proceso y declaramos nulas todas
las hipotesisH 1), H(2), ..., Hi)- SiH) es rechazada, procedemos a comparar el
siguiente valorp mas largo,p(,), aqui a diferencia del procedimiento de Holm, en
vez de dividira por el nUmero de pares de comparaciones restante4, Shaffer
propone dividirlo por el nUmero de pares de comparaciones que padiaguales,
condicionados al rechazo de la hipotesis pregjasi pp) < a/c;, la hipotesisH,

es rechazada, en caso contrario, detenemos el proceso. El procedimiento continta
del modo expuesto rechazantip (k=1, 2, ..., ¢) si py < o/¢, dadosk -1
rechazos previos. Por ejemplo, cuanide 4 la diferencia entre pares de medias
mas larga es probada frente a un determinado valor crtide, g, ...) basada en
0/6, puesc = 4(4—1)/2=6. En esta primera fase, tanto el procedimiento de Holm
como el de Shaffer son plenamente coincidentes; no obstante, en la segunda etapa
el procedimiento de Holm probaria el siguiente par de medias mas largddas
a/5, mientras que el procedimiento de Shaffer verificaria dicha diferencialosan
a/3, pues el rechazo de la primera hipotesis (por ejemple ) implica que al
menos tres de los restantes pares de medias podrian aln seguir sieaide (gar
ejemplo,py = 2, e =3 Y 2 = K3 O |2 = W, K3 = [ Y 2 = 1g). Para la tercera

y cuarta comparaciones mas largas, el procedimiento de Holm utilaadia a/3,
respectivamente; sin embargo, el procedimiento de Shaffer emptetdian ambos
casos, ya que el rechazo de la segunda hipotesis (por ejemptopis) implica que

un conjunto de tres hipbtesis puede seguir siendo verdadero (por ejgampt W,

M3 = Mg Y K2 = Ug), a su vez, el rechazo de la tercera hipbtesis (por ejempld, i)

alin permitiria que un conjunto de tres hipotesis podria ssgndo verdadero (por
ejemplo,ly = o, U3 = M3 Y M3 = ). Finalmente, para las dos Gltimas comparaciones,
ambos procedimientos usarian de nuevo el misfmesto esp/2 y a/1. En la tabla
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1 tomada de Shaffer (1986), se muestra la secuencia de divispygmfak = 3, 4,
5,6y7.

Tabla 1. Numero de posibles pares de medias que pueden permaneeéesgentre k medias
con r rechazos.

(r) nimero de hipotesis rechazadas

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19|20
3 1 1

4 3 3 3 2 1

510 6 6 6 6 4 4 3 2 1

6 15 10 10 10 10 10 7 7 7 6 4 4 3 2 1

7 21 15 15 15 15 15 15 11 11 11 11 10 9 7 7 6 5 4 3 2|1
Shaffer ha tabulado el valor dg parak=3, ..., 10.

En el mismo trabajo de 1986, Shaffer propuso otra modificacion del prosdo

de Holm. La Unica diferencia entre el procedimiento que acabamos de describi
y la segunda modificacion propuesta por Shaffer, radica tan sblo en et@mel

una prueba de igualdad de medias global. Es decir, que con esta vertiégiga de
Shaffer se procede a efectuar el contraste de medias una vez verificado quedsifip”
nula global es falsa. Tras el rechazo de la hip6tesis nula global, lo culdanepie al
menos una comparacion es distinta de cero, sin que necesariamente tengargte o

la diferencia entre un simple par de medias, se procede como en el caso descrito
pero asumiendo el rechazo de la hipbtesis mas larga; de este modo, para & ejemp
especificado, si la hipbtesis nula global es rechazada, la diferencia masddaa s
verificada utilizanda/3, en vez den/6, para las hipotesis restantes procederiamos
de un modo similar a lo dicho para la version no protegida. Por coiesite, si la
hipotesis nula global es rechazada, entonces la version protegida derSfiedte

una mayor potencia del test estadistico asociado con el par de medias que difieren
mas entre si.

Si bien la autora a la que nos venimos refiriendo, ha tabulado el valof gara
distintos niveles de la variabl& € 3, ..., 10), para efectuar el analisis de los con-
trastes de la interaccion recomienda utilizar la rutina que siguet;$ies rechazada
utilizando el criterio de Dunmy/c, probamosH ;) empleando como divisay, don-
dec;=c—(p-1)(g—1); esto es,a/c;. A su vez, siH(, es rechazada, se fija
C, = C; para todo 2< k < ¢—c; — 1y asignamos un valor de— k+ 1 para todo

k > c—c;+1. Por ejemplo, si tenemos un disefio factofial Bconp=2yq=4,

el nimero total de contrastes para la interacaipes igual gp* x q*(p* = p(p—1)/2

y " =q(q—1)/2). Asi pues, de acuerdo con la primera version del procedimiento
de Shaffer, para=1, ..., 6, tenemos los siguientes valoresale
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o = _¢
17 ¢ 6

ol = %:% donde c;=6-(2—1)x (4— 1)

ag:%:% pues 2< 3 < 6-3+1

ag:%:% pues 2< 4<6-3+1

0(’5:%:% yaque 2< 5< 6-3+1 esfalso. Portantoc;=6-5+1
5

“%:%:% yaque 2< 6 < 6-3+1 esfalso. Portantocg=6-6+1
6

Para la version protegida procederiamos del mismo modo, excepto patiankra
diferencia, donde utilizariamas/3, en vez dei /6.

5.2. El procedimiento de Hochberg (1988)

El procedimiento paso a paso de Hochberg (1988) es una de las técnicas seesiencial
mas simples de cuantas existen. Para implementar este método lo prireehayqu
que hacer es ordenar por rangos los diferentes vafpesmciados con el estadistico
utilizado para probar las hipotesis correspondientes a los diferentassten; esto
es,pi < P2 < - < P Bajo este enfoque se parte de la hipotesis que tiene
la mayor probabilidad de ser retenida a la que tiene la menor, para eflimgenza
testando la hipotesis asociada con el vglamas largo. Sip < o, rechazamos
todas las hipotesis y detenemos el proceso; por el contrariggsi> a, retene-
mosH ¢ y procedemos a probad ;). Sipc_1y < 0/2, ademas de la hipotesis
implicada rechazamos todas las demas; en caso contrigfiq, es retenida. A conti-
nuacion,p(c._» es comparado coa/3, y asi se contintia el proceso hasta que alguna
hipbtesis resulte rechazada. De ser retenidas todas las hipotesis el peofiratiza
comparand@;) cona/c.

6. A MODO DE CONCLUSION

En el presente trabajo se ponen de relieve algunos de los problemas masimgs
a los que tienen que enfrentarse los investigadores que usan lossddinedidas
repetidas, en especial, cuando no se satisface el supuesto de esfericidadestriimu
y el nUmero de unidades experimentales varia a lo largo de los diferenfessgie
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los que consta la variable de tratamiento. A su vez, a lo largo del misiesseiben
con cierto grado de detalle varias pruebas que se hallan disponibles actealyjent
cuya utilizacion permitiria a los investigadores solventar muchdssleroblemas a
los que irremediablemente les conducen los estadisticos utilizados drediente
en estas circunstancias. Especificamente, mostramos como aplicar el enfocjue Wel
James para probar hipotesis relacionadas con los efectos de los disefaomdos

y multivariados de medidas repetidas. Para lograr este cometido se hactasia én
especial en la posibilidad de que la interaccion resulte significativa, aspstet que

a pesar de resultar de capital importancia, pasa desapercibido para la ndaylmsa
investigadores; asi como, en la forma de llevar a cabo inferencias para detelosi
contrastes responsables de las diferencias obtenidas en los efectos del disefio

Con todo, y a pesar de ofrecer un amplio abanico de posibilidades de aplicekio
enfoque Welch-James no es la panacea. En concreto, para datos distribuidos nor
malmente su robustez se va deteriorando a medida que la razén entrai@b tdeh

grupo mas pequefio y el nimero de medidas repetidas menos uno es aferidr 2,
cuando se prueban hipotesis referidas a los efectos principales y a 3 @ 4] paso
referido a la interaccion. Obviamente, cuando los datos se apartan de lalidadn

el deterioro de la robustez de este enfoque se deja sentir para razorieseisf@I3 6

4, en el caso de los efectos principales y para razones inferiores a 5 6 6, para el caso
de la interaccion.

Finalmente, concluimos resefiando que cuando un investigador se endauieirso

en alguna situacion en las que se incumpla el supuesto de esfericidadunesttial, los
datos estén muestreados desde distribuciones probablemente sesgadasficetiam
los grupos sea reducido, lo mejor que puede hacer es reducir su nivel ifieaigm,

o bien utilizar alguno de los otros enfoques descrito en este articubye Stanera,

si se tiene en cuenta que en estas circustancias los estudios de simuéa@dndla
cabo por Algina y Oshima (1995) ponen de relieve que tanto el procedori@a,
como CIGA, proporcionan un mejor control de la probabilidad de cometer un error
de Tipo | para los efectos principales, que el enfoque Welch-James. En la que
la interaccion se refiere, los trabajos de Algina y Oshima (1994) y delieset

al. (1993), sugieren la necesidad de seguir desarrollando pruebas altern&wras.
ejemplo, una candidata potencial podria ser la version generalizada declzape
Brown y Forsythe (1974).
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The design of repeated measures is frequently used in the investigatioies carr

in social, behavioral and health sciences. If the following assumptionsnate
multivariate normality, homogeneity of dispersion matrices, equafitthe variances
corresponding to the differences between repeated measures (circularity acigpher
assumption) and independence among the observations, these desighsdrave-
ditionally analyzed by means of Scheffé’s (1956) univariate mixed modelthik
model, subjects (blocks) are random and treatments are fixed.

If the sphericity assumption is not met, which happens in most psyglual data,
the investigator has two options to analyze. On one hand, you can usevaniatei
mixed model with the degrees of freedom adjusted by means of some of thexgusn
existent Box type correctors (Lecoutre, 1991) and, on the other hand|tariate
model. This last approach has the advantage of allowing that the variancéacoear
matrix adopt any structure., Although it requires, in addition the a@disimment of
the assumptions of multivariate normality and homogeneity of covegiathat the
number of experimental units be bigger, or at least the same as the onecafe@p
measures. If the exposed conditions are satisfied, potency is used forttierel
of the univariate approach with the corrected degrees of freedom or thevaniaite
approach. For example, Davidson (1972) demonstrates that with modergiée sam
sizes and the covariance matrix lightly deviated of the required spheritgrp, the
univariate mixed model is always more powerful than the correspondirtivariate
approach. The situation is gradually inverted as the dispersion maiviates of the
required sphericity pattern.

When the multisample sphericity assumption is violated and group sassequal,
several investigators (Belli, 1988; Huynh and Feldt, 1976, Keselmarrje@Gamnd
Lix, 1993) wonder if both procedures are robust, mainly, if the neinab experimental
units differs from a group to another of the design. To deal with geeigied problem,
along the present work different procedures are described. Specificallyomehsiw
to apply the Welch-James approach to prove hypothesis related with sitbjects
main effect and the betweex within interaction, so much for split-plot designs
containing a single dependent variable as for split-plot designs camgamultiples
dependent variables. To achieve this, a special emphasis is made in thelomonig!
aspects:

a) In the hypothesis testing depending on the model (additive or inbeexctAl-
though in presence of interaction analytic strategy should be different that
when it is not present, most of investigators do not realize this qurestid in
fact almost all of them testing their hypotheses according to the postufites
additive model.

b) In the form to accomplish inferences to determine the contrasts resfmiib
the differences obtained between the levels and combinations of levels afithe u
balanced partially repeated measures designs involving heterogeneous covariance
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matrices. In order to reach this last goal several multiple comparison pnesedu
are presented in this paper.

However, in spite of offering many application possibilities, the rapph Welch-
James is enough sensitive to the assumption violations when the gizes is not
sufficiently large. In short, Keselmaet al. (1993) have shown that the critical
factor in determining the robustness of procedure for univariate repeatedures
designs in which covariance matrices are heterogeneous and group sizes are unequal
is the ratio of the smallest group size to the number of repeated measuseniaas

one. Particularly, for data with normal distribution their robests deteriorates as the
reason between the size of the smallest group and the number of repeated measures
minus one is smaller than 1.7 or 2, when you try to prove hypothe$ésred to

the main effects. In the case referred to interaction, the deterioration ofmurs
reasons smaller than 3 or 4. Obviously, when the data are obtained frewegk
distributions, the deterioration of the robustness of this aggr@ppears for reasons
smaller than 3 or 4, in the case of the main effects and it for reasons smalter th
5 or 6, in the case of interaction. Finally, we conclude pointing oat thhen an
investigator is in some situation in which the assumption of reaittiple sphericity

is not met, the data are to sample from non-normal distributionsthadsize of

the groups is reduced, the best thing to do is to reduce its significaveé | It

can also be used some of the other approaches described in this article. Bgpeciall
if one bears in mind that in these circumstances, the simulation studiesdcaut

by Algina and Oshima (1995) show that the Improved General Appratamn and
Corrected Improved General Approximation procedures provide a betterotoft

the probability of committing Type | errors for the main effects thlaa tWelch-James
approach. With respect to interaction, the works of Algina and Oshi®@4(land of
Keselmanet al. (1993) suggest the necessity to continue developing alternative tests:
for example, one possibility is to replace Welch-James procedure at thivamiake
version of Brown and Forsythe (1974) procedure. Anyhow, furthatiss are needed.
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