DOS TRATADOS DEL ARQUIMEDES ARABE:
TRATADO DE LOS CIRCULOS TANGENTES
Y EL LIBRO DE LOS TRIANGULOS*

ARrpUIMEDES! {Arfimidas® para los drabes} fue segiin Ya'qabi® disci-
pule de Pitdgoras e ided los espejos ustorios con los cuales pudo incendiar
la flota de los enemigos de su patria. Abli "Umar b, Ya'qib al-Kindi*
afiade que se preocupd de la construccion de avtdmatas, maqguinas hidraun-
licas y de guerra, etc., e Ibn Qifti® afirma que estuvo en Egipto, estudio
con los sabios de este pais, escribié varias obras cientificas v que a él se
debe la organizacién de las técnicas y servicios agricolas que limitaban al
maximo los inconvenientes de la inundacién dnua del Nilo, Qazwini®
al hablar de Grecia nos asegura que sabia construir magnificos cuadrados

*  Estetrabajo se ha beneficiado de la ayuda concedida ala 1.2 Catedra de Lengua
Arabe {Barcelona) con cargo al crédito destinado al fomento de la Investigacion en la
Universidad.

1. Huelga advertir que no nos preocupamoes en sefialar aqui las discrepancias
que existen entre el perfil biobibliogréfico que presentamos a partir de las Tuentes
Adrabes v el que se obtiene utilizando los textos cldsicos. Sobre el tema puede verse
el articulo de Marshall CLAGETT, s. v., Archimedes, en «Dictionary of Scientific Bio-
graphys, T (Nueva York, 1970), 213-231; M. CLAGETT, Archimedes in the Middle Ages,
vol. It The arabo-latin tradition {Madison, 1664}, en especial el capituio VII: «The Arabo-
latin tradition of Archimedes in retrospect» y el apéndice ITI (pp. 627-734): «Some
medieval latin citations of Archimedess, asf como el articalo del mismo CrLacerT,
The impact of Avchimedes on Medieval Scignce, en «Isiss, 50, 162 (1959), 419-42¢0.
El lector espafiol puede referirse al dvquimedes de José Babini (Coleccitn Austral,
n.* 847). Otros detalles pueden hallarse en E. J. DIIKSTERHUIS, Archimedes (Copen-
hage, 1956) v en ¢l articulo s, ., de Ia Pauly-Wissowa. De paso sefialamos que en is
reciente edicién de Ja «Encyclopédie de Plslams falta esta voz, asf como las de otros
cientificos cldsicos cuya obra sobrevivid en el mundo del Islam v que la bibliografia
que damos no es {ni preterde ser) exhaustiva,

2. En los fextos latinos de filiacién drabe aparece como Ersemenides, Artha-
mides, Arsimenides, Ersemides, Arsantithis, :

3. Fl 891, Cf, GAL 1, 226, S 1, 405; Eithardt WIEDEMANN, Aufsactee zuy arabis-
chen Wissenschaft-Geschichte (Bildesheim-Nueva York, 1970), 1, p. 155.

4. FlL gyo, Ci. GAL I, 149, 8 1, 220.

5. Ta'sij al-hukama’, ed, Lippert (Leipzig, 1go3), p. 66

6. Atdr al-bilid wa-ajbdr al.'ibid {ed, Wistenfeld; Wiesbaden, 1848}, p. 385.
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mégicos. Segun Ibn al-Nadim? los griegos (R#m) quemaron quince de sus
obras «por una cuestién que seria prolijo explicam.

Tal v como hoy podemos establecer el inventario, son obras autén-
ticas o espurias de Arquimedes las siguientes:®

1) k. al-kura wa-l-ustuwdna (La esfera y el cilindro). Cf. M, Steins-
chneider, Die arabischen Uebersetzungen aus dem Griechischen (Graz 1960,
reimpresién en un libro de varios articulos publicados a fines del siglo
pasado) § 95, I. Fue objeto de dos traducciones: la de Tabit b. Qurra
(m. 9o1) y la de Ishdq b. Hunayn (m. g10). Ambas fueron utilizadas para
la refundicién de Nasir al-Din Tisi (m. 1274) y ésta ha sido publicada
en Hyderabad 1359/1940. El prélogo“de Tisi no tiene desperdicio para
conocer cémo trabajaban los traductores del griego al arabe:

«.. Durante largo tiempo busqué la solucién de varios problemas
citados en la Esfera y el cilindro de Arquimedes, dado que los necesitaba
‘para resolver algunas cuestiones geométricas. Al fin encontré la célebre
copia del libro revisada por Tabit b. Qurra, pero en ella faltaban varias
proposiciones dados los pocos conocimientos del traductor 4rabe y, por
consiguiente, la imposibilidad en que se encontré de traducirlas. Sin em-
bargo la estudié y me df cuenta de que el cuaderno estaba viciado por
la ignorancia del copista. La corregi en la medida de lo posible y me
esforcé en arreglar las cuestiones hasta llegar al libro segundo y alcanzar
las cosas omitidas por Arquimedes en los prolegémenos a pesar de que
varios problemas dependian de ellas. Quedé perplejo y con mas ganas
que nunca de entenderlas. En estas circunstancias tropecé con un cuaderno
viejo que contenia el comentario de Eutocio de Ascalén a los problemas
del libro. Habfa sido traducido al 4rabe de modo inteligente por Ishag b.
Hunayn y contenia el texto del libro desde el principio hasta el fin del
teorema catorce del libro primero. La versién se debia también a Ishaq.
El comentario de Eutocio se encontraba en esa copia».?

Esta misma obra fue objeto de una tercera traduccién (perdida)
de Qusta b. Liiqa (fl. 912) que sirvié de base para la traduccién hebrea de
Qalonimos b. Qalonimos (fl. 1328). -

2) Fitaksir al-dd'ira; Masdhat al-dd’ira; Tarbi* al-da’ira (La medida
del circulo). Traduccién drabe de Tabit b. Qurra y Hunayn b. Ishaq (m.877)

7. Fihrist, ed. Fluegel (1872), p. 266.

8. Notamos en cursiva los titulos de aquéllas que conocieron o le atribuyeron
los 4rabes. En redondas y entre comillas aquellas otras que no les fueron accesibles.

9. El ms. 2 Escorial numero g6o conserva el comentario de Eutocio a las propo-
siciones I-1I1, inclusive del libro II. Es una traduccién fiel y servil y parece presentar
las suficientes variantes para pensar que procede de un criginal distinto de los hoy
utilizados. :
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revisada por Nasir al-Din Tasi y estd publicada en Hyderabad 1359/1940
a continuacién de 1) La esfera... Cf. Steinschneider, § 97, 2; 100, I1.

3) «De los conoides y de los esferoides».

4) «De las espirales»,

5) Del equilibrio de los planos, conocido parcialmente por los arabes
a través de las obras clasicas de mecénica, como la de Herén, o el seudo-
Euclides Sobre la balanza, el Liber karastonis, etc.10

6) «El arenarion.

7)  Cuadratura de la pardbola, que hasta ahora se consideraba no
habia sido conocida por los drabes. Clagett (1g70) insintia que, dado el
interés de Tabit b. Qurra por los procedimientos infinitesimales arquime-
deos, que mejoré de modo notable,! es muy probable que este libro hubiera
sido accesible a aquéllos.

8) De los cuerpos flotantes. Como minimo fue conocido parcialmente
por los arabes. Conocieron el enunciado, sin demostraciones, de siete de
las nueve proposiciones del libro I y la primera proposicién del II. Aparen-
temente no les interesaron los abstrusos problemas de la estabilidad de
los segmentos conoidales que se encuentra en el libro II'2

9) «El1 Métodop.

10) Stomachion o Loculus Archimedius. Conservado como minimo
parcialmente. Cf. H. Suter en ZM 44 (1899}, 491-499.

11) Kitab Mdajadat (Eibro de los lemas, Liber assumptorum). Tradu-
cido por Tabit b. Qurra y comentado por al-Nasawi (fl. 1000). Ambos
estuvieron en la base de la redaccién de Nasir al-Din Tisi editada en
Hyderabad 1359/1940. Alguno de sus teoremas recuerdan a los de 16) al-
Mutallatat.

12) «Problema de los bueyesy.

13) «Sobre los poliedros regulares». ) _

14) Tasbi" al-dd'ira; al-Musabba' fi-l-dd'ira (Sobre la inscripcién
del heptdgono en una circunferencia). Traducido por Tabit b. Qurra. Esta
obra, asi como las n.° 1 y 2 son las Unicas de nuestro autor que cita el
cadiIbn S4‘id en su Tabaqdt, p. 29. Ci. Steinschneider, § 97, 2 b; J. Troepfke,
Die Siebeneckabhandlung des Archimedes «Osiris» T (1936), 636-651; C.
Schoy, Graeco-arabischen Studien. «Isis» 8 (1926), 35-40; C. Schoy, Die Tr1-
gonometrischen Lehren des persischen Astronomen... al- Birtini (Hannover

1927), pp- 74-84.

10, Cf. M. CrAGErT (1959).

11, Cf. A. P. YouscHkEvITCH, Note sur les dftermmatzons infinitésimales chez
Thabit 1bn Qurva, ATHS, 17, 66 (1964), 37-45; A. P. JUSCHKEWITSCH (es el mismo
autor anterior), Geschichte dey Mathematik im Mittelalter (Basilea, 1964), p. 288-295.

12, H ZOTENBERG, Trvaduction avabe du tvaité des corps flottants, JA, 1879, 1,
500-515; WIEDEMANN, Ueler arvabische Ausziige aus der Schrift des Avchimedes
dbey die schwzmmender Kérper, en «Aufsiitze..», I; 229-239.
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15)  De dis guae in humido vuhentur. Titulo que recibe del incipit de
la traduccién de W. de Moerbeke {m. c. 1286), Este texto estd emparentado
con 8). Cf. Steinschueider, § 100, 8.

16) al-Mutallatdt (Sobre los tridngulos). Cf. Stewnschnewder, § 98, 3.
Las citas de Ibn Qifti, p. 66, y de Ibn Abi Usaybi'a (ed. Miiller, E! Cairo
1882) 1, 24, parecen aludir a esta obra. Sin embargo, el titulo es muy
genérico v se presta a confusiones, dado que varios autores drabes compu-
sieron (o tradujeron del griego, cf. Steinschneider, § 112 sobre Menelao)
tratados del mismo nombre.

17)  al-Juiitt al-mutowdziva {Sobre las paralelas). Cf. Steinschneider,
§ 08, 4; Hay¥l Jalifa (ed. vy trad. Fligel), vol. V (Leipzig 1850, p. 81,
n.° 10093; Clagett {19509}, 421.

18} Propiedades de los tridngulos recldngulos. CL Steinschneider,
§ 99, 6; Clagett (1970), 225-226.

19} Alat al-si’a o fi ‘amal al-binkamat (Sobre clepsidras). Cf. Steins-
chneider, § 99, 7; Clagett (1959), 421. El tratado publicado por Carra de
Vaux, Traité des Clepsydres sans nom 4 autewr arabe, JA 1891, 1, 295-322
menciona con frecuencia a Arquimedes. El manuscrito de Santa Soffa
4861 reza en la portada «Sobre la construccién de las clepsidras que sefialan
las horas, de Arquimedes. Contiene toda suerte de diagramas y figurass,

20)  De speculo comburente concavitatis pavabolae. Ci. Steinschneider,
§ 100, ¢. Ibn al-Haytam en su obra al-Mardyd al-mupriga bi-l-gutn’ {(ed.
Hyderabad, Rasd'il 1357/1938), dice en el prélogo: «También hay quien
utilizé numerosos espejos esféricos que dirigfan sus rayos a un mismo
punto con el fin de atunentar la potencia del calor. Entre quienes utilizaron
estos espejos hay gente famosisima como Arquimedes. y Anthemios».?3
Este problema origing una gran polémica en los siglos XvII-XVIII puesto
que mientras Descartes (Carias, Dioptricaj negaba la posibilidad de que
Arquimedes hubiera podido incendiar la flota romana con este procedi-
miento, el P. Atanasio Kircher {1602-1680) en su Ars magna lucis et umbrac
v més tarde Buffon, en una comunicacién a la Academia de Ciencias, soste-
nfan lo contrario. El Gltimo afirmaba que con el uso de numerosos espejos
planos, pequefios, dispuestos en forma de parabola, pudo haber conseguido
el éxito que legendariamente se le atribuye desde una distancia de 6o me-
tros y en verano. !4 .

21} Fi usil al-handasa {Fundamentos de la geometrfa). Nos encon-
tramos con un caso parecido al de (16) Mufallatdt, por existir obras homsé-

13. Sobre este dltimo autor cf. G. SartoN, Imiroduction... 1, 427. Compérese
el texto de nuestra fraduccién con la latina recogida por Cracerr (1964), p. 633.

4. CE W, E. K. MiovLuron, Arckimedes, Kivcher, Bufton axd the burning-
miryvors, en «Isisy, 52, 170 {1961), 533- 343, G. LoRria, Les miroirs avdents dAr.chzméda
en olsise, 20 {1938}, 4471,
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nimas de distintos autores. Steinschneider § 112, 4 atribuye unos Funda-
mentos de la geometria a Menelao, diciendo que fue reelaborado {Fikrist
p. 267: ‘amala-hu) por Tabit b. Qurra en tres tratados; GALS I, 386 afirma
que Ibrahim b. Sinin (m. 946} realizé la traduccién de este libro de Arqui-
medes, y Clagett (1g70) identifica estos Usil con (16} Mutallatat. Nosoiros
creemos que las obras citadas por Hay¥i Jalifa, Qifti e Tbn Abi Usaybi‘a
con titulos variados como Libre de los tridngulos (16). De las paralelas (17)
y Propiedades de los tridngulos rectdngulos (18) siempre referidas a Arqui-
medes v aludiendo a determinados teoremas que figuran en Usil... no son
mas que variantes del nombre de este libro y que en consecuencia los
niimeros 16, 17 y 18 deben omitirse de los repertorios bibliograficos en
beneficio del 21 pues los autores 4rabes citados, al examinar rapidamente
los Usdl..., se fijaron en un solo tipo de teoremas y atribuyeron al todo
el titulo que intuyeron de las pocas lineas leidas.

La problemética de este libro asi como la del siguiente (22) Fi-I-dawd’ir
al-mutamdssa hay que estudiarla conjuntamente, pues ambos fueron
publicados a la vez en Hyderabad 1366/1947 bajo una portadilla azul
que reza Rasd’'il Ion Querg li-1-alidma Tabit b. Qurra al-Harvdni... wa-hiyva
visdlatani li-Ar§imidis, nagalabumd min al-yandniyya ild al-’arabiyya.
En la portadilla se indica que la edicién se basa en el manuscritc de Ban-
kipore 2468, 28 y 20. M. Plessner® tiene sus dudas sobre la atribucién
de ambas a Arguimedes, v, en cuanto al traductor real de las mismas, se
inclina a creer que es Ibrahim b. Sindn y no su abuelo, Tébit.2® De la por-
tadilla transcrita ast como de la edicion de las Rasd’il Ibn Sindn li-i-"allima
Tbrdhim b. Sindn b. Tabit b. Qurra al-Harrdni (Hyderabad 1367/1948),
que proceden también del manuscrito 2468 segin la portadilla (2519 en
GALS, 1, 385), puede establecerse la siguiente relacidn de tratados:¥

Fi tarig al-tahlil wa-I-tarkib (citado en lo sucesivo como Méledo}).

Magédla firasm al-quii’',
Fi-l-asturldb.

Fi havakat al-Sams.

Misdhat qat™ al-majriy al-mukdfi’. -
Fi-l-handasa wa-l nuyim.,

Fi ugal al-handasa.

Fi-l-daw@'ir al-mufamdssa,

15. Storia delie scienze nell’ Islam. Separata de Le civilta dell’ Orwnta, III (Roma,
1958), p. 470

16. Esta atribucion se encuentra, ademads de en ia portadilla, en Ia p. 3 Gel pro-
logo del editor, consagrado — aparte de una brevisima noticia sobre Tabit {p. 5-7} —
a describir somerisimamente la maimed 'z gue edita.

17. El manejo de la portadilla es imprescindible va que en ésta figura la indi-
cacion de la maymz@ a v el ordinal del e;mscuio correspondiente que en cambio lalta
en la portada.
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Todos estos tratados figuran a nombre de Ibn Sindn en GALS v todos
— menos los dos dltimos, que se atribuyen a Tabit — a través de las
portadillas.

Fi ugil... empieza a nuvestyo parecer trunco en la edicién pues tras
la basmala aparece di-nafrid nisfa dd’iratin 4, B, G..» y en el explicit
se cita expresamente a Arquimedes: «Ha terminado el libro de Arquimedes
acerca de los Fundamentos de la Geometria. Consta de veinte teoremas».’®

22) Fi-l-dwed'sr al-mutamdssa (Sobre los circulos tangentes). Pre-
senta una casuistica similar al de {21) F7 wgdl... Se inicia con un «Dice
Arquimedes..» Clagett (1959) lo designa como Own louching circles. En la
muy interesante autobiografia de Ibn Sinin que figura en sus Rasd’i)®
—y por tanto en el mismo manuscrito base de las ediciones de Hyde-
rabad — se alude reiteradamente a un Fi-l-dawd’iv al-mutamdssa, obra
dey propio Tbn Sindn. ;Es idéntico al que en el mistnoe miscelaneo se atri-
buye a Arquimedes? Ibn Sinan cita su libro en Mélodo pp. 31, 46, 54 v 55;
en Harakdt al-sams, p. 60, donde dice: «Entre las obras de geometria que
he compuesto hay, en primer lugar, trece tratados (magdldl) de los cuales
once tratan de los circulos tangentes. En ellos demostré los casos de tan-
gencia entre circulos o entre lineas y circulos pretendiendo con eilo mostrar
los métodos que deben emplearsen.? Sigue citdndolo en pp. 67 v 68 {(«Como
complemento de esos trece tratados compuse otro que contiene cuarenta
y un problemas geométricos de dificil solucién acerca de circulos, lineas,
tridnguios y circulos tangentes...»); y, finalmente, en su Handasz wa-“im
al-nuyiim, p. 81, precisa: «Entre las cosas que no hemos explicado en el
Libro de los circulos tangentes pero que explicamos en éste se encuentra
el problema de trazar un circulo tangente a otro dado y que pase por dos
puntos determinadoss.

Resumiendo: Creemos qute la alusion a Arquimedes del encipit puede
ser correcta, pero ignoramos &t los feoremas que mds abajo traducimos
son todos ellos arquimedeos © bien proceden de uno o varios de los once
tratados escritos sobre el tema por Ibn Sinan,

23} On data, Citado asi por Clagett (1959).

18. En la traduccidén que tenemos en curso de publicacion hemos enumerado 19,
lo cual confirma el principio exabrupto de la edicién.

Ig. La lectura del texto me sugiere que el editor (o ya estd asf en el propio
manuscrito?) ha trastocado alguno de los parrafos que se encuentran desplazados e
insertos en lugares inadecuados. Para la autobiografia véase fundamentaimente al-
Handasa wa-‘ttm al-nufibm, p. 3-3, y Havakdl al-ams (tltimas paginas).

I

20, Jdadll s ol L;w’ S s dae ;af Qi [ Ls"’f‘ ol
oS Al
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24) Kiadb fi-l-my ddald min ol-aghdl allati stu’'mila fibd al-amhdl
(Libro del equilibric de las figuras en ias que se emplean las palancas)
citado por Her6n en su Mecdnica (1, 24), que se conserva en la versién
arabe de Qustd b, Liigad vy que ha sido editada y traducida por Carra de
Vaux.2!

25) Kitdb al-gawd’sm (Libro de los soportes). Citado en Herén, 1, 25.

26) Kitgb al-amhal (Libro de las palancas), Citade por Herén, I, 32.
Para Carra de Vaux (1893), los nlimeros 24, 25 y 26 son parte del perdido
Pery Zygon (De stateris. Las balanzas).

27) Kitgb fi musgwai al-mayl (Libro de la equwalencsa de peso).
Citado por Herén, 11, 7.

28) «Composicién de la esferas. Cf. Clagett {zxg7o}.

2g) «Sobre la distancia de los planetass. Cf. Babini, § 12.

30} «Catoptricar. Cf. Clagett (1g970).

31) «Liber Archimedis de insidentibus acquae». Cf. Clagett (rgyo}.

31) «Mecanicar. Cf. Clagett (1g70).

21.  Les mecaniques ou Velevateur de Hévon &' Alexandrie..., §. A, 1803, T, 386-472;
11, 152-261, 420-514. Las citas de otras de Arquimedes por Herdn han sido estudiadas
por A. G., DraceMaNN, Fragments from Avchimedes in Heron's Mechanics, en «Cen-
tauruss, 8 (1663}, 97-146. Manéjese con la recensién de F. Krarrr, en «Mathematical
Reviews, 31 (1966}, nim. 4705. Cf. en CracerT {1959 ¥ 1970} las posibilidades de iden-
tificacién de este grupo de obras {24-27) en que no todos los autores coinciden,



LIBRO DE LOS CIRCULOS TANGENTES
DE ARQUIMEDES EL ASESINADO EL ANO 212
ANTES DE JESUCRISTO

En el nombre de Dios, el Clemente, el Misericordioso.

Dice Arquimedes: [1] Cuando vuestros circulos estén uno a conti-
nuacién de otro, tangentes, y sus centros estén scbre una misma linea,
siendo ésta recta, v conozeas sobre esta recta un punto cualquiera, y traces
a partir de €] una recta tangente a los circulos, en este caso los circulos
estaran en una proporcidn seglin su sucesidn; si los circwlos estdn en una
proporcién de sucesion, la linea que es tangente a dos consecutivos, si se
traza recta, es tangente al resto de los circulos,

Ejemplo: Supongamos unos circulos, seguidos, tangentes; s€an sus
centros 4, B, G; los centros 4, B, G, estén sobre la misma linea recta AG
¥ suponigamos que los circulos son tangentes entre si en los dos puntos

Fig. 1

D v E. Conocemos sobre la linea AG el punto Z y a partir de él una linea
tangente a los circulos en los puntos H, T, K.

Digo que la relacion del circulo 4 al circule B es la misma que la
del circulo B al circulo & (fig. 1).

Demostracién: Tracemos a partir del punto de tangencia los didmetros
correspondientes o sea las lineas KAL, TBM y HGN, Unamos L con D,
Deon Ty M con E, E con H. Dado que las lineas KL, TM y HN* arran-
can de los puntos de tangencia, pasando por los respectivos centros, son

. En texto impreso HZ.
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perpendiculares a la tangente y por lo tanto, son paralelas; el dngulo LAD
es igual al angulo DBT? vy los dos tridngulos LAD y DBT3 son isdsceles
y el dngulo ADL* es igual al dngulo BDT. La linea AB es recta y por
tanto la linea LT es también recta. Del mismo modo queda manifiesto que
la linea MH es recta, v dado que los dos tridngules LKT v MTH son
rectdngulos, los dngulos ALT% y BMH® de ambos son ignales. En conse-
cuencia, los dos dngulos restantes, 0 sea KTL y THM, son iguales y la
linea LT es paralela a la linea MH. Y como los dos tridngulos KLT y MTH
son semejantes, se verificarad la relacion:
LK _ MT
KT — TH'

?

LK KT P KL KA

Y i i d U s e ST e i
si permutamos tendremos: T FE 10, —or TF duiero
decir ignal a la razén fffm; Pero la relacién® entonces hasta Z7T es
KT KZ KT
como ey dado que = {que es lo que faita para
completar el total), sera: ‘
TZ  KZ
ZH T ZT
Pero la proporcidn % o gfg quiero decir que es igual a la razén
LK : Tz TEe . . .
Jar ¥ enconsecuencia oo = 7o quiero decir que es ignal a la
TH .,
razén N
P tement A IM
ero, consecuentemnente T = BN

En el textoe DLT,
En el texto DLT.
En el texto ADB,
En el texto 4LG.
En el texto BAMD.
En el texto L7T.
- E} editor porte una nota que dice que el original es ilegible, Nosotros enten-
demos KZ,
9. En el texto TN.

N

ro. Entendemos: 40 — Kz Kr | KZ—TZ v en consecuencia:
CTZ TH TZ —HZ - ’
KZ 4 KZ—TX TZ —HZ KZ Kz ~ T2
TZ T HZC TRz T Tz Tz T Tz o mz Y Porlo tante:
TZ B
Hz T HG
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Ny KLz TAL2
Esto es TOPOTeid Ue o =

sto es una proporcidn en que FIE =
Y Ia relacién de unos con otros circulos serd la misma que guarda la rela-
cién de los cuadrados de sus didmetros y por consiguiente:

circulo A circulo B
cireulo B~ cirenlo €

Y eso es 1o que guerfamos demostrar,

[2] Reciprocamente: Sean circulos unos a continuacién de otros segin
una razén dada, ¥ supongamos una recta ZH tangente a los dos circulos G
y B en los dos puntes H, T.

Digo que si prolongamos la lnea ZT serd tangente al resto de los
cirenlos (fig. 2).

Fig. =

Demostracion: Por el punto 4 tracemos una recta paralela a TM.
serd el didmetro KAL, Unamos T con K vy completemos el dibujo tal
como estd en la figura que ba precedido. Nos resultard manifieste quel
la linea LK? serd perpendicular a la lnea K73 vy que la linea LT ser
paralela a MH. E! tridngulo KLT serd semejante al tridngulo TMH y,
dado que los circulos consecutivos estin en una razén dada, tendremos:

KL TAM . .. KL Al
M = N Lo quiero dedr gk = g
: LD LD Ta . ..
Mool e e el rel
semejante a la razén 5T T Pero, N oS la misma relacién

BM ME nr

He T EH TH"

11. llegible,

12. En el texto LG,
13. En e} textc &T.
14. En el texto ZT,
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e : Lo KL
Pero se verifica E = i

, R KL LD DT
Y por consigdiente: = ME < BE

Eso gquiere decir como la razén fotal %2
KL LT
TM T MH
los dos tridngulos KLT y TMH son semejantes. El dngulo LKT es igual
al MTH y el dngulo MTH es recto. Por tanto LKT es recto v la linea KL
es paralela a TH y el dngulo KTM también es recto. El d4ngulo BTH es
recto y la linea HT, por consiguiente, se levanta sobre la linea TK y
es tangente al circulo 4.

De modoe semejante se demostraria que si se {uviesen circulos mayores
que estos, tantos cuantos se quisiera, seria tangente a cuantos circulos
mayores que este hubiese.

Idénticamente: supongamos varios circulos en las condiciones prece-
dentes v unamos L con K, K con D, Teon E; E con H, H con N (fig. 3).

Dado que 'y los dos angulos que se forman son iguales,

Fig. 3

Desde el punte D tracemos una recta tangente a los dos circulos
Ay B. Seala recta DM. La recta DM serd perpendicular a la linea LZ,
Y dado que cada una de las dos rectas KM y MD son tangentes al circulo
A, la Hnea KM gerd igual a la linea MD y del mismo modo la linea THM
serd igual a MD. Y las tres lineas KM, MD y TM seran iguales'v la cir-
cunferencia trazada con centro en M v con radio MK serd igual a la circun-
ferencia KDT que pasa por los puntos K, D, 7. El Angulo KDT serd recto
y el dngulo LKD serd recto y las dos lineas LK y T'D serin paralelas.

De idéntica manera es manifiesto que las lineas DT v EH son para-
lelas dado que lalinea ZHK es tangente a la circunferencia 4 en el punto K
y la linea KD divide la circunferencia y forma un ingulo con TK que es
igual al dngulo KLD. Los dos tridngulos LKD y KDT son rectos y el

15. En el texto LM,
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angulo KDL que queda es igual al angulo K7D restante. En consecuencia
los dos tridngulos LKD y TDK son semejantes. Pero el tridngulo LKD
es semejante al tridngulo DTE y el tridngulo KDT es semejante al tridn-
gulo TEH. Luego los tridngulos LKD, KDT, TEH y EHN son seme-
jantes. Tenemos las razones iguales

wLE KD _ DT TE

KD ThH — FE T EH-
Si omitimos los medios, tenemos:

LK DT

DT T EH
LK LD pr DE LD DE
P e il sV iutnn | L .
ero d¢ o = iy ¥ de o,V tenemost o N
. LD  DE?
y el Consecilencla. .D_.E‘; ==z -E—_N—E

Y en consecuencia la razén entre el circulo 4 v el circulo B es la musma
que entre el cireulo B y el circulo €. Y esto es lo que querfamos de-
mostrar,

Idénticamente: Sean unos circulos consecutivos y proporcionales.
Sea la recta ZH tangente a los dos circulos G v B en los puntos H y T.

Fig. 4

. Decimos que si prolongamos la recta. ZHT ésta serd tangente al
circulo 4.
Demosiracion; Tracemos las lineas RH ¥ HE, ET, TD {iig. 4). Tra-
cemos desde el punto D una linea paralela a TE. Sea DK, Unamos TK
y KL Dado que KD es paralela a 7E, el dngulo KDL serd igual al

16. En el texto AK.

17. Hemos entendido EN en lugar de EZ, como aparece en el texto, en csta parte
de demostracidn.

18. En el texto BH.

1g. La letra L falta en la figura.
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dngulo TED y el dngulo ETD es recto e igual al dngulo TDK. Dado que
las dos lineas KD y TE son paralelas y el dngulo DKL es recto, ya que estd
inscrito en la semicircunferencia LKD, E} angulo TDK es por consiguiente
igual al dngulo DKL y la linea LK®' por consiguiente paralela a la linea
DT. Y, seglin lo demostrado ya, los tridngulos son semejantes. Luego.

RH HE ET ZE . EH
W = § ) J————

7 =7 ¥ 75 S~ © sea el cuadrado de la razé T

EH , ET _ RH, ET , ,

ik - = e onsecuencia ! azon
Pero 7 »T ¥ BHE pr ¥ conscouenca fa
ET ' ET D
i dos veces. Y 5 = DR

Y ésta esta formada por dos dngulos iguales. Y el tridngulo KDT es seme-
jante al tridngulo DTE v el dngulo DKT es igual al dngulo EDT. Y el
ingulo HTE es igual al dngulo TKD. Y dade que los dos dngulos KDT3%
v TEH® gon iguales por ser rectos y el angulo KTD? es igual al dngulo
THE {(sic) los dos 4ngulos DBH y DTH seran iguales por ser rectos. La
linea KT serd prolongacién de TZ.%8 Y dado que el dngulo TKD es igual
al Angulo DLK, la linea ZK serd tangente a la circunferencia 4.
Realmente he aclarado lo que se dice en el Libro 11I de Euclides
conocido como Usfugsat (Elementos) v asi hemos llegado a obtener con lo
que hemos demostrado que si dos circulos son tangentes exteriores y si
el espacio que los separa lo une una recta como T'K, pues {esa] recta tan-
gente es media entre los dos didmetros de los circulos, segin la sucesidn de
razones. Y eso es asi porque son semejantes los tridngulos que tienen la
proporcién,2?
LD _ KT
KT =~ DE-
[3] Cuando se trata de dos circulos cuyos centros vienen consecutiva-
mente sobre una unica recta y esta recta se prolonga y sobre ella se toma
un punto cualquiera desde el cual se traza una tangente a esos circulos,

20, Texto, TED.

21, En el texto AK.

22.. En el texto BG.

23. En el texto ZH.

24. En el texto ZH,

25, En e] texto KTH.
26. En el texto THE,
27. En el texte KDT.
28, En el texto FZ.

LD KD KT KD

.Y - - .
29. ¥a que ®T DT DE BT
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la razdén entre estos circulos es 1a razén de los cuadrados de las rectas
que les son tangentes {fig. 5).

Fig. s

Efemplo: Supongamos dos circulos que tienen por centros 4 v B
sobre la misma recta. Prolonguemos la recta 4 B. Sobre el circulo B tome-
mos el punto E y {racemos una recia que corte ala linea 4 B y sea tangente
al circulo B en E y al circulo 4 en Z,

cirenlo 4 ZD?
circulo B~ ED®

Digo que

Demostracion: Unamos Z con 4 v E con B. Como cada uno de los
dngulos AZD y BED son rectos, la linea Z4 serd paralela a EB, y por

tanto
Z4 diametro del cirenlo 4 2D

EB = diameiro del creulo B~ ED

i . RA®  circulo 4 ZDR
o R BT~ dreulo B T DEV

Y esto dltimo es lo que querfamos demostrar.

f4] Cuando tenemos circulos tangentes cuyos centros estdn sobre una
tnica recta v guardan una relacién consecutiva y desde sus respectivos
centros se trazan lineas tangentes sucesivamente, la razdén de unos circulos
con otros es como la razén de los cuadrados de las lineas que respectiva-
mente les son tangentes {fig. 6). Supongamos unes circulos tangentes
cuyos centros son A, B, G, D situados sobre la misma recta y que guarden
una proporcién determinada, consecutivamente. Desde los puntos 4, B,
G, D de la linea A BGD trécense rectas que sean tangentes a los circulos

4, B, G, D, sucesivamente. Sean las rectas BT, GK, y DL.
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Digo que:
) circulo 4 BT?
cirenlo B~ GR®’
y que circulo B GK*

direulo 6 DLE

Demostracién:® Dado que los circulos guardan entre sf, consecutiva-
mente una proporcién, ly razén de los didmetros es:

ME EZ ZR

EZ ZR RH '

Fig. 6
Si permutamos [dividiendo por z]: FE = T
. MB EG
$ & 08! AR e
Y si sumamos tendremos BE =H

Pero la recta BT es media proporcional entre las dos rectas M B y BE®
y la recta KG es media proporcional entre las dos rectas EG v GZ. Por tanto:

BT _ KG
BE TGz
. BT EB EB ME
Si permutamos e y Se =7
BT didmetro ME
y KG —  didgmetro EZ
o sea: ME:  cirenlo 4 TH

EZ* 7 cireulo B T KGE

Y esto es Jo que querfamos demostrar,

> EZ . IR
30. De acuerdo con la figera entendemos que debe ser: ME E2 . 2R

EZ ZR RH

wo ME_EZ__ ED :
Y WO g AL T BE
31, En el texto NE,

como aparsce en el fexto.
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De aqui deducimos que sabemos que las lineas T'B, KG, LD son
proporcionales consecutivamente y paralelas, Y saberlo es algo elemental
y para comprenderlo ficilmente basta con gque unamos los puntos de
tangencia vy los centros. Asf se nos formardn tridngulos rectidngulos
semejantes,

Pig. 7

(5] ¥ afadiré que esto exactamente ocurre si se irazan lineas
tangentes desde los extremos de los didmetros {y] no desde los centros
conforme se ha dibujado en esta figura (fig. 7).

. ME _ EZ
Demostracién: Dado.que = T

sl sumamos Mz _EH
| ZE T HZ®

Pero la linea Z7T es media proporcional entre las dos ineas MZ y ZE
v la linea KH® es media proporcional entre las dos lineas EH y HZ, luego:

1Z _ EZ _ ME

EH T TH T EZ
AR circulo 4 Tz

y , EZE T Cirenlo B . KHE

Igualmente y por io que ha precedido estas rectas tangentes son paralelas
sucesivamente cualquiera que sea su nimero.

[6] Cuando se trata de circulos tangentes interiores en un mismo
punto, guardan proporcién entre si consecutivamente.

Saca desdela extremidad de sus didmetros lineas que les sean tangentes
consecutivamente. La razén de unos circulos con otros serd la misma que
la de los cuadrados de las lineas gue, respectivamente, le son tangentes,

3z. En el texte KG.
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Ejemplo: Supongamos unos circulos con didmetros 4B, AG, AD.
Guarden proporcién entre sf sucesivamente y sean tangentes todos ellos

Fig. 8

en el punto 4 (fig. 8). Tracemos desde los puntos G y D dos lineas
tangentes a los circulos. Sean las lineas GE v DZ. Digo que

cirenlo AEB ~ EG?
cirenlo 426G —  ZDY -

. DA G4
Demostracién: Se da —E = g5

St dividimos y permutamos conforme hemos hecho anteriormente, ten-
dremos:

ZD G4
EG — AB

y consecutivamenteds
ZD*  G4r
EGe A B

clreulo GZA4
L ——— erfa trar,
O Sen QUE! ol Y €S0 €8 lo que gueriamos demostra

DA G4 Dze DG - D4 DG - G4

33. Operando obtensmos: 4 S dE VG T TR i " TBE4E
_ t4D— 4G) - AG  AGH
T 4G=AR - 4B T aABr

7
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En resumen: [7] Cuando hay varios circulos tangentes {interiores en un
mismo punto] con unas tangeates desde el circulo que los envuelve, for-
mando angulos iguales con la linea de los centros, 1a razén de unos circulos
con otros es la misma que la de las respectivas fangentes.

Fig. o

Ejemplo: Supongamés dos circulos con ngt-réfs end y B. Desde ambos
centros tracemos las dos rectas AG y BD.-Tracemos GE tangente al circulo
A v DZ tangente al circulo B {fig. 9). Sea el dngulo AGE igual al dngulo

RDZ. Digo que:
cireulo 4 GE?

cirenle B~ D2z

Demostracién: Dado que los dos tridngulos AEG y BZD con sendos
dngulos rectos son semejantes, por tanto:

EG _ EA
ZD T ZB"
EG:  EA®
y 70T T BT
circulo 4

o sea que es igual 3 y eso es lo que queriamos demostrar,

circulo B

[8] Cuando dos circulos son tangentes y desde las extremidades de la
linea que pasa por sus centros y los puntos de tangencia se trazan dos
lineas que se cortan al tiempo que son tangentes de ambos clreulos, la
razén entre ambas circunferencias es la misma gue la razén al cuadrado
de las dos lineas gue se cortan.

Ejemplo: Supongamos dos circulos tangentes en el punto G, de cen-
tros A y B. Tracemos la recta que pasa por sus centros DGE. Desde los

HA
. texto ——.
34. En el texto 7R
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dos puntos D y E tracemos dos rectas que se cortan y son tangentes en
los puntos Z y J (fig. 10).

Fig. 1o

Digo que la razdn dela circunferencia 4 a la circunferencia B es como
la razén de la recty D], tangente, u la recta EZ, tangente, al cuadrado.
Demostracion: Dado que

circulo A bge

clrculo B~ GE?

DG GD - ED : circunferencia 4 ED « Dt
= e onsecucnct ==
Y €5 = gE Ep 0 comsecuencla o mferencia B~ BE T EC

, 2
es decir ? :,; . Y eso es lo que querfamos demostrar.

(9] Si tenemos una circunierencia v desde uno de los extremos del
didmetro trazamos una tangente y desde el otro extremo una linea que sea
secante a la circunferencia y se corte con la tangente se tiene: el producte
de la linea secante por su parte que estd en el interior del circulo es igual
al cuadrado del didmetro. '

Supongamos un circulo cuyo didmetro sea 4B. Tracemos por el
punto 4 Ia tangente AG y unamos B con D y con G {fig. 11).

Digo que GB - BD =~ ARB®,
Demostracion: Hemos unido 4 con D y el triangulo G BA3 es rectin-
‘gulo ¥ semejante al tridngulo 4 BD, también rectdngulo. Luego:
GB _ B4
B4 T BD

33. En el texto 4 con B,
36. En e} texto GDA.
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v el producto GB ~ BD = AB?
Que es lo que querfamos demostrar.

Este teorema puede demostrarse de otro modo, dado que
GB*= BG - GD -+ GB - BD

equivale a G4 -4 4 B2, v el producte BG « GD = GA®

Por tanto, el producto restante es GB - BD = 4B

Que es lo que queriamos demosirar,

A 4

Hig, 11

[20]

Otro procedimiento de demostracién para el mismo teorema! Dado que

GD - BD = AD¥¥

siumando. el cuadrado de DB, tendremos
AD® + DB = AB* = GD - BD + DB® =« GB - BD.

Y eso es lo que querfamos detmosirar,

De idéntico modo: Si trazamos cuantas lineas queramos como EZB,
el producto de toda la linea por el segmento que queda en el interior del

circulo es igual al cuadrado del didmetro.

Los productos de cada una de [as lineas por los réspectivos segmentos

interiores serdn iguales (fig. I2).

[10] St trazamos la tangente en uno de los extremos del didmetro y
se toma en ella un punto cualquiera y desde él se traza una tangente a la

37. Teorema de la altura aplicade ai tridngulo BAG.
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circunferencia, se tiene que el producto de unc de los dos segmentoes de la
tangente por el otro es igual al producto de la Hnea que pasa por el centro,
por el segmento que va desde el centro de la circunferencia a la periferia.®®
El producte de toda la tangente por el segmento comprendido desde el
punto de interseccidn al punte de tangencia es igual al producto de la linea
que pasa por el centro por el segmento comprendido entre el punto de
interseccién y el centro del circulo.

A £ G

Fig. 12

Ejemplo: Supongamos un circulo con ¢entro en 4 v didmetro BG.
Tracemos desde el punto B una tangente BD. Tomemos sobre la linea BD
un punto cualquiera D y tracemos desde €l una tangente a la circunfe-
rencia en el punto E. Sea la linea DEZ que corta a la prolongacién del
didmetro de la circunferencia en el punto Z (Jig. 13).

Dige que

DE - EZ=ZB - B4
y que . lr‘"/Dz'- ZE == BZ - ZA4.

Demostracién: Unamos 4 con E. Se¢ forman dos tridngulos DBZ y
ZEA, cuyo angulo DBZ de uno de ¢llos es recto eigual al ZEA del otro.
El 4ngulo DZEB es comtn a ambos, luego son semejafites y por tanto

DB AE : ey DE _ BA
—B—Z—-‘—‘:-"EMZ““ Y como DB = DE Y AE = BA es -—B—Z—:“E?—
y por tanto ‘ ZB - BA = DE « EZ,

Digo que

DZ - ZE == BZ « ZA.

38. Se refiere al extremo del didmetro.
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Demostracién: Dado que los dos tridngulos DBZ y ZEA son semejantes

Dz Az
ZB T ZE
y por tanto DZ « ZE == BZ - Z4.

Y eso es lo que queriamos demostrar.

4

Fig. 13

[11] Si la tangente trazada por el extremo del didmetre no es tangente
en el punto B, pero si en el punto G, como en el caso de la recta GD, se
tiene®® (fig. 14). :

DE + EZ = AG + GZ

EZ - ZD = AZ - GZ#®
EZ . ZD = AG + G2

Demostraciéon: Dado quelos dos tridngulos ZEA v ZGD son semejantes

Fx'g. m&
zE 26 54 = Al ) = E . EZ = 4G .
4 = o Y como E4 =AG ¥ GD =EFED, es DE + EZ = 4G - GZ.
Digo que EZ - ID = AZ - ZG.

39. En la figura 14 bis las letras H y G aparccen permutadas.
40. En el texto DG - GZ.
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Demostracién: Dado gque los dos tridngulos son semejantes

EZ  GZ
Z4 T ZD
vy por tanto EZ - ZD =24 « ZG.

Y eso es lo que querfamos demostrar,
Este teorema se puede demostrar de otro modo: Dibujemos sobre
el tridngulo rectangulo AZE una circunferencia Z7. Sea la linea AZ el

c Y

T
Fig. 15

didmetro. Tracemos la linea TGH. Dado que la linea TH queda dividida
en dos partes iguales en el punto & y en dos partes desiguales en el punto D,

tendremos {fig. 15).
TD - DH + GD® = GH®,

Pél’“{) - TD - DH = 2D« DE y GD? = EDR
y ZD - DE + ED? == GH? quiero decir ZE - ED = GH?
Pero GH® = AG - GZ ¥ AG - GZ = ZE - ED

Y esto es lo que queriamos demaostrar.

Por otra parte, dado que HD . DT, quiero decir ED . ZD, es menor
que el cuadrado de HG, quiero decir que AG . GZ, v D72 esmayor que ZG?
del mismo modo que de HD? en consecuencia

ED - DZ 4 ZDt o sea EZ - EG + GZ+ 4
es ignal 2 AG - GZ + ZG o sea AZ - ZG,

Y esc es lo que gqueriamos demostrar 43

4r. En el fexto falta el sumando GZ%,

4z. En el texto EG3. -

43. Operando obtenemos: ED « D 4 ZDE = DG - (EZ — DG) + DZ3% =
w EZ - DG— DGt 4 D28 = EZ - DG 3 GZi = 4G+ GZ + ZG* = 4G - GZ + GZ -
"GZ =GZ (AG + GZ) = GZ - AZ.



56 J. VERNET ¥ M. A. CATALA [24]

[12] Si tenemos dos circunferencias tangentes interiores y se traza
una linea que sea tangente a ambas, v las envuelve junto con la linea que
pasa por el punto de tangencia y los centros de las dos circunferencias con
Ia que forma un dngule recto, Sobre la linea que pasa por los dos centros
supongamoes un punto cualquiera desde el cual se trazan sendas tangentes
a cada circulo y cortan a la tangente primera, La razén entre el circulo
‘mayor v el menor serd la misma que el producto de los segmentos de tan-
gente del circulo mayor a los de 1a tangente del circulo menor al cuadrado.

L

Fig, 16

Ejemplo: Imaginemos un circulo con centro en A, tangente interior
a un circulo con centro en I en el punto G. A partir del punto de tangencia
tracemos la lfnea que pasa por los dos centros, o sea GDEZ M El didmetro
del circulo A es la linea GD y el -didmetro del circulo B es la linea GE.
Tracemos desde el punto Z las dos lineas ZHT y ZKL tangentes a ambos
circulos en los puntos H y K (fig. 16).

Digo que la razén

ciremlo 4 | ZH - HT )2
circulo B~ | ZK - KL

Demostracidén: Dado que i
GA _ ZG - G4
GB =~ ZG - GB
¥ que ZG - GR=ZK - KL v ZG  GA =ZH « GT,

conforme demostramos en el teorema anterior, tendremos:

G4 _ ZH - GT
GB = ZK - KL"

44. En la figera del texto en lugar de Z hay 4.
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Pero Ga 204 niero decir com 6D
GE = 2CH 4 comao CE "

Pero esta 1z 6b _ ZH-Hr

ero esta razbn es CE = ZE EL

v su cuadrado gﬁg; .Y las razones de los cuadrados de los didémetros

de los circulos, unos respecto de otros, es como las razones de los efreulos,
unos respecto de otros, Luego:
cireulo 4 GD?
circulo B T GET
ZH - HT .o\*
ZK « KL

Y esto es lo que guerfamos demostrar.

Quiero decir como

[13] Cuando dos circulos que no se tocan tienen sus centros sobre
una Hnea y desde sus centros se trazan dos lineas que se cortan ¥ son
tangentes al otro circulo, el producto de los dos segmentos de cada una
de las lfneas tangentes es igual al producto de los dos segmentos delaotra

{tig, 17). b &

Fig. 17

Ejemplo: Supongamos dos circulos exteriores, no tangentes, cuyos
centros estén en los puntos 4 v B situados sobre la misma linea A B,
A partir de ambos centros 4 y B tracemos las dos lineas AG v BD tan-
gentes a los respectivos circulos en los dos puntos D v G ¥ que se cortan
en el punte £,

Digo que: AE - EG = BE - ED.

Demostracién: Unameos D con 4 v .G con B, Dadoe que los dos trian-
gulos ADE y BGE con sendos déngulos rectos son semejantes, fenemos:

EA B
—Eﬁz_jz_é;“ O sea AE - EG = BE - ED.

Y eso es lo que guerlamos demostrar.

45. -En el texto KD
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Este tecrema puede demostrarse por otro procedimiento. Dado que
cada uno de los dos dngulos ADB y AGB es recto y los dos tridngulos
estin sobre la misma linea, la recta 4B, ciertamente los dos tridngulos
ADEB y AGB se inscriben en un semicirculo, Tracemos este semicirculo

Fig. 18

ADGB {fig. 18). Dado que las dos Hneas AEG, BED se cortan en el circulo

en el punto E, se tiene
AE « EG = BE « ED.

Y eso es lo que-glierfamos demostrar.

[r4] Si des rectas son tangentes a un mismo circulo y se traza una
linea gue pase por un punto de tangencia y se prolonga y sobre esa linea
se toma un punto cualquiera y se traza desde ese punto una linea tan-
gente al circulo v corta a una de las dos tangentes yendo a termainar en
la otra, se tiene que la razén de la longitud total de la linea trazada, a su
segmento externo hasta la tangente es como la razén que hay entre los
dos segmentos que se cortan entre las dos tangentes a los cuales divide
el punto de tangencia en un segmento mayor y otro menor (fig. 19).

Supongameos dos lineas 4B v AG tangentes al circulo BG. Unamos B
con (¢ v prolonguemos la Hnea recta. Supongamos, sobre ella, un punto
exterior D y desde este punto D) tracemos una tangente a la circunferencia.
Sea la linea DEZH que serd tangente en ¢l punto Z.

Digo que:
¢ HD  HZ
DE — ZE’

Demostracién: No es lo mismo gue las lineasesean paralelas o no.
Supongamos en primer lugar que son paralelas. El dngulo BHD gerd
igual al GED v tendremos el tridngulo GED [semejante al BHD y]

HD HE
DE T EG

46. ¥En el texto BGD.
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Pero la linea HZ% es igual a HB, ya que ambas son tangentes a la
circunferencia desde un mismo punto, el punto H. Y lo mismo ocurre
con la linea EZ, que es igual a EG.48 Luego:

HD _ HZ
DE — ZE-

Si no son paralelas se cortardn en un punto 4 y trazaremos desde el
punto E una linea paralela a la linea AB. Sea ET. Dado que las dos lineas

A

Fig. 19

AB v AG son tangentes a la circunferencia, son iguales v el dngulo AGRB
es igual al dngule ABG. Pero el dngulo ETG es igual al dngulo EGT.
El segmento ET es igual al segmente EG. Y dado que:

HD  HB
DE — ET
y los segmentos HB =HZ y EG=EZ,
9 HD HZ
tendremos BE = &

que es lo que querfamos demostrar,

[15] Si tenemos una linea tangente al circulo en el extremo de uno de
sus didmetros, y el didmetro se prolonga y sobre él se toma un punto cual-

47. En el texto GZ..
48. En el texto EH.
49. En el texto HT.
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quiera exterior a la circunferencia, vy desde este punto se traza otra fan-
gente a la circunferencia, ¥ se traza la linea que es perpendicular al dig-
metro, ¥ se traza desde el punto de tangencia en la extremidad de! didmetro,
a la linea trazada una perpendicuiar, tendremos que la razdén de toda la
linea trazada es al segmento comprendide entre ¢l punto dado v el punto
de tangencia como la razén del segmento comprendido entre ¢l punto de

E

H

Fig. 20

tangencia v la linea perpendicular al didmetro e"s al segmento compren-
dido entre el punto de tangencia y el punto gue se encuentra sobre la
perpendicuiar (fig. 2o}, /

Ejemplo: Supongamos un circulo con centro en A y sea su didmetro
la linea GAT, Levantemos sobre el didmetro una perpendicular que sea
tangente al circulo, o sea la linea GE. Prolonguemos la linea GT yen la
parte [exterior] tomemos un punto cualquiera, sea D. Desde el punto D
tracemos una tangente al circulo én el punto Z, o sea la recta DE. Desde
el punto G levantemos una perpendicular a la linea DE. Sea la linea GH.

Digo que:
ED _ EZ
Dz~ ZH

Demostracion: Unamos 4 con Z. Dado que el dngulo 4ZD es recto.
y el angulo GHD es recto, GH serd paralelo a AZ. El tridngulo DEG que
tiene un 4ngulo recto es semejante al tridngnlo DAZ que tiene un angulo
recto. Luego:

B SEF < G AZ = 4G,
Pero b4z R
AG T 7H ¥ EZ ~ ZH
i permutamos ED _ EZ
YV s permutanio bz  7ZH

Y esto €5 lo que queriamoes demostrar,
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8i restamos queda manifiesto que:30

EZ EH

ZD T HZ
[16] Y de idéntico modo digo que % = AT (que sale del centro).
Demostracion: Tracemos las dos lineas E4 v ZT. Dado que GE = EZ
y que G4 = AZ y que la base es la misma para los dos tridngulos,

E &

Fig. 21

el'angulo -GAE sera igual al angulo ZAE y el angulo:GAZ sera el-doble del
angulo GAE y el angulo GAZ serd el doble del angulo GTZ% ya que uno
de ellos estd construidoe sobre el centro y el otro estd inscrito y una misma
cuerds subtiende el arco. El dngulo GAE es igual al angulo GIZ v la
linea EA es paralela a la linea ZT (fig. 21). Luego:

EZ AT
ZD T TD"

Y eso es lo que queriamos demostrar.

[17] 1 la tangente® que se traza por uno de los extremos del didmetro
no toca a la circunferencia en el punto G sino en el otro extremo del dig-
metro, como ocurre en la figura con la linea 7K (fig. 22}, digo que:

HZ  ZK
ZD T KD

ED--DZ  EZ—ZH

o, Restando antecedentes v consecuentes:
3 Y ES ¥ A 77

-y de

aqui se obtiene la igualdad del texto.
51, En el texto HTZ,
- 5z. Entendemos tangente perpeadicular al didmetro.
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Demostracién: Dado que el tridngulo ZAD tiene un 4ngulo recto es
semejante al tridngulo 7KD que también tiene un angulo recto. Luego:
Z4 HZ Kr
AD T ZD T KD

KZ
KD~

és decir como

Y eso es lo que querfamos demostrar.

H

Fig. 22

[18] Cuando se prolonga el didmetro de una circunferencia y sobre é1
y en el exterior de ella se toma un punto cualquiera y se traza desde éste
una tangente a la circunferencia y por el punto de tangencia se traza una
perpendicular al didmetro, se tiene que la razén entre el segmento que
queda exterior al cfrculo y el segmento total es como la razén que existe
entre los dos segmentos del didmetro en los cuales divide la perpendicular,
del menor respecto del mayor.

Supongamos un circulo con centro en 4. Sea el didmetro BG. Pro-
tonguémoslo v tomemos el punto exterior D. Desde I} tracemos una linea
tangente a la circunferencia en E, y desde el punto E tracemos una per-
pendicular a la linea BG (fig. 23). Sea EZ.

© " Digo que:
BD BZ
DG TG

Demostracion: Unamos E con B y E con G. Se tiene:
BD _ DE
DE 7 DG

Los dos tridngulos BDE y EDG son semejantes. Luego:

BD _ BE
DE T EGT
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Per BD [ BD )2
© DG T \DE

v la relacién W%)? - [DEYV
- DE DG
BZ _ (EZ)s

Y ZG zc;)'

Por consiguiente:

BD _ BZ

DG T 26

Y eso es lo que querfamos demostrar,

Demostracién de este teorema por otro procedimiento. Tracemos
desde la linea BG dos lineas BH y GT que formen con ella un 4ngulo

7

f o -

1 ~ - &

i H

i ';

3 i

I o)
G AR 2 B
Fig. 23

<

Trecto y que alcance la Ynea HD. Las lineas BH, ZE y GT seran paralelas;

dado que:
BD  BH®  HE®
DG GT ~ ET

o w HE _BZ BD Bz
se uene q FT = Z¢" 80 DG < 76

Que es fo que queriamos demostrar,

[19] Si se baja sobre una seccién de circunferencia una linea quebrada
que la corta subtendiendo dos arcos distintos y se traza desde el punto
medio del arco una perpendicular al segmento mayor de la quebrada, esa
perpendicular divide la linea quebrada en dos mitades.

53. En el texto B7G.
54. En el texto GE,
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Supongamos una seccién de circunferencia con base 4 B, Bajemos por
ella la linea quebrada AG B por el punto 6. Sea la linea AG mayor gue GB.
Dividamos el arco A B de la circunferencia en dos mitades por el punto D
¥ tracemos desde éste una perpendicular a la linea AG. Sea I linea DE.

Digo que la linea AG B% queda dividida en dos mitades por el punto E,
quiero decir que la linea 4E-es ignal a las dos lineas EG 4 GB (fig. 24).

Fig. 24

Demostracién: Tomemos sobre el arco mayor 4D un arco igual a DG,
menor, o sea el arco AH. Unamos 4 con H, H con D y A con D. Tomemos
sobre ¢l segmento mayor AE un valor igual al segmento EG, EZ. Unamos
D con Z. Dado que la linea ED es una perpendicular comiin DZ = DG ==
AH, o sea que l0s ires segrieiitos serén iguales. Y dado que

s
arco AH  ADH ™

sy

AGD

arco AHD

¥y que
o~
arco HD HAD
arco AHD ﬁfG\D

La razén de los dos arcos AH v HD al arco AHD serd la misma que los
das dngulos HAD vy ADH respecto del angulo AGD. Los dos arcos AH +
HD serin igual al arco AHD y los dos dngulos HDA 4 DAH seran igual
al ingulo AGD o sea al dngulo DZE. Pero el angulo DZE ¢s igual a los dos
angulos ZAD v ZDA v los dos dngulos HDAS y HAD por consiguiente
son iguales a los dos dngulos ZAD v ZDA. El angulo HDA®™ es igual al
dngulo ZAD v ¢l dngulo restante HAD es igual al dngulo ZDA restante.
Pero dado que las dos lineas DZ v AH son iguales, que la linea DA es

55.0 En el texto falf:a la letra B.

56. En el texto 4H.D
57, En e} texto HZA,
58. En el texto GPA.
59. En el texto DH.
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comun y que los dos angulos son iguales, la base 47 serd igual a Ia base
DH. Pero la linea DH es igual a la linea GB y la linea ZF esiguala la
linea EG. Luego la suma AE es, por consiguiente, igual a los segmentos EG
v GB.

Y esto es lo que querfamos demostrar.

Demostracién de este teorema por otro procedimiento.

Tracemos una figura similar a la anterior, pero completemos la circun-
ferencia AZ BD. Prolonguemos la linea AG y supongamos Ia linea EH igual
a la linea EA. Tracemos las Yineas GD, DH, BD, AD (fig. 25). Dado que el

D

Tig. 28

arco AD es ignal al arco DGB la cuerda AD serd igual a la cuerda DB%
v el segmento DH serd igual al gegmento AD. Pero el segmento DH es
igual al segmento DB y el 4ngulo DAG es igual al 4ngulo DBGH ya que
subtiende un mismo arco. El dngulo DHE es igual al dngulo DAE. El
ingulo DHE serd igual al dngulo DBG. E idénticamente el arco DAZB
es igual a la totalidad del arco DGBZA. Pero el angulo DGE estd sobre
el arco DAZEB y los dos dngulos DAG v 4DG subtiende ambos el arco
DGBZA. Pero el dngulo DAG subtienden ¢l arco DG v el dngulo ADG
el arco GBZA. Luego los dos dngulos DAG + ADG son iguales al dngulo
DGEB y el dngulo DGB es jgual a los dos dngulos DAG v ADG. El dngulo
DGHS® jgual al dngulo DGB.® Asf queda patente que el dngulo DHG es
igual al Angule HDG restante e igual al dngulo GBD restante. Y dado que
la linea DH® esigual a la linea DB y la linea DG es comiin, los dos angulos

6o. En el texto A B.

61, En el texto DLG.

6z. Hay un blanco en el manuscrito.
63. En el texto DHB,

64. En el texto DG.
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son iguales. La linea GH esigual a GB y las dos lineas EG y G B son iguales
a las lineas EG -+ GH, quiero decir a la linea AF, I
Y eso es 1o que querfamos demostrar. ‘

Demostracién de este teorema por otro procedimiento. Dejemos la
figura tal v como estd, y digamos: Dado que el arco HDB es menor que
media circunferencia, el dngulo que subtiende, o sea DGE es obiuso, y
que dado que el arco DBA es mayor de media circunferencia, el dngulo que
subtiende, o sea DGA es agudo (sic). Y el dngulo DGH obtuso. Los dos
angulos DG B v DGH son obtusos v el angulo DHG es igual al dngulo D BG
y la linea DB igual a la linea DH. La linea DG es comiin. Los dos tridngulos
DGH y DGB tiene un mismo éngulo, o sea el d&ngulo en G igual al dngulo
del otro que es el angulo en B. Los lados que forman fos otros dos angulos
son proporcionales v los dos dngulos restantes DGH y DGB ambos son
mayores de un recto, luego los angulos restantes son iguaies y Ia linea HG
esigual a la linea G 5. Y Ia linea total ‘EH, quiero decir 1a linea 4E, es igual
a la linea EG - GB. e

Y esto es lo que queriamos demostrar.

Fin del libro de Arquimedes sobre los eirculos tangentes.
Loado sea el Dios tinico y.sus bendiciones desciendan sobre nuestro
Profeta Mahoma y su familia.

65. En el texto DLG. En la figura no figura ninguna L to cnal hace suponer
que el editor ha trucado el manuscrito.



LIBRO DE LOS TRIANGULOS

[1] Supongamos una semicircunferencia 4BG y prelonguemos el
didmetro BG por ambos extremos hasta los puatos D y H, Supongamos
que los segmentos BH y GD son iguales. Desde los puntes H y D tracemos
las tangentes a la semicircunferencia AG, o sea las rectas HZ v DJ. Una-
mos £ con J. Decimos que la recta ZJ es paralela a la recta HD (iig. 1).

Demostracién: Busquemos el centro de la circunferencia A BG. Sea T,
Unamos Z con T'y T con J. Perc HB = GD y BG es comtin; todo
el segmento HG es igual a todo el segmento BD. Y GH - HB = HZ?,
y BD. DG = DJ2, El cuadrado de HZ es igual al ciadrado de DJ y
DJ = HZ. Y dado que los segmentos JT y TD son iguales a los segmen-
tos ZT y TH v 1a base HZ esigual a la base JD, por tanto, el angulo ZTH
serd igual al dangulo J7D y el arco JG igual al arco ZB y la recta Zf es
paralela a la recta HD. Y esto es lo que querfamos demostrar,

Fig. 1

Por este procedimiento se demuestra lo que decimos de un modo
perfecto mediante esta operacidn: Decimos que dado que GH - HE = HZ?
y BD DG =Dj2y BD DG = GH-HB, sera HZ® = DJty HZ = D].
Prolonguemos las dos rectas HZ y JD por sus extremos Z {y) J hasta que
se encuentren en un punto Y. El segmento Y f serd igual al segmento Y2
va que ambos salen del mismo punto, o sea el punte ¥ v son tangentes a
la circunferencia 4 BG. o

Asi se dBmOStI‘arfL'que HZ = D], pues % = ”]I“)‘:y"{"'
es paralela a ly recta GB. Y esto es lo que querfamos demostrar,

y la recty JZ

[2] Supongamos una circunferencia 4 BG v sean las rectas BD v DG
tangentes. Unamos B (con) G v prolonguemos la recta hasta el punto H.
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Desde el punto H tracemos una tangente a la circunferencia 4 BG que cor-
tard a la recta BD en el punto T, o sea la recta HZ (fig. 2). Decimos que

HT T4
Hz & 74
Demostracidn: Tracemos desde el punto Z una recta paralela a T5,
. BD . o JZ
o sea la recta ZJ. La razén he igual a la razén TR
Pero BD=DGC v  JZ =ZG.
TH TR . TH TR
= = 2] = ZG, e,
Dado que 77 77 ¥ 7 seré 7 e

Fig. z

Pero, TB =T4 ya que ambos son tangentes a la circuniferencia y
H T4

PO i & : .
ZG = ZA, La tazdn Tz igual 2 la 1azdn i

Y esto es lo que querfamos demosirar.

[3] Supongamos la circunferencia A BG y sean las tectas DH v HG
tangentes a la misma. Desde el punto H tracemos una secante cualquiera
a la circunferencia v sea la recta HJB. Desde ¢l punto D tracemos ung
fecta (paralela) a Ta recta HB, y sea la recta D4, Unamos 4 y G. Esta
recta cortard a BJ en el punto Z. Decimos que BZ = ZJ (fig. 3).

Demostracidn: Tomermos el centro de la circunferencia T v unamos T
con Z, con H, con Dy con G. Dado que 7D = TG y el segmento TH es
comin (a los dos tridngulos), los dos segmentos 7G y TH serin iguales
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a los dos segmentos HT v TD y la base (HD} serd igual a la base HG. El
P A~ o~ el o~ -~ o~ o~
angulo GTH = HTD y DTG =2 GTH,y DTG =2 GAD, y DAG = GTH.
A P P
Pero DAG = HZG y HTG = HZG. Pero el cuadrilitero HGZT esti en

Pig. 3

una circunferenciz [es inscriptible] v los des angulos HGT y HZT son
iguales. Y €l dngulo HGT es recto v el dngulo HZT es recto y la recta TZ
es perpendicular a la recta JZ. Luego sale del punto T, que es el centro
del circulo 4 BGD, una perpendicular a la recta fB y es TZ. Por consi-
guiente lo divide en dos mitades y la distancia BZ esigual aladistancia ZJ.
Y esto es lo que queriamos demostrar.®

[4] Supongamos un tridngulo equilitero A BG. Tracemos una recta
AD perpendicular a la recta BG [altura]. Elevemos al cuadrado BD y

K
H
A
z J , 1
B b g B D G
Fig. 4 Fig. 4 bis

sea BD? = BH - BZ. Y unamos D con Z. Desde el pﬁnto Z tracemos
una recta paralela a BG. Sera la recta Z/. Unamos H con J. Digo que el
angulo HJG es el doble del angulo AZD {figs. 4 v 4 bis).

*1. En la figura del texto impreso el segmento 4D no estd dibujado.
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Demostracion: Uniremos D (con) J y D (con) H. Dado que
HB - BZ == BD*,

B ~ ~ A N
sera ZDB = ZHD, y ZDB = JZD.
a
v (por tanto) ZHD = J7D,

Pero es ]/Z\D = Zﬁ) ya que el tridngule JZD es isdsceles v el Angulo ZHD
es igual al dngulo ZJD, luego el cuadrilitero HZD] estd (inscrito) en una
circunferencia. Tracemos una recta HJ en el punto 7. El angulo DJT
serd igual al Angulo HZD ya que es exterior al cuadrilitero HZDJ v el 4n-

gulo HZD {sic) serd igual al angulo 4JD. Luego Aﬁ" == g Aﬁ).
Pero AJr =HJG y AJD = 4ZD y (por tanto) HJG = 2 AZD.
Y eso es lo que querfamos demostrar ¥2

(5] Supongamos la semicircunferencia 4 BGD y unamos 4 (gon)
Gy B {(con} D. Unamos igualmente B {con) A y G {con) D y prolon-

H

Fig. 5

guemos las rectas haéig que se corten en el punto H. Decimos que
BD - DZ = H [DG] - DH \(fig. ).
Demostracion: Si BD . DZ = GD - DH,
i . BD _ HD
€5 DG T Dz

51 unimos H {con) £ los tridngulos BDG y HZD serin semejantes y el
dngulo DBG seré igual al 4ngulo DHZ. Si unimos D-{con} 4, el dngulo
D BG serd igual al dngulo GAD. Y el inguio DAZ serd igual al angulo DHZ.
Pero es necesaric que €l cuadrilitero HADZ sea inscriptible en una cir-

*2. FEn el texto aparece la figura que hemos reproducide como fig, 4. Dicha
figura no responde al enunciado del teorema. La acompafiamos de 1a fig. 4 bis, cons-
truida correctamente, :
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cunferencia v es evidente que estd inscrito en la circunferencia ya que cada
uno de los dos angulos HAZ v ZDH son rectos, Por tanto es necesario que
BD-DZ = GD - DH. Y esto es lo que guerfamos demostrar,

6] Supongamos la semicircunférencia 4 BGD, Unanse 4 (con) Gy B
(con) D. Y sea BD-DY =DZ?y GA - AY = AH?* Unamos H (con) B y

Z {con) G. Decimos que ZJ = JH.

4

Fig. 6

Demostracion de eso: Unamos B {(con) 4 v G (con) D y pro-
longuémoslas segiin una recta hasta que se corten en el punto T,
BD - DY == GDI - DT conforme se ha demostrade mds arriba (fig. 6).

GA - AY = BA - AT '
v BA ~ AT = AH?
GD - DT = D2

v los dos dngules TDZ y TAH son, cada uno de ellos, rectos. Si unimos Z
(con) T y T (con} H, cada uno de los dngulos TZJ y TH] son rectos.

Dado que AT - TR = GT - TD
Yy que BT - TA = BAd « AT + AT*
v GT - TD = GD. « BT - TD?

y los producte B4 - AT y GD - DT son iguales a los dos cuadrados {de)
AH y (de) DZ, serdn (la suma de) los dos cuadrados {de} T4 y AH
iguales a (la suma de) los dos cuadrados (de) TD vy (de} DZ. Pero,
TA2 -+ AH%=TH? ya que el angulo TAH es recto vy TZ2% = TH? y
TZ = TH. 5i unimos Z (con) H, el &ngulo TZH serd igual al angulo
THZ. Pero el dngulo TZ), recto, es igual al dngule THJ, recto. El
adngulo JZH restante, es igual al 4ngulo restante ZHJ y el segmento JZ
es igual al segmento JH. Y eso es o que gueriamos demostrar. )
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[7] Supongamos un tridngulo equilitero sobre el cual estan los
puntos 4, B, &, D. Tracemos las perpendiculares BD, GH, AZ. Decimos ~
que las perpendiculares BD, GH y AZ son iguales {fig. 7).

A

Fig. 7

Demostracion de eso: Dado que el tridngulo A BG es isdsceles y que se
ha trazado la perpendicular AZ, serd BZ = ZG. También dado que
el tridngulo GBA es isésceles v se ha trazado la perpendicular GH, serd
AH = HB. Pero GZ = AH. Ya que tenemos que la recta AG es comtin
{a los dos triangnlos) y los dos segmentos AH y AG son iguales a los dos
segmentos AG y GZ. El dngulo GAH es iguai al dngulo AGZ v la base AZ
es ignal a la base GH. Andlogamente por ser el tridngulo BGA isdsceles
v haberse trazado en é1 la perpendicular BD, setd AD = DGy HB = GD.
Pero tenemos que ¢l lado BG es comin, y los dos segmentos HB y BG
serdn iguales a los dos segmentos GD v BG y el dngulo BGINgual al dngulo
GBH y la base BD igual a la base GH. Pero ya se habia demostrado que
HG = AZ y BD = AZ. Por tanto las tres rectas [alturas] HG, AZ v DB
son iguales. Y eso es lo que querfamos demostrar.

Fig. 8

[8] Supongamos un tridngulo equilitero 4 BG y tracemos la per-
pendicular AD. Sobre la recta BD tomemos un punto cualquiera H y
desde el punto H bajemos a las dos rectas GA y A B las perpendiculares
ZH y H]J. Decimos que AD = ZH 4 HJ (fig. §).
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Demostracion de eso: Desde el punto H {razaremos una recta para-
lela a AG. Sea la recta HT. Por el punto B tracemos (una recfa) que sea
perpendicular a la recta AG. Sea la recta BY.

Puesto que en el tridngulo equildtero 4 BG la recta AG — (es) paralela
a TH — se forma el tridngulo BTH, equildtero. Puesto que la recta BY
es perpendicular a la recta AG v la recta AG es paralela a la recta TH, la
recta BK serd perpendicular a Ia recta TH y serd KY = HZ, ya que
la superficie KHZY tiene los lados paralelos y todoe BY =HJ + HZ.
Pero BY = AD, v AD = ZH + H]J.Y esto es lo que querfamos demostrar,

fo] Supongamos un tridngulo equildtero 4 BG. Tracemos la perpen-
dicular AD. Tomemos en su interior un punto cualquiera H' vy bajemos

la perpendicular a los Jados del tridngulo H'Z, H'J, y H'T. Decimos que
AD =H'Z + H'] -+ H'T {fig. g).

™
L

Fig. o

A

Demostracién: tracemes por el punto H' una recta paralela a la
vecta BGosealarecta YH LK. Pero como la recta YK es paralela ala recta
BG [sic] y la recta H'Z es paralela a DL, la superficie H(Z)D(L) serd un
paralelogramo; dado gue ¢l tridngulo A BG es equildtero y se han trazado
AD y YK paralela a su base, que s la recta BG, serd el tridngulo AYK
equilitero. Pero dado que el tridngulo AYK es equildtero trazaremos la
perpendicular AL v sobre la recta YK tomaremos un punto cualquiera.
Sea el punto H'. Desde éste trazaremos perpendiculares a las rectas AY
y AK. Seran las rectas H'J] y H'T, Serd AL = H'J + H'T con lo cual
queda claro que LD = H'Z y serd AD = H'Z + H'J] -+ H'T. Y eso es
lo que queriamos demostrar,*3

fro] Supongamos un tridngulo isésceles 4BG. Por el punto 4
levantemos una perpendicular a la recta 4 B, sea AD. Desde la recta BG

*3. la letra T de la figora ¢ en el texto impreso es H,
to
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Jevantemos una perpendicular hasta el punto D, [Prolonguemos ¢l lado
B hasta que corte a la perpendicular en 2], Dividamos el lado 45 en
dos mitades por el punto H y unamos H (con) Z (y con) D. Por el punto Z
tracemos una paralela a la recta AB, o sea la recta ZJ. Digo que
DA AJ = AG2 (fig. 10).

J

Demostracién: Prolonguemos £/ hasta el punto T El tridngulo 4 BG
es isosceles. Como la recta Z7 es paralela a A B, serd Z7 = ZG. Y tam-
bién: como AH = HB v HE es paralela a JT, serd JZ = Z7. Queda
claro que ZT = ZG y que ZG == Z] {sic]. Los tres segmentos £7, Z]
y ZG son iguales. Si unimos G con [ el dngulo JGT serd recto y los dos
ingulos restantes ZJG y JTG sumardn un recto. El dngulo Z7G serd
igual al angulo A-BG; el dngulo ABG con el dngulo ZJG equivaldrin a
un recto. El dngulo ABG con el angulo ADB, equivaldrdn a un recto.
Luego el 4ngulo ADDB es igual al dngulo ZJG y el Angulo ZJG es igual al
angulo ZGJ v el dngulo ADB es igual al angulo ZGJ. Por consiguiente
DA - AJ = AG2 Y esto es lo que queriamos demostrar.

A

oF

/D G

Fig. 11

[r1] Supongamos un tridngulo 4 BG y desde el punto 4 bajemos
hasta BG una recta que forme con BA un 4ngulo igual al dnguio 4GB,
o sea la recta AD y el angulo BAD igual al angulo AGD (fig. 11).
Digo que GB+ BD = A B*

Demostracién: Dado que el angulo AGB es igual al dngulo BAD
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consideraremos el dngulo A BG com¥n a los dos tridngulos 4 BG y 4 BD.
El 4ngulo restante BDA serd igual al dngulo BAG. Los dos tridngulos

ABGy A BD tienen los dngulos iguales y por consiguiente, son semejantes.

GB 4B s o 4 e
Luego wT * BD Por ponglgulentc. GB « BD = AB%

Y eso es lo que querfamos demostrar *4

[12] Supongamos un tridngulo isésceles 4 BG y sean los lados iguales
las rectas A B vy BG. Desde el punto 4 tracemos una recta que sea per-
pendicular 2 BG, o sea la recta AD. Digo que

2 DG+ GB == AG*?

A
|
|
I
|
i
|
{
|
A A
G D B H
Fig. 1=z

Demostracion: Desde el punto 4 bajemos una perpendicular a la recta
AG. Sea la recta AH. Prolonguemos el lado BG hasta que encuentre la
recta AH. Sea el punto de interseccién H (figs. 12 y 12 bis}. Dado que el

A

G D B - H

Fig. 12 bis

angulo HAG es rectoy GB = A B, los tres segmentos HB, BG, BA serdn
iguales, v HG =2z GB y HG-GD = GA® ya que el dngulo HAG es
recto v la recta DA es perpendicular a la recta BG. Por consiguiente
2 DG - GB = AG*
Y eso es lo que queriamos demostrar.

*s. La figura 11 no aparece en el texto.
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[13] Supongamos un tridngulo 4 BGD v bajemos desde el punto 4
hasta DG la perpendicular 4D. Digo que el exceso del cuadrado BD res-

A

[ ) S ———

Fig. 13

pecto del cuadrado DG es igual al del cuadrado de B4 respecto del cua-
drade de AG (fig. 13).
Demostracion: Dado que si se afiade a BD? 4- DG? ¢l cuadrado de
ADY, eso serd igual a
BD? - DA? 4 AD® 4+ DGE,
y BD? 4 AD? == AB+
y AD?® 4 DG = AG?,

Por consiguiente el exceso? del cuadrado BD al cuadrado DG serd
como la diferencia del cuadrado B4 al cuadrado AG, [BD? — DG? = 4 B?
— AG®. Y eso es lo que queriamos demostrar,

[14] Supongamos un tridngulo rectingulo isdsceles 4BG. Sea el
dngulo recto 4. Dividamos BG en dos mitades por el punto D y unamos 4
(con) D. Digo que los segmentos AD, BD y DG son iguales (fig. 14).

Demostracion: Desde el punto D tracemos una recta paralela a A B,

Fig, 14

o sea DH. Dado que BD == DG vy la recta DH es paralela a la recta 4B,
serd AH = HG y el angulo BAG es por hipdtesis recto y el dngulo J que le
sigue [conjugado] es recto e igual ocurre con el dngulo Z. Pero dado que

1. Entendemos que Lav que sumar AD? dos veces.
2. Texto zada "ala,
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AH = HG y la recta HD es comtn v el dngulo [ es igual al dngulo Z,
la base AD serd igual a Ia base DG. Pero DG = DB y los tres segmentos
AD, BD [sic} v DG serdn iguales. Y eso es lo que queriamos demostrar.

[15] Supongamos un tridngulo iséscelés ABG y desde el punto 4
bajemos a la recta BG una recta cualquiera AD. Digo que
BD - DG + DA* = 4G~
Demostracién: Bajemos desde el punto 4 una perpendicular a la recta

BG sea AH [sic] (figs. 15 v 15 bis). Dado que el segmento BG queda dividido
en dos mitades por el punto H y en dos partes desiguales por el punto D, serd

BD - DG -+ HD? = HGY

A
A
B o G B p H G
Fig. 13 Fig. 13 bis

Hagamos al cuadrado AH comin. El producte BD - DG mds {(la suma
de) los dos duadrados de AH y HD serd igual a {la suma de) los dos cua-
drados de AH y HG. Pero AH® + HD? == AD? ya que el &ngulo AHD
es recto y AH? 4 HG? = AG? ya que el dngulo AHG es recto. Por consi-

gujente
BD - DG 4 DA = 4G

Y eso es lo que querfamos demostrar. ¥

[16] Supongamos un tridngulo isésceles A BG y desde el punto A
bajemos dos rectas AD y 4H. Sea la razon del producto de BD por DG

*5. En el texto la figura 15 aparece incompleta. Hemos afiadide la 15 (bis)
dibujada de acuerdo con el enunciado del tcorema correspondiente,

El gue en el texto impreso aparezcan veinte figuras en lugar de diecinueve que
publicamos neosotros es debido a gue el antor wtiliza dos figuras para demostrar el
teorema I v otras dos para el teorema IIT, que refundimos aqui en una, para cada uno,
¥, por otra parte, no aparece la figura que hemos designado nosotros por 11,
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al cuadrado de D4 igual a la razén del producto de GH por HE al cua-
drado de HA. Digo que el segmento DA es igual al segmento AH (fxg 16).
Demestracién: Dado que

BD - DG GH - HB

DAz . HA? ¢

si las componernos .
BD - DG+ DA GH « HB + HA?

D4z o AH?
A

3

B H D -« G

Fig. 16

Pero BD - DG 4 DA = A B®
v GH - HBE + HA® = AG*,

_ G4*  Ba4* ,

Luego: AR = AT

Pero los dos antecedentes son iguales v los dos consecuentes serén,
pues, iguales v el segmento DA serd igual al segmento AH.
Y eso es lo que guerfamos demostrar.

[17] Supongamos un tridngulo 4 BG y dividamos el anguolo 4 en dos
mitades mediante la recta 4D. Digo que la razdén de la suma de los lados
B4 y 4G al segmenio GB es como AB a BD ({fig. 17).

Demostracion: Dade que el dngulo en 4 del tridngulo 4 BG queda
diwchdo en dos mitades por la recta AD, serd

B4 _ BD
46 T DG-
Si permutamos serd
- AR 4G
BD — GD

3. En el texto los términos AH y 4D aparecen invertidos.
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v la razdén del todo al todo serd come la razdn de una parte a otra

Peto 4B+ 4G 4B

BG Bn-

Y eso es lo que queriamos demostrar.

A

8 /a G
Fig. 17

[18] Supongamos un tridngulo 4 BG y prolonguemos los lados GA
y BA hasta los puntos D y H. Unamos D (con} G, H {con) B. Desde el
punto D tracemos una paralela a HB, o sea DJ. Desde el punto H tra-
cemos una paralela a DG, o sea la recta HZ. Unamos Z (con) f. Digo que
la racta ZJ es paralela a BG (fig. 18).

H D
VAN o
/
/ E N7,
|

Fig. 18

Demostracién: Unamos Z {con) G, [ (conj B, H {con) D. El tridngulo
DHG es igual al tridngule DZG ya que ambos tienen Ia misma base DG
y tienen los lados paralelost que son DG y HZ y se tiene el tridngulo DAG
comin, Luego el tridngulo restante DAH serd igual al tridngulo restante
GAZ y el triangulo DH B seré igual al tridngulo fH B ya que ambos tienen

4. Tienen los vértices opuestos sobre una paralela a la base. Como dice después:
estdn entre dos rectas paralelas que son DG y HZ,
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la misma base, o sea la recta HB y estin sobre dos rectas paralelas que
son HB y DJ v se tiene el {ridngulo HA B comtin., Luego el DAH restante
serd igual al tridngulo restante 4 Bf. Pero va se ha demostrado que el
tridngulo DAH es igual al tridngulo GAZ. Luego el tridgngulo A BJ es igual
al tridngule AZG vy se tiene que el tridngulo 4Z] es comin, El tridngulo
restante BZJ serd igual al tridngulo JZG pues ambos tienen la misma
base, o sea la recta Z] v ambos deben estar en dos lineas paralelas, luego
la recta ZJ es paralela a BG. Y eso es Io que querfamos demostrar,

[19] Supongamos una recta 4 B paralela a la recta DG y la recta BD
paralela a la recta AG y sea cada uno de los dos angulos BAG y BDG
rectos. Digo que el dngule 4 BD es igual al dngulo AGD (fig. 19).

A

o)

Fig. 19

Demostracién: Unamos B con G; dado que el dngulo 4 es recto los dos
angulos en H y Z equivaldrin a un recto. Idénticamente dado que el
angulo en D es recto los dos dngulos en J y T equivaldrin a un recto.
Luego los dngulos en H y Z suman un recto y los dos dngulosen H y Z
serdn iguales a los dos dngulos en [ v T y la suma de H v [ serd igual a
la suma de Z y T. Y eso es lo que querfamos demostrar.

Se ha terminado el libro de Arquimedes sobre los «Principios de Geo-
metrias, Contiene veinte figuras.

Los loores sean dados a Dins y sus bendiciones a nuestro Profeta,
Mahoma, y a su familia,
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