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SUMMARY

We study the dynamic of the family of maps of IR* given by
Tab(xy) = (a(xcosr® + ysinrb), ae (ycosrb — xsinr®)), where
r= (x> + y*)”%and a and b are real positive parameters. These maps
are symmetric with respect to the origin and S,-reversibles, where
Sa(x,y) = (ay,x/a). These symmetries play a main role in our study.
Also, we are interested in how the invariant curves given by the KAM’s
Theorem disappear. For that we try to relate this fact with the exis-
tence of a particular family of orbits (the increasing orbits) that go to
infinity. Finally we make numerical estimations of the last invariant
curve when b = 3.

1. INTRODUCCIO

En aquest treball estudiarem els iterats de la familia d’aplicacions
de R* en R*, T, p donada per

a 0 cost®  sinrb X
0 1/a —sinr®  cosrb y

onr=(x*+y?)%iaib son parametres reals positius.

*Aquest treball és un resum de la Memoria presentada per a optar al grau de Llicen-
ciatura de Matematiques dirigida pel Dr. Jaume Llibre.
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Aquesta aplicacio ja ha estat estudiada per Easton [E], per tal com
és un model simple d’aplicacio twist pertorbat.

A la proposicio 5 veiem que podem estudiar només el casa <1, ja
que a> 1 pot ésser reduit facilment a aquest.

A la seccio 2 donarem els teoremes més importants que utilitzarem
a tot el treball, en particular en el teorema 2.3, la millor versi6 actual
del teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser-Riissman [R] per a aplica-
cions twist pertorbat de classe CP, amb p > 3.

A la seccio 3 ens ocuparem d’aplicacions T tals que T(—x) = —T(x).
Per a aquestes aplicacions les corbes invariants per a T" i les varietats
invariants de I'origen tenen simetries (lema 3.5, proposicié 3.6). Per a
twist pertorbats d’aquest tipus hom millora el teorema de Poincaré-
Birkhoff (proposicio 3.7).

Utilitzant [D] i [De] estudiem a la seccid 4 sistemes dinamics donats
per aplicacions T, S-reversibles. Per a aquestes aplicacions un cert
conjunt de punts n-periodics (els punts n-periodics simétrics) és deter-
minat per les imatges d’uns pocs conjunts. A la proposicio 4.5 i al
corol-lari 4.7 hom obte resultats sobre simetries de corbes invariants
per a TM i sobre Dexisténcia de punts homoclinics i heteroclinics.

La seccio 5 és dedicada a veure que T, p defineix efectivament un
sistema dinamic discret diferenciable, que és un twist per a a =11 un
twist pertorbat per a a # 1. Hom aplicara també els resultats de les
seccions 3 i 4, ja que T, , compleix les hipotesis adients; aquests resul-
tats son recollits a la proposicio 5. Aplicarem també a T, 1, els teoremes
KAM i de Poincaré-Birkhoff.

A la seccio 6 trobarem tots els punts fixos de T, p i els calssifica-
rem. També estudiarem el naixement dels punts 2-periodicsde T, }, i llur
distribucio al pla, veurem els que provenen del trencament dels cercles
de punts 2-periodics de Tjp, els que provenen de bifurcacions dels
punts fixos i els que vénen de seccions amb tangéncia de dues corbes
perfectament determinades. També provarem que, d’aquests punts, n’hi
ha de simétrics respecte a + S, (aplicacions que fan de T, p *S,-rever-
sible).

Dedicarem la secci6 7 a estudiar un cert conjunt d’orbites, les
orbites creixents, d’una aplicacié T, tal que la imatge de tot cercle
que envolta l'origen talla aquest en un nombre finit de punts. A la
proposicié 7.5 donarem el conjunt Iimit d’aquestes orbites.

Farem un estudi concret d’aquestes orbites per a T, }, i veurem amb
ell la impossibilitat de I'existéncia de-corbes invariants prop de I'origen
per a certs valors de a (proposicio 7.10). Trobarem també totes les
orbites n-periodiques de modul constant de T, 1, (proposicié 7.12).

Finalment, a la seccié 8, hom fa un estudi numéric sobre la desapa-
ricié de les corbes invariants que envolten 'origen per a T, |, amb b = 3.
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Hom troba 'Gltima d’aquestes corbes (treballant amb precisio 107 res-
pecte al parametre a) per a a = 1.274. Aquesta orbita té un nombre de
rotacié p = (0.23084. . .)/2m.

Sembla que la desaparici6 d’aquestes corbes és acompanyada de
Pescapament de les varietats W*(0) i W¥(0) a I'infinit. També hom tro-
ba, per a a = 1.29, punts, per exemple (0.1,0), tals que T™(0.1,0.) és
lluny de 'origen per a n > 300.000.

2. TEOREMES I DEFINICIONS

En aquesta secci¢ donarem els enunciats dels teoremes més impor-
tants que seran aplicats a tot el treball.

Si T és un difeomorfisme de IR?, aleshores determina un sistema
dinamic discret. Ens centrarem en un tipus concret de difeomorfismes
que preserven I'area: les aplicacions twist i twist pertorbat.

Definicié 2.1. Siguin (r, 6) les coordenades polars a R?. (i) Sigui
A= {(rf):a<r<b}lamb0<a< b, i T una aplicaci6 de A en A.
Direm que T és un twist si

T(r,0)=(r,0 + o(r))

on peC! és una funci6 tal que |p'(r)l = ¢ # 0, per a tot re[a,b].
(ii) Una aplicaci6 injectiva T:A - IR? direm que és un twist pertorbat si

T(r,0) = (r + f(r,0),0 + p(r) + g(r, 0)) (2:1)

on p compleix les mateixes propietats que a (i), f i gson 2n-periodiques
en 0i tals que T és un difeomorfisme en la imatge que preserva I'area.

Observem que una aplicaci6 twist és una aplicaci6 que té els cercles
centrats a 'origen r = d com a conjunts invariants, i a més sobre ells hi
ha un gir d’angle p (d).

Donarem ara la millor versié del teorema de Kolmogorov-Arnold-
Moser-Riissmann, que demostra I'existéncia de corbes invariants per a
una aplicaci6 twist pertorbat sota unes certes condicions de regularitat
i petitesa per a les funcions fgip.

Abans d’aixd, veurem que estudiar (2.1) és equivalent a estudiar

T(r,0)=(r+ h(r,0),0 +r) (2.2)

Lema 2.2. Si considerem la funcié D(r,0) = (p(r) + g(r.0),6),0onp i
g, funcions de classe C', sén les donades a la definicié 2.1 i a més
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lgrl < ¢, tenim que D és un C!' difeomorfisme de l'interior de A en
Pinterior de D(A), i a més DTD™! té 'expressi6 (2.2)si T té 'expressio
(2.1).

Demostracio: Per tal de veure que D és un C!' difeomorfisme de
Pinterior de A en linterior de D(A), veurem que det(JD) # 0 i que D és
injectiva.

Det(JD) = (p'(r) + g (r,8)) # 0 per hipdtesi. Ara bé, si prenem
D(r,0) = D(t',6'), tenim que 6 = 6" ip(r) + g(r,0) = p(r') + g(r'0"), pero
com que hem vist que p'(r) + g (r,0) # O coma funcié der, p(r) + g(r,0)
és injectiva, i per tant r =1’

Si anomenen w(r,0) la funcié tal que D™ (r,0) = (w(r,6),6), tenim
que DTD™! (r,8) = DT (w(r,0),0) =
=D(w(r,0) + f(w(r,0),0),0 + p(w(r,0)) + g(w(r,0),0)) =
= (p(w(r,0) + f(w(r,0),0)) + g(w(r,0) + f(w(r,0),0),6 +1),0 + r) C.V.D.

Es facil de veure que la regularitat de f, gip és la mateixa que la de
h, ja que el difeomorfismo D és de la mateixa classe que les funcions p
ig.

i Veurem que necessitarem imposar condicions de petitesa sobre h i
les seves derivades; ara bé, la primera component de DTD!, h(r,0) és
tal que h,~1, hy essent petita si ho sén f;, g fo, go, 1 igualment amb
les derivades d’ordre superior.

Finalment hem d’assegurar-nos que I'interior de D(A) del lema 2.2
conté una corona; aixo sera cert imposant, potser, més condicions sobre
els valors g, i gg.

Considerarem ara les normes segiients:

I x|=max (I rl,l0])

lgl= sup |g(x)|
X€EA
k k
ottt 9g*2
lglp= sup IDNg(x)lonDk= S S ki= ks |+ 1k, |
xeA

lki=p

sip>Oenter;isip=1+z, 1enterize(0,1)

| DKg(x) — DKg(y) |
Iglp= sup gl() Dg(y)
x=/=y X‘)’I
k=1
X,y€EA
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Teorema 2.3. (Kolmogorov-Arnold-Moser, teorema KAM) [R]. Sigui
T una aplicaci6 de classe CP (p > 27 + 1) definida sobre
A= {(rf):a<r<b}

amb b-a < 27 donada per (2.2) i que preserva 'area.
Aleshores per a cada nombre p que satisfaci

at+123y<p<b1273y
lp/2n-k = vk 7T ', k=1,2,... ;2=0,%1,... (2.3)
amb algunes constants ¥ i 7 tals que
0<7y<min(1,12%(b-a)))2 , 1<+

existeix una aplicacié injectiva K : R - A, (r,0) = K(¢) = K(¢ + 27) —
(0,2m) tal que

(K- TK)(E) = £ + o
sempre que es compleixen les condicions segiients sobre la petitesa de h
| h 1< q(1/72)"(7/T(r + 1))*/300c, )
|hlp < q(1-q) (1/288)7 (¥/T(r + 1)) /(3600(3c, + c;))
on I' ésla funci6 Gamma i q és un nombre que satisfa
0 < q < min(((p-2r-1)log2)/(p + 1),10724"7)
Els nombres cq, ¢, ic, son constants dependents de p i

C0<]1, C1<17, C2<125
per p> 0.
Observem que el nombre de rotacié de les corbes trobades és
p=p/2n

Amb aquesta versio del teorema només podem assegurar que hi
haura corbes invariants que seran continues, amb nombre de rotaci6 p,
pero tenim unes bones estimacions teoriques de la regi6 en que hi haura
aquestes corbes.
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Si les funcions components del twist pertorbat son analitiques,
tenim una altra versid6 d’aquest teorema [SM, pagina 226] que ens asse-
gura que les corbes invariants son analitiques.

Hi ha exemples de twists pertorbats de classe CP, p < 3, en que els
resultats del teorema son falsos. El problema actual se centra a determi-
nar qué passa per als twists pertorbats de classe C*.

Una conseqiiéncia inmediata d’aquest teorema és que si tenim una
familia paramétrica d’aplicacions twist pertorbat, T, tals que T, és una
aplicacio twist, existeixen corbes invariants per u suficientment petit,
sota les condicions del teorema KAM. En moltes aplicacions aquesta
familia té la forma

Ty(r,0)=(r+ uf(r,0,u),0 +p(r) + ug(rdu)) (2.4)

Si suposem f,p i g de classe CP amb p > 5, tenim que les corbes
invariants son de classe C!' [M, pagina 52] i a més els resultats segiients:

Grosso modo podem dir que, aplicant reiterats cops el teorema
KAM, obtenim el teorema segiient:

Teorema 2.4. (teorema d’Arnold) [A]. Sigui T, la familia de twists
(2.4) de classe CP, p > 5, aleshores tenim:

El conjunt de totes les corbes invariants de T, sobre A omple tot A
menys un conjunt de mesura de Lebesque arbitrariament petita, si la
pertorbacié u és suficientment petita.

Teorema 2.5 [GLL]. Sota les hipotesis del teorema d’Arnold, I'adhe-
réncia del conjunt de punts periodics de I'aplicacié T, conté les corbes
invariants de 'aplicacio T,,.

Un corol-lari immediat d’aquests dos Gltims teoremes ens dira que
I’'adheréncia del conjunt de punts periodics de T,, per a u prou petit,
conté tot A menys un conjunt de mesura de Lebesgue arbitrariament
petita.

L’existéncia d’una infinitat d’aquests punts ens és donada pel resul-
tat segiient:

Teorema 2.6. (Teorema de Poincaré-Birkhoff) [AA, pagina 74].
Sota les hipotesis del teorema 2.4, sigui C la circumferéncia de radir tal
que p(r) = 2 mm/n, és a dir C és la corba de punts n-periodics pera T .

Aleshores, si u és suficientment petit, I'aplicacio Tj; té genericament
2kn punts fixos en un entorn de C, amb k > 1, i a més aquests son alter-
nativament el-liptics i hiperbolics.

Podem donar aix{ una descripcié de com evolucionen les orbites
d’una famfilia de twists pertorbats (2.4) quan u creix. Per a u = 0 hi ha
dos tipus d’orbites, totes contingudes als cercles centrats a l'origen:
aquelles que compleixen p(r) = 2rm/n formades per punts n-periodics, i
aquelles on p(r) és incommensurable amb 27. En aquestes els iterats de
T, son densos al cercle (teorema de Jacobi).
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Quan u # 0 1 petit, el teorema KAM ens assegura que les orbites
amb nombre de rotacié “suficientment incommensurable amb 1 7, és
a dir que compleixen (2.3), encara perduren i son molt a prop del cer-
cle. Un problema molt tractat és el d’intentar de determinar el nombre
de rotaci6 de I'dltima corba que desapareix.

Observem que, sobre aquestes orbites, el twist pertorbat és conjugat
a un gir d’angle incommensurable amb 27, i per aixo aquestes corbes
son conjunts minims.

D’altra banda el teorema de Poincaré-Birkhoff ens diu que els cer-
cles de punts n-periddics per a Ty es trenquen genericament en 2kn
punts n-periodics per a T,. També genéricament els punts el-liptics
d’aquestes oOrbites estan envoltats per corbes invariants i I'estructura
explicada fins ara es repeteix a llur entorn i aix{ successivament. Les
varietats dels punts hiperbolics son contingudes entre dues corbes inva-
riants i genéricament es tallen donant lloc a punts homoclinics.

3. APLICACIONS SIMETRIQUES RESPECTE A L’'ORIGEN

En aquesta secci6 estudiarem les propietats d’un sistema dinamic
discret donat per una aplicacié simétrica respecte a 'origen T (vegeu de-
finicio 3.1). A les proposiciones 3.6 i 3.7 veurem les propietats addicio-
nals que implica aquesta simetria quan tenim una familia de twists
pertorbats que la compleix.

Si M és un subconjunt de R?, denotarem —M = { —x, xeM }

Definicié 3.1. Sigui T una aplicaci6 de R* en IR?; direm que és
simétrica respecte a l'origen si per a tot x de IR? es compleix que
T(—x) = —T(x).

Direm que un subconjunt de R?, M, és simetric respecte a 'origen
si—M =M.

Obviament les orbites definides per un homeomorfisme simetric res-
pecte a lorigen compleixen Ox = —O. ja que per a tot n de Z
T"(—x) = —T™(x). Aix{, en particular, donada una orbita n-periodica, o
bé és simetrica respecte a l'origen, o bé existeix una altra n-periodica (la
seva simetrica).

Lema 3.2. Sigui T un homeomorfisme simétric respecte a I'origen;
aleshores si M és invariant per a T, —M també ho és.

Demostracié: Si M és invariant per a T es compleix que per a tot x
de M, Oy C M. Prenguem ye—M; aleshores —yeM i per tant O.y C M, és
a dir Oy € —M, com vol{iem demostrar. C.V.D.

Lema 3.3. Sigui T un homeomorfisme simétric respecte a l'origen i
C un subconjunt de IR?. Si C és un conjunt atractor, o repulsor, o atrac-
tor uniforme, o estable, o inestable, o assimptoticament estable per a
T, —C també ho és.
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D’aquest lema hom dedueix que Destabilitat o inestabilitat de les
orbites periodiques es conserva en considerar llurs simeétriques respecte
a l'origen. Es més, els valors propis dels jacobians en aquests punts coin-
cideixen, ja que DTn(x) = DTn(—x) pel fet d’ésser la derivada d’una
funcié senar una funci6 parell.

Lema 3.4. Sigui ¢ unelement del grup de permutacionsde {1,2,...,n}
tal que 0 =id. Llavors, si n és senar, existeix un j tal que o(j) = j.

Lema 3.5. Sigui y una corba tancada, simple, i minima per a T™ i
no per a TV amb j més petit que m, i sigui T™ un homeomorfisme simé-
tric respecte a Porigen; aleshores, si existeix un n entre 0 i m-1 tal que
Ty ﬂ(—TJO T (y)) # v, tenim que
j=

U Ti{y) =~ U )

Ara bé, si m és més gran que 1, senar, i T és una aplicacié que pre-
serva |area,

T N(=U TI(7)) = ¢ n=0,1,.,m-1

Demostracié: Donat aquest n, tenim que T"y N(—T)y) # ¢, perd
aquests dos conjunts sén minims, per a T™, i aleshores han de coincidir
i per tant T"y = —TJy. Aplicant T a totes dues bandes m cops, obtenim
el resultat desitjat.

Aixi, si suposem que la intersecci6 és no buida per a m mes gran que
1 senar, tenim que —Tiy = To()y amb o2 (i) =1, 1 per tant aplicant el
lema 3.5 existeix un j tal que Ty = —T)7. Veiem que aquesta corba de
Jordan conté al seu interior el punt 0. Com que l'aplicacié canvi de
signe és un homeomorfisme, tenim que passara l'interior de T)y al seu
interior. Com que aquest conjunt és homeomorf a un disc, pel teorema
del punt fix de Brower hi haura un punt x de l'interior de la corba tal
que x = —x, que sera el punt zero. Ara bé, si Tly té el punt zero al seu
interior, V17 tindri el punt T(0) = 0, cosa impossible ja que T preser-
va larea i T i T*1y s6n disjunts. Per tant, si m és més gran que 1
senar, la interseccié ha d’ésser buida. C.V.D.

NOTA: Acabem de demostrar que, sempre que hi hagi un conjunt
imparell d’illes, en considerar les illes obtingudes canviant de signe les
donades obtenim un nou conjunt.

Proposicié 3.6. Sigui T un homeomorfisme simétric respecte a
I'origen; aleshores:

(i) Si C és una corba tancada, simple minima per a T i que envolta
I"origen, aleshores C és simétrica respecte a ell.

(ii) Quan l'origen (que és fix per a T) és un punt hiperbolic, les seves
varietas invariants son simetriques respecte a ell.
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Demostracio: (i) Considerem —C, que també sera minima (lema
3.2). Com que C i —C contenen la mateixa area i el punt 0, han d’inter-
secar-se: llavors, pel lema 3.5, tenim que C = —C.

(ii) Siguin W® i WY aquestes varietats, aleshores —W® i —W" també
serien varietats invariants que passarien pel mateix punt i a més serien
estables i inestables respectivament; llavors, pel teorema de Hartman,
WS =_WSiw=_Ww4 C.V.D,

Considerem ara el cas en qué T, sigui un twist pertorbat simetric
respecte a I'origen sobre I'anell A, i To = T un twist. Sabem en aquest
cas, pel teorema de Poincaré-Birkhoff, que per a u suficientment petit,
si I' és la corba dels punts que giren m/n radiants per a T, en un entorn
seu genéricament existeixen 2kn punts fixos per a T", que son alternati-
vament hiperbolics i el-l{ptics.

Si considerem només la familia dels twists pertorbats simétrics
respecte a l'origen, refent la demostracio del Teorema de Poincaré-
Birkhoff per a aquest cas, observem que I’afirmaci6 anterior continuara
essent genericament certa (tot i que hem restringit el conjunt de fun-
cions).

Proposicié 3.7. Sigui T, una familia de twists pertorbats simétrics
respecte a l'origen, sobre un anell A, isigui Ty un twist. Llavors, si n és
senar i u suficientment petit, en un entorn de la corba formada pels
punts que giren m/n radiants per a T, hi ha genéricament 4jn punts
fixos per a T}.

Demostracio: Com ja sabem, genéricament tenim 2kn punts fixos
per a T si u es prou petit. Si k és parell, ja hem acabat (fent k = 2j);
suposarem doncs que k és senar.

Siguim 7y;,73.....,Yk les k orbites formades cada una d’elles per n
punts n-periodics hiperbolics per a T,. Si considerem —vj, i = 1,....,k
seran també orbites de n punts n-periddics hiperbolics. Tindrem en
compte dos casos:

(i) En fer aquest canvi de signe obtenim almenys una orbita nova.

(ii) En fer aquest canvi de signe obtenim les mateixes orbites. En aquest
cas —Yi = Yg(i), on o és una permutaci6 de { 1,2,...k | ik és senar.
Observem, fent i = 0(j), que —Yo(j) = Va2 (j)> 1 com que —Ye(j) = 7j»
tenim que o (j) = j; aix{, pel lema 3.4, hi ha'un | tal que — Y] ="7] . Si-
gui”’] = {x;,..,Xp} ;com que Y] = —7], tenim que —xj = xa.(i):doncs,
pel mateix raonament, hi ha un m tal que —x;; = xp, ésa dir x;, = 0.
Aquest resultat és absurd, ja que per a u petit els punts n-periodics son
lluny de zero.

Tenim doncs que I'anic cas possible és (i), i per tant com a minim
tenim k+1 orbites hiperboliques per a k senar.

Podem repetir el raonament per a les orbites el-liptiques i obtin-
driem que almenys n’hi ha també k+1. Hem provat aix{ que com a
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minim hi ha 2(k+1)n punts n-periodics per a T}, és a dir 4jn punts, fent
i=(k+1)/2. C.V.D.

NOTA: Per al cas n parell el Teorema de Poincaré-Birkhoff no és
sempre millorable per als twists pertorbats simétrics respecte a l’origen
El twist pertorbat, donat a (1.1), per a n = 2 només té 4 punts 2- perio-
dics que es bifurquen de les orbites de punts 2-periodics per al twist,
com és demostrat a la seccio6 6.

Sabem també, pel teorema KAM, que per a u suficientment petit les
corbes invariants de T, omplen qualsevol corona en quasi tota llur area.

Proposicio 3.8. Sigui T, un twist pertorbat simétric respecte a |’ori-
gen; aleshores les corbes invariants de les quals sabem lexisténcia pel
Teorema KAM s6n simetriques respecte a I'origen.

Demostracio: Ja sabem que son conjunts minims, i per tant, per la
proposicié 3.6, seran simetriques respecte a I’origen. C.V.D.

4. APLICACIONS S-REVERSIBLES

Estudiarem aqui propietats d'un s.d.d. que és donat per un pro-
ducte de dues involucions. Per a aquestes aplicacions (que ja foren estu-
diades per Birkhoff) un cert subconjunt dels punts n-periodics, els punts
n-periodics simetrics, pot trobar-se més facilment i és generat per uns
conjunts concrets (proposicio 4.4).

El fet que T™' = STS ens donara, a més, una gran informaci6 sobre
el conjunt de punts homoclinics i heteroclinics dels seus punts n-perio-
dics hiperbolics (proposicio 4.6); també tindrem que les corbes inva-
riants dels punts el-l{ptics tenen certes simetries (proposicié 4.5).

Definicié 4.1 [D]. Sigui T una aplicacié bijectiva de R? en R?,i S
una involucié de R?* en IR*. Llavors direm que T és S-reversible si TS és
també una involucio, és a dir, si

(ST)? = Id.

Essent T una aplicaci6 S-reversible, observem que és producte de
dues involucions.

Si denotem Fix(f) = { xeR* : f(x) = x | considerem els segiients
conjunts Mp = Fix(T"S) , My 4 =My N Mg, P™ = Fix(T").

Defzmcw 4.2 [De]. Anomenarem punts simetrics els punts d’algun
Mp, i punts doblement simetrics els punts d’'un My, .q» amb n # q.

Proposicio 4.3 [De, pag. 58]. Sigui T una aplicacié bijectiva i
S-rversible; aleshores tenim:
(1) Tots els punts doblement simétrics sén perioddics, i més concreta-
ment Mp g C P"79.
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(ii) Tot punt periodic simetric és doblement simetric. Exactament
Mq N P™4 = My g

Observem que els punts de P" sén m-periodics per a T, per a algun
m divisor de n. Els punts n-periddics simetrics son facils de trobar si
coneixem uns certs conjunts generadors d’ells, com ens assegura el
resultat segiient:

Proposicié 4.4 [De, pag. 59]. Tots els punts periodics simetrics son
determinats pels conjunts

M2k o s Mik-1,0 , M2k+1,o

ja que tenen algun dels seus iterats en un d’ells.
A més, aquests conjunts poden ésser obtinguts facilment a partir de
M, i M; ja que

Tl(Mo =M,k ) TkMx =M;k+1 ) SMg = Mk

Amb les proposicions segiients deduirem el paper que té el fet que
(TS)? = Id. relacionat amb els conjunts invariants, per exemple les
orbites n-periodiques, les corbes invariants i els punts homoclinics i
heteroclinics.

Proposicié 4.5. Sigui T una aplicaci6 S-reversible; aleshores

(i) M és invariant si i només si SM ho és.

(ii) 0 és una orbita n-perioddica si i només si SO ho és.

(iii) Sigui ¥ una corba invariant minima per T™, aleshores si
T"y N Fix(S) # ¢ per a algun n entre 0 i m-1 tenim que STky = T20-ky,

Demostracié: (i) Veurem que si M és positivament invariant ales-
hores SM és negativament invariant. Prenguem xeSM, aleshores SxeM i
per hipotesi TSxeM, pero com que TS = ST™' tenim ST™'eM, i aix{
T-! xeSM. Igualment podriem veure que si M és negativament invariant
SM ho és positivament.

(ii) Observem que, si T és S-reversible, T™ per a meZ també ho és,
ja que

(ST™)* =Id. meZ (4.1)

Aixo és facil de veure ja que per am =1 és cert per hipotesi, i aix{,
fent inducci6 creixent m, o bé decreixent m, tenim que si (ST™)? = Id.
hom té ST™ST™ = Id., i aplicant T TST™ST™ = T aleshores
STM-!ST™ = T i per tant (ST™')? = Id. Igualment obtenim que
(ST™*1)? = Id,
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Aix{ només ens cal provar el resultat per a punts fixos. Prenguem p
tal que T(p) = p; aleshores T™'S(p) = ST(p) = S(p) i per tant
TS(p) = S(p).

(iii) Prenguem peT"y N Fix(S); aleshores, per (4.1), tenim que
ST™ = T™S, i aix{ STX™(p) = TKMS(p) = T*M (p) i per tant

S { pT ()T 2(p)se b =1 P T (P} T2 ™ (p)ser }

ara bé, com que la clausura d’aquests dos conjunts és T"y, tenim que
ST"™r = T"y. Aquest resultat és equivalent a TSy = Ty, és a dir
Sy = T*™y. Aplicant T a totes dues bandes, tenim TXSy = T? n-ky §
aix{ doncs STk'y =T2nky
NOTA: Observem que si hi ha una corba que compleix (iii), canviant els
noms, podem suposar que hom té ¥ N Fix(S) # ¢ , i aix{ STKy = T*y.
Tenim doncs que l’apclicacic') S fa una permutacié de les diferents illes
de T'orbita; complint $* = Id. i deixant sempre fixa l'illa que talla
Fix(S), la permutaci6 és regida per o(k) = —k (mod m). Un resultat obvi
¢s que, si m és senar, y és I'anica illa que compleix Sy = 7. Ara bé, si m
és parell, hi ha només dues Sy = 71 ST™/2y = TM/2y Egtudiant una S
concreta podem deduir, per a algunes d’aquestes orbites formades per
m illes, formes possibles de passar per a T de I'una a l'altra.

Proposicio 4.6. Sigui T una aplicacié S-reversible de classe C' i Op
una orbita n-periodica per a T; aleshores

SW*(Op) = WH(SOp)
Demostracio. Prenguem un punt q de W%(Op), per tant nrllim
> o0

d(T™q,0p) = 0. Per (4.1), d(T™Sq,50p) = d(ST™q,50p) < Md(T™q,0p),
on aquesta desigualtat és certa ja que, com que la distancia entre T"q i
Op tendeix a zero, Of esta acotada i hi apliquem el Teorema del valor
mitja ja que S és una funci6 C'. Passant al limit, tenim doncs
lim d(T™Sq,S0p) = 0 i per tant SqeW"(SOp). Idénticament podem

m-> oo
demostrar l'altra inclusio. C.V.D.
Corol-lari 4.7. Sota les hipotesis de la Proposicié 4.6 tenim
(i) Si W*(Op) o WU(OP) intersequen Fix(S) en un punt q que no sigui
de Op, aleshores Op i SOp, tenen punts heteroclinics.
(i) Si SOp = Op i W¥(Op) o W¥(Op) intersequen Fix(S) en un punt q
que no sigui de Op, aleshores Op té punts homoclinics, qeH(Oyp,).
De la Proposicié 4.6, hom dedueix que si un punt fix p és atractor
per a T, llavors Sp és repulsor per a T. Aleshores Fix(S) no pot contenir
ni punts fixos atractors ni punts fixos repulsors.
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5. PROPIETATS DE LA FAMILIA D’APLICACIONS

Dedicarem aquesta secci6 a veure que T, b defineix un sistema dina-
mic discret diferenciable, que és un twist peraa=11iun twist pertorbat
per a a més gran que 1, i que és una aplicaci6 simetrica respecte a ’ori-
gen i +S;-reversible on S,(x,y) = (ay,x/a). Hom podra aplicar per tant
tots els resultats de les seccions anteriors i, a més, les propietats de les
aplicacions twist pertorbat estudiades a la secci6 2. Finalment hom
veura l'equivaléncia entre estudiar T, }, per a més gran que 11 per a
entre 01 1.

Podem agrupar tots aquests resultats sota la proposicié segiient, que
donarem sense demostraci6.

Proposicié 5. Sigui Ty p la familia d’aplicacions donada en (1.1);
aleshores:

(i) Ty b €és un twist i Ty}, amb a més gran que 1, és un twist pertorbat
de A en IR?, on A és una corona arbitraria centrada a I"origen.

(ii) Ty b €s simetrica respecte a I'origen.

(iil) Ta,b és +S,-reversible on S,(x,y) = (ay,x/a).

(iv) M és invariant si i només si ho sén —M, S,M, —S,M.

(v) O es una orbita n-periddica si i només si ho sén —0,S,0, -S5,0. A
més, donada aquesta orbita, si té interseccié amb alguna de les altres
tres coincideix amb ella.

(vi) Sigui ¥ una corba tancada, simple, invariant i minima per a Tab;
aleshores si: , .

Hiha un n tal que Tap ¥ N {x=#ay | # ¢ esté UT, 17 =S(UT,},7)

Hi ha un n tal que TipY N (— U TY) # ¢ esté U TpY=-VUT 7
A més, si m és més gran que 1, senar, Ti}ﬂ N (—(V T7)) és sempre buit.
(vii) Si ¥ és una corba tancada simple invariant i m{nima per a T, p, que
envolta I'origen, tenim:

P= =5 i Say =7
(viii) Donada una orbita n-periodica Op, llavors
SaW*(Op) = W¥(S;0p) , W¥(Op) = —W* (~Op) , W¥(Op) = —~WH(—Op)

(ix) Sigui W* la varietat invariant estable de I'origen, que és un punt fix
hiperbolic per a més gran que 1; aleshores tenim

W= WS i SaWs = Wh

A més H(0) # ¢ siinoméssi (WS(0) UWY(0)) N {x=+ay} # ¢ itots
els punts de la interseccié son homoclinics. Aquests punts homoclinics
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son transversals si i només si W5(0) o WY(0) tallen transversalment
x = tay.

(x) Totes les orbites de punts n-periodics simetrics tenen un punt en
algun dels conjunts

TK LMo 0 M, , TELM, N M, , T M, N M

on Mp = {(xy):x=ay}t iM;={(x)y):Tab(x,y)=(ay,x/a)} per
als punts S,-simétrics, i My = { (x,y) : x = —ay | iM,; = { (xyy)
T(x,y) = (—ay, —x/a) | per als punts —S,-simetrics.
(xi) Prenguem el sistema de coordenades a IR? de base (0,-1), (1,0).
Aleshores I'expressié de Ty/, b en aquesta base és la mateixa que la de
Tab en el sistema de coordenades canonic (1,0),(0,1).
(xii) Les orbites n-periodiques de modul constant (és a dir, tals que tots
llurs punts tenen el mateix modul) de T, }, son contingudes en les rectes
x=tayine {1,234} .

Com hem vist a la proposicio (4.5), el resultat (vi) ens diu que, sota
les hipotesos d’aquesta proposicio, tenim que S,(UTy) = U Ty, més

1.3 s

»y
i

Fig. 5.1. Varietats invariants de I'origen per a Ty }.
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concretament saT‘;bv = T2n-ky, Aix{, per exemple, si tenim una orbita
4-periodica que talla x = +ay i que té una illa a cada quadrant, Dorbita,
en aplicar T, déna voltes en el sentit de les agulles del rellotge o bé en el
sentit contrari.

Del resultat (ix), veiem que I'origen té, per a molts valors de a i b
(vegeu figura 5.1), punts homoclinics transversals. En aquests sabem
(vegeu [M, pagina 101], [Sm]) que el shift de Bernoulli és un subsiste-
ma de T, b amb tota la complexitat que aixo implica.

Easton demostra [E] que les orbites obtingudes numéricament
poden anar a parar sempre (per a n prou gran) a la clausura de H(0),
CI(H(0)), per error de calcul arbitrariament petit, utilitzant e-cadenes
fortes.

També conjectura que la mesura de CI(H(0)) és positiva. Aixd
explicaria el fet d’obtenir orbites que sembla que omplen una irea
positiva (vegeu figura 5.2).

A=1.27

Fig. 5.2. Una orbita per a T{ 57 3 i ampliacié d’aquesta.
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Mentre l'origen és envoltat per corbes invariants, tota orbita
que comenga a l'interior d’aquestes queda sempre al seu interior. La
regi6¢ de corbes invariants de T,}, fixat b és tot el pla per aa= 1. Per
a a — 1 prou petit, el teorema KAM ens assegura que n’hi haura molt
a prop de l'origen i molt lluny d’ell. Un estudi numeric d’aquestes
corbes en augmentar a (per a b = 3), el farem a la secci6 8.

Podem aplicar també a T, el teorema de Poincaré-Birkhoff (en el
seu millorament per a aplicacions simétriques respecte a I’origen donat a
la proposicié 3.7) i ens assegurara I'existéncia d’infinits punts n-perio-
dics de tots els periodes, peraa — 1 prou petit.

6. PUNTS FIXOS I 2-PERIODICS DE LA FAMILIA T,},

Estudiarem en aquesta seccid tots els punts fixos'i 2-periodics de
Tab-

Els punts fixos son trobats a la proposicié 6.1 i classificats a la pro-
posici6 6.2. L’estudi dels punts 2-periodics és més complicat. No els tro-
barem tots d’'una manera explicita, pero si que els localitzarem i veurem
com estan distribuits a tot el pla.

Finalment veurem quins d’aquests punts son simetrics.

Denotarem per (x,y) les coordenades cartesianes d’un punt i per
(r,0) les seves coordenades polars.

La demostraci6 de tots els resultats que obtindrem pot ésser feta
calculant amb cura, i no la donarem aqui.

Proposicié 6.1. Donats a > 11 b, els punts fixos de T, p, diferents
de zero son (rp,0), amb neNiry, 16 tals que:

(i) 6 conpleix que tagh = —1/airy és la solucid de I'equacio

r® = arccos (2a/(a® + 1))

que pertany a linterval [((n — 1)2n)! /o ((n—1)2n + 1r/2)1/b].
(ii) 6 compleix que tagd = 1/airp és la solucio de I'equacio

t® = arccos (2a/(a? + 1))

que pertany a l'interval [((n — 1)27 + 317/2)‘“’. (n2n)l/b].

Sia=1,els punts fixos de T,}, son r= (2nm)'’® per a neN.

Observem que, quan a creix, els punts fixos van tendint a I'eix
OX, ja que son inclosos a les rectes x = *ay. Aquests tendeixen a
(x(m/2 + )/ 0) quan a tendeix a infinit.

El teorema de Poincaré-Birkhoff ens assegurava I'existéncia de 2k
punts fixos en un entorn dels cercles de radi (2nm)'/®> per a proper a1, i
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a més afirmava que aquests serien alternativament el-liptics i hiperbolics.
A la proposicié 3.7 ja hem vist que podiem assegurar, per la simetria de
Tab, que almenys hi havia 4 punts d’aquests, i aquest és el cas en el

qual ens trobem.

Proposicié 6.2. Sia =1, tots els punts fixos son parabolics. Sia> 1,
llavors
(i) Els punts fixos tals que tagf = 1/a son hiperbolics.
(ii) Siguin (rp,0) els punts fixos amb tagh = —1/a. Aleshores si ay(b) és
la solucié de I'equacio.

b(a® — 1) (4a)™! arccos(2a(a®> + 1)7')=1 (6.1)

on la funci6 arccosinus prenvalorsentre (n — 1)27 i (n — 1)27 + 7/2,
tenim que, fixat b, (rn,0) és el-liptic si a < an(b), parabolic si a = a,(b)
i hiperbolic sia> an(b).
(iil) L’origen és sempre h1perbol1c

Es facil de resoldre numéricament 1equac1o (6.1); aix{, per exem-
ple, ay (3)=2.255034. .., a, (3) = 1.109808. .., a; (3)=1.054225 ...,
2100 (3) = 1.001062 . . . , as000 (3) = 1.0000106 . . . .

Es compleix que

lim ap (b) =1
n>«
Proposicié 6.3. Si a = 1, l'origen és I'nic punt fix estable de T, p, i
els altres son parabolicament inestables.
Proposicié 6.4. Els punts 2-periodics de Ty p son tots els punts
situats sobre els cercles de radir = ((2n + 1)r)'/P nelN.
Ara estudiarem els punts 2-periodics per a a > 1. Definim per a aixo
els conjunts

P, = { (x,y) # 0: Tab(x,y) = (ay,—x/a) }
P, = {(x ,y>¢0 Tab(x,y) = (- ay.x/a)}
Py = { (xy) : Tab(xy) = (—ay,—x/a)}
P; = P — { punts fixos de T, p }

Py = [ (xy) s Tablxy) = (ay.x/a)

P, =P, — { punts fixos de T, }, |

Observem que els punts fixos de T, p sén a P; o a P;. Veiem també
que aquests conjunts P no son disjunts, ja que els punts 2-periddics
situats sobre un eix son en dos d’aquests.
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Proposicié 6.5. Per aa> 1, si un punt (x,y) de IR? és 2-periodic per
a T, b, llavors pertany a P; per a algunie {1,2,3,4 | .

Notem que si un punt 2-periddic és a Py, la seva imatge ¢és a P,, i
viceversa; per tant només cal estudiar un dels dos conjunts.

Proposici6 6.6. Tots els punts 2-periodics de T, b, per aa> 1, que
son de P, son sobre els cercles r = (7/2 + 2nn)l%’ amb nelN, i son
donats per

£(a?(1-a*)"' ((3n/2 + 2mm)*P a2 (n/2 + 2n1)?/0))1/2 meN

X
y=((n/2 + 2nm)2/b_x2)1/2

sempre i quan els radicals siguin positius.

Proposicié 6.7. Els punts 2-periddics de T, y, per a a > 1, que son
de P, son sobre els cercles r = (37/2 + 2mn)'/® amb meNN, i sén les
imatges dels punts 2-periodics de T, , que pertanyen a P, .

Els punts de P, apareixen, donat n, per a cada m quan
a= ((3+4m)/(1 + 4n))’/b > 1. Es a dir aquests punts van naixent en
augmentar el valor de a. De fet, fer a a — 1 arbitrariament petit ja en
tenim infinits (si n i m sén prou grans, és a dir, prou lluny de lorigen).
El punt 2-periodic d’aquesta familia, més proper a zero, que apareix
més aviat ho fa quan a = 3'/j és un punt de modul (m/2)'/°.

Per a veure on sén aquests punts és més clara una interpretaci6
dinamica, en funci6 d’a, d’ells. Els punts 2-periodics de modul
(n/2 + 2nm)'/® sén les seccions del cercle d’aquest radi amb les
ellipses de semieixos (37/2 + 2mn)'/ba i (3n/2 + 2mm)t/b/a, per a
melN. Aix{ doncs, en augmentar a, les el-lipses es van aplatanaten la
direcci6 de I'eix OX i és clar que per a a prou gran arribaran a tallar
aquest cercle. Tenim doncs que cada cop hi haurd més punts 2-periodics
de mddul (n/2 + 2n7)'/Pi que aquests tendiran a acumular-se als punts
(+(n/2 + 2nm)1/ 0).

Igual passara amb els punts 2-periddics de la familia P,, pero cap als
punts (0, £(37/2 + 2m1r)1/b) i sobre els cercles de radi (37/2 + 2m7r)l/b.

Si un punt (x,y)eP, (P, ), aleshores (+x,ty) també hi pertanyen.
Aquest resultat ja el podiem saber per les simetries de I'aplicaci6 T, p,
ja que, com hem vist a la proposicio 5, si (x,y) és 2-periodic, ho son
—(x,y), Sa(x,y), i per tant: Si (x,y)eP; aleshores (—x,—y)eP,. També
Tab(x,y) = (ay,—x/a)eP;, Sy(ay,—x/a) = (—x,y)eP, i per tant (x,—y).

Estudiarem ara els punts 2-periodics de la familia P;. Observem que
si un punt 2-periodic és de Py, la seva imatge també ho és.

Lema 6.8. Un punt (r,0)eP5 si i només si pertany a alguna de les
dues espirals segiients:
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E,={(r8):r=(20 — 3n/2)"/P 6> 3n/4}
E, ={(r,0):r=(20 — 7n/2)"/® 6> 7n/4 |

Es compleix a més a més que E; = —E,.

Observem que aquestes corbes son independents del valor de a. El
valors de b no hi té un paper essencial; de fet, el pas de les espirals
depén exponencialment de b.

Proposicié 6.9. Sigue E=E; U E,, on els conjunts E; son els donats
al lema 6.8. Els punts fixos i 2-periodics de T,}, a # 1, que son de P
son

E N Ty p(E).

Corol-lari 6.10. Els punts de E N T, (E), a # 1, que no son fixos
per a Ty} son els punts 2-periodics de T, b que pertanyen a Pj.

Obtenir una expressio analitica d’aquests punts és molt complicat;
tanmateix hom pot trobar algunes subfamilies de E N Ty, (E).

Calculem primer EN T/LBb(E), i obtenim:

(i) Punts de modul (2km)'/®, keIN i argument 3n/4 & 7n/4 (fixos per a
Tib).

(ii) Punts de modul (7 + 2k1r)‘/b, keIN i argument 7/4 6 5m/4 (2-perio-
dics per a Ty ).

Ara bé, com que les corbes Ej i Ty b (E;j) es tallen transversalment,
en variar poc a ho seguiran fent. Obtindrem, doncs, almenys dues fami-
lies de punts de E N T, (E). La primera d’elles sera formada per punts
fixos de T, ija I'hem estudiada a la Proposicio 6.1. L'altra sera for-
mada per una orbita de les dues de punts 2-periodics que assegura el
Teorema de Poincaré-Birkhoff (de fet redemostrem el Teorema per a
aquest cas). Veiem que aquesta orbita és de modul constant.

Proposicié 6.11. L'orbita de punts 2-periodics de modul constant
de Py, amb a # 1, és la formada pels punts (rp,0), nelN, on tagf = 1/a i
rn és la solucid de

b= arctag ((1 — a*)/2a)

que pertany a linterval [(7/2 + 2(n — D)/ (r + 2(n — 1)m)t/by,
Clarament aquests son els punts que surten dels de modul
(m + 2kn)'/P i argument /4 6 5 /4, ja que tendeixen a ells quan
a tendeix a 1.
Quan a creix, aquests punts s'acosten a l'eix OX, ja que sén
sobre la recta x = ay, i tendeixen a (£(n/2 + 2km)/b o) quan a»=.
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Podem veure com van apareixent aquests punts 2-periodics fent-ne
una interpretacio dinamica en funci6 de a, fixat b. Sabem ja que els
punts fixos i 2-periddics de Py son els punts de E N Tab(E). Per a sim-
plificar el problema i a causa de la simetria de T,}, respecte a I'origen,
poden restringir-nos a estudiar E N Tab(Ey), ja que E N Typ(E;) =
—(EN Tap(Ey)) i per tant

ENTyb(E)=(ENTyp(Es)) VU (—(EN Tab(Ey)))

A més utilitzarem que T,p(x,y) = ga(T1 b(x,y)) on ga(x,y) =
= (ax,y/a). Aix{i E N T,p(E;) = E N gu(Vy) essent V, = Ty b(Ey).
Tenim, doncs,

Vi={(r8):r=(-20 + 3n/2)"/% 6 < 3n/4 }

Diem V=V, U (-V,).

Aix{, centrant el problema, ens falta estudiar el conjunt E N g, (V, ),
fix b. Observem que g, (Vy) =V, és una espiral que surt de 'origen; en
augmentar a, allo que fem és aplatar Despiral en el sentit de I'eix OY i
allargar-la en el sentit de I'eix OX; i aix{, com que E és una doble espiral
fixa, els punts 2-periodics aniran apareixent sobre E i seran cada cop
més nombrosos.

Alguns d’aquests punts ja els coneixem, sén els punts fixos i els
2-periodics ja estudiats a 6.11; altres tenen un naixement ben natural,
provenen de les bifurcaciones dels punts fixos per als valors a,(b) tro-
bats a la proposicio 6.2, per als quals aquests punts son parabolics. Fi-
nalment tenim una série de punts que van apareixen quan tenim una
secci6 amb tangencia de Eig,(V,).

De I'aplatament de g,(V, ) en créixer a, podem deduir que les fami-
lies de punts que van apareixent no desapareixen mai i es van acumulant
cap a l'eix OX.

Podem deduir també que, com més lluny estem de l'origen, més
quantitat de punts anem obtenint, ja que l'espiral E és cada cop més
fina, i una pertorbaci6, per petita que sigui, ja fa que g,(V,) la talli
molts cops. De fet podem afirmar que, per a — 1 tan petit com vulguem,
ja tenim, lluny de 0, infinits punts 2-periodics dels tres tipus esmentats.
Malgrat aixo, prop de I'origen només en tindrem, per a — 1 prou petit,
els fixos i els de modul constant, dels quals ja sabem I'existéncia pel
teorema de Poincaré-Birkhoff.

En augmentar b accelerem el procés de naixement de punts 2-perio-
dics, considerant que a també augmenta, ja que allo que fem és que la
doble espiral E tingui espires més apretades.

Ens falta ara estudiar els punts 2-periodics que siguin de la familia
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P,. Per a aquests hom pot fer un estudi molt semblant al fet per als
punts de P;.

El paper que tenen les espirals E; i E, el tindran en aquest cas les
espirals E; 1 E,.

Lema 6.12. Un punt (r,0)eP; si i només si pertany a alguna de les
dues espirals segiients:

E,= {(r,0):r=(20 —7/2)"/ 0 >n/4}
Ey = {(r,0):r=(20 — 5n/2)!/ 9 > 57/4}

Es compleix a més a més que E4 = —E;.
Tindrem també una proposicid equivalent a la proposicio 6.9.
Proposicié 6.13. Sigui E' = E3 U E,4, on els E; son els conjunts defi-
nits al lema 6.12. Els punts fixos i 2-periodics de T, p. a # 1, que son de
P, son

E'N Ty h(E)

Corol-lari 6.14. Els punts de E' N T, ,(E'), a # 1, que no son fixos
per a T, p son els punts 2-periodics de T, ;, que pertanyen a Py .

Podem determinar també les orbites de modul constant 2-periodi-
ques de P,. Amb aquesta proposicié i la proposicio 6.11 acabarem el
calcul de tots els punts 2-periddics que es bifurquen dels cercles de
punts 2-periodics de T, .

Proposicié 6.15. L’orbita de punts 2-periodics de modul constant de
P,, amb a # 1, és la formada pels punts (ry,0), neIN, on tagh = —1/airy,
és la solucio de

rb = arctag ((a* — 1)/2a)

que pertany a l'interval [(7 + 2(n — Da)/b, (3r/2 + 2(n — 1)m)/b].
Podem fer també una interpretaci6 dinamica d’aquests punts
2-periodics. L'Gnica diferéncia essencial amb D'altra familia és que en
aquest cas no ens apareixen punts de bifurcacions, ja que a P; els punts
fixos son sempre hiperbolics.
Lema 6.16. Tots els punts fixos i els punts 2-periodics de P; i Py
son punts periodics simétrics (respecte a S, 0 —S,).

7. ESCAPAMENT DE LES ORBITES A L’ INFINIT

Estudiarem en aquesta secci6 el conjunt de les orbites creixents i
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no decreixents per a una funcié T. Després farem aquest estudi per al
cas concret T =T, .

Definicié 7.1. Sigui T un homeomorfisme de IR* en R*. Direm que
una orbita O del sistema dinamic definit per T s’escapa a I'infinit si per
a tot r > 0, donat un punt xeO, existeix un n(x,r) tal que
| To X %) | > 1.

Considerarem que a més T preserva I’area. Hi ha una clara relacio
entre l'existéncia d’orbites d’aquest tipus i la de corbes invariants per a
T que envolten 'origen. Cap dels punts d’una orbita que s’escapa a 'in-
finit pot ésser dins una corba invariant, ja que l'interior d’aquesta corba
també és un conjunt invariant.

Una forma molt concreta d’escapar-se a I'infinit és fer-ho de forma
creixent.

Definicié 7.2. Direm que la semiorbita positiva de x és creixent si es
compleix que | T*(x) | < | T*! (x) |.

Si no imposem la desigualtat estricta, direm que la semiorbita de x
és no decreixent.

Definicié 7.3. Direm que un punt x s’escapa a l'infinit de forma
creixent (no decreixent) si la seva semiorbita positiva és decreixent (no
decreixent) i la successié de moduls | T"(x) | amb nelN és no acotada.

Considerarem ara que T és un homeomorfisme que conserva I'area
tal que la imatge de tot cercle de radir, C;, per a T, té un nombre finit
de punts a Cy, és a dir # (C; N T(C,)) és finit per a tot reRR.

Podem construir el conjunt D = UR{ Ce NTIC;) | = [ xeC; 1 TyeCy:

ré
T(y) = x} . Aix{ xeD si i només si xeC, i T™! (x)eCy, és a dir si i només
si | x| =1T"(x) | D serala frontera entre M = { xelR? tals que

Ix|>|1T ! (x)|}i(MUD)C.
Lema 7.4. Sigui T un homeomorfisme de R* en R?; aleshores:
(i) La semiorbita positiva de x és creixent si i noméssixe A T7'(M) =
=:H. 1=1
(i) la semiorbita positiva de x és no decreixent si i només si
xe N T*MUD)=:H"
i=1
Demostracié: (i) xeM si i només si | x [ > | T7(x) |. Tenim que
xeTHM) si T'(x)eM, és a dir | T'(x) | > | T*!(x) [, aix{ obviament hom
té que la semiorbita positiva de x és creixent si xeH i viceversa. La de-
mostraci6 de (ii) és igual. G V.D,
Els conjunts H i H' poden ésser escrits

H={xeR? talsque | x | < | Tx |<...<|Ti{x)<...}
) (7.1)
H'={ xeR? talsque | x | < | Tx |<...<|TY(x)|<...|
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Proposicié 7.5. Sigui T un homeomorfisme que preserva I'area tal
que #(C; N T(C,)) és finit perar> 0. SiHiH' son els conjunts definits
a(7.1), tenim
(i) HiH' son positivament invariants.

(ii) w(H') C { Orbites periddiques de modul constant |

Demostraci6: (i) Es clar, ja que T(H) C Hi T(H') € H'.

(ii) Si w(H') = ¢, nohiharesademostrar. Considerarem el cas w(H') # ¢
i prendrem yew(H'); aleshores existeix un xeH' i una successio my, Teotal

que lim T™"(x) =y;tenim doncs
n>e

lim T™" () =Tiy)  ieN

n->c

Ara bé | y | ha d’ésser igual a | T!(y) | per a tot ieIN, ja que la semiorbita
positiva de y ha d’ésser creixent i amb moduls acotats. Tenim per hipo-
tesi, que el cardinal de C; N T(C;) és finit per a tot r, i d’altra banda que
{ Ti(y), ieN} C C, N T(C,). Aixi doncs, existeixen i # j tals que
Ti(y) = T(y), és a dir que 'Orbita del punt y, Oy és periodica i Oy CC;
per a algun r. C.V.D.

Lema 7.6. Sigui T un homeomorfisme de R? en R? tal que
#(C; N T(Cy)) és finit per r > 0, i sigui N = sup (#(C; N T(Cy))) (pot
ésser infinit). Aleshores les orbites n-periddiques de modul constant
compleixen n < N,

Proposicié 7.7. Sigui T un difeomorfisme de classe C' que preserva
l'area de R? en IR? tal que #(C; N T(C;)) és finit per r > 0, i sigui C
una corba de Jordan invariant per 2 T, que envolta I’origen. Aleshores
(i) Si hi ha punts de H'(vegeu 7.1) a l'interior de C, també hi ha orbites
periodiques de modul constant.

(ii) Si a l'interior de C hi ha un punt fix hiperbolic x (sense (reflexio),
diferent del 0, llavors genéricament hi ha punts de H" a I'interior de C.

Demostracié: (i) Tenim que les orbites d’aquests punts de H' estan
acotades, aleshores w(H') # $. Obtenim el resultat enunciat per la
proposicio 7.5.

(ii) Genéricament la recta tangent a W*(x) que passa per x no és tangent
al cercle de radi | x | i centre 0. Aleshores els punts d’una de les dues
branques, pel teorema de Hartman, sén punts de H'. C.V.D.

Aquest mateix estudi I'hauriem pogut fer amb les orbites estricta-

ment decreixents. En aquest cas ens interessaria el conjunt

oo

iT'i(x:lx|<|T'l(x)|)= N T-i(MuU D).

1=

1

Observem que si 0 és un punt fix hiperbolic per a T, aleshores
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aquest conjunt coincidiria amb la varietat estable de 0, W$(0), un entorn
de l'origen. Si les imatges T~}((M U D)) decreixen, en funcié de i, en
un entorn de zero tindrem a W%(0) encaixada entre dues corbes de ma-
nera facil, prenent T de la frontera d’aquest conjunt per a i suficient-
ment avangat.

Estudiarem ara aquests conjunts per a Tab. que és un difeomorfir-
me que preserva I'rea, i tal que #(C; N T(C;)) =4sia> 1 ja que la
imatge del cercle x* + y? =1 éslel-lipse a2 x* + a?y? =12,

El conjunt D és

D= { {xy)3 x=iay}

També podem calcular M

M={(xy):IxI>1Tab(xy)l ' ={(xy):IxI>alyl}

Els conjunts T;}b(D U M) son espirals, que es deformen, cada cop
més fines i que donen més voltes a I’entorn de I'origen. En créixer a fa
que ocupin més area, i que es deformin més de pressa, mentre que el
valor de b fa com d’escala del dibuix.

Es dificil de trobar el conjunt H' associat a T, ,: sembla que haura
de tenir mesura zero. Vegem per a aixo el raonament intuitiu segiient.
Si la seva mesura fos positiva, hi haura punts que s’acumularien: alesho-
res algun d’aquests punts, després d’aplicar un nombre suficientment
gran d’interaccions, sembla que en aplicar T, cauria dins la regio
{ (x;y):IxI<alyl }1iper tantel seu modul ja decreixeria.

H' és no buit, ja que veurem que té orbites de modul constant; tam-
bé conté les varietats estables d’alguns dels punts hiperbolics d’aquestes,
i, finalment, per alguns valors de a i b té orbites no acotades (lema 7.8).

Per la pertorbaci6 especial de Ty 1, hom observa que els punts-que
son sobre I'eix OX, un cop aplicada T, p, tendeixen a allunyar-se de
Porigen; aleshores, si trobem un punt tal que O% C OX, serd un punt
que s’escapara a 'infinit de forma creixent.

Lema 7.8. Siguin a i b tals que a® = nelN,n > 1; aleshores el punt
((27)'/® 0) s’escapa a l'infinit de forma creixent, i sobre I'eix OX. De fet

T ((27)/,0) = a™(27)/2,0)  meN
Demostracié: Si imposem la condicié que T, p(x)eOX, obtenim
a™! xsinx® = 0, o sigui que sinx” = 0. Imposem que cosx” =1 (és a dir,
Tab(x,0) = (ax,0)). Si volem que O% compleixi aquesta propietat, ne-
cessitem que sin(a™x)® = 0, cos(a™x) b= 1, meN, és a dir

abmyb = 2Ny, Ny elN
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Per a m = 0 obtenim x® = 2n,7 i per tant (ab)™ = n /n%, per a
melN. D’aqui deduim que a” ha d’ésser un nombre natur{;ﬁ, a?=f,;1i
per tant ny = n™n,. Tenim doncs que

TM ((2no7)'/2,0) = (a™ (2n,7)'/?,0) meN

Prenent no = 1, obtenim el resultat desitjat C.V.D.
Proposicié 7.9. Donats a i b tals que a® =nelN,n> 1, el punt

(271/n)'/b(cos(21r/n), sin(2m/n))

s’escapa a l'infinit de forma creixent per a iterats de Ty b-
Demostracio: Veiem que

Tab((27/n)/Pcos(2n/n), (2n/n) /Psin(2a/n)) = ((27)'/P,0)

Aleshores, aplicant el lema 7.8, queda demostrada la proposici6. C.V.D.

D’aquesta proposicié obtenim, fix b, que donats els valors de
a=n''"n> 1, hi ha un punt de modul (27)' //n que s'escapa a l'infi-
niti de forma creixent. Podem suposar, fent interpolacio, que, donat
el valor a > 2'/®_ hi ha un punt de modul (27)' b/a que s’escapa a
I'infinit. Tenim doncs una cota (poc refinada) de la regio de corbes
invariants de T, 1, que envolten I'origen, en funci6 de a i b.

Observem que quan a tendeix a infinit, el modul d’un possible punt
que s’escapés a I'infinit hauria de tendir a zero.

D’aquesta cota, si anomenem radi de la regio de corbes invariants
a la distancia de I’Gltima corba a I'origen. podem enunciar els resultats
seglients.

Proposicié 7.10. Sigui T, p, 'aplicacié donada a (1.1) aleshores
(i) Fixat b, en augmentar a disminueix el radi de la regi6 de corbes inva-
riants, tendint aquest a zero quan a tendeix a infinit.
(ii) En augmentar a, la cota de la regi¢ de corbes invariants donada al
lema 7.8 disminueix més de pressa com més gran sigui b.
NOTA 1. El resultat (i) d’aquesta proposicio és ben conegut numérica-
ment per a tot twist pertorbat. Es més, existeix ao tal que si a> ag ja
no hi ha corbes invariants que envolten I'origen.

Un estudi detallat d’aquesta afirmaci6, per a 'aplicaci6 T, b sera fet
numeéricament a la seccié 8, perab = 3.
NOTA 2. El resultat (ii) sembla provar que, com més gran és el gir del
twist, més aviat desapareixen les corbes invariants del seu twist pertor-
bat. Aquest resultat es pot predir del teorema KAM, ja que per a I'exis-
téncia d’aquestes corbes imposem condicions de petitesa sobre DTy}, i
el nombre b apareix com a factor d’aquesta.
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Observem que, en certa manera, el que hem fet per a estudiar la
regié de corbes invariants és estudiar “la varietat estable de l'infinit, que
és fix per a T, ", Passant laplicacié de IR? en IR? a una aplicaci6 de
Iesfera, podriem intentar de trobar aquesta varietat, pero obtenim que
Iinfinit és un punt fix no aillat, i per tant no hi és aplicable el teorema
de Hartman o les seves variants.

Els punts trobats a la proposici6 7.8 sén de W3(e9. Aplicant-hi S,
n’obtendriem uns altres de WY (e9. Si WS(e9 N { x = *ay | # ¢ tindrem
punts homoclinics de l'infinit.

Ja hem vist a la proposicié 7.5 que les orbites periodiques de modul
constant tenen un paper important. Anem a determinar-les totes per a
la familia d’aplicacions T, .

Lema 7.11. Les orbites 4-periodiques de modul constant de I’aplica-
ci6 T, b son:

(i) Punts (ry,0 ) ontagd =*1/air, = (n/2 + 2n7r)1/b nelN
(ii) Punts (rp,0) on tagd = t1/airy = (3n/2 + 2mT)‘/b neN

Demostracio: Per la proposici6é 5 tenim que 1'orbita 4-periodica de
modul constant sera continguda a les rectes x = +ay. Tenim doncs dues
possibilitats:
(i) Ta,b(ay,y) =
(a?y?® + y2)1/2.

(ii) Ty b(ay,y) = (—ay,y), d’on deduim que sinr® = 1, cost® = 0.
C.V.D,

Observem que en el cas (i) obtenim unes orbites que es bifurquen
dels cercles de punts de radi (/2 + 2nm)!/b, 4-periodics per a Ty p, i,
en l'altre cas, unes altres que ho fan dels cercles de radi (37/2 + 2nr)! /b
L'existéncia d’orbites d’aquest tipus ens ve donada pel teorema de
Poincaré-Birkhoff. Ens falta com a minim una orbita 4-periodica que
es bifurqui de cada un dels cercles esmentats, la d’estabilitat contraria a
la trobada en aquest lema.

Proposicié 7.12. Totes les orbites periodiques de modul constant de
Iaplicacio Ty}, es bifurquen dels cercles r = (n7/2)" /b i son:

(i) Les de punts fixos de T, },

(ii) Les orbites 2-periodiques obtingudes a les proposicions (6.11) i
(6.15).

(iii) Les orbites 4-periodiques obtingudes al lema 7.11.

A més totes elles son simetriques (respecte a +S,).

Demostracio: Sabem per la proposicié 5 que seran 1,2,3 6 4-perio-
diques. El cas 3-periodic és impossible pel fet d’esser T, 1, simétrica
respecte a l'origen i ésser els punts de la possible orbita sobre les
rectes x = tay. C.V.D.

(ay,~y),d’on deduim que sinr® =1, cost® =0, on r =
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8. ESTUDI NUMERIC DE LA REGIO DE CORBES INVARIANTS

Abordarem en aquesta Gltima seccié un problema molt tractat en
estudiar les aplicacions twist pertorbat: la desaparicio de les corbes
invariants de T, 1, i per qué desapareixen. Ensems anirem calculant el
nombre de rotacié d’aquestes corbes.

Un cam{ molt utilitzat, degut a Greene, consisteix a associar la ines-
tabilitat d’unes certes orbites de punts n-periodics que envolten I'origen
amb la inexisténcia de corbes invariants. Per a aixo hem d’estudiar tots
els punts n-periodics que siguin sobre una recta (que sigui una simetria
del problema, per exemple) i veure a partir de quan aquests punts
s’inestabilitzen estudiant llur parametre d’estabilitat.

Nosaltres estudiarem aquestes corbes per exploracié directa dels
iterats de I’aplicacié. Hom no pot tenir mai la certesa absoluta d’haver
trobat una corba invariant, poden ser illes n-periodiques, illes molt apla-
tades. . . Malgrat tot, tenint en compte que sobre les corbes invariants
els iterats de T, b han de seguir unes regles estrictes, les governades pel
nombre de rotacioé de la corba, podem dir amb bastant d’exactitud si
som sobre una corba o no.

Un altre problema amb qué ens trobem, és el dels errors d’arrodoni-
ment. Si estem calculant T"(r,0) = (rp,0p) i 'error d’arrodoniment és
€, suposant aleatorietat i independéncia d’aquests errors, tenim que
Perror comés en calcular ry, és de Pordre de en'/? i en calcular 6, és de
lordre de en®? si som en una regi6 on “T,} es comporta com un
twist”. A la regi6 en qué el comportament de T,}, és “estocastic”,
I'error d’arrodoniment creix exponencialment amb n; per a més detalls,
vegeu [H].

A tots els calculs fets trobarem p’, que és el nombre de rotacio6 p,
multiplicat per 27.

El cicul de lelevacié F associada a T, pot ésser fet facilment, ja
que Tab = gaTi b 1 per a Ty p el punt (x,y) gira (x* + y? )b/2 radiants,
mentre que g, (x,y) = (ax,y/a) no canvia els punts de quadrant.

En calcular numéricament p’ com a

F1(6
o' = lim ——&) (8.1)
n
ho fem utilitzant el criteri segiient: si m és tal que
Pty F™ (8
DN 9 <. (8.2)
m+ 1 m

aleshores p' ~ F™*1(6)/(m + 1).
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Seria interessant de saber quants decimals bons obtenim per aquest
sistema. Per a a =1 tenim el resultat segiient:

Lema 8.1. Sigui C una corba minima de T, b que envolta I'origen i
prenem un punt d’ella d’argument 6. Si calculem p' per (8.1) i ens atu-
rem quan (8.2), 'error comés és E(84,¢) ~ (85¢)"/2.

Demostracié: En aquest cas és facil de veure que F(0o)=0o—mp’,
i per tant | F™*'(0)/(m + 1) — F™(9)/m | = 0o/(m(m + 1)) i l'error
comés és

| F™*1(9)/(m + 1)—p' | =64/(m + 1) (8.3)
Aix{ (8.2) ens diu 6, < m(m + 1)e, és a dir
m? + m—6ye-! >0

Si resolem aquesta equaci6 tenim m > (0.25 + gge! )2 Aix{ el
nombre d'iteracions en qué ens aturarem és m(8o,e)~ (8o )2, Ara
bé, per (8.3), l'error E(6, ,¢) és

E(60.6) ~ 6o/(60e™" )2 = (f¢)!/2 C.V.D.

Observeu que aquest error depén del punt en queé comencem a
iterar. Si prenem € = 107'°, que és el valor per al qual farem quasi tots
els calculs, tenim que E < 3-10-5.

Per a > 1, prop de 1, aquest resultat serd cert. De fet, si prenem
€ =107, a=1.23, b =3ila corba invariant que comenga a (0.7,0),
obtenim

Punt inicial Nombre d’iteracions p'

(0.7,0) 86539 —0.29078858
(—0.7,0) 13920 —0.29058613
(0.,0.56) 65417 —0.29076433
(0.,—0.56) 55456 —0.29070327

Per als valors de a i b estudiats, aquest resultat sembla confirmar
que per a € = 107'° tenim un error aproximat de 0.0001. Podem asse-
gurar que els quatre punts sén a la mateixa corba per les simetries de
Tl

Obtenir numeéricament més xifres decimals bones és un procés llarg
d’iteraccions, ja que, com veiem al lema 8.1, sembla que Perror depén
den coma 1/n.

Fixarem b = 3. Podem estudiar com evoluciona la regié de corbes
invariants en variar a, i obtenim que I"Gltima corba trobada, per a la

[Butll. Soc. Cat. Cien], Vol. v, 1985



FAMILIA D’APLICACIONS 173

precisio estudiada, és la que passa per (0.61416,0.), per a a = 1.274.
El valor p' d'aquesta calculat per a e més petit que 107'° és
"=-0.23084. ..

Sembla que la desaparicio d’aquestes corbes pugui estar relacionada
amb l'aparicio d’orbites, que son molt a prop de I origen que s’escapen a
I'infinit. Numeéricament no és facil de dir si aixo és cert, ja que les orbi-
tes necessiten moltes iteracions per a allunyar-se de l'origen. Per a

= 1.29, l'orbita que comenga a (0.1,0.) s’escapa a I'infinit amb més de
300.000 iteracions, A la figura (8.1) hom mostra l'orbita del punt
(0.3,0.) per a = 1.3, que s’escapa a 'infinit per unes 42.000 iteracions.

Fig. 8.1. Orbita del punt (0.3,0) pera Ty 3 3.

Aquest fet esta relacionat amb Descapament de W5(0) i W"(0).
Veiem numéricament que, en augmentar a, aquestes varietats es van
allunyant cada cop més de I'origen (vegeu figura (5.1)).

A les figures de (8.2) a (8.5), hi ha representades unes quantes
orbites de T, ; per als valors de a que hom indica. En aquestes figures
hom veu clarament el procés de decreixement de la regi6 de corbes
invariants en augmentar a.

La major part d’elles sén orbites amb 3.000 punts, tret dels casos
en queé hi ha “comportament estocastic”
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& - ' A=1.05

s

Fig. 8.2. Diverses orbites de Tq (5 3.

1 A=1.20

Fig. 8.3. Diverses orbites de T1.20,3-
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A=1.27
Fig. 8.4. Diverses orbites de T1.27,3:
= A=1.274

Fig. 8.5. Diverses orbites de T1.274 3
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