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1. INTRODUCCIO™

L’any 1915, Bragg assenyala la possibilitat de representar la densitat
electronica d’un cristall p(r) mitjangant una sintesi de Fourier tridimensio-
nal, i posteriorment Duane (1925) adapta la teoria a la forma actual. La
funcié p(r) pot expressar-se doncs com:

p(¥) = V- (F (000) + 2 X F (H)cos (2 nH ¥ - 9.) (1)
H

on F (000) 1 V son, respectivament, el nombre d’electrons i el volum de la
cel'la unitat i on la sumacié H s’estén només sobre la meitat de I’espai re-
ciproc. Les amplituds F (H) dels H harmonics de la sintesi sén facilment
derivables de les intensitats mesurades en 'experiment de difracci6, perd
en canvi, les fases associades 9. presents a (1) resten desconegudes. Malau-
radament, doncs, el calcul directe de la sintesi (1) no és factible, donant lloc
al “problema de les fases”.

Les primeres estructures cristal-lines es van resoldre pel metode de
“prova i error” consistent a calcular els factors d’estructura amb la dispo-
sici6 assumida per als N atoms continguts en la cella unitat mitjancant
I’expressi6

- = N = >
F.(H) = Z f;(H) expi 2n HT, (2)
j
* En aquesta introducci6, que no vol ésser ni de bon tros exhaustiva, només s’esmentaran les

contribucions cristallografiques imprescindibles per a emmarcar els resultats aportats en el
treball.
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on r; i f; son, respectivament, el vector posici6 i el factor de difusio de
’atom j. Tot segult es procedeix a comparar-los amb els factor d’estructura

observats a través d’una expressio del tipus

R =X w (H)(F (H)-F, (H) (3)
H
on w (H) és un factor de ponderacié de cada reflexi6. Evidentment, la dis-
posicié atomica correcta minimitzara el residual (3).

Un aveng important en la metodica de resolucié d’estructures fou de-
gut a Patterson (1934), que mostra que la funcio

P@=VJp@p(F+udr (4)
es pot calcular facilment en forma de sintesi de Fourier

P(ﬁ)=V“§F(FI)~’ cos2nHu (5)
H

on els coeficients F (H)? estan directament relacionats amb les intensitats
observades. La funci6 de Patterson presenta pics positius als extrems dels
vectors interatomics col-locats a I'origen de la cella, essent-ne I’alcada
aproximadament proporcional al producte dels nombres atomics dels
atoms involucrats.

La interpretaci6 directa de la funcié de Patterson és, doncs, particu-
larment facil en el cas d’estructures cristal-lines que continguin pocs atoms
pesants 1 molts de lleugers. Per contra, les estructures cristal-lines consti-
tuides per molecules organiques representaran el cas més desfavorable, ja
que la funcio de Patterson corresponent no presentara maxims individuals
prominents. Per tal d’obviar aquesta dificultat, hom pot introduir un atom
pesant, p. ex. un atom de brom, en la molécula organica. La localitzacio fa-
cil de Patom pesant, i la seva contribucié dominant als factors d’estructura,
permet d’obtenir estimacions inicials de les fases 9., 1 iniciar aixi el procés
de complecio de Pestructura.

Un nou pas endavant en relacié amb el “problema de les fases” fou fet
per Sayre (1952) en descobrir que, com a consequeéncia de la propietat de
I’atomicitat de p (r), un factor d’estructura pot expressar-se en funcié dels
altres mitjangant una expressio del tipus

E(H)=6(H)ZEM)EH-F) (6)
=
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on 0 (H) és un factor calculable, on H’ s’estén sobre tot I’espai reciproc
accessible i on, per conveniéncia, s’han introduit els factors d’estructura
normalitzats E (H) (Hauptman & Karle, 1953). Estrictament parlant, (6)
sols és exacte per a estructures cristal-lines que continguin un sol tipus
d’atom, per bé que en la practica mostra molta tolerancia en aquest punt.
Cal remarcar que els principals contribuidors potencials en la sumacié (6)
son precisament aquells termes en qué tant E (H’) com E (H-h’) s6n forts,
possibilitant aixo I'estimacié d’un factor d’estructura arbitrari E (H) consi-
derant només el subconjunt de factors d’estructura més forts E (h) a (6).

La descoberta de la féormula de la tangent per Karle & Hauptman
(1956) representa un tombant historic en el camp de la Cristallografia.
Efectivament, si hom descompon I’equacié de Sayre en les parts real i ima-
ginaria,

E(h)sin9.=0(h) SEMR)E(HE-R) sin (9. + 9. e (@)
v g

E(h)cos§.=0(h) ZE[R)E(R-K) cos(3. +9..)  (8)
: :

i divideix després (7) per (8), en resulta la formula de la tangent, la qual
pren les formes (8a) o (8b) segons si s’escriu en forma trigonométrica,

TEM®)E(h-R) sin 8. +9..)  Y(h)
= 3

tan SE = = (8a)

SEM)E(h-R) cos (8. +9..) X(h
-

o en forma vectorial,

9.=fasede {ZE (W) E (h-h") )} (8b)
h7

La férmula de la tangent constitueix un dels pilars basics dels Métodes
Directes convencionals i permet no solament d’estimar el valor d’una fase
desconeguda a partir d’altres ja conegudes (procés d’extensié de fases) sin6
també d’afinar seqiiencialment els valors d’un conjunt de fases parcialment
correctes (procés de reciclatge de Karle).

Tanmateix, quan les estimacions inicials de les fases s6n afectades per
€rrors grans com p. ex. quan s’intenten afinar fases 9.. amb valors generats
aleatoriament, aleshores la formula de la tangent pot comportar-se d’una
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manera inestable per a certs grups espacials, tot conduint a solucions ab-
surdes.

D’un punt de vista historic estant, els dos metodes de determinacié
estructural més profusament usats han estat la funcié de Patterson i en una
o altra forma la férmula de la tangent convencional. Sembla, doncs, desit-
jable trobar una expressié matematica que combini tots dos metodes. En
aquest punt convé de remarcar, que Rius & Miravitlles (1991) han desen-
volupat ja una formula de la tangent que incorpora com a informacié addi-
cional les regions quasi nul-les de la funcié de Patterson. En el present tre-
ball es mostrara la possibilitat d’integrar tota la funcié de Patterson, és a
dir, no tan sols les regions quasi nul-les, als Metodes Directes a través de
la minimitzaci6 del residual R que no és altra cosa sin6 la mesura de la dis-
crepancia existent entre les funcions de Patterson observada i calculada.

2. LA FORMULA DE LA TANGENT RESIDUAL

Hom ha vist que un dels criteris usats per tal de mostrar el grau de
correcci6 d’una estructura calculada, és que el valor de la funci6 residual
R sigui com més petit millor. Fisicament la funcié R, definida a (3), mesura
el grau de discrepancia entre les funcions de Patterson observada i calcula-
da obtingudes usant E (H) i no E (H)? com a coeficients de Fourier. En
conseqiiéncia, R es pot definir com la integral

R=. 5%, Py dv ©)

Des del punt de vista de la resoluci6 de I’estructura interessa d’expressar R
en funci6 de les fases 9 _dels factors d’estructura forts. Si hom té en comp-
te I’equaci6 de Sayre (é‘), (3) pren llavors la forma:

R = £w (H)(E (H)- |0 (H) £ E (") E (H-h")|)? (10)
H h”

Com que el nombre de variables és només el subconjunt de fases de les re-
flexions fortes, R podra minimitzar-se mitjangant el métode dels minims
quadrats. Rius & Miravitlles (1991), seguint un suggeriment de Hoppe
(1963), han mostrat recentment la viabilitat de I’afinament de les fases per
aquest métode. Tanmateix hi ha també un altre metode de minimitzacio de
R, consistent a minimitzar seqiiencialment el valor de R respecte a cada
fase. Per tal de poder-lo aplicar, es procedeix primerament a expressar OR/
99;; en funci6 de 9y 1 seguidament es calcula el valor 8..per al qual 9R/39..
= 0, 1 es pren aquest nou valor com a nova estimacio de SE' Aquest procés
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s’efectua iterativament per a cadascuna de les fases dels factors d’estructura

forts que cal afinar. Efectivament, de (10) hom té

9R/39/.=-2 E w(H) (E(H)- E. (H)) 3E, (H)/asi. (11)
H

on, d’acord amb I’equacié de Sayre,

E.(H)=0H)XE (h)E (H-h”) (12)
=

Com que
9E(H)/39.. = (2 E, (H)) 3E, (H)%/39.. (13)
introduint (13) dins (11), s’en segueix

d9R/39.. = - w (H) AE (H) 3E, (111)2/89F (14)

AE (H) = (E (H) - E, (H))/E, (H) (15)

A Tapendix es mostra el calcul de la derivada parcial 9E_ (H)Z/asa on es
demostra que (vegeu eq. 6A):

3E, (H)Z/asE =4 E (h) 0 (H)
x {-sin 8- Re [E, (H) E (h-H) + E, (-H) E (h + H)]
+ cos 9..om [E, (H) E (h-H) + E, )-H) E (h + H)] } (16)
Substituint (16) dins (14), s’obté:

9R/39.=-4E(h)Z w (H’) 6 (H’) AE (H)
=

x'{-sin 9. Re [E, (H) E (h-H)} cos 9.om [E (H)E (h-H)] } (17)

on H’ s’estén ara sobre tot I’espai reciproc.

D’acord amb el que ha estat dit precedentment, la millor estimacié de
la fase 9. sera aquella que anul'li (17). Igualant (17) a zero, en resulta la no-
va férmula de la tangent segiient:
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~w (H) 0 (H AE (H)om [E, (H)E (h-H")] YR (h)

tan9a=H’ — = (18)
. Iw ( )G(H AE(H)IRe[ .(H)E (h-H")] XR (h)

Noteu que aquesta formula és util quan les fases no son correctes. A mesu-
ra que les fases disponibles son més acurades, i com a conseqiiencia de la
presencia del factor AE (H’), tant el numerador com el denominador es
van fent més petlts i n’augmenta la imprecisio. Aixo vol dir que I'aplicacio
de (18) només té sentit quan el valor de |8R/89 | és SUperior a un cert va-
lor llindar. Per sota d’ aquest valor llindar hom pot assumir que ’estimacio
de la fase que cal afinar ja és prou bona i no cal doncs ja afinar-la. Tanma-
teix és evident la incomoditat que representa I’adequacié d’aquest valor
llindar a cada estructura en particular. La comprovacié de la formula (18)
s’ha fet amb un model estructural unidimensional pertanyent al grup lineal
pl, i s’ha confirmat la capacitat de (18) per a afinar fases.

Com ¢és ben sabut, la formula de la tangent convencional (8) és forca
adequada per a aquells casos en que hom disposa ja d’unes estimacions ini-
cials de les fases dels factors d’estructura forts, mentre que la férmula de
la tangent (18) ¢s sobretot indicada quan els errors en les estimacions son
més elevats. El pas immediat és la combinaci6 de les dues formules (8) 1
(18) en una de sola, que hom anomenara formula de la tangent residual.
Escrita en forma trigonometrica pren la forma

tan 9. = L (}_1) 12 (lj) (19a)
X (h) + cg XR (h)

1 en forma vectorial

SE =fasede {Z E E () E (h-h) +

h’

+cx Tw (H) 0 () [(E (H) - E, (H)/E (H)] E. (H) E (h-H") } (19b)

=
on cy es un factor de pes. A mesura que les fases son més correctes,

tant YR(h) com XR(h) van decreixent, fins que per a les fases correctes
(19a) esdevé (8a).
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3. (CASOS ESPECIALS

La sumacié H” a (19) inclou, en principi, totes les reflexions mesura-
des. Hom pot, tanmateix, considerar-ne només certs subconjunts.
3.1. Quan H’ inclou solament les reflexions més febles:

En aquest cas, com que E (H’) = 0, AE (H’) = - 1, 1, per tant, (19) es-
devé

9. =fasede { I E (W) E (h-h")—cx T w (H) 0 () E, (H’) Eh-H’) } (20)
h’ H?

Aquesta és basicament la forma reduida de la “Sayre-equation tangent
formula” deduida per Debaerdemacker, Tate & Woolfson (1988).
3.2. Quan H’ inclou solament les reflexions fortes:

En aquest cas, (19) pren la forma

9?( = fase de {]EI expi (SF‘ + Sﬁ—h') [E (E’) E (H—H’) + (cp/2) X

x [w (h) 0 (b") (E (’)-E_ (b)) E (h-h’) +

w (h-h’) 6 (h-h") E () (E (h-h)-E, (h-h"))] ] } (21)
Una analisi detinguda de I’expressié (21) mostra la similaritat existent
entre el comportament d’aquesta i de la formula de la tangent convencio-
nal ponderada amb el sistema de pesos de Hull & Irwin (1978).
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APENDIX
Calcul de 3 E (H)? /3 9.

Com que E_ (H)? = A_ (H)? + B_ (H)% llavors la derivada parcial pot
descompondre’s en:

aFgf,H) = (AC(H) OA) ) OB
h

amb

A (H)=0(H) TE (h”) E (H-h”) cos (G (2A)
=
B, (H)=6(H) E(h”)E (H-h”) sin(S;, +9. ) (3A)
Ly 5

Primerament es procedira a determinar 3 A_ (H) / 9 9.
9 A(H)/39.. = 2 0(H) E(h) E(H-h) 3/38.. {cos (8, + 8 )} +
+ 2 0(H) E(h) E(H-h) 3/39. {cos (8 . + 8, )} =
= 2 6(H) E(h) { - E(H-h) sin (8, + 9. ) +
+E (H+h)sin (8 - + 9. )} =
= -2 6(F) E(h) E(H-h) sin 9. cos .. . -
— 2 6(H) E(h) E(H-h) cos 9. sin 8, . +
+ 2 6(H) E(h) E(H-h) sin 9 -cos 8§ .+
+ 2 6(H) E(h) E(H+h) cos 8 . sin 8, =
= —sin 9. [2 6(H) E(h) {E(H-H) cos 8, .. + E(H+h) cos 9. }]

+ cos 9. [2 6(H) E(h) { - E(H-H) sin 8, - + E(H+h) sin 8, .}] =
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= —sin .2 0(H) E(h) { A(H-h) + A(H+h) }] +

+ cos 9. [2 0(H) E(h) { - B(H-h) + B(H+h) }] (4A)

Seguidament es fara el mateix amb 9B, (H) / 39..:
9B.(H)/39.. = 2 0(H) E(h) E(H-h) 3/39.. {sin (9. + 9 )} +
+ 2 0(H) E(h) E(H-h) 9/39.. {sin (8 . + 9. )} =
= 2 6(H) E(h) { E(H-h) cos (9. + 9. ) -
—E (H+h)cos (9 - + 9. )} =
= 2 6(H) E(h) E(H-h) cos 9. cos 9. .-
-2 0(H) E(h) E(H-h) sin 9.sin 8. .-
—2 6(H) E(h) E(H+h) cos 9 -cos 9.
-2 6(H) E(h) E(H+h) sin 8 sin 9. . =
= —sin 9. [2 6(H) E(h) {E(H -H) sin 8-+ E(H+h) sin 9. M+
+ cos 9. [2 O(FD) E() { E(F-FD) cos 9., .~ E(H+)cos 9. )] =
= — sin 9.[2 6(F) E(h) { B(H-h) + B(F+F) }] +
+ cos 9. [2 6(H) E(h) { A(H-h) + A(H+h) }] (5A)
Substituint (4A) i (5A) dins (1A), s’obté finalment:
3 EC(FI)Z/as)E = (6A)
—sin 9. 4 6(H) E(h) [A(H) A(H-h) + A (H) A(H+h) +
+ B(H) B(H-h) + B (H) B(H+h)] +
+ cos 9. 4 O(H) E(h) [- A(H) B(H-h) + A (H) B(H+h) +

+ B (H) A(H-h) - B(H) A(H+h)] =

[Butll. Soc. Cat. Cien.], Vol. XII, Num. 2, 1991



244 J. RIUS - C. MIRAVITLLES

= —sin 8. 4 0(H) E(h) Re { E(H) E* (H-h) + E* (H) E(H+h) }

+ cos .. 4 6(H) E(h) om { E(H) E* (H-h) + E_*

— - - -

= —sin 9.4 6(H) E(h) Re { E(H) E (h-H) + E_(-H) E(h +H) )

+ cos 9. 4 0(H) E(h) om { E(H) E (h-H) + E, (-H) E(h+ H) }

ABSTRACT

The new “residual tangent formula” (RTF) actlvely incorporating the residual
R = X, (E (H) - E. H))? in the phase refinement process is derived for the space group
P1. Since the residual R is a misfit measure between the observed and calculated Pat-
terson functions, this is a way of integrating the Patterson function into Direct Met-
hods.

Besides the strong and weak E’s, the RTF can also handle E’s with intermediate
magnitudes. However, if H only includes the largest E’s, a tangent formula is obtai-
ned with a system of weights behaving in a similar way to those introduced by Hull
& Irwin (1978). Finally, if H represents the weakest E’s only, the reduced SETF of
Debaerdemacker, Tate & Woolfson results.
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