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Resum En aquest article s’exposen els conceptes bàsics per entendre la conjectura
de Köthe, el context històric en què va sorgir, els avenços més importants sobre la
conjectura al llarg de la història i altres conjectures i problemes relacionats.
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1 Inicis de l’àlgebra no commutativa

Per entendre bé el context històric en què apareix la conjectura de Köthe,
comencem amb unes pinzellades sobre els inicis de l’àlgebra no commutativa i
la teoria d’anells.

El 16 d’octubre del 1843, Hamilton descobreix els quaternions. Per analogia
amb el producte de nombres complexos, Hamilton intentava trobar una manera
de multiplicar ternes de nombres reals escrivint-los com a a + bi + cj, amb
a, b, c ∈ R pensant en 1, i, j com a segments dirigits mútuament perpendiculars
i de longitud 1 a l’espai. A més, com en el producte de complexos, volia
que el mòdul del producte de ternes fos igual al producte de mòduls i que
i2 = j2 = −1. D’aquesta manera només li calia decidir quant valia el producte
ij (si suposava que ij = ji). Però, després d’alguns intents, va veure que s’havia
de complir que ji = −ij. Poc després es va adonar que ij s’havia de pensar
com una nova unitat imaginària: k = ij. Així, k2 = −1, i llavors ja va veure
com s’havien de multiplicar els elements de la forma a + bi + cj + dk, amb
a, b, c, d ∈ R, anomenats quaternions, respectant la llei dels mòduls. El conjunt
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dels quaternions amb la suma i el producte és el primer exemple conegut
d’anell no commutatiu amb tots els elements no nuls invertibles. Podeu trobar
més detalls sobre aquesta història a [23, p. 179–183].

És clar que la primera estructura algebraica introduïda i estudiada va ser
la de grup. Es poden trobar idees de teoria de grups publicades cap al 1800.
El treball de Galois del 1831 també és anterior al de Hamilton, però no va ser
publicat fins al 1846 per Liouville, catorze anys després de la mort de Galois.
La idea de grup abstracte va ser proposada per Cayley el 1849, però no és fins
a la publicació de quatre articles seus sobre grups abstractes, el 1878, quan es
veu la importància d’aquest concepte [15, p. 1501–1503].

Durant la segona meitat del segle xix, es van anar introduint diferents
exemples d’anells i àlgebres. Paral.lelament, anava avançant la teoria d’invari-
ants, fins a l’aportació fonamental de Hilbert, a finals del segle xix, amb el seu
teorema de la base.

Però la vertadera fundació de la teoria d’anells es podria atribuir a Emmy
Noether (1882–1935), a principis del segle xx. Noether va escriure la seva tesi
doctoral sobre teoria d’invariants el 1907, sota la direcció de Gordan.

Als anys vint del segle xx, Noether va unificar i estructurar resultats i
conceptes de la teoria d’invariants i d’àlgebres de dimensió finita d’autors com
ara Hilbert, Wedderburn, Artin i altres, creant la teoria d’anells moderna. En
aquest període va crear escola i va influir en molts matemàtics amb les seves
idees profundes. Un dels matemàtics de la coneguda com a «escola Noether»
va ser Köthe, que va anar a Göttingen el 1928 per assistir a cursos (avui en
diríem seminaris) de Noether sobre àlgebra no commutativa [23, 24].

2 Definicions bàsiques

Recordem algunes definicions bàsiques.
Un anell és una terna (R, +, ·) on R és un conjunt i + i · són dues operacions

binàries sobre R tals que + és associativa, commutativa, té element neutre i
té element simètric i · és associativa i distributiva respecte de +. Normalment
(per abús de notació) ens referirem a l’anell R, entenent que sobre R hi tenim
definides dues operacions + i · amb les propietats anteriors.

Si en un anell R existeix un element 1 ∈ R tal que 1 · a = a · 1 = a per a tot
a ∈ R, es diu que R és un anell amb unitat.

Si en un anell R es compleix que a · b = b · a per a tot a, b ∈ R, es diu que
R és un anell commutatiu.

A la resta de l’article, anell voldrà dir anell amb unitat (si no es diu res en
contra explícitament).

Exemples 1) (Z, +, ·) és un anell commutatiu.

2) (R, +, ·) és un anell commutatiu.

3) (M2(R), +, ·) és un anell no commutatiu.
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4) T2(R) =
{(

a b
0 c

)
| a, b, c ∈ R

}
amb la suma i el producte de matrius

és un anell no commutatiu.

Un ideal per la dreta d’un anell R és un subconjunt no buit I de R tal que

1) a + b ∈ I per a tot a, b ∈ I,

2) ar ∈ I per a tot a ∈ I i tot r ∈ R.

Anàlogament, es defineix ideal per l’esquerra, canviant la condició 2) anteri-
or per

2’) ra ∈ I per a tot a ∈ I i tot r ∈ R.

Un ideal d’un anell R és un ideal per la dreta i per l’esquerra.

Exemples 1) 3Z = {3z | z ∈ Z} és un ideal de Z.

2)

{(
a b
0 0

)
| a, b ∈ R

}
és un ideal per la dreta de M2(R).

3)

{(
a 0
b 0

)
| a, b ∈ R

}
és un ideal per l’esquerra de M2(R).

4)

{(
0 a
0 0

)
| a ∈ R

}
és un ideal de T2(R).

Un element x d’un anell R és nilpotent si existeix un enter positiu n tal que
xn = 0.

Un subconjunt S d’un anell R és nil si tot element de S és nilpotent.

Exemples 1) L’element 0 de qualsevol anell R és nilpotent.

2) La matriu

(
0 1
0 0

)
∈ M2(R) és nilpotent.

3)

{(
0 a
0 0

)
| a ∈ R

}
és un ideal nil de l’anell T2(R).

4) L’únic ideal per l’esquerra nil de M2(R) és l’ideal zero

{(
0 0
0 0

)}
.

Vegem-ho. Sigui I un ideal per l’esquerra nil de M2(R). Sigui

(
a b
c d

)
∈ I.

Llavors,

(
1 0
0 0

)(
a b
c d

)
=
(

a b
0 0

)
∈ I. Es comprova fàcilment

que (
a b
0 0

)n

=
(

an an−1b
0 0

)
per a tot enter positiu n. I com que els elements de I són nilpotents,
tenim que a = 0. També tenim que(

0 1
0 0

)(
a b
c d

)
=
(

c d
0 0

)
∈ I.
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Anàlogament, veiem que c = 0. Per tant,(
0 b
0 d

)
∈ I.

Com que (
0 b
0 d

)n

=
(

0 bdn−1

0 dn

)
,

tenim que d = 0.

Finalment, com que(
0 0
1 0

)(
0 b
0 0

)
=
(

0 0
0 b

)
∈ I,

veiem anàlogament que b = 0.

Per tant, hem vist que a = b = c = d = 0 i, en conseqüència,

(
0 0
0 0

)
és

l’únic element de I.

3 La conjectura

Ara ja podem enunciar la conjectura del títol de l’article:

Conjectura de Köthe (1930) Tot ideal per l’esquerra nil d’un anell R és dins
d’un ideal nil de R.

Observem que en un anell commutatiu tot ideal per l’esquerra és també
ideal per la dreta, i per tant, per a anells commutatius la conjectura es compleix
trivialment. A més, en un anell commutatiu R hi ha un únic ideal nil N tal que
a R/N l’únic ideal nil és l’ideal zero. Aquest ideal nil N s’anomena el nilradical
de R, coincideix amb la intersecció de tots els ideals primers de R i, a més,
N = {a ∈ R | a és nilpotent}.

En un anell no commutatiu, les coses són una mica més complicades.
Un ideal I d’un anell R és nilpotent si existeix un enter positiu n tal que
a1a2 · · · an = 0 per a tot a1, . . . , an ∈ I. És cert que si R és un anell (com-
mutatiu o no), la intersecció de tots els ideals primers de R és un ideal nil,
que denotem per Nil∗(R). A més, l’únic ideal nilpotent de R/Nil∗(R) és l’ideal
zero. Però si R és no commutatiu, pot contenir altres ideals nils amb aquesta
propietat de l’anell quocient. Aquest tipus d’ideal s’anomena un nilradical de R.
De fet, Nil∗(R) és el nilradical més petit de R. Tot altre nilradical de R conté
Nil∗(R). Per això es diu que Nil∗(R) és el nilradical inferior de R. La suma de
tots els ideals nils de R també és un nilradical de R, que denotem per Nil∗(R).
Clarament, Nil∗(R) conté tots els nilradicals de R, i per això es diu que és el
nilradical superior de R.
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El 1930, Köthe va introduir el nilradical superior d’un anell [16]. És fàcil
comprovar que a R/Nil∗(R) l’únic ideal nil és l’ideal zero. Però podria passar
que aquest anell quocient contingués algun ideal per l’esquerra nil no nul, i això
ens diria d’alguna manera que l’estructura d’aquest anell quocient encara és
massa complicada (la idea és intentar estudiar l’estructura de R entenent com
és algun ideal I de R i com és l’estructura de R/I). Observem que la conjectura
de Köthe implica que R/Nil∗(R) no conté cap ideal per l’esquerra nil no nul (ni
tampoc per la dreta).

El primer de donar una solució satisfactòria per a l’estudi de l’estructura
dels anells va ser Jacobson, el 1945, amb la introducció del radical que porta
el seu nom [14]. Recordem que el radical de Jacobson J(R) d’un anell R és
la intersecció de tots els ideals per la dreta maximals de R, que coincideix
amb la intersecció de tots els ideals per l’esquerra maximals de R. De fet, un
element a ∈ R pertany a J(R) si i només si 1 + ar és invertible per a tot r ∈ R.
Observem que si I és un ideal per la dreta nil i b ∈ I, llavors br és nilpotent
per a tot r ∈ R, i per tant existeix un enter positiu nr tal que (br)nr = 0. En
conseqüència, 1 + br és invertible i

(1 + br)−1 =
nr −1∑
i=0

(−br)i.

Així, tenim que I ⊆ J(R). També es pot veure que J(R) conté tots els ideals per
l’esquerra nils i que a R/J(R) l’únic ideal per la dreta (o per l’esquerra) nil és
l’ideal zero. En canvi, J(R) no és nil en general.

4 Algunes observacions

Estudiem una mica el problema plantejat per la conjectura de Köthe.
Sigui I un ideal per l’esquerra nil d’un anell R. Siguin a ∈ I i r ∈ R. Llavors,

com que ra ∈ I, existeix un enter positiu n tal que

(ra)n = 0.

Per tant, (ar)n+1 = a(ra)nr = 0. Així, l’ideal per la dreta de R

aR = {ar | r ∈ R}

és nil.
Però, si a, b ∈ I, és cert que l’ideal per la dreta de R

aR + bR = {ar + bs | r , s ∈ R}

és nil?
Observem que si la conjectura de Köthe fos certa, existiria un ideal nil N de

R tal que I ⊆ N i, en conseqüència,

aR + bR ⊆ N.
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Per tant, aR + bR seria nil.
En canvi, si calculem directament

(ar + bs)2 = (ar)2 + arbs + bsar + (bs)2,

(ar + bs)3 = (ar)3 + (ar)2bs + arbsar + bs(ar)2

+ ar(bs)2 + bsarbs + (bs)2ar + (bs)3,

veiem que surten termes que no es veu clar que siguin potències d’elements
nilpotents o que es cancel.lin amb altres termes. Per tant, no és clar que
l’element ar + bs sigui nilpotent. Observem que sabem que aR i bR són
ideals per la dreta nils, però no sabem si la seva suma aR + bR és nil o no.

De fet, no costa gaire demostrar que la conjectura de Köthe és equivalent al
fet que en tot anell la suma d’ideals per la dreta nils és nil (i també és equivalent
al fet que en tot anell la suma d’ideals per l’esquerra nils és nil).

5 Alguns resultats importants

Van passar vint-i-sis anys des de la formulació de la conjectura de Köthe fins a
l’aparició del primer avenç important sobre la conjectura.

El 1956, Amitsur demostrà els resultats següents [1, 2]:

2 Teorema (Amitsur) Sigui R un anell. Llavors, N = R ∩ J(R[x]) és un ideal
nil de R i J(R[x]) = N[x].

Podeu trobar-ne una demostració a [19, p. 71–73].

3 Teorema (Amitsur) Sigui K un cos no numerable. Sigui R una K-àlgebra. Si
I és un ideal per l’esquerra nil de R, llavors I[x] és un ideal per l’esquerra nil de
R[x].

Com que la demostració és relativament senzilla, la reproduïm.

Prova Com que I és ideal per l’esquerra de R, és fàcil comprovar que I[x] és
un ideal per l’esquerra de R[x].

Veiem que I[x] és nil. Sigui a(x) ∈ I[x]. Hem de veure que a(x) és nil-
potent.

Per a cada enter positiu m, definim

Cm = {λ ∈ K | a(λ)m = 0}.

Com que per a tot λ ∈ K, a(λ) ∈ I i I és nil, tenim que

K =
∞⋃

m=1

Cm.

Com que K és no numerable, existeix un enter positiu m tal que Cm és infinit.
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Siguin b0, b1, . . . , bn ∈ I tals que

a(x)m = b0 + b1x + · · · + bnxn,

i siguin λ0, λ1, . . . , λn n + 1 elements diferents de Cm. Llavors tenim que
a(λi)m = 0 per a tot i = 0, 1, . . . , n, és a dir,

b0 + b1λ0 + · · · + bnλn
0 = 0

b0 + b1λ1 + · · · + bnλn
1 = 0

...
b0 + b1λn + · · · + bnλn

n = 0


que escrit en forma matricial queda

1 λ0 . . . λn
0

1 λ1 . . . λn
1

...
1 λn . . . λn

n




b0

b1
...

bn

 =


0
0
...
0

 .

Com que λ0, λ1, . . . , λn són diferents, tenim que la matriu de les lambdes és in-
vertible. De fet, el seu determinant és

∏
1≤i<j≤n(λj −λi) (el conegut determinant

de Vandermonde).
Multiplicant la fórmula anterior per la inversa de la primera matriu per

l’esquerra, tenim
b0

b1
...

bn

 =


1 λ0 . . . λn

0
1 λ1 . . . λn

1
...
1 λn . . . λn

n


−1

0
0
...
0

 =


0
0
...
0

 .

Per tant, b0 = b1 = · · · = bn = 0, i així

a(x)m = b0 + b1x + · · · + bnxn = 0.

Llavors, I[x] és nil, com volíem demostrar. 2

Com a conseqüència d’aquests resultats, Amitsur obté el resultat següent [1].

4 Corol.lari (Amitsur) Sigui K un cos no numerable. Sigui R una K-àlgebra.
Llavors, tot ideal per l’esquerra nil de R està contingut en un ideal nil de R.

Demostrem també aquest resultat.

Prova Sigui I un ideal per l’esquerra nil de R. Pel teorema 3, I[x] és un ideal
per l’esquerra nil de R[x]. Sabem que tot ideal per l’esquerra nil de qualsevol
anell està contingut en el seu radical de Jacobson. Per tant, I[x] ⊆ J(R[x]).
Pel teorema 2, existeix un ideal nil N de R tal que J(R[x]) = N[x]. Per tant,
I ⊆ N. 2
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És a dir, la conjectura de Köthe és certa per a àlgebres sobre cossos no
numerables!

Passen quinze anys, i el 1971 Amitsur fa la pregunta següent [3]:

Sigui R una àlgebra sobre un cos. És cert que si I és un ideal per l’esquerra
nil de R, llavors I[x] és nil?

Amitsur sabia des del 1956 que si aquesta pregunta tingués resposta afirma-
tiva, aleshores la conjectura de Köthe seria certa per a àlgebres sobre cossos.

Un any més tard, el 1972, Krempa demostra l’equivalència de la conjectura
de Köthe amb altres conjectures de teoria d’anells. A més, obté el resultat
següent [17]:

5 Teorema (Krempa) Si la conjectura de Köthe és certa per a tota K-àlgebra
per a tot cos K, llavors la conjectura de Köthe és certa.

Observem que això encara dóna més importància als resultats i a la pregunta
d’Amitsur. De fet, Amitsur coneixia aquest resultat de Krempa (abans de la seva
publicació, mitjançant un preprint) en el moment de formular la seva pregunta
el 1971.

A partir dels resultats de Krempa, molts matemàtics s’interessen novament
per la conjectura i s’obtenen resultats parcials, que demostren que la conjectura
de Köthe és certa en algunes classes d’anells (per exemple, en la classe dels
anells amb dimensió de Krull [20]).

Però l’avenç més significatiu i més important es produeix nou anys després.
El 2000, Agata Smoktunowicz demostra el resultat següent [21]:

6 Teorema (Smoktunowicz) Per a tot cos finit o numerable K existeixen una
K-àlgebra R i un ideal nil I de R tal que I[x] no és nil.

Per tant, la pregunta d’Amitsur té resposta negativa! I la conjectura de
Köthe? Doncs bé, continua essent això, una conjectura, encara que el resultat
de Smoktunowicz indueix a pensar que aquesta conjectura potser és falsa.

6 Problemes relacionats amb la conjectura de Köthe

Com hem dit en la secció anterior, Krempa [17] demostra l’equivalència de la
conjectura de Köthe amb altres conjectures de teoria d’anells. Concretament,
Amitsur havia formulat a [2] la pregunta següent:

7 Qüestió Sigui I un ideal nil d’un anell R. És cert que I[x] ⊆ J
(
R[x]

)
?

Krempa [17] formula la pregunta següent:

8 Qüestió Sigui I un ideal nil d’un anell R. És cert que M2(I) és nil?

A més, Krempa demostra que la conjectura de Köthe és certa si i només si
la qüestió 7 té resposta afirmativa i que això passa si i només si la qüestió 8 té
resposta afirmativa.
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Al llarg del segle xx, s’han plantejat també alguns problemes que, com
la pregunta d’Amitsur, tenen una relació estreta amb la conjectura de Köthe.
Anem a comentar alguns d’aquests problemes.

El 1941, Kurosh [18] formula la pregunta següent:

9 Qüestió Sigui I un anell sense unitat nil. Suposem que I és finitament generat
com a anell sense unitat. És cert que I és nilpotent?

No és gaire difícil demostrar que una resposta afirmativa a la qüestió 9
implica una resposta afirmativa a la qüestió 8 i, per tant, també la certesa de la
conjectura de Köthe.

El 1964, Golod (basant-se principalment en un treball d’ell mateix i Shafa-
revitch [12]) dóna un exemple d’un anell sense unitat nil i finitament generat
que no és nilpotent [11], responent negativament a la pregunta de Kurosh.
Com a conseqüència, en el mateix article, dóna un exemple d’un grup periòdic
finitament generat infinit i respon negativament al conegut com a problema
general de Burnside (enunciat el 1902 [7]).

El 1945, Jacobson [14] formula la pregunta següent:

10 Qüestió Sigui R una àlgebra algebraica sobre un cos K. És cert que M2(R)
és algebraica sobre K?

Recordem que una K-àlgebra R és algebraica si per a tot r ∈ R existeix un
polinomi no nul p(x) ∈ K[x] tal que p(r) = 0.

Amitsur [2] va demostrar que si K és un cos no numerable, la resposta a
la qüestió 10 és positiva. Per a cossos arbitraris continua essent un problema
obert. No és difícil demostrar que una resposta afirmativa a aquesta qüestió
implica una resposta afirmativa a la qüestió 8, i per tant, també implicaria la
certesa de la conjectura de Köthe.

Recordem que un anell R és fortament π -regular si per a tot a ∈ R existei-
xen b ∈ R i un enter positiu n tals que an = an+1b. El 1976, Dischinger [9, 10]
demostra que aquesta condició és simètrica dreta-esquerra, és a dir, un anell R
és fortament π -regular si i només si per a tot a ∈ R existeixen c ∈ R i un enter
positiu m tals que am = cam+1. A més, també observa que si aquesta condició
passa en els anells de matrius, llavors la conjectura de Köthe és certa [9, 10]. El
1978, Armendariz, Fisher i Snider [5] demostren el resultat següent (demostrat
independentment per Dischinger, segons Goodearl [13]):

11 Teorema (Armendariz, Fisher i Snider) Sigui R un anell. Llavors les con-
dicions següents són equivalents:

a) Mn(R) és fortament π -regular per a tot enter positiu n.

b) Tot endomorfisme injectiu de tot R-mòdul per la dreta finitament generat
és un automorfisme.

c) Tot endomorfisme injectiu de tot R-mòdul per l’esquerra finitament generat
és un automorfisme.
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Això dóna una altra raó per saber si la condició de ser fortament π -regular
passa en les matrius o no.

El 1998, l’autor i Rowen [8] donen un exemple d’un anell R fortament
π -regular tal que M2(R) no és fortament π -regular.

El 1987, Goodearl [13] caracteritza els anells R tals que tot endomorfisme ex-
haustiu de tot R-mòdul per la dreta finitament generat és un automorfisme. Per
això, introdueix la definició següent: un anell R és repetitiu per la dreta si per
a tot a, b ∈ R existeixen un enter positiu n i elements r0, r1, . . . , rn−1 ∈ R tals
que

anb = br0 + abr1 + · · · + an−1brn−1.

El resultat de Goodearl és el següent:

12 Teorema (Goodearl) Sigui R un anell. Llavors, les condicions següents són
equivalents.

a) Mn(R) és repetitiu per la dreta per a tot enter positiu n.

b) Tot endomorfisme exhaustiu de tot R-mòdul per la dreta finitament generat
és un automorfisme.

Goodearl també dóna exemples d’anells repetitius per la dreta que no són
repetitius per l’esquerra. A [13, Proposition 12] demostra que si K és un cos
i totes les àlgebres de matrius sobre K-àlgebres repetitives per la dreta són
repetitives per la dreta, llavors la pregunta de Jacobson (qüestió 10) té resposta
afirmativa, i per tant, això implicaria la certesa de la conjectura de Köthe. Així,
tenim una altra qüestió relacionada amb la conjectura de Köthe.

13 Qüestió (Goodearl) Sigui R un anell repetitiu per la dreta. És l’anell M2(R)
repetitiu per la dreta?

De fet, una resposta afirmativa a aquesta qüestió implica la certesa de la
conjectura de Köthe.

Aquesta qüestió de Goodearl encara és un problema obert. També és un
problema obert saber si la condició de ser repetitiu per la dreta passa a l’anell
de polinomis o no. L’autor i Herbera van demostrar, el 1995, que si per a tot
anell R repetitiu per la dreta, R[x] és repetitiu per la dreta, llavors la qüestió 13
té resposta afirmativa (vegeu [4, p. 43]).

Per acabar, comentarem un altre problema que és equivalent a la conjectura
de Köthe. El 2001, Beidar, Fong i Puzyłowski, a [6], formulen la pregunta
següent:

14 Qüestió Sigui R un anell sense unitat nil. És cert que llavors R[x] no és
primitiu per la dreta?

Recordem que un anell S sense unitat és primitiu per la dreta si S conté un
ideal per la dreta maximal Q tal que

1) {0} és l’únic ideal de S contingut a Q,

2) existeix b ∈ S tal que a − ba ∈ Q per a tot a ∈ S.
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El 2005, Smoktunowicz [22] demostra que la conjectura de Köthe és certa si i
només si la qüestió 14 té resposta afirmativa.
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