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Kolmogorov: la ‘K’ de KAM*

HENK W. BROER

La teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (0 KAM) va ser desenvolupada per
sistemes dinamics conservatius que estan prop d’integrables. Tipicament
els sistemes integrables contenen molts tors invariants en el seu espai de fa-
ses. La teoria KAM estableix resultats de persisténcia d’aquests tors, en els
quals el moviment és quasiperiodic. Fem un esb6s d’aquesta teoria al voltant
de la figura de Kolmogorov.

1 Introduccio

A I'International Mathematical Congress de 1954, celebrat a Amsterdam, A. N.
Kolmogorov donava una llico de clausura amb el titol «The general theory
of dynamical systems and classical mechanics» [41], sobre I’article [40]. L’es-
deveniment va tenir lloc a ’Amsterdam Concertgebouw i ha jugat un paper
important en el desenvolupament del que actualment s’anomena la teoria de
Kolmogorov-Arnold-Moser (o teoria KAM).

En aquella llico Kolmogorov tractava l'existéncia de moviments multi o
quasiperiodics, que a l'espai de fases estan confinats a un tor invariant.
Es restringia a sistemes dinamics conservatius (o hamiltonians), com son els
que generalment s'usen com a models en la mecanica classica. Era ben cone-
gut que en els sistemes integrables Liouville apareixen tors invariants (lagran-
gians) amb moviments quasiperiodics. La llico de Kolmogorov tractava sobre
la seva persisténcia sota petites pertorbacions no integrables del hamiltonia.

El missatge general de la teoria KAM és que, genéricament, per petites per-
torbacions de sistemes integrables la unié de tors lagrangians quasiperiodics

* Conferéncia pronunciada a la sisena Trobada Matematica de la SCM, celebrada el 4 d’abril
de 2003 dedicada al centenari d’A. Kolmogorov. Si esteu interessats en una versio en angles de
I'article vegeu [12].
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té mesura (Liouville) positiva tant a I’espai de fases com a les hipersuperficies
d’energia.

Aquesta afirmaci6é s’aplica a molts models concrets de la mecanica classi-
ca. Per exemple, a certes versions del problema de »n cossos, per al qual la
no-integrabilitat en general ja va ser establerta per Poincaré. Historicament,
les consequiéncies sobre qiiestions filosofiques com ara l'estabilitat del sis-
tema solar han estat objecte d’interes. En realitat, I'estabilitat perpetua del
sistema solar quedaria garantida si el seu moviment real fos quasiperiodic.

D’altra banda, i des d'un punt de vista més global, la part de teoria KAM
que fa referéncia a les mesures implica que, per a sistemes hamiltonians ti-
pics amb un nombre finit de graus de llibertat, no hi ha ergodicitat, ja que
les hipersuperficies d’energia es poden descompondre en diversos conjunts
invariants disjunts de mesura positiva. Aix0 té especial interes en la fisica es-
tadistica, on la hipotesi ergodica aproximadament diu que, quan el sistema
esta confinat a hipersuperficies acotades d’energia, és ergodic. Aquesta para-
doxa probablement es resol quan el nombre de particules augmenta ja que
llavors I'obstruccié a 'ergodicitat donada pels tors KAM sembla disminuir ra-
pidament en importancia.

Aquest article tracta de forma esquematica certs progressos relacionats
amb la llic6 de Kolmogorov I'any 1954 [41]. Comencem tractant el problema
de la linealitzaci6 prop d’un punt fix d’'una aplicacié analitica del pla complex.
Aquest és el primer problema conegut on es resolia un problema de petits
divisors, el tipus de problema central en la teoria KAM. A continuacio passem
a la dinamica de les aplicacions del cercle, que es remunta a Arnold, seguida
d’una discussi6 sobre aplicacions twist que preserven area, on apareix el nom
de Moser. Després tractem la teoria KAM conservativa amb més generalitat, i
la paradoxa ergodica. Més detalls sobre les idees i els métodes presentats per
Kolmogorov en el seu article de 1954 es poden trobar a [12].

NOTA: Una propietat es diu tipica si val en un conjunt obert de sistemes di-
namics estudiats. Pel que fa a la topologia de «l'espai de funcions», es pot
considerar la topologia (feble) de Whitney per a sistemes diferenciables, o la
topologia compacte-obert per a sistemes analitics. La propietat que conside-
rem és l'existéncia, a I'’espai de fases, de tors invariants quasiperiodics amb
mesura positiva. Vegeu, per exemple, [18], [23].

2 Linealitzacio complexa

Considerem una aplicacié holomorfa local (o un germen) F : (C,0) — (C,0) de
la forma F(z) = Az + f(z) amb f(0) = f'(0) = 0. La qiiestio6 és si existeix una
transformaci6 biholomorfa local ¢ : (C,0) — (C,0) tal que

doF=A-d. (1)

En aquest cas direm que & linealitza F prop del punt fix.
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Solucié formal

Primer considerem el problema de manera formal. Els resultats corresponents
es remunten a Poincaré. Per a un resum vegeu Arnold [6]. Donat un desen-
volupament en série f(z) = > j., fiz’ busquem una altra série ®(z) = z +
22 ¢ ;z7, tal que la relacio de conjugacio (1) es compleixi formalment. Exis-
teix una solucié formal si A # 0 no és una arrel d’1. De fet, els coeficients ¢
es poden determinar recurrentment amb les equacions seglients:

Al =22 = fo,
A1-A%)p3 = f3+2Afa¢2, ()
A(l-A"1)¢p, = fn+ termes coneguts.

A partir d’aixo I'afirmaci6 anterior se segueix directament.

Convergeéncia

En el cas hiperbolic on 0 < |A| # 1 la série per ® té radi de convergéncia
positiu. Aixo va ser provat per Poincaré, usant un metode d’iteracié directe en
lloc de considerar séries (vegeu [6]).

Queda el cas eliptic amb A € T! (el cercle unitat complex). Observem de
les equacions (2) que, encara que A no sigui una arrel de la unitat, les seves
potencies es poden acumular a 1. Aixo donaria petits divisors a la serie formal
de &, i posaria en dubte la seva convergencia.

Aquest problema va ser resolt satisfactoriament per C. L. Siegel [66] el
1942. Amb aquest objectiu, escrivint A = e2™* g’introduien les condicions
diofantines segiients. Per a certs y > 0i T > 0 es demana que

- Pz 2,
qa qt
per a tots els racionals p/q (amb g > 0). Resulta que aixo és suficient per a
tenir la convergeéncia de la soluci6 formal per ®.

Considerem ara certs aspectes del conjunt de A € T! que satisfan les con-
dicions diofantines, que son rellevants per a nosaltres. Es pot demostrar di-
rectament que per a y > 0O fixadai T > 2, amb y prou petita, les condicions
diofantines donen lloc a un subconjunt de Cantor A € T! que té mesura qua-
si total. Recordem que caracteritzem un conjunt de Cantor per les propietats
(topologiques) segiients: és compacte, dens en lloc i perfecte. Es pot veure fa-
cilment que la mesura del complementari és d’ordre O(y) quan y | 0. Vegeu,
per exemple, [18], [23]. Notem que per a petits valors de y (aixi com per a
valors grans de T) només es pot garantir un radi de convergeéncia petit per ¢
[66].

Geometria i teoria de nombres

El fet que les condicions diofantines donen lloc a un subconjunt de T! dens en
lloc, se segueix directament del fet que les arrels de la unitat, que sén denses
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per tot, estan en el seu complementari. El segiient exemple, degut a H. Cremer
[25] el 1927, ja indicava que hi ha alguna cosa més. Per a una bona descripci6
d’aquest exemple en un contexte una mica diferent vegeu [11].

Considerem I’aplicacio F : C — C donada per

F(z) = Az + z2,

on A € T! no és una arrel de la unitat. Veurem que hi ha un subconjunt de
A, gran topologicament, per al qual 'aplicaci6é té punts periodics a qualsevol
entorn de 0. Aix0 dona per a aquests A una demostracié geometrica que la
conjugacio formal divergeix, de la manera segiient. Com que I’aplicaci6 lineal
z — Az és una rotacio irracional i només té orbites que son denses a T!,
I'existéncia d’orbites periodiques a tot entorn de 0 implica que la linealitzacio
formal ha de tenir radi de convergeéncia zero.
Per estudiar els punts periodics de periode g, considerem I’equacio

Fi(z) =z. (3)

Usant que
Fi(z) =Mz 4 -+ 2%
se segueix que
Fi(z) —z=z(AT =1+ ---+2z>""1),
Posant N = 29 -1, siguin z;, z», - - - , zn les solucions no trivials de (3). Llavors
el seu producte satisfa I’equaci6

Z1+2Zp - - 'ZN:)\q—l.
D’aqui vegem que existeix una soluci6 a la bola de radi
AT —1|U/N

al voltant z = 0. Ara considerem el conjunt de A € T! que satisfan
liminf;_o A% — 1[VN = 0.

Aquest conjunt és residual.! Recordem que un conjunt residual conté una in-
terseccié numerable de conjunts oberts densos; aquesta propietat vol dir que
el conjunt és gran en el sentit topologic. Aquest conjunt residual s’assembla
al dels nombres de Liouville. Notem que el nostre conjunt residual té mesura
zero, ja que conté tots els nombres diofantins en el seu complementari. Com
a referéncia basica sobre subconjunts de R que so6n grans en topologia i petits
en mesura, o viceversa, vegeu Oxtoby [57].

Concloem que, per a tot A contingut en aquest conjunt residual, existei-
xen punts periodics de F a tot entorn de z = 0, i val I'anterior argument de
divergencia.

A finals del segle xx J.-C. Yoccoz [69], [70] resolia completament el cas
eliptic, provant que I'anomenada condicié de Bruno [21] sobre les correspo-
nents fraccions continues de « és necessaria i suficient per a la convergencia
de la linealitzaci6 formal per a tots els possibles termes d’ordre més alt.

1 En altres paraules, un conjunt Gs-dens o un conjunt de segona categoria de Baire.
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3 Aplicacions del cercle

Canviem lleugerament de context considerant una familia suau (per concretar,
C* o analitica real) de difeomorfismes del cercle

Pye:T! = T x = x + 2ot + €a(x, «, €),

on € és un petit parametre; aixi estem en un entorn d’una familia de rotacions
rigides del cercle. Per comoditat I'escrivim com una familia vertical d’aplicaci-
ons del cilindre

P i T x[0,1] = T x[0,1]; (x,®) — (x + 2w + €a(x, &, €), ).

El problema és trobar un difeomorfisme &, que conjugui P; i Py. Notem que la
darrera aplicacié esta associada a la familia de rotacions rigides. Per ser més
precisos, demanem que el diagrama seglient commuti:

T! x[0,1] £= T!'x[0,1]
' @, 1 @,
T x[0,1] 22 T!'x[0,1],

és a dir,
Pgo(pg:q)gopo. (4)

De nou petits divisors

Procedim resolent formalment I’equaci6 (4). De fet, suposant que ®, és de la
forma
P (x,00) = (x+eU(x,0,8),x+ e0(x, €)), (5)

se segueix que (4) es pot escriure com
Ux+2mtx, 0, 6)-U(x,x, &) =20 (, €)+a (x + eU(x,, &), x + €0(x, €),€).

Desenvolupant en poténcies de € i comparant els coeficients d’ordre més baix,
I’equaci6 (4) porta a I'equaci6 lineal

Up(x +21mex, ) — Up(x, &) = 21100(X) + ap(x, ).

Aquesta equacio lineal es pot resoldre directament usant séries de Fourier.
Escrivint,

ao(x,x) = > aok(c)e*~,
keZ
Up(x,x) = > Upk(cx)elkx,
keZ
trobem que oy = —%aoo, equival a una translaci6 del parametre, i
aok (o
Uor (&) = ok (&)

e2mika _ 17
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De manera similar al que teniem en el cas anterior, observem que existeix una
soluci6 formal si « és irracional. Com abans, les poténcies de e2™ encara
poden acumularse a 1. Aix0 dona petits divisors a les séries de Fourier, que
posen en dubte la seva convergencia.

Un teorema KAM per aplicacions del cercle

Per superar el problema dels petits divisors, introduim com abans les mateixes
condicions diofantines, demanant que per a nombres donats T > 2iy > 0, i
per a tots els racionals p/q es compleixi

Segons el que hem dit abans, aixo déna un conjunt de Cantor [0,1]. < [0, 1],
de mesura quasi total quan y > 0 és petit. Com a primer exemple d’un teorema
KAM formulem el segiient:

1 TEOREMA En les hipotesis anteriors suposem que y > 0 és suficientment petit.
Llavors per | €| prou petit, existeix una transformacio suau (C®) del cilindre ®; :
T! x [0,1] — T! x [0, 1], que conjuga la restriccio Py|tix[o1], a un subsistema
de P.. A més, ® depén suaument de «.

Aquest resultat es remunta a V. I. Arnold [5]; vegeu també [6]. Aquesta
formulacié concorda estretament amb [19], [18]. Respecte a la suavitat de I'a-
plicacio &, vegeu Poschel [58] i [67], [71], [72]. La demostracié del teorema 1
no considera séries de poténcies en &, sin6 que usa un meétode de Newton i
una propietat d’aproximaci6é per aplicacions analitiques, d’aplicacions Whit-
ney suaus definides sobre conjunts tancats.

Observem que el teorema 1 té un fort caracter pertorbatiu: de fet només
s’aplica a petites pertorbacions de la familia de rotacions rigides. En contrapo-
sici6 amb aixo M. R. Herman [35] i J.-C. Yoccoz [68], [69] han provat una versio
no pertorbativa d’aquest teorema, és a dir, per valors grans de ¢. Vegeu també
[49].

Discussio

Un difeomorfisme del cercle suaument conjugat a una rotacio rigida x — x +
2 amb « irracional s’anomena quasiperiodic. No és dificil demostrar que
cada orbita d'una tal aplicacié quasiperiodica omple el cercle densament [26].
Notem que per « € [0, 1] la rotacio rigida Py, és certament quasiperiodica.
Una primera conseqiiéncia del teorema 1 és que les aplicacions del cercle
Py que son conjugades a una de les rotacions diofantines —i a partir d’ara
quasiperiodiques— Py 0, SON encara quasiperiodiques. Concloem que la quasi-
periodicitat tipicament es déona amb mesura positiva a I’espai de parametres.
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A més, el fet que un conjunt de Cantor sigui perfecte? implica que en aquest
escenari la quasiperiodicitat mai té lloc com un fenomen aillat.
Com a exemple concret considerem la familia d’Arnold

Pyre(x) =x+2mx + esinx

d’aplicacions del cercle, fixant-nos en el pla de parametres («, €). Ens restrin-
gim a |&| < 1, per assegurar que P; és un difeomorfisme. Es conegut ([5], [6],
[26]) que dels punts («x, €) = (p/q,0) neixen llengiies ressonants en els semi-
plans oberts € # 0, de manera que per a |&| petit cobreixen un subconjunt
obert i dens. Dins la llengua que neix de (¢, €) = (p/q,0) la dinamica és peri-
odica, amb nombre de rotaci6 p/q (per a una definici6 vegeu, e. g., [26]).

El teorema 1 implica que en el complementari d’aquesta unié de llengiies
existeix una unio6 de corbes invariants suaus que té mesura positiva. Per valors
del parametre sobre aquestes corbes, la dinamica és quasiperiodica.

El teorema 1 té moltes aplicacions. S’aplica sempre que un sistema d’equa-
cions diferencials ordinaries té un 2-tor atractor, per al qual P; és una aplicaci6
de Poincaré propera a una familia de rotacions rigides. En aquest cas el sub-
sistema quasiperiodic de P., per a || < 1 s’anomena sovint com una familia
d’atractors quasiperiodics [62].

En el cas general, les llengiies ressonants també apareixen (genericament)
i trobem la mateixa intrincada interaccio entre periodicitat i quasiperiodicitat
que en la familia d’Arnold.

Existeixen situacions analogues d’aquesta en dimensié superior, on peri-
odicitat i quasiperiodicitat, i també dinamica caotica coexisteixen [19], [18].
Aquesta situacio i les transicions o bifurcacions entre els diferents tipus de
dinamica han estat associades a I'inici de la turbuléncia en dinamica de fluids;
vegeu Ruelle i Takens et al. [63], [56]. L'estat quasiperiodic es veu com un estat
intermedi entre molt ordenat i caotic. Vegeu també [36], [44], [45].

4 El teorema twist

Tornant al context conservatiu considerem un anell A € R? amb coordenades
«polars» (@p,I) € T' x K, on K és compacte, i sigui ¢ = d@ A dI I'element
d’area. Considerem una aplicacié suau (diguem C*) P; : A — A del tipus

Pe(@,I) = (@ + 2rrax(I), 1) + O(e), (6)

que preserva o. Notem que per a € = 0 I'aplicaci6o deixa invariant la familia de
cercles I = constant i de nou el problema és la persisténcia d’aquesta familia
per a |&] petit. Diem que Py és una aplicacié twist (pura) si ’aplicacié I — «(I)
és un difeomorfisme.

Suposem com abans condicions diofantines: per a constants donades T > 2
iy > 0 sigui
Py

| ,
a q°

2 Que vol dir que no conté punts isolats.
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per a tots els racionals p/q. L’antiimatge d’aquest conjunt per l'aplicacio
& : I - «(I) és un subconjunt A, < A, que és el producte d’'un cercle i un
conjunt de Cantor de mesura (relativa) gran.

2 TEOREMA En les condicions anteriors suposem que 'y > 0 és prou petit. Llavors
per a |€| suficientment petit, existeix una transformacio suau (C®) de I'anell
d, : A — A, que conjuga la restriccio Pyla, a un subsistema de Pe. A més, ¢
depén suaument de ¢.

Aquest teorema es coneix com el teorema twist. La primera demostracio
és de J. K. Moser [50]. La formulaci6 donada és propera a la del teorema 1 i,
respecte a la suavitat de ., s’apliquen aqui els mateixos comentaris.

Discussio

Observant la similitud entre els teoremes 11i 2 es pot dir que en el teorema 2
el paper del parametre « el fa la variable d’acci6 I. Amb el mateix esperit
d’abans, podem concloure que per al cas de preservacio d’area, tipicament la
quasiperiodicitat es déona amb mesura positiva a I’espai de fases.

NOTA: Una diferencia en els contextos dels teoremes 1 i 2 és la segiient. En el
cas del teorema KAM 1 per a aplicacions del cercle, la conjugacié &, entre la
familia de rotacions pures Py i la pertorbaci6 P, preserva la projecci6 a I’espai
de parametres [0,1] = {«}; vegeu I'equaci6 (5). En el cas del teorema 2 la
projeccio6 corresponent a ’espai d’accions K = {I} generalment no es preserva.
Com una aplicaci6 considerem el péndol matematic (pla) amb forcament
periodic (feble). Es poden prendre les equacions de moviment segiients:

¥+ w?siny = ecost o
9 + (w? + ecost) siny 0,

que donen lloc a un camp vectorial 3-dimensional que preserva volum. Per
simplicitat només considerem el primer exemple

y =z
z = —w?siny + ecost,
t = 1.

Com és habitual en mecanica, e. g., vegeu [7], introduim variables acci6-angle
(I,p) per a € = 0, és a dir, per al pendol pla autonom. De fet, denotant
I’energia per Hyo(y,z) = %zz — w? cos y, ens restringim a la regio oscillatoria
on Hy(y,z) < w?. A continuacio considerem un nivell qualsevol Hy(y, z) = h,
amb |h| < w?. Llavors la variable d’accio I esta definida per

1
I(th) = — zdy,
() 27T JHy(v,2)=h Y
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que és proporcional a I'area que queda dins del conjunt de nivell. La variable
angle @ s’obté prenent la parametritzacié del temps del moviment periodic
sobre aquest conjunt de nivell escalat pel periode 27r. Aixi s’obtenen les equa-
cions canoniques segiients:

i=0, p=ad)

per als moviments oscillatoris del péndol pla.

Aix0 implica que I'aplicacié de Poincaré (o estroboscopica) P. té la forma
anterior (6). Un comput directe3 mostra que Py és una aplicacié twist pura.
Per tant, la conclusié que la quasiperiodicitat es dona amb mesura positiva a
I'espai de fases s’aplica en aquest cas.

Una aplicacio similar es basa en oscilladors acoblats

1 = —wisiny; - ea—U( )

Y1 1 Y1 n V1,02

Vo = —wjsiny; - ea—U( )

y2 2 y2 ayz yl ’ y2 )
(ue porten a un camp vectorial hamiltonia 4-dimensional

Yi = Zj
oUu

2 .
—w3siny; — Ea—yj(yl,yz),

zj
j =1, 2, amb funcié de Hamilton H¢ (1,21, 2,22) = 327 + 325 — 01 COS Y] —
w3 cos yv» + eU(y1, y2). En aquest cas és I'aplicacio de Poincaré isoenergetica
la que té la forma P.. Aix0 porta a la conclusi6 que la quasiperiodicitat es déona
amb mesura positiva a les hipersuperficies d’energia de H..

5 Teoria KAM conservativa

La discussié anterior ha establert els fonaments per a una formulacié gene-
ral del teorema KAM, com una variacid6 adequada de Kolmogorov [40], [41] i
Arnold [1].

Comencem introduint la noci6é de tor invariant quasiperiodic per a un sis-
tema d’equacions diferencials autonom. Entendrem que és un tor invariant,
la dinamica sobre el qual és suaument conjugada a la d'un camp vectorial
constant

5(1 = w1
5(2 = w32
Xn = W,

3 Involucrant una integral eHiptica ...
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sobre el n-tor estandard T" = R"*/(21mZ") = {x1,x>2,...,Xn}, on els angles x;
es consideren modul 27, 1 < j < n. A més, demanem que les freqiiencies
w1, wo2,..., Wy, siguin independents sobre els racionals, la qual cosa implica
que cada trajectoria omple densament el tor. En aquest cas parlem de n quasi-
periodicitat, tant per la restriccié del sistema al n-tor com per al n-tor mateix.

Per a sistemes hamiltonians integrables, les variables acci6 angle que pro-
porciona el teorema de Liouville-Arnold [7] donen la conjugacié amb un camp
vectorial constant.

La formulaci6é del teorema KAM classic és

3 TEOREMA En sistemes hamiltonians amb n graus de llibertat tipicament exis-
teixen n-tors lagrangians quasiperiodics amb mesura de Liouville positiva, tant

1. al'espai de fases,
2. com a cada hipersuperficie d’energia.

Com deiem abans, tipic vol dir que existeixen classes d’exemples que s6n
«oberts en un espai de funcions». Aquests exemples sén propers a sistemes
integrables de Liouville [7].

La primera conclusi6 del teorema 3 és el teorema KAM estandard, mentre
que la segona es coneix com el teorema KAM isoenergetic. La condicié de no-
degeneracio6 sobre I'aproximaci6 integrable H = H(I) és una mica diferent en
els dos casos.

Per al teorema KAM estandard es requereix la condici6 de no-degeneracio
de Kolmogorov que diu que el vector de freqiiéncies

oH
a1

com a funci6é de les variables d’acci6 I, hauria de tenir rang maxim; aixo im-
plica que I'aplicaci6 freqiiéncia I — w(I) és un difeomorfisme local.

De manera similar la condicié de no-degeneraci6 isoenergética requereix
que la corresponent aplicacié ra6 de freqieéncies I — (wi(I) : wa(I) : ... :
wyn (1)) al’espai projectiu (n — 1)-dimensional tingui rang maximal; vegeu [7],
[19], [16]. Notem que la conclusié de I'exemple dels dos oscilladors acoblats
de la secci6 previa també s’obtindria com a aplicaci6 del teorema KAM iso-
energetic.

Tanmateix, en casos tipics, ambdues condicions de no-degeneracio es sa-
tisfan, implicant que la uni6 de tors invariants lagrangians quasiperiodics té
mesura positiva a I’espai de fases, de tal manera que la mesura condicional a
les hipersuperficies d’energia també és positiva.

A més de la no-degeneracio calen condicions diofantines sobre les freqiien-
cies, en aquest cas definides de la forma segiient. Per a constants T > n — 11
y > 0, es demana que per a tot k € Z" \ {0} es compleixi

(e, k)| = ylk|™T.
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En aquesta desigualtat (w, k) = >j_; wk;, mentre [k| = 37_; |k;|. De forma
similar als casos anteriors, el subconjunt corresponent de R™ és dens en lloc i
de mesura positiva. De fet aquest conjunt diofanti és un fibrat de semirectes
tancades, la interseccio de les quals amb lesfera unitat S"~!, per a y petit,
conté un conjunt de Cantor de mesura quasi total. Vegeu, e. g., [23], [18].

En el cas general de no-degeneracié de Kolmogorov, I'aplicacié freqiien-
cia tira endarrere aquest conjunt de manera localment difeomorfa. La no-
degeneracio isoenergeética significa que les hipersuperficies d’energia sén trans-
versals a les fibres diofantines; vegeu [19], [16].

Algunes aplicacions del teorema KAM

A la introducci6 ja hem esmentat possibles aplicacions del teorema 3. Clara-
ment, en molts models de la mecanica classica es troben tors KAM lagrangians
amb dinamica quasiperiodica.

Com una aplicaci6 «filosofica» considerem el sistema solar, primer conside-
rant-lo com una pertorbaci6 del sistema integrable obtingut quan ometem la
interaccio entre els planetes. Si el teorema s’apliqués se seguiria que I’evolucio
actual té probabilitat positiva de ser quasiperiodica, quan suposem que les
condicions inicials han estat triades aleatoriament. En aquest cas hom podria
dir que el sistema solar és estable.

S’ha escrit molt sobre aquest exemple ([2], [53], [54], [64], [27]) i aqui ens
restringirem a fer unes poques observacions. En primer lloc el sistema solar
conté ressonancies molt fortes, que requereixen una aproximaci6é integrable
més adient que la descrita aqui [2]. En segon lloc la interacci6é entre els plane-
tes és probablement massa forta per a una aplicaci6 real del teorema 3 com un
resultat de pertorbaci6. La tercera observaci6é fa referéncia al treball numeéric
de Laskar [46], que sembla mostrar que el sistema solar és enterament caotic;
I’espécie humana no ha existit un temps prou llarg com per notar-ho....

Una amplia gama d’exemples s’obté considerant ’entorn d’'un punt d’e-
quilibri eHiptic genéric d’'un sistema hamiltonia. Sota unes poques condicions
de no-ressonancia sobre els valors propis de la part lineal es poden fer uns
quants passos de normalitzacio d’acord amb Birkhoff i, per tant, els termes
d’ordre baix dels n-tors sén simeétrics. De fet, aix0 permet escriure el sistema
localment com un sistema prop d’integrable, on la mida de la pertorbacio6 esta
controlada per la distancia a I’equilibri, vegeu [53], [54].

En conseqiiéncia, en un entorn de I'equilibri existeixen molts tors KAM.
La seva uni6 té mesura de Liouville positiva i, per tant, el punt d’equilibri és
encara un punt de densitat de la quasiperiodicitat [58], [18].

Existeixen altres aplicacions de les téecniques KAM en mecanica quantica,
en particular en I'estudi de la localitzaci6 —Anderson— de I'electré. Si es con-
sideren equacions de Schrodinger amb potencials ergodics a ’espai, un estat
localitzat (no conductor) és una funci6 propia de 'equacié de Schroédinger
per algun valor propi de 'energia. Una tal funci6 decaura exponencialment
en l'espai. Com en el régim localitzat I’operador de Schrodinger tipicament té
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un espectre puntual dens, desenvolupant una teoria de pertorbacié del cor-
responent operador resolvent, que divergeix en aquest conjunt dens de valors
propis, ens trobem amb problemes molt similars als ja coneguts del conjunt
dens de ressonancies on es tenen desenvolupaments pertorbatius divergents
en el context KAM tradicional. Les demostracions i analisis de la localitzaci6
inspirades en la teoria KAM han estat desenvolupades per realitzacions tipi-
ques de potencials aleatoris en dimensions arbitraries, per forces d’interaccio
grans o energies elevades en dimensions arbitraries (vegeu e. g. [30]), aixi com
per potencials quasiperiodics en dimensio 1, descrivint electrons en quasicris-
talls, vegeu e. g. [28], [20], [61].

Un altre camp de la fisica que és notori pels problemes de teoria de per-
torbacions divergents i on les idees de tipus KAM estan comencant a jugar un
paper és la teoria quantica de Camps [33], [10].

Discussio

Hom troba una gran quantitat de questions al llarg d'una amplia bibliografia;
vegeu [7], [8], [53], [54], [64], [27]. Aqui ens restringirem a comentar-ne uns
quants.

Una qiiestié a esmentar és la diferéncia entre els casos n = 2in > 3.
Clarament, per a n = 2 el conjunt de nivell de la funci6 energia és 3 dimen-
sional i els tors lagrangians tenen dimensio 2. En el cas proper a integrable
aquests tors KAM generalment donen una foliacié en conjunts densos en lloc.
No obstant aix0, per a conjunts oberts de condicions inicials les corbes d’e-
voluci6 estan per sempre atrapades entre ells, la qual cosa implica estabilitat
adiabatica perpetua.

Per contra, per a n > 3 els tors lagrangians tenen codimensié més gran que
1 i les corbes d’evolucié poden escapar. Aixo efectivament passa en el cas de
la difusi6 d’Arnold [4], [8], [24].

Un altre tema fa referencia al moviment general a I’entorn dels tors KAM.
D’una teoria refinada de mitjanes se’n segueix que corbes d’evolucié properes
es mantenen a prop durant un temps exponencialment gran; vegeu Nekhoros-
hev [55]. CoHoquialment es diu que els tors KAM sOn «enganxosos».

Des dels inicis de la teoria KAM, se sabia que la teoria s’estén més enlla
del context hamiltonia de tors lagrangians. Aixi resulta que existeixen analegs
del teorema 3, e. g., per tors (isotropics) invariants de dimensié més baixa
en sistemes hamiltonians. Aqui, a part de les freqiiéncies internes dels tors
quasiperiodics, juguen també un paper les freqiiéncies normals i aquestes a
més intervenen en les condicions diofantines. Per a una discussio sobre el
paper dinamic de les corresponents ressonancies internes normals vegeu [13].

Hi ha hagut molt d’interés en la teoria KAM hamiltoniana del tors normal-
ment eHliptics [59], [38]. Aix0 també inclou situacions en que les freqiiéncies
normals tenen ressonancies fortes [37]. A més, han estat estudiats casos de
tors normalment parabolics. Els dos darrers casos involucren bifurcacions de
tors quasiperiodics, i en certs casos també bifurcacions a tors de dimensio
més alta [18], [34], [14], [15].
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S’obtenen resultats similars quan es consideren sistemes reversibles en lloc
de hamiltonians ([51], [54], [65], [17], [22]), 0 sistemes que sOn equivariants
respecte a certs grups de Lie. A més, com ja s’indicava a la secci6 3, també
existeixen teoremes KAM per a sistemes dinamics generals (dissipatius); ve-
geu la secci6 3. De fet un tractament amb algebres de Lie permet obtenir tots
aquests resultats de forma unificada. En general hom necessita parametres
externs per a tenir una bona teoria de persisténcia per a tors invariants quasi-
periodics. Vegeu [51], [52], [19], [18].

6 Hipotesi ergodica: una paradoxa?
Com un coroHari directe del teorema 3 tenim

4 TEOREMA En sistemes hamiltonians tipics amb n < o graus de llibertat, les
hipersupetrficies d’energia no son ergodiques pel flux hamiltonia.

Clarament, pel teorema 3 existeixen classes obertes de sistemes hamilto-
nians amb tors invariants, tals que la uni6 d’aquests tors té mesura (Liouvi-
lle) positiva a les hipersuperficies d’energia. Aixo porta a una descomposicio
d’aquestes hipersuperficies en diversos conjunts invariants disjunts, que con-
tradiu I'ergodicitat. Com a referéncia basica sobre teoria ergodica, e. g., vegeu
[8].

Aixi els tors KAM formen una obstrucci6 a I’ergodicitat i una qiiestioé és que
tan dolenta és aquesta obstruccié quan n — o. Aquesta qiiestio és important
en fisica estadistica, on s’estudien sistemes grans.

Una formulaci6 inicial de la hipotesi ergodica assegura que, tipicament, les
hipersuperficies d’energia de sistemes de moltes particules son ergodiques,
la qual cosa clarament no seria compatible amb el teorema 4. Per fixar idees
donem un exemple.

Un sistema xarxa

Considerem una xarxa Z C R, 1-dimensional amb oscilladors nolineals idéntics
situats als vertexs. Per simplificar pensem amb la xarxa situada sobre una
linia horitzontal, on a tots els vértexs pengen péndols identics sotmesos a la
gravetat vertical constant. També connectem els oscilladors veins més propers
amb molles febles. Aqui les constants de les molles poden ser o bé constants
0 bé decaure a infinit.

Sigui Ay <€ Z la caixa amb vertexs (—N, N). Llavors, per a M < N conside-
rem dos d’aquestes caixes Ay S An. «Trunquem» el sistema infinit omitent
tots els pendols fora de la caixa més gran Ay.

Primer considerem el sistema integrable associat a Ay, on totes les interac-
cions son negligides. Suposem que els oscilladors situats als vertexs en Ay
estan en moviment, mentre els altres estan en repos. A 'espai de fases aixo
correspon a un tor invariant 2M + 1-dimensional, que és normalment eHliptic.
A meés, les freqiiéncies normals estan en ressonancia 1:1:---: 1.
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Llavors posem en moviment les molles. Una versié adequada [37] del teore-
ma 3 ide [59] per aquest cas, dona la persisténcia d’aquests tors elliptics per a
valors petits de les constants de les molles. El corresponent tipus de moviment
és un «respirador» quasiperiodic; per a un tipus de moviment similar vegeu
[48]. La unio6 dels tors eliptics té mesura de Hausdorff 2(2M + 1)-dimensional
positiva.

La quiestio és ara quin és el comportament asimptotic de la ‘densitat’ d’a-
questa mesura quan N (i M) — o. Una resposta parcial a aquesta qiiestio [37],
diu que aquesta densitat decau exponencialment de pressa en N, mentre que
a més hi ha un decreixement polinomial en M.

5 REMARK Cal esmentar que la ressonancial : 1:...:1 d’aquest sistema dona
lloc a interessants bifurcacions quasiperiodiques [37].

Discussio

La conclusié d’aquest exemple és que 'obstruccio a I'ergodicitat donada per
la teoria KAM no és massa dolenta quan la mida del sistema tendeix a infinit.
Aix0 esta en la mateixa linia que un resultat previ d’Arnold [3].

Un altre problema és que passa en el limit quan N — oo, La teoria KAM per a
sistemes infinits esta ampliament desenvolupada [42], [39], pero els sistemes
amb xarxes infinites encara tenen molts secrets.

7 Conclusio

No podem acabar sense dir que Kolmogorov va ser un cientific universal. La
seva perdurable influéncia sobre I’estat actual en matematiques, fisica i altres
ciencies és enorme i aquest article només dona una idea del seu llegat. No
obstant aix0 creiem que és una part important, que encara esta en desenvo-
lupament. El paper de la hipotesi ergodica en mecanica estadistica ha resultat
ser molt més subtil del que s’esperava; vegeu e. g., [9], [31], [32]. Com a lectu-
res addicionals sobre teoria KAM, esmentem els textos introductoris [23], [49],
[47], [60]. També és recomanable la lectura de [18], [43] i [29].

L’autor agraeix a la Universitat de Barcelona i a la Université de Bourgog-
ne la seva hospitalitat durant la preparacié d’aquest article. El meu agraiment
també a Aernout van Enter i Floris Takens per les profitoses xerrades mantin-
gudes.
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