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El transport paraHlel: de Levi-Civita als nostres dies*™

CARLOS CURRAS BOSCH

1 Introduccio

En aquesta conferéncia tractarem d’'una de les idees fonamentals de la geometria
diferencial moderna com és el transport parallel en una varietat diferenciable, pero
per raons tant de simplicitat com, sobretot, d’intentar transmetre les idees geome-
triques d’aquest concepte, ens limitarem al transport paralel en superficies.

Lareferéncia principal utilitzada és el llibre de Tullio Levi-Civita Lezzioni di calcolo
differenziale assoluto de 1925. Sobre aquest llibre podem dir, seguint Levi-Civita, que
els seus pilars basics son el concepte de meétrica segons Riemann i «una férmula» de
Christoffel. Bona part del que hi ha en aquest text correspon al treball desenvolupat
per Ricci de 1887 a 1896, que fou aplicat a diferents qiiestions d’analisi, geometria
i fisica.

Del treball conjunt de Ricci i Levi-Civita resulta «Méthodes de calcul différentiel
et leurs applications» publicat a Mathematische Annalen, vol. 54 (1901). Aquesta
obra i d’altres portaren el calcul diferencial a un grau de desenvolupament suficient
com per que Einstein trobés el bagatge matematic que li permeté desenvolupar la
teoria de la relativitat.

2 Superficies. Geometria intrinseca

Una superficie és una porcio de R3 que pot ser descrita localment per un parell de
parametres. Aixo ho posarem de manifest, com quasi tot el que farem, per mitja
d’un exemple ben conegut, la superficie esférica S? (figura 1).

Utilitzant un aixecament vertical des del pla equatorial a I’hemisferi nord, descrit

en la forma (x,y) — (x,y,41 — x2 — y?2), portem les coordenades cartesianes del
pla a '’hemisferi superior.

* Resum de la llic6 inaugural del curs 1996-1997 a la Facultat de Matematiques de la Universitat de
Barcelona.
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FIGURA 1

Aquest exemple ens fa comprendre la necessitat de parlar d'una descripcio6 local
(per coordenades) de la superficie, ja que la «<naturalesa» d’aquesta superficie posa
de manifest la impossibilitat d'una descripci6é global de la mateixa.

Pero hem d’exigir més coses per tal de poder parlar d'una superficie. Demanarem
que per aquesta assignacié de coordenades la imatge de les corbes diferenciables
(regulars) del pla siguin corbes diferenciables a R? de la superficie. Aixi, per exemple,
no mirarem com a superficie la regi6 dibuixada a la figura 2, ja que les «punxes» que
poden presentar algunes corbes sobre la mateixa trenquen aquesta «regularitat».

S = 7

FIGURA 2

També demanarem que si prenem dues corbes, provinents de sengles direccions
independents en el pla, les direccions corresponents a la superficie siguin indepen-
dents, com ho eren les dibuixades abans sobre SZ2.

A més, com que volem estudiar propietats invariants per transformacions que
conserven la distancia, pensarem que la superficie és feta d’'un material flexible i
inextensible.

Com treballar en una superficie

No oblidem que ens trobem a R3; per tant, referirem els punts de la superficie a
les seves coordenades cartesianes (!, y2, y3) que seran expressades localment en
funci6 de les dues coordenades (x1, x2) del pla.
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Aixi doncs, els punts de la superficie vindran expressats per

yl _ yl(XI’XZ), y2 _ yZ(XI’XZ), y3 _ yS(XI’XZ)_

Element de longitud

Siguin P i P’ dos punts infinitament proxims sobre la superficie S (figura 3).

FIGURA 3

P=()~xHiP =yl +dy') ~ (x) +dxJ).
Les lleis de derivaci6 ens diuen:

Syt
dy'= > Zi/jdxf, i=1,2,3.
Jj=1

Calculant el quadrat de la distancia entre P i P’ tenim:

"y = = e — —_— . = J
d<(P,P’) =ds El(dy ) j’k§=1(i§=1 3 3 p)dx7dx”.

: 3 oyl oyl ,
Sifem gji = Xi_; 5% - 52, tenim
2
ds? = > gjidxidx*.
J.k=1

Aquesta és I'expressio general del quadrat de la distancia entre dos punts infini-
tament proxims. Podem pensar que al variar el punt P’ variaran els valors dels dx/.
Per adonar-nos que no té res d’estrany I'expressio trobada, calculem-la en el cas que
la superficie sigui el pla, i trobarem una expressié ben familiar:

Els punts del pla els podem parametritzar per

1 2

yl=xt, y?P=x% =0

ara repetint el calcul anterior trobem
ds® = (dx")* + (dx*)*

que és I’expressio ja coneguda de la distancia al quadrat en espais euclidians.



30 Carlos Currds Bosch

Direccions tangents en un punt d’una superficie
Siguin P i P’ dos punts infinitament proxims damunt d’una superficie S (figura 4).
Com abans, P = (y!) ~ (x7), P’ = (y* +dy') ~ (x) + dx’). Si ara fem

Al = dx! dx?

ds’ “*7 ds

observem que si multipliquem dx! i dx? per una constant k, els valors de Al i de
A2 romanen invariants. (A!,A2) correspon doncs a un vector de longitud 1 en la
direcci6 de la corba que uneix P amb P’. Aquests vectors ens els podem imaginar
associats a totes les corbes per P, i aixi descrivim un pla que és el pla tangent a S en
el punt P.

=

FIGURA 4

Es pot veure facilment que si tenim dues direccions tangents (A!,A2), (ul, u?),
corresponents a dos punts infinitament proxims a P, P’ i P”’, ’expressio

2 . .
> gijAiwd
i=1

és el cosinus de I'angle que formen aquestes direccions. Per tant, el terme ds? ens
diu com funciona el producte escalar en cada punt de la superficie.

Propietats intrinseques

Anem ara a parlar breument del que s’entén per propietats intrinseques d’una su-
perficie. S’anomena propietat intrinseca d’'una superficie aquella que es conserva
per moviments de la mateixa compatibles amb el fet de ser flexible i inextensible.
Aquests moviments evitaran per tant trencaments en la superficie i també autoin-
terseccions.

Aixi, per exemple, si considerem dues corbes sobre la superficie S que es tallen
en el punt P i hi apliquem una deformaci6 valida, és evident que se seguiran tallant.

Si entenem com a distancia entre dos punts d’'una superficie la més petita de les
longituds dels arcs de corba que sobre la superficie uneixen aquests dos punts, com
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que les deformacions que apliquem sén compatibles amb el fet de ser inextensible,
aquestes conservaran les distancies entre els punts i, en conservar-se les distancies,
també s’hauran de conservar els angles entre direccions tangents.

Si tenim en compte que els elements fonamentals per I'estudi de les propietats
metriques d'una figura son:

a) la distancia entre punts infinitament proxims i
b) I'angle entre dues direccions qualsevol

(ja que d’aix0 podem deduir longituds per integracio de ’element de longitud, arees
per integraci6 d’arees de petits rectangles, etc.), veiem, en definitiva, que el coneixe-
ment de ds? ens determinara les propietats intrinseques de la superficie. Per tant
«tot allo que puguem dir d’'una superficie i que sigui expressable en termes de ds?,
sera intrinsec».

Superficies desenvolupables

Per tal d’introduir la noci6 de transport parallel sobre una superficie, necessitem
tractar un tipus particular de superficie que és el de les anomenades desenvolupables.

Aquestes son les que es poden fer coincidir, almenys localment, amb una regio
d’un pla sense trencar-les ni autointersecar-les (figura 5).

AN\

FIGURA 5

Per aquestes superficies és evident que podem agafar coordenades locals de ma-
nera que el seu element de longitud es pot expressar com

ds? = (dx1)? + (dx?)2.

Un altre exemple

Imaginem una familia infinita de plans que depenen d’un parametre. Siguin w1, w2,
ws3,..., plans successius d’aquesta familia corresponents a increments infinitesi-
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mals del parametre i g1, g2,93,--. , les seves interseccions (figura 6).
g3
9,
gl
FIGURA 6
El lloc geometric de totes aquestes linies g1, g2, 93,..., €5 veu que és una super-

ficie que s’anomena superficie envolupant de la familia de plans.

En una primera aproximaci6é podem pensar la superficie com formada per infini-
tes d’aquestes porcions planes i aplicant successives rotacions a aquestes porcions
planes, primer respecte a g;, després respecte a g, etc., aconseguim aplicar I'es-
mentada superficie en un pla, amb la qual cosa veiem que es tracta d'una superficie
desenvolupable. Un bon exercici referent a aquesta qiiestié pot ser trobar les super-
ficies generades per la familia de plans tangents a la superficie esférica S? al llarg
primer d'un cercle maxim (penseu en la circumferéncia equatorial), en aquest cas
obtindrem el cilindre circumscrit a S2, i després al llarg d’'un parallel de S2, cas en
qué obtindrem el con circumscrit a S? al llarg d’aquest paralel (figura 7).

Anem ara a parlar d’'un concepte geometric, que esta implicit en tot allo fet fins
ara, i que ens servira per introduir més endavant la nocié de transport parallel:

Superficie desenvolupable circumscrita al llarg d’'una corba

Donada una corba y en la superficie S, considerem la familia de plans tangents a
la superficie al llarg de y, és a dir, que aquesta familia de plans la podem pensar
parametritzada amb el mateix parametre que y. La superficie envolupant d’aquesta
familia de plans s’anomena superficie circumscrita a S al llarg de y i pel que hem
dit abans és una superficie desenvolupable. En els dos exemples abans descrits
el cilindre i el con son les superficies desenvolupables circumscrites al llarg de la
circumferéncia equatorial i el parallel respectivament.

3 Transport paraktel

Anem a introduir, seguint Levi-Civita, el transport paralel en una superficie de R3.
Tot el que es pretén és estendre la nocio ja coneguda de paraHelisme en R? a una
superficie.
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FIGURA 7

Comencem introduint aquesta nocio6 per una superficie desenvolupable qualsevol
S4. Recordem que aquestes superficies es poden fer coincidir, almenys localment,
amb una regio de R2. Per tant, utilitzant aquesta transformacié d’una porcio de la
superficie en una regio de R?, podrem parlar de paralelisme sobre la superficie.

Si intentem portar aquesta idea a una superficie qualsevol, la manera més natural
sembla que sigui utilitzant la superficie desenvolupable circumscrita al llarg d’'una
corba, la qual cosa ens obliga, a partir d’ara, a parlar de transport parallel al llarg
d’una corba. Veiem com fer-ho:

Sigui y una corba sobre la superficie S que uneix dos punts P i P', sigui Sy la
desenvolupable circumscrita al llarg de y. Aquesta superficie, com que ja té establerta
la nocio de parallelisme, ens permet establir vectors parallels a P’ respecte de vectors
a P. Tenim doncs definit el concepte de vector parallel a P’ respecte d’un vector a P.
El vector de P’ es dira transportat parallel del vector de P al llarg de y.

Remarca

Com sigui que en el paraHelisme habitual de R? es conserven les normes dels vectors
i també els angles que puguin formar entre ells, i en tot aquest procés el que fem és
traslladar a la superficie el paralelisme de R?, veiem que en la definici6 que acabem
de donar es conservaran també les normes i els angles.
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Exemples

Considerem primer el transport paralel al llarg de I'equador de S2. Si desenvolupem
el cilindre sobre el pla tal com hem fet abans, I’equador s’aplica en una linia recta.
Per tant el vector tangent a I’equador sera parallel al llarg de la corba i, donat que els
angles es conserven, també ho sera el vector perpendicular, que sobre S? correspon
al vector tangent al meridia. Es tracta doncs d'un transport paralel que podem
considerar trivial (figura 8).

FIGURA 8

Si fem el mateix amb un paraHel sobre S?, la porcio de paralel que considerem
se’'ns aplica en un arc de circumferencia, tal con s’indica a la figura, i veiem que
el transportat paralel del vector tangent a P ja no és el vector tangent a I'arc de
circumferéncia a P’. De fet ha experimentat una rotacio, que es pot veure que depén
de I'obertura del con circumscrit i per tant de quina sigui la latitud del paralel (figura
9).

FIGURA 9o

Un dels primers dubtes que tenim després de donar aquesta definicio és el de
I'estreta dependéncia del transport parallel respecte del cami y escollit. Més concre-
tament, imaginem dos camins que uneixen P amb P’ (figura 10): La «naturalesa»
diferent d’aquests dos camins ens indica que possiblement el transport dependra
del cami escollit, intervenint en aquesta qiiestio diferents consideracions de caire
global sobre la superficie. Aquest fet no és nou; aixo ja és aixi per exemple per al
concepte de treball en Fisica. En efecte, el treball s’obté integrant una expressio de
la forma

Xidx! + X»dx?;



El transport paraHel 35

aquesta integral entre dos punts depen, en general, del cami escollit entre els punts.
Amb el parallelisme succeeix quelcom semblant.

FIGURA 10

Ara bé, localment, és a dir sempre que no ens allunyem massa d’'un punt donat,
el transport parallel no depen del cami escollit. L’enunciat classic d’aquest fet el
podem expressar aixi:

El transport paralel entre punts infinitament proxims només depén de ds?.

Anem a donar una idea de com provar-ho: S’anomena geodésica a la corba tal
que la longitud del seu arc entre dos punts suficientment proxims és igual a la seva
distancia, és a dir, la geodeésica entre dos punts és la corba de longitud minima entre
aquests. La geodésica es desenvolupara sobre la superficie circumscrita en una linia
recta (figura 11) i per tant la direcci6é tangent a una geodesica és paraHela al llarg de

FIGURA 11

la geodeésica. Tenim doncs la segiient

1 PROPIETAT Les geodeésiques son corbes autoparalleles i es pot veure que aquesta
propietat les caracteritza.

El fet anterior i la conservaci6 dels angles pel transport parallel determina el
transport paralel al llarg d’'una geodésica.

Siguin ara P i P’ dos punts infinitament proxims sobre S (figura 12).

La desenvolupable circumscrita a tota corba entre P i P’ ’aplicarem en el pla per
mitja d’'una rotacié a w’ al voltant de g. Aixo no dependra per tant de quina sigui
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FIGURA 12

la corba entre P i P’; podem prendre doncs la geodésica entre P i P’ i el transport
parallel al llarg d’aquesta només depén de ds?, ja que el fet que una corba sigui una
geodésica només depén de ds?.

El transport paralel pot servir-nos ja per adonar-nos de diferencies geometriques
entre superficies. Aixo és conseqiiencia del fet que el transport parallel depén de
ds?.

Considerem primer el cilindre (recordem que és una superficie desenvolupable):
si agafem la referencia ortonormal {X, Y}, on Y és tangent a la recta generatriu del
cilindre en el punt P, i fem el seu transport paralel de X al llarg del cami indicat (on
t és el parametre lligat a la longitud de I’arc), veiem que torna a la mateixa posicio, i
aixo per petit que sigui el valor de t. Si diem 7;(X) el transportat paralel observem,
per exemple, que 1:(X) - Y = 0, per qualsevol t (figura 13).

FIGURA 13

Ara bé, si fem una operacio similar sobre la superficie esféerica, només ens cal
recordar la no-trivialitat del transport parallel al llarg dels paraHlels per comprendre
que ara el producte escalar anterior 1; (X) - Y no sera zero i si ho calculem, ho dividim
per t2 i fem el limit quan t — 0, surt una quantitat constant, és a dir que no depén
del punt P que agafem.

Aquesta diferéncia local que hem establert entre ambdues superficies i que és de
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naturalesa intrinseca, ja que com hem repetit diverses vegades el transport paral-
lel entre punts proxims només depén de ds?, és deguda als valors diferents de la
curvatura de Gauss en ambdues superficies. Sirecordem la definici6 de la curvatura
de Gauss, aquesta es fa emprant aspectes no intrinsecs. Aixo dit fins aqui es pot
considerar com un apunt sobre un dels teoremes més importants de la teoria de
superficies, 'anomenat teorema egregium de Gauss.

Dit aix0, voldria comentar rapidament com, una vegada tenim establerta la noci6
de transport parallel al llarg d’'una corba, podem derivar camps vectorials respecte
de vectors tangents simplement mesurant la variacié del transportat paralel del
camp al llarg de qualsevol corba integral del vector pel punt. Tenim aixi una llei de
derivacié anomenada derivacio covariant que permet treballar sobre la superficie.
S’observa llavors una dualitat entre el fet de tenir el transport paralel i el tenir
aquesta llei de derivacio.

Aquestes idees es replantegen sobre les varietats diferenciables, arribant-se al
concepte de connexi6 lineal que permet 'estudi de les mateixes.
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