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Equacions en derivades parcials, geometria
i control estocastic*™

XAVIER CABRE

1 Introduccio

Les equacions eHiptiques completament no lineals (fully nonlinear elliptic equations
en anglés) son equacions en derivades parcials de la forma F(D?u,Du,u,x) = 0
caracteritzades per ser altament no lineals —i alhora eHiptiques— en les sego-
nes derivades D?u de la funci6 incognita u = u(x). L’equacio de Monge-Ampére
(detD?u = f(x) > 0)iles equacions de Bellman en son exemples importants. Apa-
reixen en diferents camps de I’analisi, la geometria i la teoria de probabilitats: estudi
de la curvatura de varietats, optimitzacio del transport de masses (o de ’assignacio
de béns en matematica financera), control optim de processos estocastics, etc.

L’any 1979 Krylov i Safonov [22, 23] van demostrar la desigualtat de Harnack per
a equacions eliptiques lineals amb coeficients mesurables, i escrites en la forma
aij(x)oiju = f(x) (nondivergence form elliptic equations, en angles). Aquest re-
sultat important, junt amb l'estimacié d’Alexandroff-Bakelman-Pucci per al mateix
tipus d’equacions lineals, va permetre desenvolupar una teoria de la regularitat per
a les solucions d’equacions eHiptiques completament no lineals. Van ser Evans [14]
i Krylov [20, 21] qui obtingueren, cap al 1982 i de manera independent, una estima-
ci6 C2* a linterior per a les solucions d’equacions convexes F(D?u) = 0. Aquest
resultat clau va anar seguit d’altres treballs sobre I'existéncia i la regularitat de solu-
cions per a equacions més generals de la forma F(D?u, Du,u, x) = 0. Citem, entre
altres, les contribucions de Caffarelli, P. L. Lions, Nirenberg, Safonov, Spruck, Tru-
dinger i Urbas. L’article [7] de Caffarelli estén la teoria de Schauder i la teoria L? de
Calderén-Zygmund al context completament no lineal.

També durant els anys vuitanta, Crandall i Lions [12] i Evans [13] van desenvolu-
par el concepte de solucio6 feble per a equacions completament no lineals. Es tracta
de les anomenades solucions de viscositat, que en la teoria completament no lineal
juguen el paper que les solucions d’energia tenen en la teoria d’equacions variacio-
nals. La unicitat de solucié de viscositat per al problema de Dirichlet és un resultat
delicat que va ser demostrat per Jensen I’any 1988.

* Conferencia pronunciada a la Segona Trobada Matematica de la Societat Catalana de Matematiques,
que va tenir lloc a la seu de I'Institut d’Estudis Catalans el mar¢ de 1999.
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En aquestes notes comencarem presentant els principals tipus d’equacions el-
liptiques no lineals, per situar millor les completament no lineals. A continuacio,
descriurem les idees i resultats principals de la teoria de la regularitat per a equaci-
ons eliptiques completament no lineals. Per veure exposicions molt més detallades,
el lector pot consultar els llibres [10] i [17]. Indicarem també que, per a equacions
F(D?u) = 0 no convexes, qiiestions essencials sobre la regularitat de solucions
resten encara obertes. Finalment, presentarem tres aplicacions recents de la teo-
ria completament no lineal a ’estudi del transport optim de masses, al problema
isoperimetric classic i als principis del maxim.

2 Equacions eHiptiques completament no lineals

2.1 Equacions semilineals, quasilineals i completament no lineals

Existeixen tres tipus principals d’equacions eliptiques no lineals de segon ordre,
que es diferencien pel seu grau (successiu) de no linearitat:

e Equacions semilineals, com ara
Au = gu(x,u). 1)
e Equacions quasilineals, com ara
0i(Gp,(DU)) = gu(x,u). (2)
e Equacions completament no lineals
F(D?>u,Du,u,x) =0
com, per exemple, 'equacié de Monge-Ampeére

detD?u = f(x) > 0. (3)

Aqui i al llarg d’aquestes notes, u = u(x) és una funcié real, definida en un do-
mini (i. e., un obert connex) Q de R". Seguint la convencié habitual, no escrivim els
sumatoris per a indexs repetits; per exemple, 7' | a (2). Denotem per

52
D%u = (aXiaL;J) = (aiju)

la matriu hessiana de u, i per Au = 01U + - - - + 0ynu el laplacia de u. Hem desig-
nat també per a g, la derivada de g respecte la variable u, i per G, les primeres
derivades parcials de la funci6 G = G(p), p € R™.

El laplacia Au, que apareix a (1), és lineal en la solucio u. L’operador

3i(Gp, (DU)) = Gpyp, (DU) 31

enl’equacio6 (2), en canvi, no és lineal en u, pero és lineal com a funci6 de les segones
derivades de u. Finalment, 'operador de Monge-Ampére det D?u no és lineal en les
segones derivades de u.

Les equacions semilineals i quasilineals son sovint les equacions d’Euler-Lagrange
d’'un funcional del tipus

I(u) = JQL(Du(x), u(x),x)dx,
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on L s’anomena lagrangia (vegeu [15], [17] o [25] per a més detalls). Per exemple,
I’equacio de Poisson no lineal (1) és I'’equacio d’Euler-Lagrange de I, que correspon al
lagrangia L = (1/2)|Dul|? + g(x,u). Aix0 es comprova facilment si es fa la derivada
de I(u + €v) respecte a &, posant € = 0 i finalment s’integra per parts. D’altra
banda, I'’equaci6 quasilineal (2) correspon al lagrangia L = G(Du) + g(x,u). Quan G
és quadratica s’obté, per tant, I’'operador laplacia. A la secci6 2.2 estudiarem 1’eHip-
ticitat de (1), (2) i (3). A la secci6 2.3 presentarem exemples concrets d’aquests tipus
d’equacions.

En escriure les equacions d’Euler-Lagrange de I, usem la técnica d’integraci6
per parts i, per tant, els termes de segon ordre d’aquestes equacions sempre s’es-
criuen en forma de divergeéncia. Per exemple, a (1) tenim Au = divVu = divDu,
mentre que el primer membre de (2) es reescriu divDG(Du). Aquestes equacions
s’anomenen, per tant, equacions elliptiques en forma de divergéncia, o també equa-
cions elliptiques variacionals, i ja disposaven als anys seixanta d’una teoria d’exis-
téncia, unicitat i regularitat de solucions. Els resultats d’existéncia estan basats en
els metodes classics del calcul de variacions; és a dir, la minimitzacié del funcional I
—sovint anomenat funcional d’energia en teoria d’equacions en derivades parcials.
Les nocions de solucio6 feble (solucions distribucionals i solucions d’energia) es ba-
sen essencialment en la técnica d’integracio per parts. Les qiiestions sobre la regula-
ritat de solucions tenen les desigualtats de Sobolev com a eina essencial, i han estat
desenvolupades durant el segle XX per molts autors (vegeu [17] per a una exposicio
detallada). Citem els resultats desenvolupats als anys seixanta per De Giorgi, Nash i
Moser, que constitueixen una forta teoria lineal subjacent a les equacions quasiline-
als i que tracta sobre equacions eHiptiques lineals amb coeficients mesurables i en
forma de divergencia

di(aij(x)ojv) = f(x). 4)

Adquestes técniques variacionals no es poden aplicar, en canvi, a equacions com-
pletament no lineals, en primer lloc perque es tracta d’equacions que en general no
estan escrites en forma de divergéncia. Al mateix temps, la teoria variacional no és
conseqiiéncia de la teoria completament no lineal. S6n doncs teories independents,
i utils en situacions diferents.

2.2 Per qué equacions lineals amb coeficients «mesurables»?

La manera de demostrar la regularitat de les solucions d’equacions eHiptiques no
lineals es basa en la idea segiient. Es pot considerar I’equacié no lineal per a la
funcié u com una equacio6 lineal (també per a u, o bé per a les derivades dyu de u)
amb coeficients que depenen de la funcié u. No es pot suposar llavors que aquests
coeficients siguin regulars, ja que depenen de u i estem intentant, precisament,
demostrar la regularitat de u. Es per aquesta rad que és essencial estudiar equacions
lineals amb coeficients «mesurables». Escrivim «mesurables» entre cometes perqué
el que realment es porta a terme consisteix a suposar que els coeficients sén prou
regulars i llavors, sota aquesta hipotesi, es pot demostrar estimacions (per a la
solucié u o dxu de I'equacio lineal) independents dels moduls de continuitat o de
regularitat dels coeficients.

IHustrem aquestes idees amb els exemples quasilineals i completament no line-
als anteriors. Si derivem 1'’equacio6 (2) respecte a la variable x; obtenim

0i{Gp,p; (Du(x)) ojur} = f(x) on uy:=adku,
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f(x) = ox{gulx,u(x))},i Gyp,p; designen les segones derivades parcials de la fun-
ci6 G. Aquesta és una equacio6 lineal per a uy del tipus (4) —és a dir, en forma de
divergéncia— amb coeficients a;;(x) := Gp,p,(Du(x)), que depenen de les primeres
derivades de u. L'equacio és elliptica si les matrius (a;;j(x)) son definides positives,
la qual cosa sera sempre certa (independentment de la regularitat de u) si la funcié
G és estrictament convexa.

En el cas de I'equaci6 de Monge-Ampere (3), fent la derivada 0y de I'’equacio,

resulta 3 f ()
.. X

D2u(x))¥ djiup = —* """ on uy = opu

( (X)) 0ijux det Du(x) k k
i (D?u)Y denota I'element ij de la matriu inversa de D?u (si existeix la inversa).
Hem usat que (det D?u) (D?u)% és el menor o cofactor de 9;;u en la matriu Du,
per la regla de Cramer. Hem obtingut, doncs, una equacié lineal per uy pero, a
difereéncia del cas anterior, no esta escrita en forma de divergencia siné en la forma

aij(x)0ijv = F(x), (5)

on v = up = okU i a;j(x) = (D?>u(x))¥. L'equacio és eHiptica si, per a tot x,
la matriu (D?u(x))~!, o equivalentment (D?u(x)), és definida positiva. Aix0 sera
cert quan u sigui una funci6 estrictament convexa. Es per aquesta rad que sem-
pre considerarem I'equacié de Monge-Ampere (3) amb f > 0 i cercarem solucions
u estrictament convexes. No és coneix practicament res sobre 'equaci6 (3) per a
funcions f que canvien de signe.

Hem vist, per tant, I'interées que té considerar equacions lineals amb coeficients
mesurables, i també hem vist que les teories lineals subjacents, a les equacions
quasilineals i a les completament no lineals, estudien objectes (4) i (5) essencialment
diferents. Notem que (4) es reescriu a;;(x) 0;;v + (0;a;;(x)) 0jv = f(x), que és una
equaci6 del tipus (5) afegint-hi un terme de primer ordre. Aixo, pero, no té sentit
si a;j son només mesurables o, millor dit, si volem estimacions independents del
modul de continuitat, i en particular de diferenciabilitat, dels coeficients a;;.

2.3 Curvatura de varietats

L'estudi de la curvatura de varietats riemannianes condueix sovint a equacions el-
liptiques no lineals. Considerem, per exemple, el problema d’establir condicions
a satisfer per una funcio K € C*(Q), amb Q C R?, que garanteixin que K és la
curvatura de Gauss per a alguna metrica g a ). Aquest problema es pot resoldre
cercant la metrica g de manera que sigui conformament equivalent a la meétrica
euclidiana estandard go a R?, escrivint g = e?*gg amb u: Q — R. Llavors K és la
curvatura de Gauss per a la métrica g si i només si existeix una solucié u = u(x) de

Au = —K(x)e", x € Q c R?

—una equaci6 semilineal, del tipus (1). Aquest métode també es pot aplicar per a
cercar metriques amb curvatura de Gauss K, prescrita sobre superficies arbitraries;
vegeu [18].

Un segon exemple ve donat per 'equaci6é de superficies o varietats minimes. El
grafic d'una funci6é y = u(x), on u: Q c R" — R, és una varietat minima (és a dir,
amb curvatura mitjana nula) si

aiu _
T pume) <0 8 9
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Aquesta és I'equacio d’Euler-Lagrange del funcional d’area I (u) = [o(1+|Dul?)'/2dx
(vegeu [17]). Es tracta d’'una equaci6 quasilineal, del tipus (2).

D’altra banda, el grafic de u tindra curvatura de Gauss K (x) quan u sigui soluci6
de I’equacio

F(D?u,Du, x) :=detD?u —K(x)(1 + |[Dul®>)™*2/2 =0 a Q, (6)

que s’anomena equacio de curvatura de Gauss prescrita. Aquesta és una equacio
completament no lineal de tipus Monge-Ampere.

2.4 Control optim estocastic

Les equacions de Bellman, també anomenades de Hamilton-Jacobi-Bellman, séon
equacions eliptiques completament no lineals, que apareixen en problemes d’op-
timitzacié estocastica. Sense entrar en detalls técnics, tenim que I'estat X; d'un
sistema ve donat per la soluci6 d'una equaci6 diferencial estocastica, que depén
d’'un cert control &, on ¢ = & € A és un procés estocastic i A és un espai metric
compacte. Es vol restringir ’estat X; del sistema a romandre dins un obert Q de
R”. S’atura doncs el procés X; en el moment T de sortida de Q, i es considera una
funci6 de cost

70, ) =EJO Fu(Xp) dt,

on x = X és I'estat inicial.
L’objectiu és minimitzar el cost J entre tots els controls « possibles i, per tant,
es considera la funci6 de cost optim

u(x) = inf J(x,x) per x €Q.
xeA

El principi de la programaci6é dinamica estableix que u és soluci6 de 1'equacio de
Bellman
F(D?*u,x) := inf {Lou(x) + fu(x)} =0, )
xe

on, per a cada x € A,
Lou = (Z,f}(X)aiju

és un operador lineal eHiptic. Els coeficients a{; es calculen a partir dels coeficients
de I'’equacio diferencial estocastica (vegeu [19] per a més detalls).
D’altra banda, la teoria de jocs diferencials estocastics condueix a les equacions
d’Isaacs
F(D%u,x) := sup inf {Lapu(x) + fap(x)} =0 (8)
BeB XA

(vegeu [24]).
2.5 EHipticitat uniforme
Considerem equacions de la forma
F(D*u(x),x) =0 pera xecQ, (9)

onu: Q — R és una funcié definida en un domini @i. e., un obert connex) Q de R™.
Recordem que D?u denota la matriu hessiana de segones derivades parcials de u.



12 Xavier Cabré

L’operador F = F(M, x) és una funci6 real definida a S;; X Q, on S, designa I’espai
de matrius n X n, reals i simetriques.

Una solucié classica de (9) és una funci6 u de classe C? a Q que satisfa (9).

Per tal de simplificar la presentaci6, hem considerat operadors F que només
depenen de D2u i de x, pero les mateixes idees que descriurem s’apliquen a equa-
cions de la forma F(D?u,Du,u,x) = 0. Per poder desenvolupar una teoria de la
regularitat és essencial suposar que ’equaci6 (9) és uniformement elliptica, és a dir:

1 DEFINICIO Direm que F és uniformement eHiptic si existeixen dues constants posi-
tives 0 < A < A (anomenades constants d’eHipticitat) tals que

AlIN|| = F(IM + N,x) — F(M,x) <A|N|| peratota N =0, (10)

per a tota matriu M € S,, i per a tot x € Q. Aqui N = 0 vol dir que N es una matriu
simétrica definida positiva o nulla, i |N|| és el seu valor propi més gran.

La condici6 (10) implica que F és estrictament creixent com a funci6 de la varia-
ble M € S;; és a dir,

M <M, = F(M;,x)<F(My,x) peratot x €Q, (11)

on hem considerat 'ordre usual a S;; (M; < M» si My — M; és definida positiva).
Aquesta propietat és conseqiiencia de la primera desigualtat de (10), prenent M =
M, i N = M, — M;. També és facil comprovar que I’eHipticitat uniforme (10) implica
que F és una funcio6 globalment Lipschitz en la variable M, uniformement en x € Q;
vegeu [10].

El primer exemple d’operador uniformement eHiptic és, evidentment, el laplacia:
F(D?u) = Au = 011U + - - - + OnnuU. A trets més generals, sigui L un operador lineal
de la forma

Lu = aij(x)aiju
on (a;;j(x)) és, per a cada x € (, una matriu simetrica, definida positiva, que té
tots els valors propis a l'interval [A,A], en qué 0 < A < A s6n constants. Es a dir,
suposem que

AlEI2 < aij(x)&E < AIE?  VxeQ VEeR". (12)

Es facil comprovar que, en aquest cas, L és uniformement eHiptic (en el sentit de la
definicio 1) amb constants d’eHipticitat iguals a A i nA. Notem que aqui ’operador F
és donat per I'expressio

F(M,x) = aij(x)m;j = tr(A(x)M),

on A(x) = (aij(x)), M = (myj) i tr denota la traca d’'una matriu.

En les definicions dels operadors de Bellman (7) i d’Isaacs (8), sempre suposarem
que A i B son conjunts arbitraris, i que Ly = af}(x)aij iLag = af‘jﬁ(x)aij satisfan
(12) amb constants A i A, independents de x, de « i de B. Tenim llavors que els
operadors de Bellman i d’Isaacs son uniformement eHliptics, per que la condicio (10)
és estable en prendre infims i suprems.

Existeix, pero, una diférencia important entre aquestes dues families d’opera-
dors. En ser I'infim d’operadors lineals, I'operador de Bellman és concau en la va-
riable M (és a dir, per cada x € Q, F(-,x) és una funci6 concava a S;). En canvi,
I'operador d’Isaacs no és, en general, ni concau ni convex.
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Hem vist, també, que la definici6 d’eHipticitat permet que F no sigui diferenciable
respecte a la variable M, ja que els operadors de Bellman i d’Isaacs no ho so6n en
general (en ser infims i suprems d’operadors lineals). Ara bé, és util tenir present
la caracteritzacio segiient d’eHipticitat per a operadors de classe C!, basada en la
nocio d’operador linealitzat. Suposem que F és de classe C!, i estenem F a tot 'espai
de matrius reals n x n; per exemple, per 'expressio F(M,x) = F((M + M%) /2,x).
Llavors F és una funcié de n x n variables reals m;; i de x € Q. Considerem la
derivada parcial de F d’ordre 1 respecte a la variable m;;, i denotem-la per

oF

Fij(M,x) = v
ij

(M, x).

Es pot comprovar que si F és uniformement eHiptic en el sentit de la definici6 1
llavors

AlEI? < Fij(M,x)&& < AIEI?  VMeS, VxeQ VEeR". (13)

I viceversa, si F satisfa (13) llavors F és uniformement eHiptic amb constants d’el-
lipticitat A i nA.

L’operador de Monge-Ampere F(M) = det M no satisfa, a diferencia dels de Bell-
man i d’Isaacs, la hipotesi d’ellipticitat uniforme de la definici6 1. En efecte, F;;j(M)
és el cofactor o menor de 'element ij de M. Per tant, F;j(M) = (detM) mi per a
la regla de Cramer, on (m%) designa la matriu inversa de M (si existeix). En con-
seqiiéncia, I'operador de Monge-Ampeére és elliptic només en el con de les matrius
definides positives —és a dir, és eliptic quan actua sobre funcions u estrictament
convexes. Notem que, per tal que I'equacié detD?u = f(x) admeti una solucio
estrictament convexa, cal suposar f > 0. Tindrem 1’eHipticitat uniforme de I'opera-
dor, quan haguem afitat els valors propis de D?u inferiorment i superiorment per
constants positives.

Malgrat que I'operador de Monge-Ampeére no és uniformement eHliptic en el
sentit de la definicié 1, els resultats de la teoria uniformement eliptica, que des-
criurem a continuacio, es poden adaptar a equacions de tipus Monge-Ampere amb
f > 0. Assenyalem també, que escrivint 'equacié de Monge-Ampére en la forma
logdet D?u = log f(x), el nou operador G(M) = logdet M és concau en el con de
matrius simetriques definides positives (vegeu [10]).

Una conseqiiéncia de I'eHipticitat és el principi del maxim —una eina essencial
en la teoria d’equacions eliptiques de segon ordre. Aquest principi s’enuncia de la
manera segient:

2 PROPOSICIO Suposem que Q C R™ és un domini acotat i que u,v € C2(Q) n C(Q).
Llavors

F(D*u(x),x) = F(D*v(x),x) a Q = sup(u—v) <sup(u—7v).
Q o)

En particular, si suposem F(0,x) = 0 a Q i F(D*u(x),x) = 0 a Q llavors u assoleix
el seu maxim a la vora 0Q).

La demostracio és la segiient. Si tinguéssim que (1 —v)(xg) > supzq(u —v) amb
xo € Q, llavors w(x) := u(x) —v(x) + €|x — x¢|%/2 també tindria un maxim interior
x1 € Q si € és prou petit (doncs w(xp) > supyg w per € petit). Tindriem llavors
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D?w(x1) <0, és a dir, D2u(x;) < D?v(x1) — €Id < D?v(x;). La monotonia estricta
(11) de F implica que F(D?u(x1),x1) < F(D?v(x1),x1), que és una contradiccio
amb la hipotesi F(D?u(x),x) = F(D?v(x),x) per a tot x € Q.

El principi del maxim té com a conseqiiéncia immediata la unicitat de solucio
u € C%2(Q) N C(Q) (en cas d’existir) per al problema de Dirichlet

F(D*u,x) = 0 aQ
u = @ ao.

3 Teoria de la regularitat

Quan u és solucié d’'una equacio eHiptica de segon ordre s’espera, en general, poder
controlar les segones derivades de u per I'oscillaci6 (o, diguem, la norma L) de u.
Comencem suposant que u és una soluci6 feble (per exemple una soluci6 en el
sentit de les distribucions) de 'equaci6 de Poisson

Au=f(x) a By cR"™, (14)

on B; designa la bola unitat oberta de R™. Si f és Holder continua amb exponent
o € (0,1), que denotarem per f € C%(By), llavors totes les derivades segones de
u (no nomeés la combinaci6 de derivades Au = 011U + - - - + Opnu) SON també C a
By; és a dir, u € C%%(By). La condicié 0 < & < 1 és essencial, perqué és un fet que
aquesta propietat no és certa en els casos « = 0i &« = 1. Aquest primer resultat de
regularitat prové, de fet, de 'estimacié segiient a l'interior («interior» en el sentit
que no arribem fins a la vora 0Bj). Si u és soluci6 de (14) llavors

||u||cz,o<(§1,2) < C{llullemy) + 1flca@y s (15)

on C és una constant, que només depén de la dimensio i de «. Aqui B; /2 denota la
bola de radi 1/2 amb el mateix centre que B;. Aquesta desigualtat és conseqiiéncia
d'una estimaci6 per al potencial newtonia v de la funci6 f i d’'una estimaci6é per a
la funcié harmonica u — v.

Tenim, a continuacio, la teoria de la regularitat de Schauder, que estableix I'esti-
maci6 (15) i la regularitat u € C>* per a tota solucié u d’una equacio lineal unifor-
mement eHiptica amb coeficients variables,

aij(x)ojju = f(x) a By CR", (16)

amb f € C*, sota la hipotesi que els coeficients a;; € C*(B;). La constant C a (15)
depén ara de n, de les constants d’eHipticitat A i A a (12), i també de les normes
C% dels coeficients a;j. A causa d’aquesta hipotesi de continuitat holderiana dels
coeficients, la teoria de Schauder s’ha d’entendre com una teoria de regularitat per
petites pertorbacions del laplacia. De fet, les estimacions de Schauder es demostren
escrivint 'equaci6 a;;(x)0;ju = f(x) com

aij(x0)0iju = f(x) := {a;j(xo) — aij(x)} d;ju + f(x),

técnica anomenada «freezing coefficients» en anglés. S’apliquen llavors les estima-
cions anteriors per a 'operador amb coeficients constants a;j(x)d;; —operador
que coincideix amb el laplacia en certes coordenades— s’observa que el factor
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aij(xo) —aij(x) és petit, a prop de xo i en una norma apropiada, per la hipotesi de
regularitat dels a;;. Aixi doncs, el punt essencial és demostrar estimacions C 2.8 per
a I'’equacio de Poisson Au = f(x).

L’objectiu és estendre aquests resultats de regularitat al cas completament no
lineal, que escriurem en la forma F(D?u, x) = f(x) per analogia amb (16). Veurem
que aix0 es pot aconseguir per a tot operador uniformement eliptic F(M, x) que
sigui concau o convex en la variable M.

Com en el cas lineal, hem de comencar estudiant el cas de «coeficients» cons-
tants F(D?u) = 0 (on, de fet, hem de pensar 'operador F(-) com F(-, xo) per a un
punt xq fixat). El primer pas consisteix a demostrar estimacions a priori —«a pri-
ori» en el sentit que treballem amb una solucié u I'existéncia de la qual encara no
I’hem demostrada. Com veurem més endavant, els resultats d’existeéncia i de regu-
laritat seran conseqiiencies d’aquestes estimacions. Diguem que, essencialment, les
estimacions a priori donen la compacitat necessaria per poder aplicar teoremes de
punt fix o bé el teorema de la funcié implicita i aixi obtenir existéncia. Aquest és un
fet constant en la teoria d’equacions en derivades parcials.

El procediment per a obtenir estimacions comenca de la manera segiient. Supo-
sem que F € C! i que u € C3(By) satisfa F(D?u) = 0 a B; ¢ R™. Derivem aquesta
equacio6 respecte a la variable xi. Escrivint uy = oxu, obtenim

aij(x)0ijug = Fij(Dzu(x)) Oijur =0 a By, 17)

que és una equacio lineal Luy = 0 per a la funcié ux, on L = a;j(x)0;; i aij(x) :=
Fij(DZu(X)). Per (13), sabem que L és uniformement eliptic (independentment de
la regularitat de u). Observem, pero, que fer una hipotesi de regularitat per als co-
eficients a;j(x) = F;;(D?u(x)) significa fer una hipotesi de regularitat per a les
segones derivades de u, que és precisament el que volem demostrar. No podem,
doncs, utilitzar la teoria de Schauder. L'inica manera coneguda de prosseguir con-
sisteix a desenvolupar estimacions (per a equacions lineals uniformement eHipti-
ques), independents del modul de continuitat dels coeficients. Aquesta és la teoria
que descriurem a continuacio.

3.1 Estimacio ABP i teoria de Krylov-Safonov
Sigui L un operador de la forma
Lu = aij(x)o;ju
uniformement eHiptic, és a dir, que satisfa (12):
AIEI? < aij(X)&Ej < AP VxeQ VEeR",

on 0 < A < A sbén constants. El resultat segiient, anomenat estimacié6 ABP, va ser
demostrat independentment per Alexandroff, Bakelman i Pucci als anys seixanta i
és una eina essencial en tota la teoria que segueix a continuacio.

3 TEOREMA Suposem que Q és un domini acotat de R™. Siguin u € C2(Q) n C(Q) i
feL™(Q) tals que Lu > f a Q. Llavors

supu < supu + Cdiam(Q) || fllznq) ,
19 20

on diam(Q) denota el diametre de Q, i C és una constant positiva que només depén
denideA.
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El punt essencial és que I'’estimacio6 és independent de qualsevol modul de regu-
laritat dels coeficients a;;. Notem també que la «forca» f esta mesurada en norma
L™, on n és la dimensio6. Existeix també una versio més general de I’estimaci6 per a
operadors de la forma a;;(x)0;j + bi(x)0; + c(x) amb ¢ < 0.

A la secci6 4.2 sobre el problema isoperimetric descriurem en detall el métode
que s’utilitza en la demostraci6 de I’estimacié ABP.

L’any 1979 la teoria va experimentar un progrés substancial. Krylov i Safonov
[22, 23] van demostrar el segiient resultat profund —una desigualtat de Harnack
per a I'operador L sense cap hipotesi de regularitat dels coeficients.

4 TEOREMA (|22, 23]) Siguinu € C2(Bg) i f € L"(Bg) talsqueu =0 aBg iLlu = f a
Bgr, on Bg C R™ és una bola de radi R. Llavors

supu < C{infquR ||f||Ln<BR)} ,

Brj2 Bry2

on C és una constant que només depen de n, de A i de A. Aqui Br > denota la bola de
radi R /2 amb mateix centre que Bg.

Essencialment, la desigualtat del teorema enuncia que, per a solucions u positi-
ves o nules, el valor de u en un punt controHa els valors de u en tot subconjunt
compacte de Q. La demostracié del teorema 4 utilitza dos ingredients: I’estimacio
ABP (teorema 3) i la tecnica de descomposicié de cubs de Calderén-Zygmund (el
lector interessat pot consultar [10] i [17]).

Una conseqiiencia important de la desigualtat de Harnack és la continuitat hol-
deriana de les solucions de Lu = f:

5 COROLLARI Siguin u € C%(By) i f € L™(By) tals que Lu = f a B;. Llavors u €
C*(B1j2) I

lullca, ,) < C{llullem) + 1 lnen}
on 0 < x < 1 iC son constants positives que només depenen de n, de A ide A.

Veiem com es demostra aquesta estimacioé C* a partir de la desigualtat de Har-
nack. Per a v > 0 definim

M, =supu, m, = ilglfu, 0y =M, —m,.
By v

La quantitat 0, s’"anomena l’'oscilacio de u a B,.. Apliquem el teorema 4 a les funci-
onsu —mg > 01iMg —u >0 a Bg. Obtenim

Mpgj2 —mg < C{mgj2 — mg + R fllznsp) }

Mg —mpgy2 < C{Mgr — Mg;2 + RIIfllino} -
Si sumem aquestes desigualtats deduim

OR + O0r2 < C{or — 0r/2 + 2R || fllLn(Be) }
i, per tant,

c-1 C

1 OR + mZR lflln(Be) < T{OR + 2RI fllLn(Br)} » (18)

OR/2 <
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amb 0 < T < 1 depenent només de n, de A i de A. Aplicant reiteradament aquesta
desigualtat, en boles de radi R = 1/2%, centrades en un punt x, donat, veiem que
I'oscilacio de u al voltant de xg decau com una poténcia del radi. Aixo és el mateix
que dir que u es C% en el punt Xy, per un cert «x independent de xy. Deduim també
la segiient propietat important de les solucions d’equacions eHiptiques homogenies
de segon ordre. Si f = 0, (18) estableix que 1'oscillacié de u a la bola de radi R/2
es redueix amb un factor multiplicador menor que 1 respecte a ’oscillaci6 a la bola
concentrica de radi R.

Assenyalem que la desigualtat de Harnack del teorema 4 i el seu coroHari sobre
la regularitat holderiana de solucions tenen versions corresponents en la teoria de
De Giorgi, Nash i Moser per a equacions lineals amb coeficients mesurables, escrites
en forma de divergéncia (4). Aquests resultats s’enuncien de manera molt similar
als anteriors, pero les técniques emprades son molt diferents (vegeu el capitol 8 de
[17]).

Podem ara enunciar una primera conseqiiéncia important de la teoria de Krylov-
Safonov. Si F € C! i F(D?u) = 0 llavors cada derivada uy = oxu és solucié
d’'una equaci6 lineal (17) uniformement eHiptica. Com el coroHari 5 no fa cap hi-
potesi sobre la regularitat dels coeficients de 1'equaci6é lineal, obtenim una esti-
macio C* per a oyu (||8kullca(§1/2) < ClldxullL~(s,)) i, per tant, una estimacio Ch%
per u (lullcras, ) < Cllullcr(g,))- Aquesta estimacié es pot millorar reemplacant
lullcr g,y per lullp=s,) + [F(0)], com enunciem en el seglient teorema (vegeu [10]).
A més a més, hem fet la hipotesi F € C! per poder derivar I'’equacié F(D?u) = 0
respecte a xi, pero la tecnica de quocients incrementals permet obtenir el mateix
resultat per a tot F uniformement eHiptic (no necessariament C1).

6 TEOREMA Sigui F uniformement eHliptic (vegeu la definicio 1) i sigui u € C?(B;)
una solucié de F(D?u) = 0 a B;. Llavors

lullcracs, ) < C{llullLs=m,) + [F(O)I},
on 0 < x < 11iC son constants que només depenen de n, de A i de A.

Un resultat de Caffarelli [7] (vegeu també [10]) estén I'estimacio C1® anterior
a tota equacio uniformement eHiptica de la forma F(D?u,x) = 0 suposant que F
depén de la variable x prou regularment.

3.2 Estimacié C>* per a equacions convexes
Fins ara hem derivat 'equaci6 F(D?u) = 0 un cop respecte a xj i hem obtingut

Fij(D?*u(x))d;jux = 0. Suposem ara que F € C? és concau, i derivem un altre cop
respecte a xy. Suposem que u € C* i utilitzem la concavitat de F, deduim

0 = Fij(D*u(x))dijukk + Fijrs(D*u(x)) (3ijur) (drsu)
< Fij(D?u(x))dijukk =: aij(x)d;jukk,
on Uk := okxU. Totes les segones derivades pures uyg de u son, doncs, subsolucions
d’'una equaci6 lineal uniformement eHiptica. L’any 1982, Evans [14] i Krylov [20, 21]

van usar aquest fet per a obtenir una estimacié C* per uk. Es a dir, van obtenir la
desitjada estimacio6 C%* per a u. La demostracio es basa en una delicada aplicacio
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a les supersolucions C — uyy d'un resultat de la teoria lineal de Krylov-Safonov
(anomenat desigualtat de Harnack feble) valid per a supersolucions.

La hipotesi que F és concau pot ser reemplacada per F convex, escrivint ’equaci6
en la forma —F(-D?(-u)) = 0; és a dir, G(D?v) = 0 amb v := —u i G(M) :=
—F(—M). Notem que el nou operador G és uniformement eHliptic, i que G és convex
si F és concau. D’altra banda, les hipotesis F € C2 i u € C* poden ser suprimides.
Tenim, doncs, I'estimacio6 interior a priori (vegeu [10] per a més detalls).

7 TEOREMA ([14, 20, 21]) Suposem que F és uniformement elliptic i que F és concau o
convex. Siu € C?(By) és solucié de F(D?u) = 0 a By, llavors u € C>%(By) i

Il 2, ) < C {Ilullz=m) + IFO)I},
on0 < x < 1iC son constants que només depenen de n, de A ide A.

Aquest resultat s’aplica doncs a les equacions de Bellman (que sén concaves),
pero no s’aplica a les equacions d’Isaacs. La validesa de I’estimacioé per a operadors
que no so6n concaus ni convexos és una qiliestio oberta important. En aquesta di-
reccio, Nadirashvili ha anunciat recentment I’existéncia d’'un operador F, uniforme-
ment elliptic (ni concau ni convex), per al qual 'estimacié no és certa en dimensions
n=7.

La teoria classica de Schauder permet obtenir regularitat d’ordre superior per
a la soluci6 u, un cop s’ha demostrat que u € C>%. Per exemple, si u € C%% és
solucio de F(D?u) = 0isi F € C*®, llavors u € C®. La idea és simple: es pot
aplicar la teoria de Schauder a les equacions per a les derivades de u (com ara
Fij(D*u(x)) 0;jur = 0), ja que els coeficients a;;j(x) := F;j(D*u(x)) som C* (ja
sabem que u € C%%). En aquest cas obtenim uy € C%% per a tot index k, és a dir,
u e 3,

L’any 1989, Caffarelli [7] va estendre les teories lineals de Calder6n-Zygmund (o
teoria d’estimacions L? per D?u) i de Schauder en el context d’equacions comple-
tament no lineals de la forma F(D?u, x) = f(x). Sota les hipotesi de concavitat de
F en la variable M i de dependéncia prou regular de F en la variable x, es tenen
els segiients resultats de regularitat (vegeu [10]). Si f € LF in < p < o, llavors
u € W2P a Iinterior i existeix una estimacié W2” per a u (és a dir, una estimacio
LP per a les segones derivades de u). Si f € C%, amb 0 < « < 1 depenent de les
constants d’eHipticitat, llavors u € C%% a l'interior.

Existeix també una estimacio C2* fins a la vora oQ per a solucions d’equacions
concaves F(D?u) = 0. Aquest resultat va ser demostrat independentment per Caffa-
relli, Nirenberg i Spruck i per Krylov I'any 1984, i permet obtenir el segiient teorema
d’existéncia de solucions classiques per al problema de Dirichlet (vegeu [10, 17]).

8 TEOREMA Suposem que Q) es un domini acotat amb vora C*, que F € C* és unifor-
mement elliptic i concau (o convex), i sigui @ € C*(0Q). Llavors existeix una unica
solucio u € C*(Q) del problema

(19)

F(D?u) = 0 aQ
u = @ aol.

A més,
Il cza@ < C{ll@llcsoa + FO)I} (20)
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on0 < o < 1 només depén de n, de A ide A, mentre que C és una constant depenent
d’aquestes tres quantitats i també de Q.

Hem enunciat aquest teorema per al cas d’operadors uniformement eliptics;
pero, existeix també una versio per a equacions de tipus Monge-Ampeére, com ara
I'equaci6 de curvatura de Gauss prescrita (6); vegeu [17].

El resultat d’existéncia del teorema 8 és una conseqiiéncia (bastant estandard en
equacions en derivades parcials) de I’estimaci6 a priori fins a la vora (20). La idea
consisteix a utilitzar 'anomenat métode de continuitat, basat en el teorema de la
funci6é implicita. Es connecta el problema (19) amb el corresponent problema pel
laplacia, si es considera, per exemple,

0 aQ
@ aodQ,

(21)

tF(D?u) + (1 - t)Au
u

per at € [0,1]. L'objectiu es trobar la soluci6 u com a funci6 implicita de t i,
per aixo, es considera el conjunt A de parametres t, per als quals el problema (21)
admet solucié u € C2*(Q). Clarament O € A. El teorema de la funci6 implicita déona
que A és obert, ja que la linealitzacio de (21) en una soluci6 u € C%*(Q)) sera un
isomorfisme, en espais de Holder adequats, per teoria lineal classica de Schauder. El
punt clau és demostrar que A és tancat. Aix0 s’obté gracies a ’estimaci6 global (20),
que permet demostrar la compacitat d'una successié de solucions, corresponents a
parametres t; — t,iaixi trobar una soluci6 pel parametre limit t. En efecte, recordem
que la inclusioé C2*(Q) c C2(Q) és compacta, pel teorema d’Arzela-Ascoli.

3.3 Solucions de viscositat

Al comencament dels anys vuitanta, Crandall i Lions [12] i Evans [13] van desen-
volupar una teoria de solucions febles (anomenades solucions de viscositat) per a
equacions completament no lineals. La idea consisteix a prendre el principi del ma-
xim com a definici6 de solucio:

9 DEFINICIO Sigui u una funcio continua a Q. Direm que u és una subsolucio de
viscositat de F(D?u,x) = 0 a Q (o que u satisfa F(D?u,x) = 0 a Q en el sentit de
viscositat) quan la segiient condicio sigui certa. Sixo € Q, ¢ € C2(Q) iu — ¢ té un
maxim local a xg, llavors

F(D?(x0),%0) = 0. (22)

La definicio de supersolucio de viscositat és la mateixa si es reemplaca «maxim local»
per «minim local» i si es canvia «=» per «<» a (22). Direm que u és una solucio de
viscositat quan sigui alhora subsolucio i super-solucio de viscositat.

Les solucions de viscositat son de gran utilitat a causa de les bones propietats
d’estabilitat i compacitat de les quals gaudeixen. Per exemple, el suprem de dues
subsolucions de viscositat és també subsolucio de viscositat, mentre que el limit
uniforme sobre compactes de solucions de viscositat també és soluci6é de viscositat.
Notem que la definici6 9 només requereix, pel que fa a la regularitat de u, que u
sigui una funci6 continua.

Tota solucio classica u € C?(Q) és també solucio de viscositat, perqué si u — ¢
té un maxim local a x( llavors D2u(xg) < D?¢(xo) i, per tant, (22) es satisfa per la



20 Xavier Cabré

monotonia de F en la variable M. D’altra banda, es pot comprovar que si u és una
soluci6 de viscositat i si, a més a més, u € C2(Q) llavors u és una soluci6 classica.

Recordem que el principi del maxim, proposicié 2, té com a conseqiiéncia im-
portant la unicitat de soluci6 classica per al problema de Dirichlet

2
{ F(D?u) 0 aQ 23)

u = @ aoq.

La unicitat de soluci6 de viscositat per a aquest problema és, en canvi, una qiiestio
delicada que va ser demostrada 'any 1988 per Jensen (vegeu, per exemple, [10]).
L'existéncia de soluci6 de viscositat per al problema de Dirichlet va ser demostrada
per Ishii, usant el meétode de Perron i el resultat de unicitat de Jensen. Es té, doncs,
una teoria d’existencia i de unicitat de soluci6é de viscositat pel problema (23), fins i
tot, en el cas d’operadors F que no son concaus ni convexos. Aixo és de gran interés,
ja que per aquests operadors no es disposa d’estimacions C2% i, per tant, no es pot
portar a terme el metode d’existéncia del teorema 8, basat en les estimacions a
priori C%<.

Les demostracions de les estimacions C1'* i C%% per a solucions classiques (te-
oremes 6 i 7) es poden adaptar per obtenir la regularitat de solucions de viscositat.
Més precisament, es té que tota soluci6 de viscositat u de F(D?u) = 0 és C1* (aixo
és valid per a tot operador F uniformement eHiptic) i, a més a més, u és C>% si F
és concau o convex. Com abans, I'exponent &« € (0,1) depén de n i de les constants
d’eHipticitat A i A. Cabré i Caffarelli (vegeu [10]) han donat noves demostracions
d’aquests resultats de regularitat per a solucions de viscositat. A diferéncia de les
demostracions anteriors, aquestes no requereixen resultats previs d’existéncia de
soluci6 classica, ni tampoc estan basades en la derivacié de I'equacio (per la qual
cosa s’apliquen directament a operadors no diferenciables com els de Bellman).

4 Tres aplicacions recents

4.1 Transport optim de masses

El 1781 Monge va proposar el segiient problema variacional o d’optimitzaci6. Quina
és la millor manera de portar una pila de sorra o runa (déblais en frances) cap a
una excavacio o forat (remblais), per tal que el treball o cost realitzat sigui minim?
En termes mes precisos, ens son donades dues funcions integrables f1, f> = 0 amb
suports Q; € R™"i Q, C R™ respectivament, i amb la mateixa massa total fQL fi=
Jq, f2. Fixem també una funcié de cost c: R™ x R™ — [0, o). El problema consisteix
en trobar a aplicacio t: Q; — Qp que minimitzi el cost total

C(s):= JQ c(x,s(x))fi(x)dx

en la classe S(f1, f>) d’aplicacions mesurables s: Q; — Q», que preserven les mesu-
res f1(x)dx i fo(x)dx, és a dir, tals que

j h(s(x))fl(x)dx:J hO) fo(v) dy (24)
Ql QZ

per a tota funci6 continua h amb suport a Q5.
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Les funcions c(x,y) = |x — y|?, amb p > 0, son exemples tipics de funcions de
cost. Monge va escollir com a cost la distancia euclidiana, p = 1. Fins i tot en aquest
cas particular p = 1, van haver de passar dos segles fins que Sudakov demostrés, el
1979, I'existéncia d'una aplicacié t € S(f1, f») que minimitza C. Aquesta aplicacio
t no és, en general, tnica quan p = 1.

L’any 1987 Brenier va demostrar que, per al cost quadratic c¢(x,y) = |x — y|?,
existeix una unica aplicacio t € S(f1, f2) que minimitza C. A més, t és el gradient
d’una funci6é convexa u (vegeu [16], per exemple, per a més detalls). La igualtat (24),
reescrita per s =t = Vu, dona

L) h(Vu(x)) fi (x) dx = jQ KO fa(y)dy peratota heC(Qy).  (25)

Direm llavors que u: Q; — R és una solucio6 feble de I'’equacié de Monge-Ampére
f2(Vu(x)) detD*u(x) = fi(x) a Qi, (26)

ja que (25) i (26) son equivalents, si Vu és bijectiu i de classe C! (per a la formula
del canvi de variables). Ara per ara, pero, només sabem que Vu =t € S(f1, f2) és
mesurable. Recentment, Caffarelli i Urbas han usat tecniques d’equacions de Monge-
Ampeére per obtenir, independentment, els seglients resultats sobre la regularitat de
I’aplicacié que minimitza C.

10 TEOREMA ([8, 9]) Suposem que c(x,y) = |x — y|?, f; € L®(Q;) i1/ fi € L*(Q;)
per i = 1,2, on Q; son dominis acotats amb vora de mesura nula. Siguit = Vu
Iaplicacio que minimitza C.

(i) (Regularitat interior). Suposem que Qp és convex. Si f1 i f»> son continues llavors
u e Wli’f(Ql) peratotp < co. Amés, si fiif» son funcions CP, llavorsu € C*%
per a tot x < B.

(i) (Regularitat a la vora). Suposem ara que Q i, son estrictament convexos i de
classe C2. Si f1 € CB(Q1) i fo € CB(Q») llavors u € C2%(Q1) per a tot x < .

Com hem indicat anteriorment, aquest resultat —combinat amb teoria classica
de Schauder— permet demostrar la regularitat de les derivades de u d’ordre supe-
rior (sempre que les funcions f; siguin prou regulars).

Notem també que, quan u € C>%, llavors, I'aplicacio optima t = Vu és de classe
C1(Qy), té derivades Holder continues i satisfa (24) en sentit fort, és a dir

fo(t(x)) Jact)(x) = filx) a Qi,

una equacio de Jacobia prescrit.

Gangbo i McCann [16] han demostrat resultats d’existencia i de unicitat de I'a-
plicacio t, que minimitza C per a tota funcié de cost estrictament convexa (aquest
cas té aplicacions en probabilitats i estadistica), i també per a tota funcié de cost
estrictament concava (cas d’interés en matematica financera).

4.2 El problema isoperimétric

Aquesta secci6 tracta sobre el metode utilitzat per Alexandroff, Bakelman i Pucci
—que anomenarem métode ABP— per a demostrar ’estimacié ABP del teorema 3.
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El descriurem presentant una aplicacié del métode, desenvolupada recentment per
Iautor [6], i que dona una nova i simple demostracié del problema isoperimeétric
classic.

Recordem que el problema isoperimétric enuncia que, entre totes les regions
amb mateix perimetre, el cercle a R? (o la bola a R™) deixa a I'interior sent la maxima
area (o volum). Amb més precisio:

Sigui Q un domini acotat de R™ i amb vora 0Q) € C*. Llavors

001 1oBi]

n-1 =
Q"= [Bil'n

(27)

on B; és la bola unitat de R™, |Q| denota la mesura de ) i |0Q| el perimetre de Q. A
més a més, (27) és una igualtat si i només si Q és una bola de R".

Per a més informaci6 sobre el problema isoperimetric, el lector pot consultar [2].
Assenyalem que la desigualtat isoperimeétrica és una eina molt Util en analisi. Per
exemple, es poden demostrar molt facilment desigualtats de Sobolev per funcions a
I'espai euclidia o, més generalment, per a funcions sobre varietats riemannianes, un
cop es té una desigualtat isoperimeétrica per als dominis de la varietat (vegeu [11],
pagina 269).

La nova demostracioé de (27) és la segiient. Sigui v la soluci6 del problema lineal
de Neumann per al laplacia:

AV [0Q/1Q2] aQ 28
ov _ 1 aaQ’ ( )

EM

on g% denota la derivada normal exterior de v ala frontera 0Q. La constant |0Q|/|Q|
ha estat escollida per tal que el problema tingui una unica soluci6 v, modul una
constant additiva. Aixo és conseqiiéncia de la relacio o Av = [5o 92, valida per a
tota funci6é v, que déna una condicié necessaria (i alhora suficient) per 1'existéncia
de soluci6. Tenim, a més, que v € C*(Q).

Considerem el conjunt de contacte inferior de v, definit per

Ih={xeQ:v(y)=v(x)+Vv(x)-(y—x) peratoty € Q}. (29)

Es el conjunt de punts x _tals que l'hiperpla tangent a la grafica de v en x queda
situat per sota de v a tot Q. Afirmem que

Bi1(0) c Vv(Ty), (30)

on B; (0) = B; denota la bola unitat de R” amb centre 0.
Per a demostrar (30), prenem qualsevol p € R™ tal que |p| < 1. Sigui x € Q un
punt que satisfa

min{v(y) -p-yl=v(x)-p-x (31)
yeQ
(notem que aquesta és, modul un signe, la transformada de Legendre de v). Si tin-
guéssim que x € 0Q) llavors la derivada normal exterior de v(y) — p - v a x seria
negativa o nula, i per tant (0v/ov)(x) < |p| < 1, una contradiccié6 amb (28). Per
tant, x € Q i, en conseqiiéncia, x és un minim interior de la funcié v(y) —p - v. En
particular, p = Vv (x) i x € I,. Hem demostrat I'afirmacio (30).
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Es interessant visualitzar geométricament la demostracié de (30), considerant
les grafiques de les funcions p - v + ¢ on ¢ € R. Es tracta d’hiperplans parallels
que, si ¢ és a prop de —oo, es situen per sota de la grafica de v. Deixem que ¢
augmenti i considerem la primera constant ¢, per a la qual hi ha contacte amb v en
algun punt x. Geomeétricament, és clar que el punt de contacte x ¢ 0Q, ja que el
«pendent» de I’hiperpla és menor que 1 (perque |p| < 1),ien canvi, ov/dv =1 a
0Q.

De (30) deduim que

|Bl|s|Vv<n»|=_[

Vv [Ty

dp < J detD?v (x) dx. (32)
) Ly

L’'ultima desigualtat és conseqiiencia de la formula de I'area, una generalitzacio de
la formula del canvi de variables, valida per a transformacions Lipschitz no neces-
sariament bijectives. Hem aplicat aquesta formula a 'aplicacié Vv: I, — R", i hem
usat també que el seu jacobia, det D?v, és positiu o nul a I, per definici6 d’aquest
conjunt.

La desigualtat entre les mitjanes geometrica i aritmetica, aplicada als valors pro-
pis de D2v (x) (que sén nombres positius o nuls quan x € I,), déna que

n
det D2v < (%”) al,. (33)

Combinant aquesta desigualtat amb (32) i amb Av = [0Q]/|Q], obtenim que

|aﬂ|)" <|aQ|>"
|Bl|s(;JﬁT Tl < (yrgr) 101

Com que |0B;1| = n|B;|, concloem la desigualtat isoperimetrica (27):

B Q
9B1] _ 1y < 1991

n-1
[Bi| Q=

Notem que si Q = B; llavors v(x) = |x|%/2 és la soluci6 del problema (28) i,
en particular, tots els valors propis de D?v(x) son iguals. Per tant, (30) i (33) son
igualtats quan Q = Bj. Aix0 explica com és que la demostracié dona la desigualtat
isoperimeétrica amb constant optima.

La demostracio anterior també pot utilitzar-se per provar que les boles son els
unics dominis regulars per als quals hi ha igualtat a la desigualtat isoperimetrica
(27); vegeu [6].

L’estimacié ABP (teorema 3) es demostra usant la mateixa técnica que la que
acabem de descriure. Indiquem-la breument. Reemplacant u per u — supzo u (que
satisfa la mateixa equacié que u), podem suposar que u < 0 a 0Q, i també que
supou > 0 (ja que en cas contrari no hi ha res a demostrar). Per tant, el maxim
M := supgu = u(xg) > 0 s’assoleix en un punt interior xo € Q. Definim també
d = diam(Q).

Treballarem amb la funcié v := —u, de manera que tenim —M = info v = v (xg),
v>=0a0dQ,ilv < —f aQ. Considerem el conjunt de contacte inferior I, de v,
definit per (29). Ara I'afirmacié que reemplaca la (30) és

Buma(0) c Vu(Iy),
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que es demostra, com abans, utilitzant la transformada de Legendre (31) de v i
comprovant que el minim s’assoleix en un punt interior x € Q i no a la frontera
0Q. En efecte, posant w(y) :=v(y) —p -y =v(y) —p - (¥ — x0) — p + X0, tenim
w(y) > -M—p-x9 = w(xg) per a tot y € 0Q (hem utilitzat que v > 0 a 0Q,
lpl <M/dily — xo| < d). Per tant, w assoleix el seu minim a Q.

Per a la formula de I’area deduim que

c(n)(M/d)" = |Byyal < |VV(Ty)] < L det D?v(x) dx .

Ara, en lloc de (33), raonem de la manera segiient. Per x € I;, denotant per A, =
(a;j(x)) la matriu de coeficients, es té

detD?v = detlA det(A,D?v) < A " det(A,D?v)
X

2 n
< A-"{“(A’;QD v)} — (nA) " (Lv)"

mA) (=" < CIfI"™

IA

Deduim doncs I'estimacié ABP, supou = M < Cd || fllrn(q)-

Finalment, indiquem que I’estimaci6é ABP i la teoria euclidiana de Krylov-Safonov
han estat esteses per l'autor ([4]), en el cas d’equacions sobre varietats riemannia-
nes amb tensor de curvatura positiu o nul. La innovaci6 principal d’aquest treball
consisteix en la utilitzacio de substituts adequats de les funcions afins de 1'espai
euclidia (p - x + ¢, x € R"™). Notem que no hi ha una nocio6, corresponent d’aquestes
funcions quan x € M i M és una varietat. Aquest problema és resolt a [4], reem-
placant els hiperplans o funcions afins euclidianes per paraboloides, que tenen les
funcions «distancia a un punt al quadrat» com a noci6 corresponent sobre varietats.
Es a dir, a R considerem

mig{v(y>+|y—v|2/2}=v(x)+|x—p|2/2 (34)

ye
en lloc de (31), i a la varietat QO ¢ M, considerem llavors

mig{v(y) +d(y,p)?/2} =v(x) +d(x,p)?/2, (35)
ye

on d és la distancia riemanniana. La igualtat, satisfeta en un punt de minim de (31),
és p = Vv (x), que no té un sentit clar quan v: Q Cc M — R (ja que, en aquest cas els
vectors Vv (x) viuen, en variar x, en diferents espais tangents). En canvi, la igualtat
en el cas (34) és

p=x+Vv(x),

que en el cas (35) de varietats és
p =exp, Vv(x) e M,

on exp, denota l'aplicacié exponencial amb base el punt x € M. Es per controlar
el jacobia d’aquesta aplicacio p = p(x), on s’utilitza la hipotesi sobre la curvatura
de M.
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4.3 Principis del maxim

A l'estimacio ABP (teorema 3), apareix el factor diam(Q) i, com hem vist a la seccio
anterior, a la demostracio s’utilitza de manera crucial que Q és acotat. Al treball [3],
I’autor va demostrar noves versions de I'’estimacié ABP que sén valides en certs do-
minis QO de R™ no acotats. Una de les noves estimacions reemplaca el factor diam(Q)
per |Q|Y/" a l'estimacio ABP, i aquesta versio és valida en tot domini de mesura fi-
nita, no necessariament acotat. De fet, es pot reemplacar diam(Q) per a la segiient
constant geometrica del domini, que és més precisa que diam(Q) i també que |Q|1/".
Com al teorema 3, suposem que I'operador L = a;j(x)0;; és uniformement eHiptic,
és a dir, satisfa (12).

11 TEOREMA ([3]) Sigui Q un domini tal que existeixen dues constants R>0i0<o <1,
que cumpleixen
|Br (x)\Q| = 0|Br(x)]| Vx €. (36)

Siu e C?>(Q)if eL™Q) satisfan Lu = f a Q i supgu < o, llavors

supu < limsupu(x) + CR || flltrnq) , (37)
Q x—0Q

on C és una constant que només depén de n, de A, de Aide o.

L’existéncia (o no existéncia) d'una constant R complint (36) dependra de cada
domini Q. Per exemple, si |Q] < oo, llavors definint R per a la igualtat |Br| = 2|Q]|
(és a dir, R = ¢(n)|Q|!/™), tenim (36) es satisfa amb o = 1/2. Aixi, del teorema 11
es dedueix el resultat segiient:

12 COROLLARI ([3]) Suposem que |Q| < oo, Lu > f a Q isupgu < c. Llavors

supu < limsupu(x) + C1QIY" || fllinq) , (38)
Q x—0Q

on C és una constant que només depén de n, de A ide A.

L’estimacié ABP millorada (37) es demostra emprant, com a eina essencial, una
versi6 a la frontera de la desigualtat de Harnack feble en la teoria de Krylov-Safonov
—una versio demostrada per Trudinger (vegeu [3, 5, 17]).

El teorema i coroHari anteriors van estar motivats pel treball de Berestycki, Ni-
renberg i Varadhan [1] sobre el principi del maxim, on els autors havien trobat
I'estimacio

supu < limsupu(x) + C Q™ || fllr~q) ,
Q x—0Q

que els va suggerir enunciar (38) com a problema obert. El seu treball estava motivat
per I'estudi de propietats de simetria de solucions positives de problemes eHiptics
semilineals. Les propietats de simetria de solucions positives és un ampli i intens
camp de recerca en equacions en derivades parcials, que va ser iniciat als anys
setanta pels treballs de Serrin i de Gidas-Ni-Nirenberg en dominis acotats (vegeu
[5, 15]). Demostrar la simetria de solucions en dominis no acotats és, en general,
una questié més delicada. La idea general és que si el domini té una simetria (per
exemple, simetria radial, o bé simetria respecte a un hiperpla), llavors les solucions
positives de problemes semilineals haurien de tenir també la mateixa simetria.
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Berestycki i Nirenberg van mostrar que de ’estimacié ABP es poden deduir prin-
cipis del maxim (per a operadors de la forma L.u = a;;(x)0;;u + c(x)u en dominis
«petits») que s6n molt utils quan s’apliquen a I’estudi de propietats de simetria (ve-
geu [1, 5]). L’estimaci6 ABP millorada (37) es pot utilitzar per a obtenir aquest tipus
de principis del maxim. Aqui, «dominis petits» significa que Q és tal que existeixen
constants R i o que compleixin (36) i, a més, R?||c||1~(q) €s prou petit. Per exemple,
Q és un domini petit si esta contingut entre dos hiperplans parallels prou a prop
I'un de I'altre —ja que llavors podem prendre la constant R a (36) prou petita, de
I'ordre de la distancia entre els dos hiperplans. Un altre cas vé donat per dominis
Q inclosos dins R™ \ Uyezn Bi/10(p) (per exemple), quan |c|lz=(q) és suficientment
petit. Veiem doncs, que aquests principis del maxim permeten una gran generalitat
en la geometria del domini i, per aquesta rad, son resultats nous fins i tot, quan
I'operador L és el laplacia.
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