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La utopia és a I’horitz6. Quan m’apropo
dues passes, ella se n’allunya dues. Quan
camino deu passes, I’horitzé es mou deu
passes. Per més que camini, mai I’assoliré. . .
per a que serveix doncs la utopia? Per a aixo0
mateix: per a caminar.

Fernando Birri

Resum: En aquest article presentem una introduccié del metode de la parametritza-
cio per a estudiar varietats invariants en sistemes dinamics. El nostre proposit és
exposar les idees clau de manera «digerible» per al lector que no conegui la matéria. En
primer lloc, farem una exposicié del problema general de buscar varietats invariants,
per després comencar a discutir problemes concrets: varietats associades a punts
fixos o d’equilibri, varietats normalment hiperboliques en general i tors invariants amb
dinamica quasiperiodica. Aquest Ultim problema s’inclou en 'anomenada teoria KAM.

Paraules clau: metode de la parametritzacio, varietats invariants, teoria KAM, petits
divisors i no tan petits.

Classificacié MSC2010: 37C15, 37C20, 34C45, 34DO05.

1 Introducci6

Conéixer propietats d’objectes invariants (existéncia, estabilitat, dinamica in-
terna, connexions entre si, etc.) és molt important a I’hora d’estudiar sistemes
dinamics (algunes referéncies basiques sobre sistemes dinamics soén els llibres
[1,4,5,6,7,29]). Toti que I'estudi d’objectes invariants es remunta fins als tre-
balls de Poincaré [55] i de Lyapunov [42], en els ultims anys s’han desenvolupat
noves tecniques i coneixements més refinats sobre la matéria. Concretament,
en aquest treball volem discutir de forma unificada diversos métodes per a
trobar parametritzacions de varietats invariants en diferents contextos.
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Atés que les varietats invariants organitzen el comportament global d’'un
sistema dinamic, aquestes tenen una gran importancia, tant des del punt de
vista teoric com practic. Per exemple, les varietats de codimensié 1 esdevenen
barreres en I'espai de fase i, per tant, s6n molt Utils per a descriure fendmens
de transport o delimitar regions amb diferent estabilitat. Alguns contextos
concrets son els seguents:

En alguns sistemes plans, les varietats estables i inestables associades a
punts fixos s’han fet servir per a estudiar I'estructura geometrica d’atrac-
tors [61] o mecanismes de destruccio de corbes invariants [54], aixi com
per a descriure fendmens de transport en zones cadtiques [49].

En el cas d’aplicacions simpléctiques de dimensid 4, podem fer servir les
varietats estables i inestables associades a un punt fix de tipus hiperbolic-
elliptic [31] per a fitar la regi6 d’estabilitat d’un punt fix totalment elliptic.
En sistemes hamiltonians de més de 2 graus de llibertat, els tors invari-
ants maximals no sén varietats de codimensio 1 i, per tant, no actuen
com a barrera de les solucions. Agquest fet produeix un fenomen d’inesta-
bilitat global que es coneix com a difusié d’Arnold [3] i que encara estem
lluny d’entendre. Les varietats invariants associades a tors quasiperiodics
(normalment hiperbolics) permeten establir un mecanisme de difusio clar
en el cas dels anomenats sistemes a priori inestables [16].

En mecanica celeste, podem estudiar la dinamica associada als cossos
celestes [25, 26, 27]. En astrodinamica, les varietats estables i inestables
associades a diversos objectes (punts fixos, oOrbites periddiques, tors qua-
siperiodics, etc.) s6n atils per a dissenyar missions espacials mitjangant
orbites que permetin el moviment lliure (sense consum de combustible)
en una gran regio de I’espai. Recomanem al lector I'article [48] que va
apareixer en aquest mateix butlleti.

Finalment, a dia d’avui podem trobar moltes altres aplicacions de I'estudi
d’objectes invariants a problemes reals, ja que caracteritzar i entendre el
comportament global (estabilitats/inestabilitats) de sistemes dinamics ha
aconseguit I’'atencié d’un conjunt ampli de comunitats cientifiques. Per
exemple, a I’hora de dissenyar acceleradors de particules o aparells confi-
nadors de plasma [50] cal evitar I'efecte d’inestabilitats. Les varietats inva-
riants permeten també estudiar com tenen lloc reaccions quimiques [24].
Un context també interessant és I’estudi de configuracions d’estrelles en
galaxies [56].

Al llarg de les pagines segiients volem presentar el métode de la parame-
tritzacio de varietats invariants per la dinamica, tot exposant les idees clau de
manera «digerible» per al lector que no conegui la materia. En altres paraules,
volem recollir una petita (i no exhaustiva) discussié autocontinguda i elemental
sobre aquest camp.
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L’estudi de varietats invariants comprén una enorme quantitat de contextos
diferents, cadascun dels quals presenta una série de dificultats técniques
molt particulars. Per aquest motiu no resulta facil establir connexions entre
problemes propers. Aixi, ens plantegem abordar diferents contextos de manera
unificada, intentant mantenir la linia argumental i notacié comuna quan sigui
possible. Esperem aixi que aquest petit resum sigui de l'interes d’un gran
espectre de lectors.

Cal emfasitzar que el métode de la parametritzacié és un métode constructiu
que es pot implementar de manera eficient, per a obtenir algoritmes per al
calcul efectiu d’objectes invariants [13, 32, 39, 46, 47]. Aquest és un motiu
més pel qual és important que investigadors fora de I'ambit dels sistemes
dinamics coneguin aquestes tecniques. Per questié d’espai no abordarem aqui
les explicacions relacionades amb la implementacié efectiva dels diferents
meétodes, perd donarem al lector referéncies adequades en cada cas.

Volem fer ara un aclariment relatiu al nivell de detall de la discussio. En pri-
mer lloc, tot i que busquem una visié amplia, seria incorrecte dir que aquest és
un article de divulgaci6. En la mesura de les possibilitats donades pel quocient
«quantitat de material a tractar / extensio de I'article», volem arribar al maxim
detall possible. Nogensmenys, no volem esgotar el lector discutint detalls téc-
nics com ara temes de regularitat, espais de funcions o dependeéncia respecte a
parametres (tot i que procurarem indicar les respostes a aquestes questions
en la bibliografia). En qualsevol cas, sovint evitarem enunciar teoremes i re-
sultats precisos, ja que hauriem de tenir en compte massa detalls técnics, en
forma d’hipotesis quantitatives, formulacié d’espais de Banach concrets, etc.
Cal remarcar també que al llarg d’aquesta discussié no presentem cap resultat
original que no es pugui trobar a la bibliografia indicada.

Aixi doncs, és el moment de comentar el material escollit (en forma de
menu) per a aquest article. En primer lloc, en la secci6 2 exposem el problema
general de buscar varietats invariants, per després passar a discutir problemes
concrets. Com a aperitiu, presentem en la seccio 3 el cas més facil possible, que
correspon a I’estudi de varietats associades a punts fixos o d’equilibri. Com
a plats principals, en les seccions 4 i 5, discutim el cas general de varietats
normalment hiperboliques i el cas d’objectes quasiperiodics. Aquest altim
problema s’inclou en I'anomenada teoria KAM. Un tutorial molt complet sobre
teoria KAM és [43], el qual conté una font enorme de bibliografia. Sobre aquest
tema, volem recomanar també un article divulgatiu molt interessant que es pot
trobar en aquest butlleti [8]. Finalment, si encara queda espai per a les postres,
citarem una série de treballs en la secci6é 6 que recullen aspectes que no hem
pogut considerar en aquest article introductori.

2 Descripcio6 general del menu

Sigui M una varietat de dimensié m i considerem una varietat N = P(N) de
dimensié r inclosa en M a través d’'una immersiéo P: N - M. Sovint es diu que
N és la varietat de referéncia per a N . Aleshores, donada una aplicaci6 F sobre



8 Alejandro Luque

M, direm que N és invariant per a F si existeix una aplicacié f: N - N tal que

FeP=Pof,. 1)

Notemy,que el punt P (X) de N, parametritzat per x [NI té imatge F I%I(x) I:zl
P f(x) ipertany, doncs, a N (el nou punt esta parametritzat per f (x)). Diten
altres paraules, P és una parametritzacio de la subvarietat N i ¥ correspon a
la dindmica sobre la subvarietat en les coordenades escollides sobre la varietat
de referéencia N.

Observem que a I’equacio d’invariancia tenim P i ¥ com a incognites, que
corresponen a la «forma» de la varietat i a la seva dinamica interna. Aixi doncs,
hem de determinar m+r funcions tot i que tenim Unicament m equacions. Aix0
és clar si observem el fet que si (P, F) és solucié de (1), aleshores (P = h,h™1 -
f - h) també ho és per a qualsevol automorfisme de N. Aquesta llibertat recull
la possibilitat de triar coordenades a N, com hem comentat al comencament.

Seguint el fil argumental de [30], entre les infinites tries de coordenades que
permeten abordar aquesta ambiguitat, distingim dues filosofies oposades:

« Buscar la P més «simple»: per exemple, suposant que P és un graf respecte
a certes coordenades (en la literatura s’acostuma a conéixer com a graph
transform method). Aquesta decisié determina la dinamica f. Aquesta
metodologia fou introduida per Hadamard per a estudiar I'existéncia de
les varietats estables i inestables.

= Buscar la F més «simple»: I'expressio més simple de la dinamica correspon
a escollir la forma normal de f. Aquest métode déna molta llibertat a
la forma de la varietat N en el sentit que sovint aquestes presenten
plegaments que no permeten que siguin estudiades com a grafs.

Nota. Sovint la varietat M esta dotada d’alguna estructura (metrica, forma
simpléctica, etc.) i també I'aplicacié F és compatible amb aquesta estructura
(simpléctica, dissipativa, preserva volum, reversible, etc.). Aleshores, aquesta
estructura pot imposar restriccions al tipus de varietats invariants que podem
trobar i al seu comportament. Per exemple, en preséncia d’estructures simpléc-
tiques (cas que considerem en la secci6 5) trobarem objectes invariants com
els tors amb dinamica quasiperiodica.

Observem que I'equacié d’invariancia (1) es pot reformular en termes de
trobar zeros de I'operador

F(P.f)=F-P—PoF. @

Per aguest motiu, la forma natural d’abordar aquest problema és fer servir
meétodes de punt fix en espais de Banach adequats. Aquesta idea es pot dur a
terme amb éxit en una gran quantitat de casos, com ara en I’estudi de varietats
invariants de punts fixos (seccié 3) o de varietats normalment hiperboliques en
general (secci6 4). D’altra banda, quan I'objecte invariant que volem estudiar
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presenta dinamica quasiperiodica, el métode de punt fix (o el teorema de la
funcié implicita) no és suficient per a demostrar I’existéncia de zeros de (2).

Queé entenem per dinamica quasiperiodica? Una funcié quasiperiodica és
una funcié que depén de diverses frequéncies. En els problemes que discutirem
en aquest article, parlem de dinamica quasiperidodica quan la dinamica interna
f correspon a una rotacio rigida sobre el tor estandard T" = R"/(21tZ2)", amb
r = 1. Es a dir, donat un vector de frequiéncies o Rl i suposant que N =T",
tenim que

f(0) = Rw(0) =06 + w, modul (2rt2)",

per a tot 8 [T1. Es facil veure que si w és racionalment independent, és a dir,
si [Kl w = 0 per a tot k [Z1\{0}, aleshores f"(0) = 0 peratot® IV i pera
tot n = 1. Nogensmenys, per atot € > 0 i per a tot 8 [I¥ existeix un n =1 tal
que |F™(B) — 8] < €. Per aquest motiu, parlem de dinamica quasiperiodica.

Figura 1: IlMustracié d’una funcié dependent de dues frequéncies. A
I’esquerra mostrem el cas de freqlieéncies racionalment dependents, on
resulta que la funcio6 és periodica. A la dreta mostrem el cas de frequén-
cies racionalment independents, on obtenim una trajectoria densa en
I'anell.

En el cas continu la idea de quasiperiodicitat és molt més intuitiva. Ho
illustrarem prenent com a exemple la parametritzacié P: T? - R? seguent:

1
P(61,0,) = cos(2mB1) + 0,5cos(216>)
’ sin(2m6,) + 0,5sin(211065)

En aquest exemple, la trajectoria t [P{w;t, w>t) descriu el moviment d’'un
cos (satellit) que gira amb freqgliéncia constant w; al voltant d’'un cos que
gira amb freqiéncia constant w3 al voltant de I'origen. Si prenem w; = 1i
w2 = 5 aleshores observem que la trajectoria és periodica (vegeu el grafic
de I'esqugrra de la figura 1), ja que 5w, = w>. En canvi, si prenem w; =1
wy = 4( 5—1) [4])944 observem que la trajectoria deixa de ser periodica
(vegeu el grafic de la dreta de la figura 1), ja que depén de dues freqliéncies
independents. De fet, la trajectoria omple densament I'anell de radis 0,5 1,5.
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Com veurem en la seccio 5, els problemes de conjugacié amb dinamica qua-
siperiodica presenten una dificultat afegida, anomenada problema dels petits
divisors. Aquests sGn nombres que apareixen dividint en totes les estimacions
(en particular a les constants de Lipschitz) i que s’acumulen asimptoticament
en el zero. Aquest fet dificulta I'analisi del problema, i impossibilita I'Gs de mé-
todes de punt fix, de manera que hem de fer servir métodes amb convergéncia
quadratica. Aquesta és la idea central en I'anomenada teoria KAM (seccio 5).

3 Aperitiu: varietats invariants associades a un punt fix

L’estudi de varietats invariants regulars associades a un punt fix d’'una aplicaci6
és un problema classic en sistemes dinamics, de manera que podem trobar
molta bibliografia que el tracta, com per exemple els treballs [33, 35, 36] o els
llibres [7, 29, 63]. Com a nota historica, ja hem comentat que resultats relatius
a varietats estables analitiques apareixen en els treballs de Poincaré [55] i
Lyapunov [42].

La presentacio que farem en aquesta seccio sera molt propera a les explicaci-
ons donades a [30], perqueé creiem que es tracta d’'una exposicié molt sintética
i elegant. El lector trobara alla detalls de com implementar adequadament les
idees exposades fent servir un manipulador algebraic. Confiem que, després
de llegir [30, 37], el lector trobi aquesta tasca molt més facil i apassionant del
que podria pensar a priori. Volem remarcar que les técniques algebraiques que
presentem en aquesta secci6 estan intimament relacionades amb el calcul de
formes normals [4, 29].

Abans d’entrar en matéria, és convenient introduir una mica de notaci6
relacionada amb polinomis i séries de poténcies de diverses variables, que
sera d’utilitat. Considerem una seérie (formal) de poténcies f en les variables

X = (X1, ...,Xr) amb coeficients en un cert anell commutatiu:
1 L1
)= f(x)=  Fu(X),
k=0 k=0
on fx(x) és un polinomi homogeni de grau k en les variables (Xj,...,Xr).

Aleshores, escrivim

1 [
fan() = (), ) n=Fna(X) 3
k=0

per denotar els polinomis que corresponen a la série truncada fins a grau n
i a la part homogeénia de grau n respectivament. Aquesta notaci6 s’estén de
manera evident per a escriure f>n(X), F<n(X) i F>n(X).

Considerem una aplicacié F de classe CY9 sobre M = R™ que compleix
F(0) = 0 (punt fix o d’equilibri). Si volem estudiar el comportament de la
dinamica entorn de I'origen és natural pensar que aquest sera «proper» al de
I'aplicacio linealitzada en aquest punt. En particular, donat qualsevol subespai
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invariant de DF (0) volem trobar una varietat invariant per a F tangent a aquest
subespai.

Sense cap péerdua de generalitat, podem suposar que la matriu DF(0) es
pot escriure en forma de blocs com

1 —1
A1 B
DF(O) - 0 A2 1
respecte a les variables (X,y¥) = (X1,..-, Xr,Y1,---,¥Ym-r), On r és la dimensio

del subespai invariant escollit, r = m. El que si que suposarem d’ara endavant
és que les matrius Az i Az son diagonals. Concretament:

A1 =diag (A1,...,Ar), Az =diag (M1,..., Mm—-r) -

Aixo simplificara els calculs corresponents a la part lineal (altrament hauriem
de considerar formes de Jordan).

Considerem P: R" . R™ una parametritzaci6 de la varietat invariant N =
P(R") en coordenades (s1,...,Sr). La dinamica sobre aquesta varietat sera
donada per una aplicacié f: R" - R". Observem que és convenient escollir la
parametritzacié de manera que P (0) = O (la dinamica passa per I'origen), i aixo
implica que ¥(0) = 0 (I'origen també és un punt fix per la dinamica interna).

Per a expandir I'equacio d’invariancia (1) en série de Taylor cal escriure
I'aplicacié F = (F*,FY) com

1 1
FXy) =Ax+By +  Fi(xy),  FYxy)=Ay+ F/(xy)
k=2 k=2

la parametritzacié P = (P*,PY) com

— 1
PX(8)=s+ @), PY(S)=  Wk(s),
k=2 k=2

i la dinamica interna com
1
f(s)=A1s+ Tr(s).
k=2

Ara ataquem el problema de forma inductiva, suposant que coneixem els
termes homogenis fins a grau k—1 de P(s) i de F(s). En altres paraules, segons
la notaci6 introduida a (3), estem suposant que hem determinat els polino-

s P<k(s) iiﬁk@rﬁ)bserw que podem avaluar els polinomis homogenis
P<k f<k(S) ki F P<k(S) K-
Escollint només els termes homogenis d’ordre k de I'equaci6 d’invariancia
I | Y I o | | [ o [ | [
FPG) = EDED«(s)DEgK([s));OP;k(s) K= F P<k(®) +P(s) y=
+
o0 oo D<k(5) K E&? k(s),
PIF(S) = B Fa(®) +Fu(s) = [P (Fai(9)] + DP(O)fic(s) =
= P<k f<k(s) K + Pk(Als) + DP(O)fk(S)a
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obtenim un sistema triangular d’equacions per trobar els polinomis homogenis
Pk(s), Wk (s) i Fi(s):

o R R o e Ol e A w6
A1@k(S) — Ok(A1S) + BYk(s) = Tk(s) + @<k T<k(s) — F* P<k(s) ., (4)
| O (R Ek/ ] I
Aok (s) — Wk(A18) = Wak Tk(s) — FY P<k(s) - %)

Aquest tipus d’equacio sovint s’anomena equacié cohomologica (a coefi-
cients constants), i trobar la solucié formal és immediat. El lema seglent,
que el lector podra verificar sense problemes, ens ajudara a obtenir solucions
de (4)-(5).

Lema 1. Sigui n(s) un polinomi homogeni de grau k i r variables. Considerem
A [Cli A=diag(A1,...,Ar), amb tots els A; [Cl Aleshores, si per a tot | NI
tal que I + - - - + I, = k es compleix que

)\'11...)\'rr¢)\, obéque n, .1 =0,

.....

I'equacié A&(s) — &(As) = n(s) té una Unica solucio &(s) donada per

1
Ny, 0
&(s) = I:El LSt gl ol = I:I—Ail—k%'rr S b 0,
1 leS1 ro Lol EQ altrament.

I1+---+l =k

Fent servir el lema 1 podem resoldre (5) si per a tota combinacié de coe-
ficientsI; +-- -+, = kiperatotindex j=1,...,m—r es compleix que
)\'11 - -)\'rr # pj. Les parelles (I,j) CNF x {1,...,m — r} que no compleixen
aquesta condicié s’Tanomenen ressonancies primaries. En general, no tenim cap
informacié que ens permeti afirmar que el monomi associat a una ressonancia
primaria s’anulli, és a dir, que en general una ressonancia primaria és una
obstruccio per a resoldre I'’equacié cohomologica (5) i, en conseqiiéncia, per a
trobar I'expansio de la parametritzacio.

Si ara ens plantegem resoldre (4) trobem que, com ja hem comentat en
la seccio 2, el sistema és indeterminat i tenim certa llibertat per a escollir la
solucid. Entre les moltes opcions intermedies que podriem triar, en destaquem:

= Parametritzacio simplg:-pogem esgellir agagla pag¢g = O i aleshores
triar F(s) = BYk(s) — @<k F<k(s) — ® P<k(s) . Aixo correspon a

parametritzar N fent servir el graf y = W (x).
= Dinamica interna simple: alternativament, podem demanar que fi(s)=0
i usar de nou el lema 1 per a trobar @y(s). Aix0 requereix que per a

tota combinacié de coeficients I + - - - + I, = K i per a tot index
j=1,...,m—r es compleixi que )\'11 - -A:{;‘:rr # Aj. Les parelles (1,j) 1
N™~F < {1,...,m —r} que no compleixen aquesta condicié s’anomenen

ressonancies secundaries.

Observem que les ressonancies secundaries no sén cap obstruccio per a
trobar la parametritzacio, només ho sén a I’hora de simplificar I’expressi6
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de la dinamica interna. Aixi, demanar que fx(s) = O llevat dels indexs que
corresponen a ressonancies secundaries equival a trobar la forma normal de la
dinamica interna.

A continuacio6 distingim alguns casos classics, on el problema de trobar una
varietat invariant té soluci6 atés que no apareixen les anomenades ressonancies
primaries:

= Varietat estable/inestable: quan [Aj] < 1i |gj| = 1 o quan |A;] > 1 i
lyjl = 1, respectivament.

= Varietat central: quan |[Aj] = 1 i |y;] # 1.

= Varietat central estable/inestable: quan [Aj] < 1i|y;| > 10 quan [Aj| =1
i |1j] <1, respectivament.

= Varietat fortament estable/inestable: quan |Aj| < 1i [Aj] < |yjl o |Ai]|>1
i |Ail > |y;l, respectivament.

Fins ara només hem considerat I'estudi formal de la parametritzacio. Recor-
dem novament que aquest esquema formal es pot implementar numeéricament
fent servir un manipulador algebraic [30, 37]. Per terminar la discussi6 d’a-
questa seccid, presentem un resultat d’existéncia de parametritzacio en un cas
concret. El resultat seglient es troba a [12].

Teorema 2. Sigui F una aplicacié F: U CRI™ . R™ analitica en un entorn de
I'origen, que satisfa F(0) = 0. Suposem que la matriu DF(0) esta escrita en
forma de blocs com

1 1

A, B . .
DF(0) = 01 A, 0 Av=diagQa ), Ag=diag(Hy - Hmer),

respecte a les variables (x,y) [RI x R™™". Suposem que

Hi1 Busquem una subvarietat estable, és a dir, |A\j| <l peratoti=1,...,r.

H> No tenim ressonancies primaries fins a ordre L, és a dir, per a tota combi-
nacio de coeficients2<1l;+---+Il, <Liperatotindex j=1,....m—r
es compleix )\'11 N Hj .

Hs La matriu DF(0) és invertible.

H4 Per a tota combinaci6 de coeficients I + - - - + 1, =L + 1 i per a tot valor
propi A de DF(0) es compleix que

AlAMAT 12 a1 |z < 1)

Aleshores, existeix una parametritzacié P: R" - R™, analitica en un entorn
de I'origen, i un polinomi f: R" - R" de grau com a molt L que satisfa (1) amb

P(O)=0, DP@O)=Id, F()=0 DF()=A;.
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El procediment formal descrit anteriorment ens permet aproximar la pa-
rametritzacié P per un polinomi de grau L (gracies a la hipotesi Hy). Tenim
aixi P = P + P>, on P<. = (PX,PZ,) s’obté explicitament resolent les equaci-
ons (4) i (5). Per construccio, la funcié P~ comencga per termes d’ordre L + 1,
de manera que la podem considerar petita en un entorn de I'origen. D’altra
banda, observem que podem reformular I'equacié (1) en notacio funcional com
P(F>1,P>.) =0, on P és I'operador

P(F>1,P>1) =Fo(P<L +P>.) +F>1 o (P<. + P> ) — (P<L. +P> ) o F  (6)

que també podem escriure (fent servir que F< = P<. = P< = f) de la manera
seguent:

P(F>l, I:’>L) = I:OF)>L + F>L ° PSL + F>1 ° (PSL + P>L)_
- F>1 © PsL _P2|_ of_

Ara notem que per a F~; = 0 I’equaci6 d’invariancia es compleix si P-; = 0,
és a dir, P(0,0) = 0. El nostre objectiu és veure que per a F>; petita, podem
continuar aquesta soluci6 i trobar una parametritzaci6 analitica per a aquest
problema. Aixi, per a aplicar el teorema de la funcié implicita hem de veure
que I'aplicacié D,P (0, 0) és invertible en els espais de funcions adequats. Tal
com hem dit en la introduccid, en aquesta discussi6 preferim no especificar
detalls quantitatius relatius a I’espai de funcions analitiques on I'operador P
queda perfectament definit (aquests detalls estan especificats a [12]). Usarem
[-1der a denotar la norma amb qué dotem aquest espai.

Nota. D’ara endavant suposarem que F-; és petita i definida en una bola de
radi unitat entorn de I'origen. Aix0 és equivalent a estudiar una bola de radi
petit. En efecte, només cal considerar I'escalat F®(x) = %F(éx) i el nou proble-
ma F3 - P® = P3 - 9, Per traslladar els objectes obtinguts a les coordenades
originals considerem P (x) = dP3(x/d) i f(x) = 5F%(x/d).

Veiem primer que I'operador P és analitic. Per aix0 ens fixem en els diferents
termes que apareixen a (6). En primer lloc, és clar que les funcions P< i
f = f- son analitiques, ja que s’obtenen a partir d’expressions algebraiques
que involucren un nombre finit de coeficients de F~;. Aixi, és clar que el terme
Fo(P<L + P>L) és analitic. El terme segient també és analitic, ja que en una
algebra de Banach es compleix que

1 .
[Fi; o (P<L +P> )2 |Fj| [P + P> ]
i=1

Finalment, per a veure gque la resta de termes estan ben definits, fem servir que
f és una contracci6 (aquest fet es deriva de la hipotesi Hj).
D’altra banda, la linealitzacié de (6) a I'origen és donada per

D,P(0,0)A=FoA—A- A .
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Per veure que aquest operador lineal és invertible considerem

1 1
FoA—A-A; =n, on A= A;, n= ni.
i=L+1 i=L+1

Aleshores, I'expressié per a cada monomi Ay,
servir la hipotesi Hz)

I, de A; és donada per (fem

1 3
1 4 1 _
= Id—Fgldiag(A\t, ..., A Fotnia,,
_____ I, és el corresponent monomi de n;. Ara, fent servir les hipotesis Hj i
H4 en aquesta expressio, trobem que [AICek pot controlar per QL]

Nota. El resultat presentat en aquesta seccid es pot estendre sense problemes
a sistemes de dimensid infinita [11]. Concretament, considerem una aplicaci6
F de classe C9 sobre un espai de Banach M tal que F(0) = 0. Aleshores, a
tot subespai X; de M invariant per I'aplicacio linealitzada (i que compleix
unes propietats analogues a les discutides anteriorment) li podem associar una
varietat invariant per F tangent a X; a lI’origen.

Nota. En aplicacions numeériques, el calcul de P i ¥ es pot realitzar fins a or-
dre alt, de tal manera que obtenim una aproximacio de la solucié arbitrariament
bona. Aleshores, la demostracio del teorema 2 es pot adaptar per a concloure
que a prop de I'aproximacio obtinguda existeix una varietat invariant. A més,
la distancia d’aquesta varietat es pot controlar en termes d’error d’invariancia
de I'aproximacio.

4 Primer plat: varietats invariants normalment hiperboliques

En aquesta secci6 farem una breu presentacié d’un tipus d’objecte anomenat
varietat invariant normalment hiperbolica, que generalitza el paper que tenia
el punt fix a la secci6 anterior.

4.1 Descripcio6 del problema i alguns comentaris

En primer lloc, recordarem algunes definicions i resultats relacionats amb
varietats normalment hiperboliques. Algunes referéncies estandard sobre el
tema sén [19, 33, 34, 64]. Sigui M una varietat de dimensid misiguiF: M - M
una aplicacio de classe cd d=1.

Definicio6 3. Es diu que A [M és una varietat invariant normalment hiperbo-
lica si F(A) = A i existeixen constants C > 0, 0 <A < ™! < 1 de manera que
per a tot x [CAles pot trobar la descomposici6 segiient de I'’espai tangent

TxM =ES CEY CTIA,
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on

v [E} IﬁF”(x)v%CA”WL n=0,

v [EY IﬁF”(x)v 5; cAlMllv], n<oi
v CTIA F”(x)v%Cp'”HvL n CZ1
Per tradicio, farem servir el simbol A per a denotar una varietat normalment
hiperbodlica, tot i que en relacié amb I’explicacié general de la secci6 2, A\ fa el
paper de la subvarietat N .

Donada una varietat normalment hiperbolica, es defineixen les seves varie-
tats estable i inestable associades com (la constant Cy, depén del punt y)

1 (.
WR={y [M:d A F"(y) =CyA",n=0},
1 (I
WN ={y [M:d AF"(y) =CyAl" n=0}.

De manera similar, per a tot x [CAldefinim (la constant Cx y depén dels punts
Xiy)
L1 1
Wy ={y cd F'(%),F"(y) =CxyA",n=0},
[
wy = {y :d F'(%),F"(y) =CxyA",n=0}

i observem que E5 = T,W3 i EZ = TxWY'. Aleshores, tenim

1 1
Wis o wWro wR= o wy
x ] x A

és a dir, tenim una foliacié de W i W5 donada per {W3}x raii {Wyx'}x rxa res-
pectivament. Notem que si X # y, aleshores Wi n Wy = CIW! n W' = [CEn
aquest context, es pot demostrar el seguent:

1
- La varietat A és una varietat C'™1, on | satisfa | < min d, %

= Les descomposicions E§ i EY, aixi com les varietats W i Wy, sén C'™2.
= Les varietats W$ i WY s6n de classe CY.

Remarquem que, a més de la regularitat de I'aplicacio F, els exponents
| logA| i logn imposen limitacions a la regularitat d’aquestes varietats [20].

4.2 Persisténcia de varietats normalment hiperboliques

La teoria de pertorbacions de varietats normalment hiperboliques és un te-
ma classic en la literatura de sistemes dinamics (novament, recomanem les
referéncies [19, 33, 34, 64]). En aquesta secci6é simplement volem posar de
manifest algunes peculiaritats del métode de la parametritzacié en aquest
context. El nostre objectiu, més que demostrar un resultat concret, és illustrar
com el métode de la parametritzacio pot ser implementat per a trobar aquestes
varietats de forma constructiva. Presentarem els calculs des de dos punts de
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vista diferents. En primer lloc, farem una construcci6 en coordenades (seguint
la linia de [16]) molt similar a la presentada en la seccié 3. D’altra banda, discu-
tirem una construccié més geomeétrica del problema que té alguns avantatges
afegits [18].

Suposem que Ng = Pg(N), on Pg: N - /g [M és una varietat normalment
hiperbolica d’'una aplicaci6 Fg. Aleshores (sense entrar en questions de regu-
laritat), existeix un entorn d’aplicacions de Fp tota aplicacié del qual té una
varietat normalment hiperbolica. Aquestes varietats sén properes a /.

Més concretament, donada una aplicacié F propera a Fg, busquem una
parametritzacio P: N - M, amb A =P (N), tal que

FoeP=Pof, @)

on novament £: N - N correspon a la dinamica interna de la varietat normal-
ment hiperbolica per F. Més concretament, tenim el resultat classic segiient:

Teorema 4. Sigui F¢: M - M una familia de classe CY de difeomorfismes, amb
d = 2. Suposem que Ao [CMl és una varietat normalment hiperbofiep de Fg—

amb velocitats A, u com a la definicioé 3. Aleshores, per atot | <min d, ':333'

existeix €9 > 0 tal que per a |g| < gg existeixen families P¢, f (de classe C'™1) que
compleixen el diagrama (7). Es a dir, Ac = P¢(N) és una varietat normalment
hiperbolica.

Analogament a la seccid 3, I'objectiu és plantejar un esquema inductiu
per a construir la parametritzacié P; del teorema 4 ordre a ordre, tot i que
no discutirem els detalls de la demostracioé d’aquest resultat. D’altra banda,
considerem interessant adaptar I’explicacié a un exemple, de cara a illustrar
millor la idea que hi ha darrere de la construccid.

Considerem, doncs, la varietat M = T" xR xR™s xR amb r,ns,n, [CN]
i denotem per z = (q,p, X, Y) els punts sobre M. Considerem una familia
d’aplicacions F¢: M - M, analitica respecte a €, amb I'’expansi6 seguent:

1
F(z)=Fo(2)+  Fx(2)e",
k=2
Fo(Q.p,x,y) = q+w(p).p,.G(Xy) , ®

i on les aplicacions w: R" - R" i G: R™*Mu _, RM™*Nu g6n difeomorfismes.
Suposem que G té un punt fix hiperbolic a I'origen. Per simplificar els calculs
de I'exposici6, suposarem que

1 1
. AS O
G(0,0)=(0,0) i DGO,0)= "5 u -
on A®* =diag (A3, ..., Ay,) i AY =diag (Af,...,AR,). Finalment, farem servir la

notacié My, Mp, Mx i My per a indicar les projeccions sobre T", R", R™ i R™,
respectivament.
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Aleshores, observem que tenim una varietat normalment hiperbolica donada
per A\g =Pg(N)amb N =T" xR" i

Po:N [ NxRM xRMW forN -

L] )
a.p) @™ (9,p.0,0) a.p) & g+ w(p).p .

Volem estudiar com es deforma aquesta varietat (i la seva dinamica interna)
respecte al parametre €. Aixi, busquem la parametritzacié corregida de la
manera seguent:

1  —
P(2) =Po(z) + Pr(2)eX, @) =Tfo(2)+ Fu(2)eX.
k=2 k=2

Per trobar les funcions Px(z) i fx(z) plantegem ordre a ordre I’equaci6 d’in-
variancia (7). Concretament, si expandim respecte a € I’equacioé d’invariancia,
obtenim (en notacio tensorial, el superindex 2 [Cindica els termes quadratics en
el desenvolupament de Taylor)

ordre 0: Fg  Pg = Pg = fo,
ordre 1: (DFg © Pg)P; — P1 o Fg — (DPg = Fo)F1 = —F1 o o,
ordre 2: (DFg e Pg)P2 — P5 o g — (DPg © Fo)fo = —F,  Fy
1
+ 5 (D?Po > o) F7 = (DZFO ° Po)PZ™ (DP; = fo)F1 — (DF1 = Po)Py,
ordre n: (DFg © Pg)Pn, — Py © fo — (DPg ° fo)fnh = Hnp,

on Hp, és una funcié que depén de Fo,...,Fn, fo,...,fn-11Po,...,Pn-1. Obser-
vem que la primera equaci6, que correspon als termes d’ordre O, té (9) com
a soluci6. La resta d’equacions es poden resoldre iterativament fent servir el
lema segient:

Lema 5. Considerem Fg, Pg i o donats a (8) i (9). Aleshores, donada una funcié
n: N - M =N xR"™ x R" de classe C' I'equacié

(DFg o Pg)E —&>Tog— (DPg = Tfg)p =n

té una Unica solucié &: N - M, p: N - N de classe C! tal que Mg& =0
I_IpE = 0.

Prova. La resolubilitat de I'equacio6 és evident si escrivim I’equaci6 per a cada
component matricialment. En concret, notem que

d Dw 0 O d 0
B % § o 4

0 0 AY 0

O O oo
[eNe]
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i aixi podem descompondre les equacions com

Mg& + DwlMpE — Mg& o fo — Mgp = Mgn, (10)
MpE — MpE = Fo — Mpp = Mpn, (11)

ASTLE — My & = Fp = Myn, (12)
A"MyE —MNy & fo=Nyn. (13)

Per resoldre (10) i (11) podem fixar

Per resoldre la resta d’equacions, fem servir séries de Fourier respecte a
les variables angulars q [T1 i series de Taylor respecte a les variables p [RI.
Concretament, escrivim

[ — —
M&(@.p) = Mx&P)e'9, MNxn(@,p)=  NxA(p)e' (15)
k[Z1 kZ1

i el mateix per al component lNy,. Aleshores, si introduim formalment I'expres-
si6 (15) a (12) obtenim

[ L1
A} — e Me®E N (p) = Nk Ak(p),

que podem resoldre sempre, ja que els divisors A — elKwP)ho s'anullen mai.
Recordem que la soluci6 construida és merament formal. Per a donar sentit a
la construccio, cal veure que la serie de Fourier obtinguda defineix una funcié
de classe C!. Aixo resulta del fet que maxi<i<r IA]| < 1, ja que podem fitar
inferiorment els divisors de manera uniforme. Es a dir, tenim

Elal< L MTel

T 1—maxi=isr |)\?| a

Nota. Tal com hem discutit en la seccio 2, la solucié aixi obtinguda no és Unica,
pero és I’'tnica que compleix la condicié de normalitzaci6 (14). Concretament,
aquesta solucio6 correspon a la parametritzacio més simple de /.

De manera analoga a la discussio de la secci6 2, per a demostrar el teorema 4,
cal aplicar el teorema de la funcié implicita (o qualsevol esquema de tipus punt
fix). Un argument d’aquest tipus, amb tot luxe de detalls, es troba a [17].
Tanmateix, recomanem al lector els treballs classics [19, 33, 34, 64]. El motiu
per a no allargar la discussi6 en aquesta direccio és que les idees essencials que
voliem fer arribar al lector ja han estat discutides en la seccio 2 i I'adaptacio a
aquest context requereix tractar una serie de qlestions técniques que van més
enlla de I'objectiu d’aquesta exposicio.
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Nota. Parem atenci6 als divisors A — el ™M®(P)LIsj aquests s’acumulessin en
el zero, no seria tan facil veure que la serie de Fourier obtinguda defineix una
funcidé. Quan aixo passa, parlem del problema dels petits divisors. Una de les
consequéncies associades a la preséncia de petits divisors és que no és possible
estudiar aquests objectes amb un esquema del tipus punt fix, ja que I'efecte
dels divisors impossibilita controlar les constants de Lipschitz associades. Aixi,
en preséencia de petits divisors, cal implementar un esquema quadratic (tipus
Newton). Aquest fenomen esta associat a I'estudi d’objectes amb dinamica
quasiperiodica, dels quals en parlarem una mica en la secci6 5.

Una alternativa interessant als calculs que hem exposat és I'Us de deforma-
cions descrit a [18]. Aix0 permet abordar el problema d’una forma geomeétrica
natural, de manera que les propietats geométriques es poden estudiar facilment.
Només comentarem breument la idea que hi ha darrere de la construccid. Sigui
Fe una familia d’aplicacions injectives de classe C% (també en el parametre).
Aleshores existeix una familia de camps vectorials Xg, de manera que

d

— F.=Xr oFE.. 16

de € Fe € ( )
Observem que aquest camp es pot calcular gracies a la injectivitat de Fe, ja
que basta expandir Xg, = (%Fg) o FZ1. El camp Xg, s’anomena la deformacio
infinitesimal de F¢. Aquest llenguatge permet reescriure I’equacio6 (7) de la forma
seglient (només cal derivar respecte a € els dos costats de (7) i fer servir (16)):

XFa + (FE) ipg = XPa + (PE) ilfgv (17)

on Xg., Xp, i Xg, sOn les deformacions de F¢, P i T¢, respectivament. Per a
resoldre aquesta equacio cal prendre projeccions sobre els diferents subespais
(tangent, normal estable i normal inestable) i resoldre les equacions resultants.
Concretament, si x [CAL aleshores tenim TxM = E§ . [E}. [T}/, i definim
les projeccions M% ., amb o = s, u,c, associades a aquesta descomposicio.
Aleshores (17) és equivalent a (aquesta afirmaci6 es justifica usant que M° -
(fe) 0= (Fe) =M% i que (Pe) X, és tangent a Ag)

X2 = X3 — (Fe) g, (18)
Xel = Xp — (Fe) £Xp,, (19)
XE = X8, = (Fe) X5, + (Pe) %, (20)

on Xg =M°Xg, i Xg =MNXp,.

Aquestes tres equacions corresponen a les equacions (10)-(13) escrites de
forma natural. Aleshores, podem trobar una soluci6é formal de (18) i (19) en
termes de X¢ i Xg, respectivament.

Per a veure que la solucié formal obtinguda és convergent cal fer servir les
propietats asimptotiques de /. D’altra banda, és clar que la solucié de (20)
admet una indeterminacid, que en aquest cas fixem escollint la deformacié que
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satisfa X§_ = 0. Aleshores, tenim Xg_ = (P¢) tX, . La condici6 de normalitzacié
X;SE = 0 és molt interessant perqué té conseqiiéncies geométriques importants.
Per exemple, si F és simpléctica respecte a una 2-forma Q (vegeu la definicié
en la secci6 5) aleshores P €) és una forma simpléctica sobre N. El lector en
pot trobar una discussio detallada a [18].

5 Segon plat: tors invariants amb dinamica quasiperiodica

L’estudi de solucions amb dinamica quasiperiodica és des de fa temps un tema
de remarcable importancia en sistemes dinamics. De forma naive podriem
dir que la teoria KAM (que rep aquest nom en honor a A. N. Kolmogorov [40],
V. I. Arnold [2] i J. K. Moser [51]) estudia I'efecte de petites pertorbacions
sobre aquest tipus d’objectes, sovint anomenats simplement tors invariants.
A dia d’avui, la teoria KAM abraca una area de recerca enorme, i recull una
llarga colleccié de métodes i moltes aplicacions a diversos contextos (vegeu
el tutorial [43]). Segons la linia adoptada en aquest resum, ens centrarem en
I'estudi d’aplicacions sobre varietats, que dotarem d’estructura simpléctica per
a garantir I'existéncia dels objectes invariants que busquem.

Els métodes classics per a estudiar tors invariants estan basats a realitzar
transformacions (canvis de variable) que preservin I'estructura simpléctica del
problema. Els contextos estudiats amb aquests métodes es limiten a considerar
pertorbacions de problemes «integrables». A més, cal suposar que podem
escriure el problema no pertorbat en unes coordenades especials, anomenades
accio-angle, de manera que la dinamica dels tors invariants és explicita. Per
exemple, considerem el cas de 'anomenada aplicaci6 estandard

[ [
F:(X,¥y) [ITIxR [CXd+y +¢esin(x),y +esin(x) [ITIxR.

En aquest cas, per € = 0 tenim un sistema dinamic molt senzill. Les orbites es
poden escriure com F"(X,y) = (X + ny,Yy), és a dir, que sén tors invariants
de frequiéncia y. Per tradici6 i analogia amb problemes de mecanica, la variable
y s’anomena acci6 (es preserva) i la variable x s’anomena angle (manifesta la
dinamica quasiperiodica).

Tot i que ja hem comentat que la teoria KAM té un llarga tradicio, els
metodes classics tenen una série de limitacions, relacionades d’'una manera
o altra amb el fet que cal plantejar un context pertorbatiu i cal tenir molta
informaci6 del problema no pertorbat. Per exemple:

= En moltes aplicacions practiques (per exemple, en els contextos que hem
assenyalat en la introduccié) cal considerar problemes no pertorbatius.
Per a aquests problemes podem obtenir aproximacions de tors invariants
mitjancant calculs numeérics o expansions asimptotiques, pero en general
no podem aplicar els resultats classics de teoria KAM. A més, tot i que en
alguns casos sigui possible identificar una aproximacio integrable d’'un
problema donat, en la practica no es pot considerar que la pertorbacio
sigui arbitrariament petita.
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= Encara que el problema que estem estudiant sigui pertorbatiu, en gene-
ral és molt complicat establir coordenades acci6-angle per al problema
integrable. En alguns casos, fins i tot poden no ser explicites.

= Des del punt de vista computacional, els métodes basats en transformaci-
ons son costosos i fins i tot ineficients. Aquesta és una dificultat seriosa a
I’hora d’aproximar tors invariants en aplicacions concretes i a I’lhora de
fer demostracions assistides per ordinador.

El métode de la parametritzacié es presenta com una alternativa per a
superar les dificultats anteriors, ja que no cal que el problema estudiat sigui
pertorbacio d’un sistema integrable ni tampoc cal fer servir coordenades acci6-
angle. El lector trobara discussions addicionals sobre els avantatges del métode
de la parametritzacio a les referéncies [32, 38, 41, 45].

A continuacio introduirem una série de conceptes elementals. Una estructu-
ra simpléctica sobre una varietat M és una 2-forma Q tancada i no degenerada
(vegeu [1, 43]). Recordem que una forma és tancada si dQ = 0, on d és la
derivada exterior, i recordem també que una forma és no degenerada si per a
qualsevol z M tenim

CE T TIM, amb & #0, [QICTIM, tal que Q,(&,n) #0.

Aquesta estructura és compatible si i només si M té dimensié parella, que
denotarem per 2m. D’altra banda, es diu que una varietat simpléctica és exacta
si Q és exacta, és a dir, si Q = da per a alguna 1-forma a.

Una subvarietat L [CM és isotropica si la forma simpléctica s’anulla sobre
I'espai tangent de L, és a dir, si Q-(&,n) =0, peratot §n CTJL i per a tot
z [ Es facil veure que, per compatibilitat, 0 < dim(L) < m. Una subvarietat
es diu lagrangiana si és isotropica i de dimensié maximal, és a dir, dim(L) = m.

Donada una varietat simpléctica, es diu que F: M - M és simpléctica
si preserva I'estructura simpléctica, és a dir, si F*@' = Q. Direm que F és
simpléctica exacta si existeix una funcié b: M - R tal que F 'ad= a + db, on
Q =da.

Nota. Com a motivacio dels resultats que discutirem en aquesta seccio, re-
cordem que les aplicacions simpléctiques estan relacionades de forma natural
amb els camps vectorials d’estructura hamiltoniana. Aquests apareixen en
problemes de mecanica [1, 5, 6]. Per exemple, donat un camp hamiltonia sobre
M, l'aplicaci6 flux ¢¢: M - M és simpléctica exacta per a qualsevol t fixat.
Altrament, donat un camp hamiltonia es pot considerar una secci6é de Poin-
caré, és a dir, una varietat transversal al flux i continguda en un cert nivell
d’energia. L’aplicacié de Poincaré aixi definida és simpléctica exacta respecte a
una 2-forma que depén de la seccio escollida [1].

Sigui M una varietat de dimensi6é 2m i sigui Q = da una forma simpléctica
exacta sobre M, amb a; = a(z)dz per a tot z [IM. Aleshores, per atotz [CM
tenim un isomorfisme lineal J(z) donat per

— ]
Q(u,v) = u,J(@)Vv ,
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on []-[@s el producte escalar. Es clar que J(z) és una matriu antisimétrica,
és a dir, la seva transposada compleix J(z) =% —J(2). El fet que Q és no
degenerada implica que detJ(z) # 0 a tot punt z. Aleshores, la condicié perqué
una aplicacié F: M - M sigui simpléctica es tradueix per

DF (2) ';L'%(Z)DDF(Z) =J(2). (21)

Considerem 7 [[M una subvarietat de dimensié r inclosa en M a través
d’una immersié P: T" - M tal que P(T") = .7. Donada una aplicacié F: M -
M, direm que .7 és un tor invariant per F si F(7) = 7. A més, direm que .7
és un tor invariant quasiperidodic amb vector de frequéncies w [CRI si

FeoP =P >R, (22)

on Re: T" - T' és una rotaci6 rigida donada per R, (8) = 6 + w, modul
(2tZ)". Aleshores, el problema que aqui presentem es pot formular de la
manera seglient: donada una aplicacié simpléctica F i donat o [RI volem una
parametritzacié P que compleixi (22). Notem que en aquest cas la imatge per F
d’un punt en el rang de P també es troba en el rang de P i com que 7 és una
varietat immersa, el rang de P sera un tor invariant.

En general, donada una aplicacié F, un tor .7 immers en M i un vector de
frequeéncies w podem mesurar I'error d’invariancia com

e=FoP —P <R (23)

i podem caracteritzar la invariancia de .7 pel fet que la funcié d’error e sigui
identicament nulla. Direm que .7 és aproximadament invariant si la funcio e
és petita en una certa norma. De fet, aquesta caracteritzacié d’invariancia es
pot reformular buscant zeros de I'operador

F(P)=F<P—P<R,. (24)

En aquest cas, a causa de I'efecte dels petits divisors, no es pot plantejar un
esquema lineal per a trobar tors invariants i per aixo buscarem els zeros de
F mitjangant un esquema de tipus Newton. Aixi, donat P tal que F(P) = e,
busquem una correccié P = P + Ap tal que

F(P)=F(P)+DF(P)Ap + 0x(Ap) =0.
Si negligim els termes O, (Ar), aleshores obtenim I’equacio lineal
DF (P)Ap = (DF = P)Ap — Ap =R, = —e, (25)

que ens proporcionara una millor aproximacié de la solucié (amb un error
quadratic en e). Aixi doncs, la clau sera invertir 'operador lineal DF (P). De fet,
només caldra aproximar aquesta inversa amb un error quadratic ja que és ben
conegut que el metode de Newton encara convergeix quadraticament en aquest
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cas. Agquesta convergencia quadratica és suficient per a compensar I'efecte dels
petits divisors.

De manera informal, el teorema KAM (fent servir el métode de la para-
metritzacid) que discutirem en aquesta seccio es pot enunciar de la manera
seguent:

Teorema 6. Sigui F una aplicacié simpléctica exacta sobre una varitat M de
dimensié 2m. Sigui P: T™ - M una aproximacié d’un tor invariant quasi-
periddic de frequéncia w [CRIM, en el sentit que compleix (23). Aleshores, si
w satisfa certes condicions de no-ressonancia i P satisfa certes condicions de
no-degeneracio, existeix un tor invariant molt a prop.

Aquest resultat es va demostrar a [45] i correspon al cas lagrangia, on
r = m. La idea consisteix a fer servir propietats geomeétriques per a reescriure
I’equacio (25) en forma triangular (llevat de termes quadratics). Alguns dels
treballs que van motivar la construccid, i on el lector trobara bibliografia
rellevant, sén [15, 38, 52, 53, 58, 59, 65]. En la secci6 6 recollirem altres
contextos on es poden establir resultats similars.

Presentem ara un fet que té un paper important en la demostracié del
teorema 6. Considerem una aplicacié simpléctica F sobre M. Siqui 7 un tor
de dimensié r inclos en M mitjancant una immersié P: T" - M i considerem
la 2-forma sobre el tor P &, que podem escriure com

1 ] 1
P"Ne(E,N)= & Qpr(®)N, Qpp(0) =DP(O) ‘?'g(e) DP(0),

per a tot &, n CRF™M, 8 [T1. Amb aquesta notacid, .7 és isotropic si i només
si Qpp(0) = 0, per a tot punt 6 [IT. També farem servir sovint la notacié
seglent relativa a la métrica sobre el tor

Gpp (0) = DP(0) "'DP(0).

Notem que la matriu Gpp (0) és invertible per atot 6 [T1.
El lema classic seglient estableix que qualsevol tor invariant de dinamica
quasiperiodica és isotropic si la forma simpléctica és exacta.

Lema 7. Sigui M una varietat simpléctica exacta. Aleshores qualsevol tor invari-
ant quasiperiodic d’'una aplicacié simpléctica exacta és isotropic.

Prova. Com que F és simpléctica tenim F Q' = Q i com que 7 és invariant
tenim F = P =P < R,. Aleshores, deduim que

P =PR ) =(F-P)&=(P -Ry) & (26)

o equivalentment P "Q'— (P = Ry,) "&' = 0. Aquesta equacio, amb el fet que la
dinamica és quasiperiodica, implica que Qpp és una funcié constant (basta fer
els calculs en una base de Fourier).
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Finalment, fem servir que Q = da per a veure que aquesta constant val zero.
Si escrivim Q = da, on a, = a(z) dz, aleshores P Q' = d(P Ma), on

1 Igpl(0)
(P ohe= ¢j(B)de;, cj(B) = :
j=1 iz1 99

[
ai P(0) .

Aleshores es compleix que Qpp (8) = Dc(8) = Dc(8), i com que la mitjana de
Dc(0) s’anulla, també ho fa Qpp. a

En la resta de la secci6, sovint apareixen llargues expressions que depenen
de 6. De cara a reduir I’espai ocupat per aquestes expressions, ometrem la
dependéncia en © quan sigui necessari.

Com ja hem comentat, per demostrar el teorema 6 desenvoluparem un méto-
de de Newton per a I'operador funcional (24), aixi que tot es redueix a estudiar
la invertibilitat de I'operador linealitzat DF (P) que apareix a I’equacio (25).

Fent servir el caracter simpléctic de F i certes propﬁats Iirlitmétiques de w,
es pot veure que les columnes de les matrius DP(8) iJ P(8) DP(8)Gpp(0)~?!
formen una base de Tp@yM [CRP™. Farem servir aquestes coordenades per a
escriure I'equacio6 (25) de manera que sigui facil aproximar la solucié en una
base de Fourier. Aquesta idea es va desenvolupar a [45] i posteriorment es
va adaptar a altres contextos com als tors isotropics normalment hiperbo-
lics [22], als tors isotropics normalment elliptics [41] o als tors lagrangians
sense torsio [28].

5.1 Propietats geomeétriques de tors invariants lagrangians

Amb I'objectiu d’aproximar la solucié de I'’equacio (25), busquem una funcié
matricial M(8) tal que

-
DF P(8) M(8) = M(8 + w)C (), @7)

on C(0) és una matriu triangular. Com veurem, aquesta matriu permet introduir
un canvi de coordenades en Tpy)M de manera que I'equacio (25) sigui facil
d’estudiar. Si P és una parametritzacié d’un tor invariant, aleshores és clar que
(prenent derivades a I’equacio d’invariancia)

1
DF P(06) DP(8) =DP (86 + w). (28)
Aleshores, si prenem les primeres m columnes de M(8) com DP (8), la matriu
C(©) pren la forma 1 1
_ldm  A(©)
CO®= o B

=

Considerem ara la matriu J I%I(G) DP (8)Gpp(B8)7%, les columnes de la qual
corresponen a les direccions simpléctiques conjugades de DP (0) (vegeu [1, 5])
normalitzades de forma adient. Aleshores, si prenem
1 | 3 . 1
M(©) = DP(B), J P(6) "DP(B)Gppr(0) (29)



26 Alejandro Luque

i introduim aquesta expressio a (27) obtenim

DF I%'(e) I%'%'(e) qDP(e)GDP(e)_l =

[ ] . (30)
=DP(B+w)AO)+J P(B+w) "DP(B+ w)Gpp(6+ w) ~B(O).
Ara resulta que com que P és una parametritzacio d’un tor invariant i F
és simplectica, la matriu B(8) és la identitaf. Per vepre aixo multipliquem a
ambdés costats de (30) per DP (6 + w) 3 P(0 + w) i fem servir el caracter
lagrangia de .7. Obtenim aixi

0

. (o o O ~
B(8) = DP(8 + w) P (8 +w) DF P(8) J P(8) "DP(0)Gpp(8) 2.

A continuacio, recordant que P és invariant i que F compleix (21) tenim
L1 N O I Y Iy N A I O Iy L1 Ellgjj 1
JP(O+w) DF P(B) =J F P(B) DF P(0) =DF P(8) P(®) .
Aleshores, si fem servir (28) obtenim
B(6) = DP (6 + w)DF P(G) 'BIP (8)Gpp(0) ! = Idm.

Per aconseguir una expressio per a A(0) en termes dels objectes coneguts
P, F i J (i les seves derivades), multipliguem a ambdés costats de (30) per
DP (8 + w) “i'obtenim

1

A(B) = GDP(G+00) 1DP(e+w)‘3bF P(e) J P(e) DP(8)Gpp(0)*—

(]
-J P(e + w) DP (B + w)Gpp (O + w)—l
(31)

Nota. Tot i que no traurem cap avantatge d’aquest fet, cal remarcar que
aquesta construccio es pot modificar una mica per a obtenir una matriu C
independent de O. Si prenem
1 | . 1
M(8) = DP(8), J P(8) DP(8)Gpp(0) ' +DP(B)H(®) ,

aleshores podem escollir H(0) de manera que la matriu A(0) sigui constant
(deixem com a exercici comprovar que I’equacié cohomologica que ha de
complir H(B) és H(B) — H(B + w) = [A]Tm — A(0O)).

A continuacid, mostrem que la matriu M (0) definida per (29) és invertible.
Un calcul directe ens porta a

M(B) l?%I(e) I%I/I(E)) =V (0) + R(0), (32)
on 1 —1 | 1

ve © Idm Qpp O
T —ldm GppDP SP) TDPGSE 0 O
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Recordem que estem suposant que .7 és lagrangia, i. e. Qpp = 0. Aleshores
R =0 la inversa de la matriu M(0) és donada per

. e -
M1 = v-IM SHP) = Gpp DP Midm _IE])I(DP')QPD)PGDPDP 3{P)] . (33)

Observem que aquest calcul implica també que M(0) té rang maxim i les seves
columnes formen una base de Tp @) M.

Després d’aquest paréntesi dedicat a la base que farem servir sobre Tp@)M,
recordem que el nostre objectiu és invertir I'operador (25). Donada una funci6
n sobre T™ busquem Ap tal que

-
DF P(8) Ap(8) — Ap (0 + w) = —n(O). (34)

Per a aix0, introduim la transformacio Ap (8) = M(6)&(0) en aquesta expressio
i multipliguem per M (8 + w)~? tots els termes. Obtenim aixi

L1 I 14

dm A@) &1(8) _ &(0+w) _ i
0 Idm £2(8) T EO+w) - MO+w) ne),  (35)

on la matriu A(8) és donada per (31) i M(8 + w) ™! és donada per (33). Aquesta
equaci6 es pot resoldre facilment sota certes condicions de compatibilitat
que discutirem més endavant. Com que aquest sistema té forma triangular,
el problema es redueix a resoldre (dos cops) una equacié cohomologica amb
coeficients constants. Al lema seguent discutim la resolucio (formal) d’aquesta
equacio.

Lema 8. Sigui n una funcié definida sobre T™ i sigui w un vector de freqliencies
no ressonant. Considerem I’equaci6

E—&°Re=n. (36)

Aleshores, si [n]Tm = 0, aquesta equacio té solucié (formal) Gnica llevat de fixar
la seva mitjana [§]m.

Prova. Com hem fet en contextos anteriors, busquem una solucié formal
escrivint les funcions involucrades en una base de Fourier. Aixi

1. —
n(®) = Ake'™P5 £(@) = Exe' o]
k Zm k Zm

Aleshores, si introduim aquestes expressions a (36) trobem la férmula segient
per als coeficients &y:
Nk

& = 1~ oMol @37)

Atés que w és no ressonant, el divisor no s’anulla mai i aquests coeficients
estan ben definits llevat del cas k = 0. Per0 resulta que fjp = [N]tm =0 i, per
tant, I’equacio és compatible. a
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Usem ara el lema 8 per a resoldre I'equacio6 (35). Com que aquesta té forma
triangular, podem comencar per

& — & >Ry, = —DP "HP)N.

Suposem per un moment que n compleix [DP "3H{P)n]+ = 0 (més endavant
comprovarem aquesta hipotesi en cas que n correspongui a I’error d’invariancia
de P) de manera que podem aplicar el lema 8 per a obtenir una solucio &;(6) =
[E2]Tm + EZ(G) on tenim la llibertat de triar la mitjana [E2]tm i on Ez esta
determinada univocament segons (37).

Aleshores, I'equacio6 per a & queda

&1 — & ° Ry = —A&1 — Gpp DP Hfldm — J(P) " *DPG5EDP 3{P)In.  (38)

Recordem que per a aplicar el lema 8 cal que la funcié de la dreta tingui mitjana
nulla. Per a obtenir aquesta condicié fem servir la llibertat que tenim per a
escollir la mitjana de &,. Deixem per al lector la comprovacié del fet seguent:
si la mitjana de la matriu A(6) (donada per (31)) és una matriu no singular,
aleshores podem escollir [§2]tm de manera que la part dreta de (38) tingui
mitjana nulla (aquest procediment es troba explicat amb detall a [45, 62]).
Aquesta condici6 sobre la mitjana de la matriu A(8) és la condicié de no-dege-
neracio que es pot llegir a I'’enunciat del teorema 6.

En resum, considerem una parametritzacié P d’un tor invariant de frequen-
cia w, és a dir, una solucié de I'equacid funcional F(P) =F P —P =Ry, = 0.
Aleshores, I'operador lineal DF (P) és invertible. Notem a més que obtenim
una expressio explicita de la seva inversa.

A continuacié veurem que si tenim una parametritzacio d’un tor aproxima-
dament invariant podem invertir de forma aproximada I'operador DF (P). La
idea és que la construccié que acabem de discutir continua sent valida, llevat
d’un error que podem controlar en termes de I'error d’invariancia.

5.2 Correcci6 de tors aproximadament invariants

Suposem que tenim un tor aproximadament invariant de vector de frequéncies
w, és a dir, O O
F P(®) —P(B+ w)=e(0).

Aleshores, si derivem als dos costats d’aquesta igualtat, obtenim
| S
DF P(6) DP(6) = DP(6 + w) + De(0), (39)

de manera que les columnes de DP compleixen la propietat (28), llevat d’'un
error que podem controlar per la mida de e. Aixi, es fa evident la necessitat
d’introduir una norma. D’ara endavant treballarem amb funcions analitiques en
una extensié de T™ en C™/(21tZ)™. En concret, introduim la banda complexa
d’amplada p com

A(p) = {6 CTM/(2n2)™ : [Im(®)| < p},
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i considerarem I'espai de Banach de funcions analitiques f: A(p) - C equipat
amb la norma del suprem [Fll1:= supg xg) [F(O)]. Aquesta norma es pot
estendre de manera natural a vectors i matrius els components dels quals s6n
funcions analitiques. Com hem dit en la introduccid, no ens volem aturar en
els detalls d’estimacions concretes, perqué el que volem en aquesta exposicio
és presentar les idees de la construccio.

Formularem (sense demostracid) una versio del lema 8 en el context de
funcions analitiques. Notem que el resultat segtent recull 'anomenat problema
dels petits divisors. Per a comprendre aquest lema, recomanem de nou l'article
introductori [8] aixi com [4, 6, 7, 43]. Basicament, es tracta de seleccionar
freqiéncies que satisfacin la propietat (40). Aquesta propietat permet controlar
I'acumulaci6 dels divisors al valor zero. El conjunt de freqliéncies w que satisfa
aquesta propietat s’anomena nombres diofantins i el complementari d’aquest
conjunt té mesura de Lebesgue zero. Aquesta condicid sobre w és la condicio
de no-ressonancia que es pot llegir a I'’enunciat del teorema 6.

Lema 9 (Estimacions de Russmann [57]). Sigui n una funcié analitica sobre
A(p) i sigui w un vector de frequéncies que compleix la condicié diofantina
seguent: donat y > 0, v = m tenim

IR 1] = |IZ|"' KTZM\{0}, [TTZ (40)
1
on |k|1 = |ki] + ...+ |km]|. Considerem I'equacio & — & = R, = n. Si [N]t =0,
aleshores es compleix que per a tot 0 < & < p aquesta equacio té solucié analitica
en A(p — d), unica llevat de fixar la seva mitjana [§]tm. A més,

C
yoY

[ETpls < —— [Alp] (41)

Un fet remarcable és que si 7 = P(T™M) és aproximadament invariant,
aleshores és també aproximadament lagrangia. Un calcul analeg a (26) ens
porta a

Ple— (P -Ry) e =ete (42)

Si representem la 2-forma e "& per (e "¢ (€, n) = &l L(B)NLEs facil veure
que (fem servir que F és simpléctica)

1 nTH e I
L(6) = DP(©)"BF P(0) F P(6) DF P(B) DP(B) —Qpp(B+w) =
A B O
=DP(O+w) —FPMO) —-JPOB+w) DPO+w)+
i e N
+DP(® +w)"3'F P(B) De(B) +De(®)"F'F P(6) DF P(6) DP(0).
Es clar que aquesta expressi6 es pot controlar per [eT )(basta fer servir el

teorema del valor mitja). En concret, fent servir estimacions de Cauchy podem
fitar [ITols en termes de [T ]Aleshores, fent servir el lema 9 a I'equacio (42)
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podem fitar [Obp [g1o5 (la matriu associada a P LA en termes de [eTg)lés adir,
el nostre tor aproximadament invariant és aproximadament lagrangia.

A continuaci6é veurem que la matriu M(0) (definida a (29)) ara satisfa una
expressio similar a (35) pero amb termes d’error que podem controlar també per
[eTglLa preséncia d’aquest error és inevitable, com es pot veure a I'equacio (39).
Més concretament, un calcul directe similar als de la secci6 5.1 déna

- Ham A®@) "De@®)
DF P(8) M(®) =M@ +w) " Iém) +E(0), E@®)= Ef((e)) . (43)

on la matriu E;(0) és donada per

[ N o R e | 1
E1(6) =DF P(0) J P(6) "DP(8) —DP(8 + w)A(B)Gpp(B)1—

44
—J%I(e+w)qDP(e+w)GDp(e+m)—l. (4

D’altra banda, per a garantir que M(8) defineix un canvi de coordenades
sobre TpgyM cal veure que M(0) és invertible si I'error d’invariancia, mesurat
com [elg]eés prou petit. Aixo és clar, ja que hem vist que [Opp [;l5 es pot
fitar en termes de [elgli, per tant, la matriu R(8) a (32) és petita. Aixo fa que
puguem escriure la inversa de M(8) com

M@®)t=v(®©)M(8) '?‘g(e) EIME(G), (45)
on la matriu M¢(6), donada per
Me(8) = —[Id2m + V() *R(8)] 'V (8) 'R(B)V (8) *M(6) '?I%I(G) D

és petita en el sentit que la seva norma es pot controlar per [elgl

Ara ja estem en condicions de resoldre aproximadament I'’equacio (34) on
e(B) és I'error d’invariancia. Per a aix0, introduim el canvi Ap (8) = M(B)&(B)
a (34) i fem servir I'expressio (43) per a obtenir

)| 1 1
'%m Al‘ée) —M(8 + w) TE(B) E(B) — E(O + w)=—M(8 + w) 'e(8), (46)

on recordem que E(B) és I'error que apareix a (43). Ara controlarem la matriu
M (8 + w) 1E(B) fent servir (45):
. . o -
[M(Re) "Eld2s = W Rw) M(Rw) P(RwI)IIE + Me(Rew)E Lpd2s, (47)
= T [ IM(Re) q‘%l(Rw) E [pdos + M [po5 [ETgl0s.

Atés que ja hem vist que M, [1>5 es pot controlar per [elg]només caldra
preocupar-se del primer terme, que expressem com

M (0 T:(*l)) l%'%'(e + W) I%'(e) =

DP(8 + w) J'P(0 +w) De(®) DP(0 + w) ng(e +w) %'1(9)—
—Gpp (8 + W) IDP (0 + w) "De(8) —Gpp (6 + w) IDP (B + w) "EL(0)

1
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on podem veure facilment que E1(0), definit a (44), satisfa
Gpp(0 + W) IDP(B + w)EL(B) =0
i també
0+ o) E
DP(6 +w) F'P(6 +w) E1(0) = —Qpp (6 + w)A(B)
L1 1 L1
DP(8) "DF P(G)L—P_(Lp'(e)DF P(©) J P(O)E!LDP(G)GDP C)
qu I I [ S e | 1
—De(8) "3 P(O6+w) DF P(B) J P(6) "DP(0O)Gpp(0) -,
] o N .= _
on(B®) =J P(B+w) —J F P(B) . Arajaésimmediat veure que tots els
termes d’aquesta Ultima expressio es poden controlar per [elg]i, en conse-
qiéncia, podem controlar també (47).
A continuaci6 trobem una solucig-gproxinada de I'equacio (46) invertint

de forma aproximada I'operador DF P(8) en les coordenades donades per
M (B). Concretament, la solucié aproximada de (46) correspon a la solucio de

I'equaci6 1 - (i N
Idm A(B) _ M)
on

O

(. | =
N1(8)=Gpp ()~ 'DP (0) Idm—~|1:|P(6) DP(G)GDP(%*DP(G)'?%'(G) e(0),

nz(e):DP(e)'?'g(e) %'(e) — DP(®) %'g(e)%'(e) .

Es clar que podem trobar una solucié de I'equaci6 (48) si seguim el procedi-
ment desenvolupat en la seccid 5.1, pero usant el lema 9. Per a fer aixd0 només
cal que la matriu [A(8)]t~ sigui no singular. Per acabar, només cal veure que
la solucié de (48) aixi obtinguda ens dona una soluci6 aproximada de (46). Per
a aixo considerem la diferéncia d’aquestes dues equacions

1 1

_ - 1 o -
(46) — (48)=M(0 + ) E(O)E(O)~M@NO+ 5 0y 5150y ste)

on hem fet servir les expressions (33) i (48). Els calculs anteriors permeten
afirmar que els dos primers termes d’aquesta expressio es poden controlar per
IEI%] Com enuncia el lema seguent, I'Gltim terme es controla també per un
terme quadratic:

Lema 10. Si F és simpléctica exacta, llavors [DP "3{P)e]rm es controla per [€12]

La demostracio d’aquest resultat, que fa servir propietats geometriques,
es desvia de la linia argumental d’aquesta exposicio. El lector trobara tots els
detalls a [45].

Donada una parametritzacié P d’un tor aproximadament invariant, amb
error d’invariancia controlat per [ely]hem construit una correccio Ap tal que
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la nova parametritzacio P + Ap ddna un nou tor aproximadament invariant,
amb error d’invariancia controlat per IEI%]Aixb ens permet implementar un
esquema iteratiu per a trobar una série d’aproximacions amb errors LEI;‘;II
I_E[gj. .., que convergeix quadraticament, de manera que s’evita lI'’efecte dels
petits divisors i també de la reduccié del domini d’analiticitat. Aquest efecte es
manifesta quantitativament mitjancant les constants y i & de I’expressio (41).
Aquesta és la idea essencial de tots els esquemes en teoria KAM.

Nota. Observem que en corregir el tor estem modificant tots els objectes de
la construcci6. En particular, la matriu A(8) canvia a cada pas de I’esquema
una quantitat que es pot controlar per [elglPer a donar sentit a la construccio
i demostrar la convergéncia de I’esquema iteratiu, cal veure que a cada pas la
matriu [A(8)]t~ és no singular. Aquest fet es complira suposant que I'error
d’invariancia inicial és prou petit.

6 Postres: altres contextos

Esperem haver assolit I'objectiu inicial de presentar una introduccié del métode
de la parametritzacio en diversos contextos de sistemes dinamics. Hem intentat
presentar les particularitats de cada problema seguint una dificultat creixent
i des d’'un punt de vista comu. Per questions d’espai només hem recollit una
petita mostra dels resultats que es poden trobar a la literatura. Altres treballs
interessants que no hem pogut tractar al llarg de la nostra exposicio son els
seglients (de nou, la llista dista molt de ser exhaustiva):

= Sistemes dinamics en reticles. Aquests apareixen en problemes de fisica
de I'estat solid, per exemple, a I’hora de descriure dislocacions d’atoms
en cristalls. Als treballs [13, 14, 23, 44] trobareu una descripcié d’aquests
models i resultats en la linia dels aqui discutits. Un tractament més
abstracte de conjunts hiperbolics en sistemes dinamics sobre reticles es
troba a [21].

= Llenguies d’Arnold. Considerem M = T%, és a dir, el cas d’aplicacions
sobre el cercle. Un invariant topologic molt important en aquest cas és el
nombre de rotacié (que correspon al nombre mitja de voltes dels iterats).
Aleshores, donada una familia d’aplicacions del cercle que depén de dos
parametres, es defineix una llengua d’Arnold com el subconjunt de pa-
rametres que doéna el mateix nombre de rotacié. A [47] es fa servir el
metode de la parametritzacio per a estudiar aquestes llengles, i s’obté
informaci6é important sobre el seu comportament en valors critics dels
parametres.

« Teoria KAM per a tors sense torsid. A [28] es presenta un métode de
la parametritzacio per a tors invariants que no compleixen la condicio
de no-degeneraci6 discutida en la seccioé 5, és a dir, tals que la matriu
[A(B)]m és singular.
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= Teoria KAM per a tors isotropics normalment hiperbolics. EI metode de la
parametritzacio es va adaptar a [22] per a obtenir un resultat analeg al
teorema 6 en aquest cas. A cada punt del tor tenim un subespai central
de dimensid 2r i la resta de direccions contrauen exponencialment en el
futur o en el passat, de forma similar a les propietats asimptotiques de
varietats normalment hiperboliques que hem descrit en la secci6 4.1. Per
a estudiar aquest problema cal projectar sobre els subespais hiperbolics i
central. Sobre I’espai central, les equacions es poden resoldre fent servir
la construccio presentada en la secci6 5, ja que a efectes practics el tor
es comporta com a lagrangia sobre aquest subespai. D’altra banda, la
resolucioé sobre els espais hiperbolics es pot tractar fent servir estimacions
sobre les condicions de creixement asimptotic.

= Teoria KAM per a tors isotropics normalment elliptics. En aquest cas, les
direccions normals al tor corresponen a oscillacions entorn de I'objecte
invariant. El lector pot trobar una adaptacié del metode de la parametrit-
zacio a [41]. Una manera de caracteritzar aquestes direccions és resoldre
(jJuntament amb I’equacié d’invariancia) una equaci6 addicional que asse-
gura una expressio com (27). La font principal de dificultat que cal afegir
en preséncia de direccions normals elliptiques és I’'anomenat fenomen
de manca de parametres (vegeu [9, 10, 60]). Basicament, atés que tenim
tants parametres com el nombre de freqliéncies internes del tor, no po-
dem controlar simultaniament totes les freqiiencies. Aix0 provoca que en
general no puguem evitar «caure en ressonancia» en corregir el tor.

= Implementacié de metodes numerics. Al llarg de I’exposicié hem remarcat
que les construccions presentades tedricament es poden implementar
per a aproximar objectes invariants en problemes concrets. Diverses
implementacions dels métodes que hem inclos en aquest resum poden
trobar-se a [30, 32, 39, 46, 47]. En el cas quasiperiodic, potser la imple-
mentacié més senzilla és la presentada a [47], ja que no cal tenir present
cap construccié geometrica.
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