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CARLES M. CUADRAS

Resum: Presentem en tres parts els conceptes de correlaci6 i d’associaci6 estadistica,
comencant per la nocié de correlacié de Galton, millorada per Pearson. Utilitzem com
a illustracio6 les dades classiques de Galton i Pearson sobre heretabilitat de pares i
fills respecte a 'estatura. La segona part explica com s’han d’estudiar les mateixes
dades des d'una perspectiva multivariant (analisi de correlaci6 canonica i de corres-
pondeéncies). Utilitzem també dades de Fisher. Mostrem com podem associar dades
de tipus general mitjancant distancies. La tercera part la dediquem a les distribucions
bivariants. Presentem la teoria de funcions i valors propis per a dos nuclis, que s’aplica
al desenvolupament diagonal d'una distribucié bivariant, incloent-hi els desenvolupa-
ments continus en termes d’integrals. Proposem una familia de copules canoniques,
que permet generar distribucions bivariants.

Paraules clau: dades de Galton i Pearson, correlacio intraclassica, correlacio canonica,
analisi de correspondeéncies, associacio basada en distancies, operadors integrals,
distribucions amb marginals donades, funcions canoniques.

Classificacié MSC2010: 62H20, 60E05.

Part I: Estadistica classica

1 Introducccio

Des de sempre hem volgut esbrinar la causa d'un fenomen. Per qué s’ha pro-
duit un incendi? Queé ha provocat una guerra? Quina és la principal causa del
cancer de pulm6? Per que un cantant té éxit? En algunes parts de la fisica i
la mecanica, el binomi causa-efecte és ben conegut. Sovint les relacions entre
variables observables i mesurables son deterministes i es poden expressar
amb una relaci6 funcional y = f(x), que lliga una variable dependent y amb
una d’independent x. Aquesta relacié és molt important i ben estudiada en
matematiques i altres ciéncies exactes. Pero en biologia, economia, sociologia,
meteorologia, etc., a ningu se li acudiria imaginar que pugui existir una relacio
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tan exacta entre dues variables. Per exemple, la pressio arterial d'una persona
té relacio amb el pes, pero la relacio és «imprecisa».

Com podem relacionar dues variables? En principi podem suposar y =
f(x) + e, on f(x) representa la part determinista i e la part aleatoria de cada
observacio y. Altrament dit,

observaci6é = model + error,

entenent per «error» la desviacio del model. Aleshores és natural que ens
plantegem com cal mesurar aquesta relacié mitjancant un coeficient entre 0
i 1, de manera que el valor O signifiqui manca de relacio i el valor 1 es pugui
interpretar com que hi ha relaci6 perfecta, matematicament parlant.!

Aleshores es planteja la determinaci6 de la funcié f i la naturalesa de la
desviacio e, sovint interpretada com una variable aleatoria amb distribuci6
normal.

2 Galton i el coeficient de correlacio

L’any 1886 Francis Galton [37], contemporani de Mendel i cosi de Darwin, es
va plantejar la tasca de mesurar objetivament la relacié entre dues variables
observades sobre una mateixa poblacio, a fi de donar una prova cientifica de la
teoria de I’evoluci6. Aleshores va tenir la idea genial de proposar el coeficient
de correlaci6 7, que va illustrar amb les dades de n = 205 families. Va anotar
les variables segiients:

X1
Xo

alcada del pare, Y, = alcada del fill,
alcada de la mare, Y, = alcada de la filla.

D’entrada Galton va trobar que els pares i els fills eren, en general, més alts que
les mares i les filles, és a dir, hi havia dades de dues poblacions. Encertadament
va intuir que el coeficient de correlacié hauria de ser una mesura d’associacio
valida per a una sola poblacié. De fet, quan barregem dues poblacions, es poden
presentar paradoxes (vegeu la secci6 7). Per tant, Galton va decidir introduir
una correccié consistent a augmentar l’alcada de les dones. Concretament, va
considerar les variables

X=(X; +1.08X2)/2, Y=Y 0Y =1.08Y5,
on, per a cada X, la variable Y pot prendre tants valors com fills i filles tenia el

matrimoni, obtenint n = 934 parelles d’observacions. La variable X rep el nom
de mid-parent i encara avui dia s’utilitza en antropologia.

1 Gairebé mai sabrem si el model representat per la funcié f és el correcte. Un model és una
simplificaci6 de la realitat. M. Chasles va dir: «La geometria és I'art de raonar bé sobre figures
falses».
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Amb la correccié de multiplicar per 1.08 I'alcada de cada dona, Galton va
tractar les dades com si tingués només una poblaci6 [41]. La taula 1 illustra
algunes dades. La familia 18 té 3 fills i cap filla. La 102 té 3 fills i 3 filles i la 198
té 4 fills i 1 filla.

Familia Pare Mare Geénere Fill/Filla
18 78 73 1 66.5-64.5-64
102 69 66 1 70-68.5-68
102 69 66 2 65-63-62.5
198 65.5 60 1 68-68-67-67
198 65.5 60 2 62

TAULA 1: Exemple de dades sobre alcades (en polzades) de pares i fills
obtingudes per Galton el 1886.

El coeficient de correlacio és el quocient ¥ = Sxy/(SxSy), on Sy, és la
covariancia i Sx, S, son les desviacions tipiques de les variables X, Y. El valor
absolut d’aquest coeficient és invariant per transformacions lineals de les
variables i satisfa || < 1. Va ser proposat el 1895 per K. Pearson, amb la qual
cosa millora la invencié de Galton.?

Galton va obtenir ¥ = 0.50, que indicava una certa relaci6 entre pares i
fills respecte a I’alcada. Aleshores va representar les dades en un diagrama
(figura 1), va dibuixar a ull una recta d’ajust i va afirmar que I'alcada d'un fill
era aproximadament 2/3 de I’alcada dels pares (variable mid-parents).

Larecta y = a + bx que millor s’ajusta a les dades, en el sentit dels minims
quadrats, on

n
a i b son tals que z (i —a — bx;)? és minima,
i=1

és la recta de regressio, que és
y=¥+b(x-X), on b=Sy/Ss, (1)

essent X i ¥ les mitjanes de les variables i b el coeficient de regressié o pendent
de la recta de regressio. Aquesta recta descriu el model abans esmentat, és a
dir, la funcié f(x) és lineal. A la secci6 seglient parlarem de I'origen del terme
regressio.

2 El descobriment del coeficient de correlacié és descrit per Galton (que tenia una bona visio
matematica) a Memories of My Life. El coeficient v apareix implicitament en treballs de Gauss i
Bravais sobre la distribucié normal bivariant. K. Pearson, a qui hem d’atribuir la formulaci6 actual,
va proposar (com també ho proposaria Hilbert) una teoria de la relativitat. La seva definici6 de
coeficient de correlacio es basa en 'estructura d’espai vectorial de les variables aleatories. Tot
i la importancia del coeficient de correlacio, I'estadistic Sigmund Schott (1928) va afirmar: «Es
molt lamentable que la complicada fonamentacié matematica del calcul de la correlaci6 i la seva
prolixa resoluci6 aritmetica excloguin per sempre la possibilitat d’aplicar en algun cas concret
aquest notable procediment».
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Galton n =934 | Pearson mn =1078

Mid-parents Fills Pare Fill
Mitjana 69.20 69.23 67.20 68.16
Desviaci6 tipica 1.80 2.58 2.72 2.74
Correlacio/regressio | v = 0.50 b=0.71 | =051 b=0.52

TAULA 2: Mitjanes, desviacions tipiques i coeficent de correlacio i regres-
si6 que resulten de les dades originals de Galton i de Pearson-Lee. Dades
en polzades; 67.2 polzades s6on 170.7 cm., 68.16 polzades sén 173 cm.

EXEMPLE. La taula 2 conté alguns resultats estadistics per a les dades de Gal-
ton (n = 934) i de Pearson-Lee (n = 1078), publicades I'any 1903 [53] i que
comentarem a la seccio6 8.

3 Laregressio a la mitjania

El coeficient de regressio b = 0.71 (taula 2) va donar peu a Galton per afirmar
que hi havia una «regressio a la mitjania». Altrament dit, en predir y donat x,
s’esperava que un pare alt, I'alcada del qual era superior a la mitjana, tindria
fills també alts, pero no tant com el pare. Es a dir, el fill (o filla) estaria més
a prop de la mitjana que el seu progenitor. De manera similar, un pare baix
tindria tendéncia a tenir fills baixos pero no tant com el pare.

Aquest notable fet, que déna nom al terme model de regressio (tot i que
regressio és epistemologicament incorrecte), sembla paradoxal. Pero no ho és en
sentit biologic. Si els pares alts tinguessin fills més alts, a la generacio seglient
els fills encara ho serien més, i al cap de moltes generacions hi hauria gegants.
De la mateixa manera, si els pares baixos tinguessin fills més baixos, a la llarga
hi hauria nans. Tampoc hi ha paradoxa estadistica, atés que si ajuntem tots els
fills, la mitjana es recupera i si hi ha regressio dins d’'una familia, no n’hi ha a
la poblacié.

FIGURA 1: Diagrama que representa l’alcada combinada de pare i mare
sobre la dels fills i filles, per a 934 observacions obtingudes per Galton.
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4 Correlacio multiple

El coeficient de correlacié en la forma que ara el coneixem va ser elaborat
per K. Pearson. Podem generalitzar la correlaci6 simple 7, valida per a dues
variables, definint la correlacié multiple R. Donada una variable resposta Y i
p variables explicatives X1,..., X, el coeficient R es defineix com la correlaci6
simple entre Y i Y, essent ¥ = bo + b1 X; + - - - + b, X, la combinacioé lineal que
millor s’ajusta a Y en el sentit que els coeficients b; verifiquen

E(Y -Y)2=E(Y —bg — b1 X; — - - - — b, Xp)? és minima.

Es calcula mitjancant

R?> =r'R7'r,
on R és la matriu p X p de correlacions entre les variables X, i r és el vector
amb les correlacions de la variable Y amb cadascuna de les X.

EXEMPLE. Per ales dades de Galton, si Y és I’alcada del pare (o de la mare), X;
i X»> son les alcades de fill i filla, obtenim:

~[0.5457 _[o03650] [ 1 05419
Tpare = [ 0 5067 |° Tmare = {3808 | ™~ [0.5419 1 |-

Els coeficients de correlacié multiple del pare sobre fill/filla i de la mare
sobre fill/filla, son:

Rpare = 0.6067, Rpare = 0.4249.

Curiosament, respecte a I’alcada, hi ha més influéncia del pare.

5 Un sofisma sobre la correlacio

Plantegem una paradoxa aparent o sofisma sobre la correlaci6. Suposem que
X 1Y son dues variables correlacionades sobre la mateixa poblacio, amb va-
riancies o2 i (732,, respectivament. Denotem per 0y, la covariancia i per px,
el coeficient de correlaci6. En tots els casos suposem que els parametres séon
poblacionals.

Considerem ara una mostra aleatoria simple de X de mida n. Es a dir,
considerem Xi,..., X, variables independents, igualment distribuides amb la
mateixa distribucié que X.

La variancia de la mitjana mostral X,, = (X; + - -- + Xp)/n és 02/nila
covariancia entre X, i Y és

_ 1 1
cov(X,,Y) = Ecov(Xl +---+X,Y)= ﬁnaxy = Oxy-.
Per tant, atés que px, = Ox, /(0x0y), el coeficient de correlacio entre X, i Y
és

_ B Oxy _
cor(Xn,Y)—i(Ux/ﬁ)Uy VNPxy.
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Ens trobem que si n és prou gran, podriem tenir /npyx, > 1. Per exemple,
Si pxy = 0.51n > 4 aleshores \/npx, > 1. Aix0 contradiu la propietat que el
coeficient de correlacié mai supera el valor 1. Tornarem a comentar aquesta
aparent irregularitat més endavant.3

6 EIl tot pot ser més gran que la suma de les parts

Siles variables X estan incorrelacionades dues a dues, és a dir, la matriu de corre-
lacions és R = I (identitat), aleshores R? = v + - - - + r3, essent r,...,7p les
correlacions simples de Y amb cadascuna de les variables X. En general les X
estan correlacionades i hom esperaria que R? < 1'12 + -+ rg, ateés que no hi
ha redundancia en la suma de quadrats pero si en R2. No obstant aix0, hi ha
situacions reals on

RE>7ri+---+715. (2)

El cas p = 2 va ser estudiat per Hamilton i Routledge [40, 56]. En el cas
general, Cuadras [9] va demostrar que la desigualtat (2), que podem escriure
com a R? =r'R~!r > r'r, és equivalent a

p
> ri(1-2Ay) >0,
i=1

essentrz,i=1,...,p,les correlacions simples entre la variable resposta Y i les
components principals Z1,...,Zp,1A1,...,Ap, els valors propis de R. Recordem
que les components principals Z; son les combinacions lineals de les variables X
amb variancia maxima condicionada a que siguin incorrelacionades. Aquestes
variancies son precisament els valors propis de R.

Atés que els primers valors propis sén més grans que 1 i els ultims, més
petits, tenim que (2) es verifica si Y té una correlaci6 alta amb les components
principals de menor variancia (figura 2). Per tant, és erroni creure que variables
correlacionades son redundants.

Molt relacionada amb (2) és la possibilitat d’augmentar les correlacions
simples pero que, sorprenentment, disminueixi la correlacié multiple. Conside-
rem la matriu de correlacions R de quatre variables X i dos vectors ry, r» que
contenen les correlacions amb les X de dues variables dependents Y7, Yo.

1 031 0.40 0.52 0.60 0.59
R_|031 1 052 040 _ 050 _ {049
040 052 1 031" "= ]o40|" 27 ]0.10
0.2 040 0.31 0.30 0.10

3 Alguns estadistics destacats van necessitar hores, fins i tot dies, a trobar una explicaci6 a
aquest desconcertant sofisma sobre la correlacio.
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FIGURA 2: La variable dependent Y; segueix la direccié de la segona
component principal Z», perpendicular a la direcci6 principal de les
dades, representada per la primera component principal Z;.

Com que les correlacions simples sén més grans per a Y7, s’esperaria que també
ho sigui la correlacié multiple. No obstant aix0, es verifica

R? =1}R7'r; = 0.483 <R3 =1r,R"'r, = 0.688.

L’explicacié d’aquesta anomalia es la seglient: r; és un vector amb direccio
(mesurada per I’angle) proxima als ultims vectors propis de R, mentre que r»
segueix una direccié més semblant als primers vectors propis. Altrament dit,
Y; estaria més influida per les dues ultimes components principals, mentre
que Y> estaria més relacionada amb les dues primeres. Vegeu la figura 2, amb
només dues variables X, pero igualment illustrativa. La conseqiiéncia de tot
aix6 és que el costum de descartar variables X poc correlacionades amb Y
podria ser inadequat. Per a més detalls, vegeu [10, 59].

7 Fallacia ecologica

Examinem la figura 3, que representa el risc de cancer respecte al consum de
calories per a diferents paisos. Considerant només les mitjanes de cada pais
(cercle negre), veiem que el risc augmenta amb el consum de calories. Pero
examinant cada pais per separat (cercles blancs agrupats), veiem que el risc
disminueix si augmenta I’alimentacio. La correlacio és, de fet, negativa, pero si
agrupem poblacions, apareix una falsa correlacié positiva. L’anomenada fallacia
ecologica es deu al fet d’ajuntar poblacions diferents i aplicar la correlacio,
ignorant que aquest coeficient només es pot utilitzar a cada poblacio6 per separat.

EXEMPLES. Per a una malaltia hereditaria, es va detectar una certa correlacio
positiva entre ’edat X d’aparicio6 en el pare i I’edat Y d’aparici6 en el fill [42].
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En realitat X i Y son independents, i I'edat d’aparici6 en el fill no té res a veure
amb la del pare. La falsa correlacio era deguda a que hi ha dos gens A i B, que es
presenten amb probabilitats p4 i pp i que causen la mateixa malaltia. Es a dir,
les edats observades provenen de dues poblacions diferents. Si X i Y (igualment
distribuides condicionades a cada gen) tenen mitjanes E(X|A) = E(Y|A) = uu
i E(X|B) = E(Y|B) = up i analogament variancies Uﬁ i O'BZ, depenent del gen
causant A o B, les esperances matematiques de les variables observades X iY,
els seus quadrats i el producte XY son:

E(X) = E(Y) = papa + paus,
E(X?) = E(Y?) = pa(u} + 03) + pa(up + 03),
E(XY) = pap3 + pai3.
Operant, obtenim les variancies:
var(X) = var(Y) = pao3 + ppoj + paps(pa — Up)°.

De manera similar, la covariancia és cov(X,Y) = papp(ua — up)?. El coeficient
de correlacio és, doncs,

2 2 -1
PAOy + PBOg
=1+
Prey [ papB(Ha — IJB)Z]

Concretament, si pa = pp = 1/2, 05 = 0 = o, i la diferéncia |us — ug|
entre les dues mitjanes val 20, aleshores obtenim py, = 0.5, tot i que les
variables X i Y son independents a cada poblacio.

Un altre exemple apareix en el polemic llibre The Bell Curve, de Berrstein
i Murray, publicat el 1994. En aquest tractat s’afirma que els blancs s6n més
intelligents que els negres. En conseqiiéncia, argumenten els autors, els blancs
també seran superiors en una altra habilitat mesurada per una variable H, que
es pugui quantificar i que estigui correlacionada positivament amb la intel-
ligéncia I. Per tant, a fi d’escollir entre un blanc i un negre per encarregar-se
d'una feina (pilotar una aeronau, per exemple), que es faria millor si I'habilitat
mesurada mitjancant H és alta, si ambdo6s candidats tenen el mateix coeficient
d’intelligéncia, aleshores el valor de H en el blanc sera més alt que en el negre.
Per tant, seria convenient proposar el candidat blanc. L’argumentacio, fruit de
barrejar dues poblacions, és falsa, com va denunciar Kaplan [46]. Es més, per
a una mateixa I, el negre tindria un valor H més alt que el blanc, com podem
apreciar a la figura 4, que conté les dues rectes de regressio, i per tant el negre
estaria més capacitat per a la feina. De manera més precisa, suposem la mateixa
habilitat mitjana de H en blancs i negres, E(H|B) = E(H|N) = 100, pero una
certa superioritat en intelligéncia: E(I|B) = 100, E(I|N) = 90. Si les desviacions
tipiques son iguals a 15 i el coeficient de correlaci6 entre H i I és 0.6, aleshores
les prediccions (utilitzant les rectes de regressi6) indicarien la superioritat del
negre sobre el blanc:

Blanc H =100+ 0.6 x (105 —100) = 103,
Negre H =100+ 0.6 x (105 —90) = 109.
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FIGURA 3: Fallacia ecologica. La correlacié considerant nomeés les mitjanes
de les poblacions (cercles negres) és positiva. Pero la correlacio dintre de
cada poblaci6 (cercles blancs agrupats) és negativa.

FIGURA 4: Suposant que la intelligencia sigui superior en els blancs, si
un negre té el mateix coeficient d’intelligencia que un blanc, aleshores
el superaria en una altra habilitat correlacionada amb la intelligéncia.
Equivocadament, a The Bell Curve s’afirma el contrari.

13
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8 Més sobre la correlacio

8.1 Rao de correlacio

Quan K. Pearson va definir el coeficient de correlacié en la seva forma actual,
de seguida deuria veure que les dades de Galton no responien perfectament
a la definicio. En efecte, per a cada valor de X (variable mid-parent), tenim
1, 2 o més valors de Y, perque una parella pot tenir més d'un fill. A més, si
bé podem suposar que les alcades dels pares sén independents, les dels fills
estan correlacionades dintre de cada familia. De fet, el 1903, K. Pearson [53] va
efectuar els calculs amb noves dades i va considerar n = 1078 families amb
només un o dos fills. Va obtenir un coeficient de correlacié » = 0.51 entre pare
i fill varo (vegeu la taula 2).
Podem estudiar les dades de Galton considerant un model lineal

yij:I«l"‘ﬁixi""eij, izl!"'lk!j:]'!"'!ni’ (3)

on y;j és l'alcada del fill j de la familia i, 4 és una mitjana general, 8; és
el coeficient de regressio per a la familia i corresponent a un mid-parent Xx;.
El terme e;; és la desviacio del model, i reflecteix el fet que els fills d’'una
mateixa familia no tenen la mateixa estatura. Sigui fiy 'estimaci6é per minims
quadrats suposant que totes les B; son 0. Aquesta estimaci6o és la mitjana
general de les y;;. Denotem per RIZJ = 2, (vij — fx)? la suma de quadrats

residual. Siguin [, Bi, i = 1,...,k, les estimacions sense imposar restriccions
i sigui RS =i ij — {i + Bixi)? la suma de quadrats residual. Tenim que
R3 < R#%, atés que R és un minim restringit. Aleshores

4)

és un coeficient que indica el grau de relacio lineal entre X i Y. Veiem facilment

que si el model és perfecte (no hi ha desviacio e;;), aleshores r2 =1.Perales

dades de Galton, ¥ coincideix amb el coeficient de correlacio, i per tant » = 0.50.
Plantegem ara un model general

yij:g(xi)+eij: i:]-’---!k!j:]-)---!ni’

on g és una funcié possiblement no lineal. Si suposem g = 0, I’estimacio6 de u
i la suma de quadrats residual R son les mateixes d’abans. L’estimacié no
restringida de g(x;) és la mitjana corresponent al grup i. Aplicant la mateixa
mesura d’ajust, obtenim

: |3
%N‘HN

AR

onn=mny+---+ ng, Si2 és la variancia per a la familia i, S% és la variancia
global. Es compleix /72 > 72. Si no hi ha desviacié del model no lineal, és a dir,
51'2 = 0, aleshores 12 = 1. En les aplicacions cal comparar /) amb 7.
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Considerem la coneguda descomposicio de la variabilitat en I’analisi de la
variancia, ANOVA (vegeu [57]),

k n;i k k n;

DO Wi == D> i ¥+ D> D> (vij — Vi), (5)

i=1j=1 i=1 i=1j=1

essent y la mitjana general, ;. la mitjana del grup i. Escriurem Q1 = Qr + Qp,
on les quantitats Qr, Qr, Qp soén les sumes de quadrats totals, entre grups i
dintre de grups. Aleshores també podem expressar la ra6¢ de correlaci6é per

n°=1- Q _ &.
Qr Qr
EXEMPLE. Per ales dades de Galton obtenim 7 = 0.58, un indici clar de relacié no
lineal, ja que / = 0.58 és significativament més gran que +» = 0.50. Possiblement
sigui degut a les repeticions dels valors dels pares que tenen més d'un fill.
Pero Pearson va comentar que era degut a una manera amateur d’obtenir les
dades [58]. De fet, Pearson va treballar amb 1078 families i unes dades més
ben observades i millor ajustades als conceptes de correlacio i regressio. Va
obtenir 17 = 0.52, fet que indica una bona relaci6 lineal, ja que la diferéncia
entre f = 0.52ir = 0.51 no és significativa.

Si dividim per n els termes de (5) obtenim

L i il &
w2 2= = Y @ - S S - Th (O
. 1 .
1 1j=1 i=1 i=1 Jj=1

que seria una versio estadistica de la descomposicié de la variancia d'una varia-
ble aleatoria. Es a dir, donat un parell de variables (X, Y), la descomposici6 (6)
és la versioé ANOVA de

var(Y) = var[E[Y|X]] + E[var[Y|X]], (7)

on Y| X representa la variable Y condicionada a X. La corba de regressio de la
mitjana és la millor corba que ajusta Y en funcié de X, és adir, y = E[Y|X = x].
El grau de concentraci6 de les observacions (x,y) de (X, Y) al llarg d’aquesta

corba és
20 _ 4 E[var[Y|X]]

B var(Y)

8.2 Correlacio intraclassica

Quina és la correlaci6 entre germans per a una caracteristica fisica com I'alcada?

La resposta no s’obté mitjancant el coeficient de correlacié ordinari, atés que

no podem disposar dels valors dels germans en parelles ordenades (x, y).
Suposem el model

yij:u+Ai+eij, i=1,...,k,j=1,...,1’li,
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on A; és una mena de variable aleatoria tal que E(A;) = 0ivar(4;) = Uf‘ per a
tota i. Suposem les condicions usuals d’independéncia completa entre les A;,
ei; i també que var(e;;) = 0°°.

Es defineix la correlacio6 intraclassica p; com la que hi ha entre dues obser-
vacions y;j i y;j dintre del mateix grup (o familia). Es demostra facilment [57]
que p; = 03/(03 + 02).

Siguin Q 4 i Qg les sumes de quadrats entre grups i dintre de grups (quan-
titats que abans hem indicat per Qf i Qp). Dividint pels graus de llibertat
corresponents, considerem les mitjanes

QA = kQ_Al, GR

Qr

“n-k’

essent n = n; + - - - + Ng. Segons [33], una estimaci6 de py és

ﬁ[zi aA_aR _
Qu+ (no-1)Qg’

8)

onng = (n -k nf/n) /(k—1).
Relacionem ara p; amb la ra6 de correlacié 72. Amb la present notacio,

tenint en compte que Q4/Qr = H%/(1 — H?), és facil veure que la correlacio
intraclassica és

. n-1)A2 - (k-1)
L= i —kno+no-DA2 + (mo—1)(k=1)"

A diferéncia de 1, la correlacio intraclassica p; és un coeficient estadistic del
qual no hi ha versié probabilistica.

EXEMPLE. Per a les dades (no balancejades amb n; > 1) de Galton, aplicant (8),
obtenim ng = 5.23 i p; = 0.38, que indica una certa correlaci6 intraclassica
entre les alcades de germans i germanes.

8.3 La perspectiva bayesiana

Es oportu comentar aqui la condicié fonamental de la metodologia ANOVA: la
independéncia estocastica i la igualtat de variancies del terme d’error. Aixi, en
el model ANOVA d’'un sol factor,

yij=U+&it+eij, i=1,...,k, j=1,...,n4

suposem la distribucié normal Ny, (O, O'zlni) per a cada successio e;jj, j =
1,...,n;. Aquesta hipotesi és discordant amb 1'’enfocament tipicament bayesia,
que suposa les mostres amb distribucié conjunta «intercanviable». Altrament
dit, la distribuci6 de cadascuna de les n; observacions y;; és (condicionalment
a cada grup) la mateixa, pero la distribucié conjunta és simeétrica.
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Per alleugerir la notaci6, denotem n; per n i els n; errors per xi,...,Xn.
Aleshores:
(X1yeee,Xn) ~ (Xj1y ooy X)),
on (ji,...,Jjn) és una permutacio de (1,...,n). El simbol ~ significa «mateixa

distribucio que».
Segons el teorema de Bruno de Finetti, la densitat conjunta pren la forma [5]

p(xX1,...,xXn) = 1 ﬁlf(lea)rr(a)da,
o J=

on f(xjlx) és una mena de model estadistic on el parametre « prové de
I'observacié d'una variable latent amb suport l'interval I, i densitat de pro-
babilitat 71 (). La distribuci6 dels valors xi,...,x, son independents si els
condicionem a un valor fix de «. Suposant que la variancia és constant o2,
indicant la mitjana condicionada per p(x) = [z xf (x|®) dx, la mitjana global
d’un error x és a = fla u(o)t(a) do. A més, si posem A = fla ()2 () dex,
el valor esperat del producte de dos errors x i x’ és precisament

L JRZ xx' f(x|o) f(x" o) () dedx dx’ = A.

Com que la variancia és 02 + A — a?, facilment es demostra que la correlacio
entre dos errors és
A—a?
pP=" 2"
o-+A-a

Si suposem « fix amb probabilitat 1 (enfocament classic), obtenim A = a® i
p =0.

Aplicant aquest enfocament bayesia, atés que no coneixem 71 (), un model
raonable seria suposar que (xi,...,X5) segueix la distribucié normal simeétri-

ca N, (0,2), ila matriu de covariancies és

P
1

RS

1
P
S=0?].
Aquesta distribucio6 és intercanviable i pressuposa (dintre d'un grup) una
mateixa correlacié p per a cada parella d’observacions (o errors) diferents.
En general, un bayesia postularia p # 0 i un classic consideraria la restricci6é p =
0, que en el cas de normalitat implicaria independencia completa entre les
observacions. Es correcte el model restringit? Afortunadament per a I'estadistica
classica, Wilks [60] va demostrar que el test F de Fisher-Snedecor és també valid
amb dades normals equicorrelacionades, és a dir, en el cas que sigui p = 0.

Ara ¢ és el moment de resoldre el sofisme de la secci6 5, on la correlaci6é
entre X, i Y semblava que podia ser més gran que 1. El parany consistia a
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prendre Xi,..., X, independents. L’accié d’obtenir una mostra aleatoria simple,
tan usual en estadistica, és incorrecta si X esta correlacionada amb Y. Hem
d’admetre, doncs, que Xi,..., X, no son independents.

Dit aix0, hi ha maneres diferents de veure que |cor(X,, Y)| < 1. Per exemple,
si suposem el model d’equicorrelacié, que implica que les n variables X s6n
intercanviables i no pas independents, aleshores cov(X;, X;) = o2p, i+ j. Per
tant,

var(Xy) = [no2 +nn - 1)oipl/n?,

i el coeficient de correlacio és

VNPxy
JI+(n-1p’

cor(X,,Y) =

que mai pot superar el valor 1.

Part 1I: Estadistica multivariant

Els métodes de les dues seccions segiients es poden trobar amb detall a [8, 15].

9 Analisi de correlacié canonica

La correlacio multiple entre Y i Xj,..., X, és la maxima correlacio entre Y i una
combinacio lineal de Xj,..., X,. La generalitzacio, proposada per Hotelling,*
considera dos vectors aleatoris X = (X1,...,Xp) 1Y = (Y7,...,Yy), i determina

les combinacions lineals [44]
U:Xa:a1X1+"'+apo, V:Yb:b1Y1+"'+bqu,

de tal manera que la correlacio entre U i V' sigui maxima, ona = (a1,...,dp)" i
b = (b1,...,bq)" sOn dos vectors.

Indiquem per S;; i S» les matrius de covariancies mostrals de X i Y, res-
pectivament (el cas poblacional té un tractament molt semblant). Sigui S;» la
matriu p X q amb les covariancies de les variables X amb les variables Y. Tenim
aleshores la supermatriu S = (S;;),

on Sy1 = S},. Si S11 = (si5), aleshores var(U) = le’j=1aiaj5ij = a'Sna, i
analogament var(V) = b’Sy>b i cov(U,V) = a’S;»b.

4 H. Hotelling va introduir I’analisi de correlacié canonica el 1936, en un intent de relacionar
aptituds fisiques i mentals. El métode tindria una gran influéncia en analisi factorial, anali-
si de correspondencies, analisi discriminant, analisi canonica de poblacions i altres meétodes
multivariants.
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Podem suposar que var(U) = var(V) = 1. Aleshores el problema equival a:
maximitzar a’Si2b restringita a’S;ja=1, b’'Sypb=1.

La solucié no és Unica i els vectors de coeficients a i b que compleixen aquesta
condici6 son els vectors canonics. La maxima correlaci6é entre U i V, combina-
cions lineals de X i Y, rep el nom de primera correlacié canonica 7;. Clarament,
1 = 0 si X és independent de Y, i 7; = 1 si hi ha una relacio6 lineal entre els
dos vectors. Per tant, 7 té un paper destacat en la mesura de I'associaci6 entre
XiY.

Si Uy = Xap, V1 = Yb; és la primera parella de variables canoniques, definim
U, = Xa», V> = Yb, com la parella de variables (també combinacions lineals de
X 1Y) incorrelacionades amb U, i V;. Aleshores 7> = cor(Uz, V>) és la segona
correlaci6 canonica. Analogament obtenim la tercera i segiients variables i
correlacions canoniques, que satisfan les condicions d’optimitzacié esmentades
a dalt.

Podem formular una expressio conjunta per als vectors canonics a; i b;
utilitzant la descomposicié singular d’'una matriu. Suposant que p > ¢, sigui
m = min{p,q} = q i considerem la matriu p X gq

Q = S;1/%81285, % 9)

Calculem la descomposicio singular Q = UD,V’, on U és una matriu p x q
amb columnes ortonormals, V és una matriu q X q ortogonal i D; és una
matriu diagonal amb els valors singulars de Q. Altrament dit, U'U = I;, V'V =
V'V =1, D = diag(si,...,Sm). Aleshores els vectors canonics i les correlacions
canoniques s6n
a; = Shl/zui, bi = SEZI/ZVL', i = Si.

Formalment: U; = Xa;, V; = Yb;, i = s; = cor(U;,V;),i=1,...,m, és a dir, les
correlacions canoniques son els valors singulars de Q.

Cada parella de variables canoniques té correlacié maxima, i manté la condi-
ci6 d’ortogonalitat, és a dir,

cor(U, Vi) =1, cor(U;,Uj) = cor(Vy,Vj) = cor(U;, V) =0 sii=+j.
A més es compleix la relacio recursiva segiient entre els vectors canonics:
a; = ;7 1S71S12bi, b = 5718518514
EXEMPLE. Per a les dades de Galton, podem considerar les quatre variables

X1
X

alcada del pare, Y, = alcada del fill,

alcada de la mare, Y, = alcada de la filla.

Volem relacionar (Y7, Y>) amb (X, X»). Atés que necessitem quaternes comple-
tes, hem seleccionat families amb almenys un fill i una filla, prenent la mitjana
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quan hi ha més d'un descendent. Obtenim »n = 150 i les matrius de covariancies:

(6.9654 0.4516)
Sll = )

(31759 2.7013
0.4516 5.3950 ’

1.8697 1.7857

S — 3.1759 1.8697 S, — 4.8624 2.4138
21 = 12.7013 1.7857)' °22 2.4138 4.0804 )"

Els dos vectors canonics i els valors singulars soén:

a; = (0.3050;0.2312)", b; = (0.2742;0.2642)", s; =0.71,
a; = (0.2265; -0.3646)", by = (0.4648;-0.5265)", s» = 0.038.

La primera correlacié canonica és ¥; = 0.71 i les primeres variables canoniques
son:
U = 0.3050X; +0.2312X,, Vi =0.2742Y; + 0.2642Y5.

La correlaci6 ha augmentat de 0.50 a 0.71. De fet ¥; = 0.71 és una mesura
global d’associacio entre les estatures de pares i fills.

Resulta interessant constatar que el calcul de la correlacié entre U; =
0.3050X; +0.2312X> ila variable mid-parent (X; +1.08X>)/2 (pero considerant
el conjunt complet de les 934 dades inicials) déna » = 0.995, un valor molt
elevat. Veiem que la variable mid-parent emprada per Galton a fi de reduir
diferéncies entre pares i mares és gairebé equivalent a la primera variable
canonica.

Definim ara una mesura global d’associaci6 entre els vectors aleatoris X =
(X1,...,Xp) 1Y = (Y7,...,Y,). En situacions practiques interessa trobar una
mesura d’associacio entre dues matrius de dades n X p i n X q. Una bona mesura
es basa en la lambda de Wilks, que es fa servir per decidir si una hipotesi és
certa o hauria de ser rebutjada.

Sigui f(x, ) un model estadistic que consisteix en una densitat de probabi-
litat indexada per un parametre 6 € ©. Donada una mostra aleatoria simple de
mida n la funcié de versemblanca és

L(x1,...,xn;0) = f(x1,0) X - -+ X f(xn, 0).

L’estimaciéo maxim-versemblant de 6 (proposada per R. A. Fisher) és el valor 0
que maximitza L(xy,...,Xyn;0). Plantegem una hipotesi nulla Hy sobre el para-
metre 0, que es pot for;nular com una restriccié sobre el conjunt 0. Escriurem
Hy: 0 € Og C 0. Sigui 9y I'estimacié maxim-versemblant de 6 dins ©¢. Tenim
aleshores dues funcions de versemblanca. La ra6 de versemblanca és el quocient

A=L(x1,...,xn;00) /L(x1,...,xn; 0).

Atés que el numerador és un maxim restringit, clarament 0 < A < 1. Un valor
de A proxim a 1 indicaria que les dues versemblances s6n semblants i aniria a
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favor de Hy. Sota un model regular i suposant Hy certa, I'estadistic x2 = —2InA
convergeix en llei a la distribuci6 khi quadrat si n — oo, propietat que permet
decidir sobre I’acceptacio6 o el rebuig de Hy. Sovint, en analisi multivariant, la
ra6 de versemblanca esta relacionada amb la lambda de Wilks, que es defineix
com el quocient de determinants A = det(A)/ det(A + B), on A i B sén matrius
de Wishart estocasticament independents.

En el cas de dos vectors X i Y normals multivariants, la independéncia
estocastica entre ambdoés vectors es formula plantejant la hipotesi Hy : 312 =
0, on X, és la matriu p X q que conté les covariancies poblacionals entre
les variables de cada vector. Es demostra que la ra6¢ de versemblanca A esta
relacionada amb

A =1S1/(1S11]1S22]) = (1 =72) x - - - X (1 = 13),

on S és la supermatriu de covariancies (p + q) X (p + q). Sota Hp, aquesta A
segueix la distribucio lambda de Wilks i verifica A = A%/, Com que A proxima
a 1 afavoreix la hipotesi nulla d’independencia entre X i Y, resulta raonable
definir la mesura d’associaci6 global segiient:

AW:1—A:1—fh1—ﬁL (10)
i=1

on m = min{p, q}. Aleshores Ay val 0 en cas d’independeéncia estocastica
(suposant normalitat) i val 1 si hi ha una relaci6 lineal entre X i Y. Per a les
dades de Galton obtenim Ay = 0.5060.

10 Analisi de correspondéncies

Podem també estudiar 1’associacié entre les alcades de pares i fills definint
intervals de classe per a les variables i aplicant analisi de correspondéncies,’
metode multivariant que permet visualitzar les files i columnes d’una taula de
contingéncia N = [n;;], d’ordre I x J. Aquest metode, amb la contribucio previa
de R. A. Fisher i d’altres, va esdevenir popular amb ’obra de J.-P. Benzécri.®
Vegeu [4, 39].

Denotem per P la matriu de correspondeéncies i per r, c els totals marginals
de les seves files i columnes:

P=1N, r=Pl;, c=P1,

5 L’analisi de correspondéncies ha estat descoberta per diversos autors amb plantejaments
diferents. H. O. Hirschfeld (1935) i R. A. Fisher (1940) van ser els pioners. Després K. Maung
(1941) va relacionar els resultats de Fisher (donar valors a variables categoriques que maximitzen
la correlaci6) amb I'analisi de correlacié canonica de Hotelling. J.-P. Benzécri li donaria una
interpretacié geometrica, continguda en els seus dos llibres sobre L’analyse des données, publicats
el 1973. El métode es difondria a partir de les obres de L. Lebart i d’altres, i en especial de
M. Greenacre, publicades independentment el 1984.

6 Convidat per J. Torrens-Ibern, J. Robert, deixeble de Benzécri, va donar el 1974 a Barcelona
un curs sobre analisi de correspondéncies.
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essent n = > n;j i 1;, 1; els vectors amb uns de dimensions I, J, respecti-
vament. Podem interpretar N com el resum de les relacions entre dues ma-
trius XiY de dades binaries que relacionen dos conjunts de variables categori-
ques (possiblement ordinals) amb I i J categories. Si considerem les matrius
diagonals D, = diag(r) i D, = diag(c), que contenen les freqiiéncies relatives
marginals per files i per columnes, es verifica

X'X=nD,, YY=nD;, XY=nP=N.

Recordem que, donada una mostra X = (x1,...,Xxy)’, podem expressar
la variancia per s = n~!x'x — (n711’x)2, on 1 és el vector columna amb
# uns. D’una manera similar, una matriu de covariancies és n=1X'X — XX, on
X = n~1X'1 és el vector de mitjanes. En el nostre cas el vector (columna) de
mitjanes de les I variables fila és r = n~1X’1. Analogament per a les J columnes.
Per tant, les matrius de covariancies per a les variables files, columnes, i entre
files i columnes séon

S11 =D, — I‘I‘,, Soo =D, — CC,, Si»=P —rc’.

Si ara volem donar valors a les categories de les variables, de manera que les
correlacions siguin maximes, aplicant (9) i calculant la descomposicié singular,
obtenim

D;!2(P —rc’)D;1/? = UD,V/, (11)

on D; és matriu diagonal amb els valors singulars, que coincideixen amb les
correlacions canoniques. Els vectors canonics son

a; =D;'%u;, b;=D;'2v;, i=1,...,K=min{l,J},
que matricialment podem expressar per
A =D;'?UD;, B=D_!?VD,.

La multiplicacio a la dreta per D; no altera les correlacions. Es compleixen les
relacions segiients entre les coordenades de files i de columnes

A =D;'PBD;!, B=D;!'P'AD;". (12)

Considerem ara els perfils de les files (pi1/7i,...,pij/7i), que podem inter-
pretar com les «probabilitats condicionades» de les J columnes a una fila i
determinada. Definim una distancia (al quadrat) entre els perfils de dues fi-
les i, i’,

i (pijlvi — pijlri)?

2 _
J

(13)

J=1

Si dues files tenen el mateix perfil aleshores 5%, = 0. Aquesta distancia es coneix
amb el nom de khi quadrat.
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Es defineix la inércia o variabilitat geométrica com la mitjana ponderada de
les distancies khi quadrat entre files:

I I
Vs=13> > 16277 (14)
i=1i'=1

Vs és una mesura de dispersio de les dades, versié multivariant de la variancia.
Es demostra que Vs = ZI,<<=1 s,% =x%/n,ons;,i=1,...,K =min{l, J}, son els
valors singulars de (11) i x2 és I'estadistic khi quadrat per contrastar la hipotesi
d’independéncia entre files i columnes de N, és a dir, Hy : pij = pi- X p.j, on
pij €s la probabilitat conjuntai p;., p.; son les probabilitats marginals.

A més, les distancies euclidianes (al quadrat) entre les files de la matriu A =
D, Y ZUDS coincideixen amb les distancies khi quadrat entre files. Les dues
primeres coordenades (aii,ai») proporcionen una representacié optima en
dimensio6 dos, en el sentit que la seva variabilitat geometrica, considerant només
dues coordenades, és maxima i val V5(2) = Zizl 5,‘3, que en general aporta una
proporci6 alta de la variabilitat total Vs = Zle s,f.

Analogament podem definir el perfil de les columnes i una distancia khi qua-
drat entre columnes. Aleshores la matriu B = D, 1/ ZVDS conté les coordenades
euclidianes per a una representacié de les columnes.

D’altra banda, les relacions (12), reciproques entre A i B, demostren que
les coordenades (a;j;) de les files son les mitjanes, ponderades pels perfils
de les files, de les coordenades (bj;) de les columnes. Analogament per a
les coordenades de les columnes. Per exemple, cada primera coordenada de les
files verifica

a1 = 1 (bu@ +b21@ + o +b11@>, i=1,...,1,
S1 ¥i ¥i ¥i

i analogament les columnes. Pero aquesta mitjana baricéntrica no és perfecta

(per raons geometriques, els punts a; no poden ser mitjanes dels b; i reciproca-

ment). Hi ha, per tant, un factor dilatador 1/s; > 1. Una conseqiiéncia important

d’aquesta relacié és que podem representar conjuntament, en un mateix grafic,

les files i columnes d’una taula de contingencia I X J.

EXEMPLES. Agrupem les dades de Galton i formem intervals de classe per a les
alcades de mid-parents i fills. Per a les alcades dels pares es consideren els cinc
intervals:

fins a 66, (66,68], (68,70], (70,72], més de 72,

I"altim indicat a la figura 5 per «o74». En el cas dels fills hi ha més variabilitat i
es consideren els set intervals:

fins a 64, (64,661, (66,68], (68,701, (70,721, (72,74], més de 74,

Ialtim indicat en el grafic per «076». Creuant aquests intervals obtenim una
taula de contingéncia que representem per analisi de correspondéncies simples.
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Veiem clarament I’associacio, ja que les alcades dels pares son proximes a les
dels fills, en el sentit, per exemple, que les alcades entre 68 i 70 dels fills son
mitjanes ponderades de les alcades dels pares, i el valor que predomina és
precisament la «probabilitat condicionada» a I'interval (68, 70] dels pares. La
variabilitat geomeétrica del grafic (dimensio6 2) representa el 96 % de la variabilitat
total (dimensio 4). El primer valor singular o primera correlacié canonica és 0.49,
valor molt semblant a la correlacié + = 0.50 que s’obté amb les dades originals.

La taula 3 (esquerra) és una taula 4 x 4 que conté dades de freqiiéncies
obtingudes per Galton sobre n = 1000 individus, classificats segons el color
dels ulls (1 blau, 2 verd o gris, 3 gris fosc, 4 castany fosc) de pares i fills. Convé
tenir en compte que ara les variables son categoriques i no podem calcular el
coeficient de correlaci6 classic. La figura 6 (esquerra) és el resultat de I’analisi
de correspondencies simples. L’associaci6é entre pares i fills respecte al color
dels ulls és notable. La variabilitat geometrica és el 86.7 % de la variabilitat total.
La primera correlacié canonica és #; = 0.39.
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FIGURA 5: Representacio per analisi de correspondéncies de les files (mid-
parents) i columnes (fills), d'una taula de contingéncia 5 x 7 resultat de
distribuir en intervals de longitud 2 les dades de Galton, que relacionen
les estatures de pares i fills. El valor 70 representa l'interval de classe
de 68 a 70.

10.1 Associacio en taules d’ordre superior

La taula 3 (dreta) és una taula 2 x 2 x 2 que conté dades de freqiiéncies obtin-
gudes per Galton sobre n = 5008 individus, classificats segons el color (clar o
fosc) dels ulls, tenint en compte el color dels ulls dels pares i els avis. Galton
va considerar 78 families amb molts fills, per tant hi ha relaci6 (en el sentit
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de correlaci6 intraclassica) entre germans i germanes. Ara tenim tres variables
categoriques, que es poden representar aplicant analisi de correspondeéncies
ordinari a la taula de Burt, taula simétrica que conté les freqiiéncies combinant
les variables. Aquest tipus de representacié es coneix per analisi de corres-
pondéncies multiples [15, 39]. La figura 6 (dreta) representa les freqiiéncies
de fills, pares i avis d’acord amb el color dels ulls. La separaci6 entre color C i
color F, que al seu torn estan agrupats, mostra que hi ha associacié entre color
i parentesc.

FIGURA 6: Analisi de correspondéncies simples (esquerra) i de correspon-
deéncies multiples (dreta), del colors dels ulls. Classificacions i freqiiéencies
obtingudes per Galton de 1000 individus (esquerra) i de 5008 individus
(dreta).

Pare .
Avi
Color 1 P 3 4 = .
1 194 70 41 30 ar 0sC
Bl 5 | 50 by s as ;)TIreé 19C28 51;2 SSG 558
1 1
3 | 25 34 55 23 !
4 |56 36 43 109 FillF | 303 395 225 501

TAULA 3: Classificacié i freqiiéncies obtingudes per Galton de 1000 in-
dividus (esquerra) i 5008 individus (dreta), segons el color dels ulls,
considerant quatre colors (esquerra) i color clar o fosc (dreta), i amb el
registre també del color dels ulls dels seus pares i avis.

Intentem ara mesurar ’associaci6 estadistica entre fills, pares i avis respecte
del color dels ulls. En primer lloc hem d’especificar un model. Siguin p;; les
probabilitats, on i, j, k € {1,2} son els indexs per a fill, pare i avi. Per exemple,
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p111 és la probabilitat que un fill tingui els ulls clars, aixi com el seu pare i el seu
avi. L’estimacio és p111 = 1928/5008. Posem p;j. = pij1 + pij2 i analogament
Pi-k> P-jk» Pi-., etc. Especifiquem ara un model. En teoria, el més correcte seria
suposar que hi ha vuit probabilitats p;;jx que sumen 1. Pero estadisticament
no podem decidir la seva validesa perque hi ha tants parametres lliures com
observacions. Les estimacions dels p;jx donarien freqiiencies esperades np;;x
que coincidirien amb les observades (I’estadistic khi quadrat seria x2 = 0). Hem
d’afinar una mica més. Suposarem que el color dels ulls dels fills és independent
entre pares i fills, entre avis i fills i entre avis i pares. En termes de probabilitats:

pPij. = Pi-- XP.j.» Pik = Pi-- XP-ks P-jk=P.j XP- k-

Per a les dades de la taula 3 (dreta), el test per a aquesta hipotesi aplicant la
rao de versemblanca dona una khi quadrat de x2 = —2InA = 16.8 amb un grau
de llibertat, bastant significativa i, per tant, rebutgem que hi ha independéncia
entre fills i pares, etc. Les dades tampoc s’ajusten a un model genetic combinant
dos al-lels. De fet, el model correcte no el coneixem (vegeu la nota al peu de la
pagina 6). Acceptem, doncs, els parametres p;;., pij., P.jk com a probabilitats
generiques, que es desvien del model de treball format pels productes p;.. Xp.;.,
etc.

Considerem ara el model d’independéncia completa: el color dels ulls de
fills, pares i avis és independent. En termes de probabilitats:

Pijk = Pi-- X Pj- X P k-

Aquest model és una restriccio de I’anterior. Atés que la khi quadrat és x? =
—2InA = 868.3 amb dos graus de llibertat, molt significativa, el model s’hauria
de rebutjar. També podem afirmar que el model anterior (x% = 16.8) s’ajusta
molt millor a les dades observades. Com cal mesurar aquest ajust, interpretat
en termes d’associaci6?

Acceptem el valor khi quadrat dividit pels graus de llibertat com una distancia
entre freqiiéncies observades i esperades, és a dir, una mesura de la desviacio
del model corresponent. Aplicant (4) obtenim

16.8

0=1- 868.3/4

= 0.9226.
El grau d’associaci6 global (relatiu als dos models) que hi ha entre les tres
generacions respecte al color (clar o fosc) dels ulls és alt.

El cas general de taules de contingéncia J; X - - - X J; és semblant. La re-
presentacio de les variables categoriques la podem fer aplicant ’analisi de
correspondéncies multiples. Aleshores cal establir dos models, un de general,
I'altre més restringit, la desviacié del qual expressi la dependéncia global. Apli-
cant el mateix procediment, obtindrem una mesura de dependéncia relativa.
Usualment els calculs es fan aplicant models log-lineals [15], atés que prenent
logaritmes, els productes esdevenen sumes.
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10.2 Alternatives a I'analisi de correspondéncies

Quan les freqiiencies no formen una taula I X J sino que provenen de I poblacions
multinomials independents, aleshores és més adequada la distancia de Hellinger
entre perfils [23], seguint el plantejament degut a Rao [54]:

J
CHEDY (\/Pij/Ti - \/pi’j/'l’i')z.
j=1

Hi ha altres alternatives que responen al nom d’analisi no simetric, d’analisi
log-ratio, etc. Totes es poden unificar parametritzant la distancia, que depen
de dos parametres 0 < &, 8 < 1, per

J pii | pii | 2 28
2 _ i\ _ (P _
6”'_;[(71'0) (Ti’cj) } e

vegeu [19]. Aleshores les coordenades de les files i de les columnes s’obtenen a
partir de la descomposicio singular:

DL/’H, {é[(D;lPDgl)("” - 11’]} D! = UD,V/, (15)

on M® = [m], He = I - 1r'. La taula 4 resumeix els diferents metodes,
amb els acronims CA (analisi de correspondencies), HD (analisi amb distancia
Hellinger [54]), LR (analisi log-ratio [1]), NSCA (analisi de correspondencies
no simetriques). En general, les coordenades de les files sébn A = D, Y 2UDS
i les de les columnes, B = DE_IVDS. La matriu centradora H. = I — 1r’, que
premultiplica a (15), no apareix a (11) perqueé no afecta les solucions CA i NSCA.
La representacié en dimensio6 2 és una forma geometrica d’explicar una part de
la inércia Vs = >’ siz, on s1, S2,... son els valors singulars.

En el metode CA, la inércia és el coeficient de contingéncia de Pearson i esta
lligat a la khi quadrat per a taules de contingéncia. Si considerem HD, aleshores
la inércia té a veure amb el coeficient d’afinitat de Matusita, que mesura el
grau de concordancia entre dues densitats. La inercia en el metode NSCA esta
relacionada amb el coeficient de Goodman-Kruskal, que mesura la predictibilitat
de les columnes donades les files. Per tant, NSCA és adequat si les columnes
fan el paper de variables resposta i les files, de variables predictores. Finalment,
LA és util per a dades composicionals [1] (els valors de cada fila sén positius i
sumen una quantitat fixa).

Hi ha encara més metodes [38], alguns basats en freqiiéncies acumulades [12].
Pero el meétode CA és el més racional i el que millor respecta les propietats de
les probabilitats. Vegeu [22] per a una perspectiva general.
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Coordenades files, columnes A= D;”ZUDS B = DCB*lVDS

SVD, inércia Q = UDgV’ Vs = tra(Q’Q)
Metode x B Q

CA (Benzécri, Greenacre) 1 1/2|DY*D;'PD;! — 11')DL/?

HD (Hellinger, Rao) 1/2 1/2| Dy/*H.(DyY?PU/2D Y% — 11")DL/?
LR (Aitchison, Greenacre) 0 1/2 i/ ZHC In(D,'PD, 1)D}/ 2

NSCA (Lauro, D’Ambra) 1 1 |D/*D;'PD;! - 11")D,

TAULA 4: Quatre métodes per representar la relacié entre dos conjunts
de variables categoriques.

11 Associacio estadistica amb dades generals

Fem una ullada a la taula 5, que combina un dels Reports de la recerca a
Catalunya (1996-2002), publicat per I'l[EC, i una taula extreta de [7]. La diagonal
conté el nombre d’articles de matematiques i estadistica publicats per cada
pais sense collaboraci6 amb els altres paisos de la llista. Sobre la diagonal hi
ha el nombre d’articles publicats amb autors d’altres paisos. La part per sota
de la diagonal indica la relacié comercial (1 si és important, O si no ho és).
Per exemple, Espanya (incloent-hi Catalunya) ha publicat 10 560 articles, dels
quals 8597 tenen autors espanyols i cap dels altres paisos de la llista, 692 amb
coautors d’EUA, 473 amb Franca, etc.; i Espanya ha mantingut amb els EUA una
relacié comercial important (valor 1).

Hi ha associaci6 estadistica entre collaboraci6 cientifica i relaci6 comercial?
Vegem una manera general de mesurar-la.

EUA Esp. Fran. R.U. TItal. Alem. Can. Jap6 Xina Russ.
EUA 63446 692 2281 2507 1642 2812 2739 1039 1773 893
Espanya 1 8597 473 347 352 278 163 69 104 177
Franca 1 1 17155 532 916 884 496 269 167 606
Regne Unit| 1 1 1 12585 490 810 480 213 339 365
Italia 0 1 1 0 13197 677 290 169 120 512
Alemanya 1 1 1 1 1 16588 499 350 408 984
Canada 1 0 0 1 0 0 7927 228 601 204
Japoé 1 0 0 0 0 0 1 20001 371 193
Xina 1 0 0 0 0 0 1 1 39140 64
Russia 0 0 0 0 0 0 0 0 1 18213

TAULA 5: Nombre d’articles publicats amb autors d'un sol pais (diago-
nal) i amb autors d’altres paisos (sobre la diagonal). Relacié6 comercial
significativa entre paisos (sota la diagonal).



El llegat de Galton, Pearson, Fréchet i d’altres 29

FIGURA 7: Representacié RMDS de deu paisos tenint en compte la col-
laboracio cientifica i la relacié comercial.

Sigui Q = {wy, ..., wy,} un conjunt finit amb 7 objectes o individus. Suposem
que per algun procediment podem definir una mesura de dissimilaritat o
distancia 6: QxQ — R, entre cada parella d’objectes: §;; = 6 (wj, w;). Suposem
que § és simeétrica i no negativa: 6;; = 6; = d;; = 0. Obtenim aleshores una
matriu n X n de distancies Ax = (§;;).

Suposarem que aquesta matriu de distancies és euclidiana. Es a dir, existeix
una configuraci6 de punts x1, ..., X, € R”, amb coordenades x; = (x1,...,Xip)’,
i=1,...,n,de tal manera que 6121- = (x; — X;)' (X; — Xj). Tenim, doncs, que les
coordenades dels elements de Q) formen una matriu n X p, que denotarem
per X = [x;;], de tal manera que la distancia euclidiana entre cada parella de
files 1, j coincideix amb la distancia inicial d;;.

A fi de saber si Ay és euclidiana, sigui I, la matriu identitat i 1,, el vector
d’uns. Es ben conegut que una manera d’obtenir X (que no és tnica) a partir
de Ay, consisteix a trobar primer les matrius A, = —%A&z) i Gy = H- A H,

on AY) = (5121) iH, = I, — (1/n)1,1;, és la matriu de centrat. Seguidament
calculem la descomposicio espectral Gy = UA2U’, que proporciona la matriu
de coordenades X = UA,. Aleshores A, és una matriu de distancies euclidianes
siinomés si Gy és una matriu semidefinida positiva (els valors propis s6n no
negatius).

Suposant que els valors propis continguts en la matriu diagonal A2 estan
disposats en ordre decreixent, les matrius X i U contenen les coordenades
principals i estandard, respectivament, dels n individus en relacié6 amb les
distancies Ax. Aquest procediment, conegut per analisi de coordenades princi-
pals [8, 15], permet fer una representacio grafica dels n individus en dimensi6
reduida (usualment 2) prenent les primeres coordenades principals, és a dir, les
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dues primeres columnes de X. El resultat és semblant a I’analisi de correspon-
dencies, que de fet seria una analisi de coordenades principals ponderat. Hem
de dir, pero, que aqui volem relacionar aquestes coordenades amb un segon
conjunt de dades observades sobre el mateix conjunt €.

Considerem, doncs, un altre conjunt de dades amb observacions sobre els
mateixos n individus, i que, mitjancant una distancia o dissimilaritat apropiada,
podem obtenir una segona matriu de distancies A,, de la qual calculem A, ia
continuacio G, = VA%V’, com hem fet abans. Si els valors propis a la diagonal
de A%, estan ordenats, les coordenades principals de Q respecte a A, son
Y = VA, Les coordenades estandard son les n files de V.

Amb aquestes coordenades, I'associacio entre els dos conjunts de dades es
pot plantejar quantificant I’associacio entre les matrius X(n x p) i Y(n x q).
Tenint en compte que s6n matrius centrades (la mitjana de cada columna és 0),
plantegem ara un model matricial que generalitzi (1). Seguint el plantejament
iniciat a [14], el model és Y = XB + E, essent B una matriu p X q de parametres
i E un matriu n x q de desviacions aleatories. R

L’estimacio de B pel griteri gels minims quadrats és B = (X’X)"!1X'Yila
matriu de predicci6 és Y = PY, on P = X(X'X)~ 1X’ és la matriu de
projeccio. ObV1ament no hi ha cap relacié entre XiY si B = 0, mentre que la
relaci6 és perfecta si Y-=Y.

En el test de la hipotesi Hy : B= 0, siguiE = (Y- Y) (Y Y) la «matriu error».
De P2 = P obtenim E = Y'Y — Y'Y. Denotem per H = Y'Y la «matriu hipotesi».
Clarament Y'Y = H + E. Atés que Y és una matriu centrada, tenim que Y'Y és
proporcional a una matriu de covariancies. Tenim, doncs, la versio matricial de
la descomposici6 de la variabilitat en dues parts: la deguda a la hipotesi i la
deguda a la desviaci6 de la hipotesi (error).

Apliquem ara el criteri de la ra6 de versemblanca, en aquest cas equivalent a
la lambda de Wilks, W = det(E)/ det(E + H). Valors de W propers a 0 indiquen
que la hipotesi Hy hauria de ser rebutjada i, per tant, B = 0.

En el nostre context de matrius de coordenades principals, tenim Y = VA,,
aixi com Y = PY = UU'VA,,. Per tant, E = A, (I - VUU'V)A, la qual cosa
implica E+H = Y'Y = A, V'VA, = A%. Obtenim W = det(I - V'UU'V).

D’altra banda, d’acord amb (9), les correlacions canoniques 7; entre les
columnes de X i les de Y satisfan I'’equacio Y'X(X'X) 1X'Yv; = riZY’Yvi, és a
dir, Hv; = riz (E + H)v4, on v; és el corresponent vector propi. Aixo implica
Ev,=(1- 1/1-2) (E+ H)v;. Per tant, podem expressar W en termes de correlacions
canoniques: W = (1—1/12) XX (1—1/,31), on m = min(p, q). Trobem la mateixa
mesura d’associacio Ay = 1 — W que hem obtingut abans, vegeu (10), pero ara
per a dades generals. Ay val 0 si no hi ha relacié entre els dos conjunts de
dades, i val 1 si hi ha una relaci6 lineal en el sentit que les matrius de distancies
defineixen espais equivalents.

EXEMPLE. Considerem la taula 5 i la matriu de similaritat S = (s;;), on s;; =
1 si hi ha relaci6 comercial significativa, s;; = 0 en cas contrari. La relacio
comercial interna de cada pais és molt intensa, per tant convindrem que s;; = 3.
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Considerem també la matriu T = (¢;j), on per a dos paisos i i j definim
tij = n;j/ min{n;, n;}, essent n;; el nombre d’articles publicats en collaboracio.
Els nombres n;, n; son el total d’articles publicats pels paisos i i j. En el cas
d’Espanya i EUA tenim s1» = 1, t1» = 692/8597 = 0.0805. Transformant les
similaritats en distancies (al quadrat)

57;(x) =2(1 = si7),  85;(y) =2(1 —tyj),

tenim que Gx = H.SH, = UA;U" i G, = H.TH: = VA3V'. Considerem les
coordenades principals UAx i VA, i prenem les dues primeres columnes de U i
de V. Denotem aquestes dues matrius de coordenades estandard per U i V».
Fent una analisi de correlacié canonica, aplicant (9) i atés que Sy; i Sp» son
matrius identitat, obtenim Q = U5V>, que té dos valors singulars o correlacions
canoniques 7, = 0.9182, 1> = 0.6437. Per tant, Ay = 0.9081, que indica una
bona associaci6é entre collaboracio cientifica i comercial.

Podem triar altres coeficients amb propietats semblants, com ara el produc-
te ]_[riz, que en aquest cas donaria un valor bastant baix [14]. Pero per diverses
raons, Ay és millor, com es demostra en el tractament i la comparacio d’imatges
hiperespectrals [31].

La figura 7 és el resultat d’aplicar la related metric scaling [27], téecnica que
permet representar els paisos tenint en compte les dues matrius de similaritats
considerades. Consisteix a diagonalizar la matriu

1
G =Gy + Gy — 5(6Y*G})* + G)/*GY?),

i calcular les coordenades principals conjuntes. Podem veure que G = Gy + G,
en el cas d’ortogonalitat de les configuracions i que G = Gx = G, en el cas que
les matrius de distancies Ay, A, coincideixin. La representacio es pot fer també
aplicant una técnica coneguda per multiple factor analysis [35], que diagonalitza
Gx + G, i, per tant, ignora la redundancia entre les dues matrius, perqué prendre
la suma implicitament suposa ortogonalitat, és a dir, UV = 0. Considerant

¥ ZG;/ 2y Gly/ °Gy/? es tenen en compte les correlacions entre coordenades,
contingudes en els productes U'ViV'U, i es gaudeix d’algunes de les propietats
de la distancia de Mahalanobis (vegeu la secci6 13.2).

12 MANOVA basat en distancies

Suposem que tenim k > 2 conjunts de dades provinents de les poblacions
Qq,...,Q, obtinguts observant p variables quantitatives. En el model MANOVA
d’una via, sigui T = B + W la descomposici6é de la matriu de productes creuats
«total» en suma de «entre grups» i «dintre grups», vegeu (5), partint de n; ob-
servacions provinents de ;. A fi de contrastar la hipotesi: Hy : Q = - - - = Q,
en cas de normalitat multivariant i homogeneitat de covariancies, tenim que W
i B fan el paper de E i H, i 'estadistic classic per decidir sobre Hy és la lambda
de Wilks:
W = det(W)/det(B + W).
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Per tractar amb dades generals, suposem que mitjancant una funcié distan-
cia 6 entre observacions obtenim les matrius d’intradistancies Aqq,..., Ak, 1
les matrius d’interdistancies Apo,..., Ax—1x. La matriu de distancies global és A.
Calculant coordenades principals (no centrades) per a cada matriu de distancies,
i generalitzant laigualtat (1/mn) >;(x;—X)% = (1/2n?) 3; X ;(x;—x;)?, obtenim
les matrius p X p segiients:

k Ng,np
T= Z z (Xgi — Xni') (Xgi — Xnir)’,
gh=114,i'=1
k
B = Z 'I’Lgnh(ig _ih)(ig _ih),!
g,h=1

nj

W, = > (Xji — Xji) (Xji — Xjir),
ii=1

que verifiquen T = B + n25=1 n;lwg. Per tant, tenim que tr(T) = tr(B) +
n Z§=1 ngttr(Wg).

Calculant les mitjanes de les distancies (al quadrat), aplicant (14) amb
pes 1/n, podem obtenir la variabilitat geometrica per a A i per a la A;; de cada
poblacié Q; separadament. D’aquesta manera, per a dades generals i treballant
només amb distancies, és possible descompondre la variabilitat geometrica

k
Vs (total) = V; (entre) + > %V,s (dintre 1), (16)

i=1

que seria una generalitzacio de (6). Aleshores un test per decidir si hi ha
diferéncies significatives entre les k poblacions, podria estar basat en el quocient
y = Vs (entre)/Vs (total); vegeu [14].

Recentment, M. Anderson i d’altres, amb la técnica anomenada PERMANOVA,
han continuat el mateix enfocament amb dades depenent de dos o més factors
(incloent-hi interaccions), tot i que la justificaci6 teorica és encara insuficient.

Hi ha una versio6 probabilistica de (16), relacionada amb (7). Considerem un
vector aleatori X que té per densitat la mixtura f(x) = wy f1(X) + - - - + Wy fx (X),
on totes les densitats tenen el mateix suport S. Suposem que existeix una
representacio ¢: S — [E, on E és un espai euclidia (o de Hilbert separable).
Aleshores la variabilitat geomeétrica de X, respecte a una distancia ¢, definida
com a [30]

Vi (X) = %Lxs 52(x, y) £ (x).f(y) dxdy (17)

verifica
k

Vs(X) = V(... lk) + > wiVi,
i=1
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essent V(pi,..., k) = 335 wid? (Ui, uj)wj = S5y wid?(ui, 1), on py =
Eily(X)], 6% (ui,p) = llpi — pjll%, u = wipm + - - - + wipg. La variabilitat
geometrica V; és la de (17) pero canviant f per f;; vegeu [21].

13 Maés conceptes multivariants

13.1 Correlacié intraclassica multivariant

Considerem de nou la correlacio6 intraclassica (8). De fet, la definici6 univariant
de correlacioé entre dues observacions y;; i y;j és practica pero convencional.
Més aviat hem d’acceptar que p; és una mesura d’homogeneitat entre les mostres
d'un mateix grup o familia. Des d’aquesta perspectiva, resulta raonable definir
una mesura de correlaci6 intraclassica multivariant entre les observacions d'una
mateixa subpoblacié quan disposem de k subpoblacions.

En el model MANOVA esmentat abans, sigui T = B+ W, i considerem ng =

(n - zle nf/n) /(k — 1). La mesura proposada, que generalitza (8), és

A tra(B)/(k —1) —tra(W)/(n — k)

I= waB)/(k—1) + (ng — 1) traW)/(n — k)" (18)

Més generalment, relacionant (16) amb les traces de B i W, una definici6 de
correlacio intraclassica per a dades generals, treballant amb una distancia
entre observacions, seria:

Vs (entre)/(k — 1) — zi-‘:l(%)vg (dintre i)/ (n — k)
Vs (entre)/(k — 1) + (ng — 1) z’i‘:l(%)w (dintre i)/ (n — k)

d; =

EXEMPLE. Per a les dades de flors iris, formades per les espécies Iris setosa, Iris
versicolor i Iris virginica, emprades per R. A. Fisher per illustrar ’analisi discri-
minant [15], tenim k = 3, n; = n» = nz = 50. Per tant, ny = 50. Aplicant (18),
obtenim ®; = 0.907. Hi ha, per tant, una bona homogeneitat entre les flors
dintre de cada espécie.

13.2 Fallacia ecologica multivariant

La fallacia ecologica amb dues variables (figura 3) es pot interpretar en el sentit
que les dades globals segueixen una direccio, gairebé perpendicular a la direcci6
de les dades de cada subpoblacio.

A fi de detectar la fallacia amb dades relativament complicades, suposem
dues poblacions amb vectors de mitjanes y; = (gi1,..., Uip)’, i = 1,2, i matriu
de covariancies (comuna) X = [o;;]. La distancia de Mahalanobis entre les
dues poblacions es defineix per (u;—p,)' 371 (u;—u,). Aquesta distancia (al
quadrat) és invariant per transformacions lineals de les variables, té en compte
les correlacions i apareix de manera natural en molts models multivariants.
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Si suposem que les variables estan incorrelacionades, X seria diagonal, i la
distancia de Mahalanobis esdevindria

p
(1 —pp) [diag(2)] ™ (U1 —pz) = D (U1 — H24) /0,
j=1

que es coneix per distancia de Pearson.

Aleshores, tenint en compte que R? = r'R™!r i r'r son formalment simi-
lars a una distancia de Mahalanobis i de Pearson, respectivament, entre 7 i 0,
(2) suggereix la desigualtat

(U1 =) SN —pp) > (p1—po) [diag(2) ] —pyp). (19)

Cuadras i Fortiana [28] proven que (19) es presenta si la direcci6 del segment
que uneix els punts p; i y> és essencialment ortogonal a la direccié principal
(comuna) de les dades de cada subpoblaci6, que és donada per les primeres
components principals (variables combinacio lineal amb maxima variabilitat).
Per tant, la fallacia ecologica estaria relacionada amb la desigualtat (19).

FIGURA 8: Representacié de tres especies de flors del genere Iris, se-
gons longitud i amplada de sépals i de petals. Per als sépals, la dis-
tancia de Mahalanobis predomina sobre la de Pearson, i els centres
de les poblacions segueixen una direcci6é gairebé ortogonal a la prin-
cipal de les dades de cada espeécie. Per als pétals, la distancia de Pear-
son predomina sobre la de Mahalanobis i els centres de les poblacions
segueixen la mateixa direcci6 que la principal de les dades.

EXEMPLE. La figura 8 illustra la fallacia amb les dades sobre flors de les especies
Iris setosa, versicolor i virginica, considerades a la secci6 anterior. La figura 8
(esquerra) representa les tres especies segons longitud i amplada de sepals
de la flor. La taula 6 (esquerra) conté les distancies de Mahalanobis (a sobre
de la diagonal), que predominen sobre les de Pearson (a sota de la diagonal).



El llegat de Galton, Pearson, Fréchet i d’altres 35

Aleshores la direcci6 dels centres de les poblacions és gairebe ortogonal a la
direccio principal de les dades, i, per tant, hi ha fallacia ecologica. A més, les
correlacions ajuntant les cent cinquanta observacions son negatives, pero les
correlacions dintre de cada espécie s6n positives. També a la figura 8 (dreta),
utilitzant ara longitud i amplada dels petals, observem el contrari, i per tant no
hi ha fallacia. Les distancies de Mahalanobis, taula 6 (centre), sén més petites
que les de Pearson i la direcci6 dels centres de les espécies és gairebé la mateixa
que la de les dades de cada espécie. Aixo concorda amb les correlacions, que
resulten totes positives considerant les cent cinquanta observacions, i també
calculant-les per a cada especie per separat.

No resulta tan facil visualitzar la fallacia considerant les quatre variables.
Aleshores és quan resulta uitil la desigualtat (19). Aquesta es compleix comparant
setosa amb versicolor i amb virginica. D’acord amb la taula 6 (dreta), la suma de
les distancies de Mahalanobis i de Pearson, considerant longituds i amplades
de sépals i petals, dona 286.7 i 277.0, respectivament. Mahalanobis predomina
sobre Pearson i, per tant, hi ha fallacia ecologica en sentit multivariant.

Seépals Petals Sépals i petals
Iris set. vers. Vvirg. | set. vers. Vvirg. | set. vers. Virg.
setosa - 149 21.6 - 48.2 112 - 89.8 179
versicolor | 7.0 - 1.61 | 70.1 - 14.0 | 77.1 - 17.2
virginica | 11.2 1.96 - 166 20.7 - 177  22.7 -

TAULA 6: Distancies de Mahalanobis (sobre la diagonal) i Pearson (sota la
diagonal), entre tres espécies de flors del genere Iris, considerant sépals,
pétals i les quatre mesures juntes.

13.3 Coeficients d’asimetria i curtosi

Siguin x1,...,X;, les observacions de p variables sobre una poblaci6. Denotem
per X el vector de mitjanes i per S la matriu p X p de covariancies. Considerant
els productes escalars de Mahalanobis d;j = (x; — i)’Sfl(xj — X), son mesures
multivariants d’asimetria i curtosi (proposades per K. V. Mardia) les quantitats

1 n n 1‘VL
b-p Y Ydh o) S

i=1j=1

En el cas de distribucié normal multivariant N, (u, %), els valors poblacionals
son B =01iB2 =p(p +2).

En la mateixa linia de la secci6 12, suposem dades generals (possiblement
mixtes), descrites per una matriu n xn de distancies A. Calculem la corresponent
matriu de productes interns G = UA%U’, que proporciona la matriu de coorde-
nades principals X = UA. Aleshores, posant (a; j)(T") = (a{’,-‘), la generalitzacio,
en termes de distancies, de les mesures d’asimetria i curtosi és:

B1 =n1,[(GG)P]L,, B =ntral(GG)?],
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on G~ = UA2U’ és lainversa generalitzada de G. Els valors teorics de referéncia
serien f1 =01 B> = m(m + 2), on m és el nombre de coordenades principals,
és a dir, el nombre de columnes de X.

EXEMPLES. Amb les dades de Galton s’obtenen b; = 0.04 i b, = 9.0, que séon
bastant semblants als valors teorics 1 = 0i B2 = 8 de la normal bivariant. Per
a les cinquanta flors de I'espécie Iris virginica, s’obté by = 3.151i by = 24.3,
essent els valors teorics f1 = 01 82> = 24 en cas de multinormalitat. Les dades
tenen asimetria i una curtosi molt propera a la normal. Per a la taula 5 (part
superior), si considerem les dues primeAres Coordgnades principals calculades
sobre la matriu T (secci6 11), obtenim ; = 2.2 i 8> = 5.9, que es desvien una
micade f; =01, =8.

Part lil: Distribucions bivariants amb marginals
donades

14 Classes de Fréchet-Hoeffding

Quan K. Pearson va estudiar les dades de Galton sobre estatures de pares i
fills, aixi com les seves propies dades (amb A. Lee) [53], va tenir molta cura
d’ajustar-les a una distribuci6é normal bivariant. Aquesta distribuci6 va ser un
model matematic que resumia correctament les dades observades. Per tant, una
altra manera d’abordar ’associacié estadistica consisteix a utilitzar la teoria de
distribucions bivariants amb marginals donades, que esta relacionada amb la
teoria de copules.

Suposem que H(x,y) = P[X < x,Y < y] ésla funcio6 de distribuci6é conjun-
ta del vector aleatori (X, Y), definit sobre un espai de probabilitats (Q2, A4, P).
Les distribucions marginals son F i G essent

F(x)=P[X =x]=H(x,o), G(y)=PlY <y]=H(x,y).

Considerarem que H € F(F,G), essent F(F,G) la classe de funcions de dis-
tribucio6 bivariants amb marginals F i G. Un exemple de distribuci6é bivariant
Hy € F(F,G) és Hy(x,y) = F(x)G(y), que correspon al cas d’'independéncia
estocastica.

Fréchet [36] va introduir les funcions H_ i H. seglients:

H_(x,y) =max{F(x) + G(y) - 1,0}, H.(x,y)=min{F(x),G(»)},
i va demostrar’ la desigualtat

H_(x,y) <H(x,y) <Hi(x,y).

7 Quan el 1977, a la biblioteca del Seminari Matematic de Barcelona, vaig consultar el nimero
corresponent a 1951 de la revista on Fréchet va publicar el seu fonamental article, els plecs estaven
sense tallar. El document no havia estat consultat abans. Per cert, és una coincidéncia que els tnics
funcionaris per oposicié del Seminari Matematic —I’eminent analista F. Sunyer-Balaguer (1967) i
C. M. Cuadras (1974-1979)— eren de Figueres (Girona).
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Aleshores les funcions H_,H, € F(F, G), anomenades cotes inferior i superior
de Fréchet-Hoeffding, verifiquen:

H=H < FX)=1-G(Y) (q9),
H=H,  F(X)=G(Y) (@.9).

Aix6 significa que si la distribuci6é és H_, hi ha dependencia funcional negativa
(Y és funcié decreixent de X). Sila distribucio6 és H, , hi ha dependéncia funcional
positiva (Y és funci6 creixent de X).

EXEMPLE. Suposem que dues variables X i Y mesuren el mateix fenomen pero
seguint procediments diferents i que hi ha una relacié no lineal entre X i Y.
Si disposem de n parelles (xj, y;), aleshores podem aplicar algun model de
regressio. Pero si només disposem de la distribucié de cada variable per separat,
la relacio F(x) = G(y) pot resoldre el problema. Com a illustraci6, suposem
que F(x) = (x—1)2sil<x<2,G(y)=[1-e U 2/(1-e2)si2<y<4
De y = G }(F(x)) obtenim y = 2 —In[1 — (1 — e72)(x — 1)?]. Tanmateix
en una situacio practica haurem de treballar amb les funcions de distribuci6
empiriques Fy (x) i G (), com en el cas de la mesura del diametre d’'un bacteri,
seguint dos procediments diferents (analitzador de particules i citometria).
A [45], seguint aquest procediment, els autors obtenen polinomis de segon
grau per a diverses classes de bacteris. Per exemple, per a E. coli obtenen
vy =8.74x% — 6.71x + 2.08, on v (que va de 0.7 x 1073 fins a 1.3 x 1073) és el
didmetre en micres i x (que va de 0.35 x 1073 fins a 0.65 x 1073) és una mesura
de flux citometric que proporciona un analitzador de particules.

14.1 Correlacions de Hoeffding

Hoeffding [43] va demostrar que la covariancia, si existeix, es pot calcular en
termes de les funcions acumulatives H, F i G, aplicant

cov(X,Y) = JRZ [H(x,y) - F(x)G(y)ldxdy. (20)

Aleshores, si denotem per p el coeficient de correlacio per ala distribucié H, es
compleix la desigualtat

p—S.DSP-H

essent p_ i p, els coeficients de correlacié corresponents a les cotes H_ i H..

EXEMPLE. Si desconeixem la distribucié conjunta de X i Y (com a ’exemple
anterior), les correlacions maxima i minima que podem obtenir, fixades les
marginals, son p. i p_. Per exemple, si X és uniforme sobre (0,1), F(x) = x,
0 <x <1,iY és exponencial, G(v) =1 —e Y, v > 0, aleshores p, = /3/2i
p-=—3/2.
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14.2 Desenvolupaments diagonals

D’acord amb (11), en un model bivariant discret, on el rang de les variables és
numerable, podem expressar la densitat de probabilitat conjunta p;; com una
suma

Pij = 7iCj (1 + Snllinbin) ,
nx=1
on {s,} son valors singulars, que fan el paper de correlacions canoniques.
L’analisi de correspondéncies seria un cas finit del desenvolupament diagonal
que presentem tot seguit.

Suposem que la derivada de Radon-Nikodym dH (x,y)/dF(x) dG(y) exis-
teix i que la mesura dH és absolutament continua respecte a dF x dG. Es a dir,
podem expressar H integrant respecte a dF (x) dG(y). A més suposem que el
coeficient de contingéncia de Pearson &2, definit com

b rd
o2+ 1 :j j [dH (x, ¥)12/[dF (x) dG ()],

és finit. Aleshores podem obtenir el desenvolupament:

dH(x,y) = dF (x) dG(y) [1 + > Pnan(X)bn(y)] - (21)

nx=1

Si les densitats conjunta i marginals (respecte de la mesura de Lebesgue)
son h(x,y), f(x)ig(y), llavors podem escriure el desenvolupament (21) com

h(x,y) = f(x)g(y) {1 + > pnan(X)bn(y)} : (22)

nx=1

Aleshores {a,(x)}, {bn(y)}, anomenades funcions canoniques, sén con-
junts de funcions ortonormals, que son complets respecte de f i g. D’altra
banda

Elan(X)] = E[bn(Y)] =0, Elan(X)bm(Y)] = pndmn,

essent p, ’enésima correlacié canonica entre X i Y. Les a,(X), b, (Y) son les
variables canoniques. El desenvolupament diagonal (22) va ser introduit per
Lancaster [47].
Disposant les correlacions canoniques en ordre descendent, aleshores p; és
la primera correlacié canonica i és la maxima correlacié entre una funcié de X i
una funci6 de Y
p1 = sup cor(x(X), B(Y)).

Es verifica O < p; < 11 es pot provar que p; = 0 si i només si X iY son
estocasticament independents. A més Rényi [55] va demostrar que p; és I'inica
mesura de dependéncia que verifica set postulats proposats per ell mateix. Per
trobar p1, vegeu [52]. Si tenim n mostres (x;, ;), un procediment practic per es-
timar p; consisteix a aplicar analisi de correlacié canonica (secci6 9) a poténcies
de x; i de y;, és a dir, relacionar (x;, x?,....,x") amb (i, ¥Z,...,¥").



El llegat de Galton, Pearson, Fréchet i d’altres 39

EXEMPLE. Un element de 7 (F, G), que apareix sovint a les aplicacions i en la
construccio de models bivariants, és la distribucio FGM (deguda a Farlie, Gumbel
i Morgenstern), que depén del parametre 0,

Ho(x,y) =F(x)G(»){1+0[1 -F()I[1-G(»)]}, -1=<0=<1.

El coeficient de correlacioé és p = 0/3. Aquest coeficient verifica -1/3 < p < 1/3
i és tal que |0/3]| és la primera correlacié canonica. De fet, només n’hi ha una, i
la FGM seria el cas més senzill de desenvolupament diagonal.

14.3 Copules

Sigui (U, V) un vector aleatori amb valors sobre I?, essent I = [0, 1]. Una copula
és una funcio de distribucié C(u, v) amb marginals uniformes (0, 1). Per tant,
C(u,v) verifica

cO,v)=C(u,0)=0, Cu,1)=u, C1,v)=no.

El cas d'independéncia entre U i V correspon a la copula Co(u,v) = uv. Les
cotes de Fréchet-Hoeffding sén

C_(u,v) =max{u+v —-1,0}, C,(u,v)=min{u,v}.
Per a tota copula C es verifica
C_-(u,v) <C(u,v) <Cy(u,v), u,vel (23)

Les copules son importants pel teorema de Sklar, que diu que a tota distri-
bucié H li podem associar una copula Cy tal que H(x,y) = Cy(F(x),G(y)).
Per tant, n’hi ha prou a estudiar copules per generar distribucions bivariants.
Per exemple, la familia de copules

Cotu,v) =uv(l1+01-u)(1-v)], -1<0<1, (24)

genera la distribucié FGM. Només hem de substituir u i v per F(x) i G(y).

Les copules, també anomenades funcions de dependéncia o representa-
cions uniformes, capturen I’associacié d'un parell (U, V) i en general, aplicant
el teorema de Sklar, descriuen I’associacié de qualsevol parell de variables
aleatories (X,Y).

Per mesurar I’associacio entre X i Y amb distribuci6é conjunta H i copula C,
hom utilitza els coeficients de correlacié ps de Spearman i T de Kendall, que es
defineixen per

1 1
ps = IZJ J Cu,v)dudv - 3,
o Jo

1,1
T :4J0 Jo C(u,v)dC(u,v) —1.

Totique ps i T estan definits en termes de copules, tenen sentit per a qualsevol
distribuci6 conjunta H(x, y). Ambdues mesures d’associaci6 verifiquen:
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1. S6n invariants respecte de transformacions estrictament creixents de
XiY.

2. T = ps =0 si H = Hy (independéncia estocastica).

3. T =ps =—1si H=H_ (cota inferior de Fréchet-Hoeffding).

4. T = ps = +1 si H = H; (cota superior de Fréchet-Hoeffding).

Numeéricament p; i T sén semblants. S’han estudiat molt les relacions en-
tre ps i T, la més coneguda de les quals és

-1 <31t -2ps <1.

Generalment es fa servir T si es pot calcular facilment amb la copula triada
(cas de les anomenades copules arquimedianes). Es fa servir ps si el seu calcul
resulta més assequible que el de T.

EXEMPLES. Per ala distribucié FGM, amb copula (24), s’obté ps = 0/3iT = 260/9.
Es pot donar el cas que pgs valgui O pero les variables siguin dependents. Per
exemple:

Cu,v) =uv+QCu-1Du(l-u)2v-1v(l-v)/2,

no és la copula independéncia, pero ps = 0. A més a més, en aquest exemple
també és T = 0.

Un altre exemple ens el dona la distribucié de Plackett, que s’aplica com
a alternativa a la normal bivariant. Aquesta distribuci6é apareix en el context
de I'estudi de la dependéncia en taules de contingencia 2 X 2 i es defineix com
a H(x,y) amb marginals F(x) i G(), de tal manera que

_H&x, )1 -F(x) -G) +H(x,y)]
[F(x) - H(x, »)]J[(G(y) - H(x,¥))]

és constant per a tot x, y. El parametre 0 > 0 mesura la depéndencia. Hi
ha independéncia estocastica si & = 1. Suposem ara que les distribucions
marginals son de Cauchy, distribucié que no té moments (la mitjana i la variancia
no existeixen). Aleshores no podem calcular el coeficient de correlacio lineal
de Pearson, pero, emprant la copula corresponent, podem calcular la rho de
Spearman, que per a la distribucio de Plackett és

0

_9+1_ 20
PO=9_7"(6-1)

5 log(0).

Fins aqui hem resumit els aspectes més basics de les distribucions amb
marginals donades i les seves copules. Per a un estudi ampli d’aquest tema,
vegeu [51].

Sila modelitzacio de les dades bivariants la podem descriure mitjancant una
copula, tenim un cami idoni per esbrinar el tipus d’associaci6 entre les variables.
Pero hi ha moltes families de copules: simetriques, arquimedianes, max-estables,
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singulars, etc. Recentment es tendeix a identificar primer I’estructura d’una
copula partint de les dades [48] i després triar la copula escaient.

Les seccions segiients contenen resultats que resumeixen tres articles [13,
17, 20] sobre copules.

15 La covariancia entre dues funcions

Sigui (X,Y) un vector aleatori amb funci6 de distribucié H i marginals F i G.
Vegem primer dues generalitzacions de (20) i del desenvolupament (21). D’'una
banda tenim que

cov(a(X), B(Y)) = | [H(x,3) = F)G(»)] dex(x) dB(),

suposant que les funcions « i S verifiquen les condicions d’existéncia de la
variancia [3, 11]. D’altra banda tenim que

b d
H(x,¥) =F(xX)G(y) = > pn L M1(X,S)dan(S)L M, (t,y)dbn(t), (25)

nx1

on M;(x,y) = min{F(x),F(y)} — F(x)F(y), M2(x,y) = min{G(x),G(y)} —
G(x) G(y); vegeu [12].

Convé observar que (25) és un desenvolupament de la funcié de distribuci6 en
termes de correlacions canoniques i cotes de Fréchet. De fet, estem interessats a
trobar les correlacions i les funcions canoniques en el cas de copules. Altrament
dit, hem de trobar funcions ¢, i ¢ tals que

p = supcor(¢p1(U), p2(V)). (26)

Per a aquest fi ens sera 1util el resultat segiient.

TEOREMA 1. Siguin C, C* dues copules corresponents a dos vectors aleato-
ris (U, V) i (U*,V*). Si x(u) i B(v) son funcions de variacio afitada definides
sobrel = [0,1], aleshores

COV((x(U),B(V))—cov(oc(U*),B(V*)):LL[C(u,v)—C*(u,v)]da(u)dB(V).
En particular, la covariancia entre x(U) i B(V) és
covlaV), BV)) = [ | 1€ v) - uvldaaw) dpw), @7)
i la variancia de x(U) és
var[a(U)] = LJ;[min{u,v} —uv]do(u)do(v). (28)

A partir d’ara suposarem que (U,V) és intercanviable. Altrament dit, la
copula C(u,v) és una funci6é simetrica. Aleshores podem suposar ¢; = ¢»
a (26). El problema es redueix a trobar p i ¢ de tal manera que

p =supcov(¢p(U),p(V))/var[¢(U)].
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16 Operadors integrals

Considerem una copula C, la cota superior min{u, v}, que denotem per M, ila
copula d'independéncia uv, que anomenem II. Tenim que C < M en el mateix
sentit que a (23). Aleshores és clar que a les integrals de (27) i (28) hi intervenen
els nuclis simetrics K = C —IT1i L = M —II, que verifiquen K < L.

Definim a continuaci6 els operadors integrals i els productes escalars re-
lacionats amb una copula C. Advertim que fem servir el mateix simbol K per
al nucli i per a 'operador integral associat. Suposarem que totes les funcions
pertanyen al conjunt B de funcions de variaci6 afitada a I'interval I = [0, 1].
Sabem que B ¢ L2(I).

DEFINICIO 2. L’operador integral K sobre B és
Ko = | Kw,v) do).

De manera similar definim Ly i Tp essent T = aK + bL.

K i L proporcionen la covariancia i la variancia, respectivament. Els operadors
integrals també serveixen per resoldre equacions diferencials.

EXEMPLE. Considerem I’equacié y"" + f(x) =0, ¥(0) = y(1) = 0, 0on f(x) és
una funcié continua a I'interval (0, 1). Es pot provar que la soluci6 és y(x) =
JiL(x,s) dF(s), essent F(x) una primitiva de f(x) i L(s,t) = min{s,t} — st.

DEFINICIO 3. El producte escalar generalitzat entre les funcions integrables ¢,
@ de B és

($.K) = [ K, v) dp(w) dp(w).
De manera similar, definim (¢, L), (¢, Tp) i (K¢, Lp).

DEFINICIO 4. L'operador K és L-compacte si per a tota successio L-afitada {¢,, },
en el sentit que (¢, Lpy,) és finit, la successio {K¢,} conté una subsuccessio
convergent {K¢n i) }. Es a dir, K¢y (i) — ¢*, en el sentit que existeix ¢* tal que
IKnei— d*[|, 0 quan i — .

Son ben conegudes les propietats dels operadors a I'espai L2(I) quan K és
general i L és 'operador identitat. Pero aqui L, que permet trobar la variancia,
no és la identitat.

Les propietats segilients es poden demostrar aplicant (27) i (28) i adaptant
propietats conegudes en el cas que L sigui 'operador identitat.

1. Els operadors integrals K i L son lineals i satisfan

(¢,L¢p) = max{(¢,K¢),0} = 0.

Per tant, L és definit positiu i el producte escalar (¢, L) defineix la norma
Pl = [(p, Lp)IV/2.

2. K és de Hilbert-Schmidt, i. e., [ K(u,v)> dudv < .

3. L’'operador integral K és L-compacte.
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4. Si K éslineal i L-compacte, aleshores T = aK + bL és també compacte per
a qualsevol parella de constants a, b € R.

Clarament, si canviem K = C — Il per L = M — 11, les propietats anteriors
segueixen essent valides, atés que L és també la diferéncia de dues copules.

17 Analisi generalitzada de funcions propies

Vegem ara alguns resultats sobre funcions propies i valors propis relacionats
amb els operadors K i L.

DEFINICIO 5. Una funcié propia generalitzada de K respecte de L és la pare-
lla (¢p,A), on ¢ és una funcié i A és un nombre real, tals que

LK(u,v)dcb(v) =ALL(u,v)d¢>(v), (29)

uniformement en u € I. Ho expressem per K¢ = AL¢.

EXEMPLE. Siguila copula Fy = AM + (1 — A)II. Aleshores K = F —IT = A(M —1II).
Per tant, K¢p = AL¢p on L(s,t) = min{s,t} —st i ¢ és qualsevol funcio6 integrable
sobre l'interval (0, 1).

Si (¢, A) és una parella propia (funci6 i valor propi) de K respecte de L,
amb A = 0, tenim que

(b, Kep) _

(¢, L) |

No és facil provar el contrari: si (¢, A) satisfa (30) uniformement en u € I,
aleshores és una parella propia que satisfa (29).

Presentem a continuacié algunes propietats de les parelles propies. Aqui
IKl|lz, IK|li||T|l sobn normes dels operadors Ki T.

(30)

TEOREMA 6. Sigui ||K|[L = sup|(§,KE)/ (& LE), IIKI = sup [(§,KE)/(E, &) i
IT| =sup|(&E,TE)/(E,E)|, essentE +0,onT =akK + bL,a,b € R. Sixif son
dues funcions de B, aleshores:

1. SiK és definit positiu,
(o, KB) < min{ (K| [lIlLlI BllL, 1K exI[IBI}. (31)

2. En general,
(e, TR < T exlIBII- (32)

Amb l'ajut d’aquest teorema es demostra que existeix almenys un valor
propi, que en el nostre cas significa que existeix la maxima correlacié canonica.
El teorema segiient és ben conegut quan L és 'operador identitat. En el nostre
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context de dos operadors generats per copules, la demostraci6é canvia bastant i
no és facil .8

TEOREMA 7. K té almenys un valor propi respecte de L.

Com en el cas classic (on L és la identitat), la demostracio consisteix a provar
que el valor propi, que sempre existeix, és

A = séup(E,KE)/(E,LE)- (33)
+0

Pero aqui L no és la identitat i la demostraci6é necessita incorporar algunes
innovacions [17].
Ara que sabem que hi ha valors propis, mencionem algunes propietats.

1. Si A és un valor propi, aleshores A < A; < 1, on A; es defineix a (33).

2. Si @ i @* son funcions propies amb valors propis A + A*, aleshores
(¢, Kp*) = (y,Ly*) = 0.

3. Sigui {4, Ay} un conjunt de parelles propies tals que (Y5, Ly, ) > 0. Si
{@n,An} és infinit numerable, aleshores lim, .. A;, = 0.

4. Sigui {Yn, Ay} un conjunt de parelles propies tals que (@, Lyy,) > 0.
Definim

Bu() = | LG, 5) Ay (). (34)

Es verifica ®,(0) = ®,(1) = 0, ®;,, = —¢,, i la funci6é continua ®,, té
diversos zeros a I.

Recordem ara el teorema de Mercer [2]. Si A(s, t) és el nucli d'un operador
integral continu, simetric i definit no negatiu, i {5, Ay} és el conjunt numerable
de parelles propies, on els A, s6n positius i ¢/,, és un sistema ortonormal,
aleshores

A(s,8) = D AaWn () (t), (35)
nx=1
on la serie convergeix absolutament i uniformement en s, t.

Si A és I'operador amb nucli L(u,v) = min{u, v} —uv, i considerem les fun-
cions h, (x) = féc Yn(s) ds, podem obtenir una successio ortogonal de variables
aleatories, que permet desenvolupar U (i en general qualsevol variable X) en
série del tipus X = > ,,.1 dnh, (X), on la convergéncia és en mitjana quadratica.
Vegeu [16, 24, 26].

EXEMPLE. Suposem U amb distribuci6 uniforme sobre (0,1). Aleshores min{s,t}—
St=3 o1 AnWn(S)Wn(t), essent Yy, (x) =2 sin(nmx), Ay =1/(n10)?, hp(x) =
[V2/(nm)][1 - cos(ntx)].

En el cas de dos operadors integrals K i L, el desenvolupament en serie (35)
presenta algunes modificacions.

8 Donades dues matrius simétriques A i B, la segona definida positiva, no és immediat provar
que hi ha almenys un valor propi de A respecte de B (un A tal que Av = ABv), sense fer us de
matrius inverses ni determinants, conceptes que no podem aplicar (en general) treballant amb
operadors integrals.
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TEOREMA 8. Sigui {Yn, Ay} el conjunt numerable de parelles propies de K res-
pecte de L, tals que (W, Lyy) = 1. Suposem que K i L son dos operadors integrals
continus, simétrics, essent L definit positiu. Aleshores és valid el desenvolupament

nx=1

enelsentitque [K(u,v) — > A; [{L(u,s) dyi(s) f{L(t,v) dg[/i(t)z]2 —-0sin—
oo, uniformement en u,v € I. A més, si {A,} és infinit numerable, es compleix
quelimy_. Ay = 0.

Ressaltem que els valors propis poden ser negatius i que per a certes copules,
el desenvolupament (36) podria ser una integral en lloc d’'una seérie.
Si fem us de la funcio (34), veiem facilment que

K, v) = > Ap®pn(u)®n(v). (37)

nx=1

EXEMPLE. Considerem la copula
Cu,v)=uv+ull-uwvl-v)+QRu-Du(l-u)Rv -1v(l-v)/2.

SiK(u,v)=Cu,v) —uviL(u,v) =min{u,v} — uv, els valors propis de K
respectea L son A; = 1/31 A2 = 1/10. Es verifica

K = %L(.Ul ® YL + llfollllz ® YL,

essent Y1 (u) = /3(1 —2u) i y2(u) = /5(6u? — 6u + 1) les corresponents
funcions propies.

18 Analisi canonica

Apliquem ara aquest esquema a les copules. El resultat segiient relaciona les
parelles propies amb les funcions i correlacions canoniques.

TEOREMA 9. Sigui (U, V') un vector aleatori que té per distribucio la copula C.
Suposem que ¢: 1 — R és una funcio tal que var[¢(U)] és finita. Considerem els
operadors integrals K = C —I1 i L = M — I1. Es verifica:

1. EI coeficient de correlacio entre ¢p(U) i p(V) és

(b, Kp)

(b, L)’
essent (¢p,K¢p) = cov(p(U), p(V)), (¢p,Lep) = var[¢p(U)].

2. Si ¢ és una funcio propia de K respecte a L, aleshores ¢ és una funcio
canonica i (¢p,K¢)/(¢p,Lp) = p és la corresponent correlacio canonica.

cor(p(U), p(V)) = (38)
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Per tant, a partir de (36), podem expressar la copula C per

C=T+ > puldpn® Pul, (39)

nx1
(ue seria una variant de (25).

Tenint en compte propietats geometriques basades en la distancia khi
quadrat (13), vegeu [16, 29], podem definir la dimensi6 d'una copula com
la cardinalitat del conjunt {A,,} de valors propis de K respecte a L.

Tenim aleshores:

1. Copula de dimensio6 0: és la copula independéncia IT(u, v) = uv.
2. Copula de dimensi6 1: un exemple és la copula FGM, definida a (24).
3. Copula de dimensio6 2: un exemple és

Cu,v)=uv+0u(l-u)v(1-v)+ 6> 2u-1)u(l-u) 2v-1)v (1-v), (40)

on (01, 02) pertany a una regié continguda a [-2,2] x [—1, 2].
4. Copula de dimensi6 infinita numerable: un exemple és la copula AMH (Ali,
Mikhail i Haq):

AMHp(u,v) =uv/[1-01-uw)(1-v)], -1=<0=<1. (41)

5. Copula de dimensi6 continua, és a dir, infinita no numerable: un exemple
és la copula de Cuadras-Augé:

CAg(u,v) = (uv)l’g (min{u,v})e, 0<0<1. 42)

Aquesta copula presenta una novetat important en la teoria de les funcions
propies, tradicionalment basada en el suposit que els valors propis formen un
conjunt numerable. Sobre aix0 en parlarem a la secci6 segiient.

18.1 Ajust d’'una copula per una altra de coneguda

Un problema de les copules (i dels models en general), és que no sempre sabem
quina és la que podem ajustar a les dades observades. Suposem que tenim dues
copules: Cy, la copula que fem servir com un model, i Cr, la copula «veritable»,
la que veritablement segueixen les nostres dades bivariants.

Suposem que el desenvolupament canonic

ACy(u,v) = dudv + > ppAn(u) duB,(v) dv
n

de Cy existeix i és coneguda, essent A, i B, funcions canoniques unitaries
(mitjana O i variancia 1). Ens interessa aproximar Ct per una combinaci6 lineal
finita de correlacions i funcions canoniques. Dit amb més precisid, volem obtenir
I’'aproximacio6 (vegeu [25])

dCy(u,v)

k
Y T 1+ z ciAi(u)Bi(v),

i=1
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oncy,...,Ck son coeficients reals que minimitzen I'expressio
ACy(u,v) —dudv & :
u,v) —dudv
JJ ( M Y - zciAi(u)Bi(v)> dudv. 43)
1J1 uav i1

TEOREMA 10. Suposem (U,V) ~ Cr. Els coeficients que minimitzen (43) son
ci = pi, essent
pi = cor(A;(U),Bi(V)), i=1,...,k.

L’avantatge d’aquest procediment és clar: coneixem les funcions canoni-
ques A; i B; i, per tant, podrem calcular (mitjancant estimaci6 estadistica) les
correlacions entre les parelles A;(U) i B; (V) respecte de la veritable copula Cr,
que és la que segueixen les nostres dades, pero que en general desconeixem.

0 | p=ps(C)  po a  ps(AMH) T(AMH) T(C))
-1 -0.2711 0.0217 0.0055 -0.2710 -0.1817 -0.1815
-0.5 —0.1489 0.0080 0.0017 -0.1489 —-0.0995 -0.0995

0.5 0.1924 0.0223 0.0032 0.1924 0.1288 0.1286

1 0.4783 0.2323 0.0261 0.4784 0.3333 0.3335

TAULA 7: Aproximaci6 de la copula AMH (model cert pero desconegut)
per una copula coneguda que té dimensio dos. L’ajust és forca bo i els
coeficients de correlaci6 rho i tau séon gairebé els mateixos.

EXEMPLE. Una aproximacié en dimensio 1 consisteix a utilitzar la copula (24).
La FGM és un model molt utilitzat en estadistica, tot i que dona un ajust pobre.
Una aproximacio6 bastant millor seria la copula (40) (o una versio amb dimensio
superior). Suposem, per exemple, que la copula AMH, definida a (41), ésla Cr, i
que I'aproximem per la copula (40), que fa el paper de model Cy;. Calculant

a = max |Cr(u,v) — Cy(u,v)|,
u,vel

obtenim valors petits, és a dir, un bon ajust, depenent del parametre 9 de la
copula correcta AMH. A més, les correlacions de Spearman i Kendall donen
practicament el mateix. La taula 7 mostra els valors dels coeficients de I'aproxi-
macio, expressats en termes de correlacions canoniques, on p; coincideix amb
la rho de Spearman per a la copula Co.

Ara bé, si reduim la dimensi6é d’una copula eliminant termes del desen-
volupament diagonal (36), o de (37), hem de tenir en compte que no sempre
obtenim una nova copula. De manera similar, en analisi de correspondéncies,
quan representem les files i columnes en dimensio6 dos, el grafic podria reflectir
una taula amb valors negatius.
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19 Dimensio continua

Considerem el cas de parelles propies (¢, A) on la funcié ¢ té norma 0. Aixo
significa, en el nostre context, tractar amb variables aleatories no constants
pero amb variancia 0. Pero aquesta suposicio fa trontollar la teoria dels valors
propis. Abans de seguir, comentem algunes diferéncies amb la teoria ordinaria
dels operadors aplicats a funcions que no sén constants.

1. Les funcions propies corresponents a un mateix valor propi generen un
subespai de dimensio6 finita. Si la norma és 0 haurem de considerar valors
propis amb multiplicitat infinita.

2. De K¢p = A, deduim que les funcions propies ordinaries s6n continues
al=[0,1]. Ara tenim K = AL¢ i podem trobar funcions continues a
trossos amb discontinuitats de salt.

3. Les funcions es normalitzen segons (¢, L¢) = 1. Ara hem de considerar
el cas (¢,L¢) = 0. Aleshores suposarem que existeix una familia de
funcions {¢} de tal manera que (¢¢, L) > 0iamés

lim ¢, = ¢, limK—
-0

-0 Ld)g

en el sentit que K¢ (u)/Ld:(u) — A uniformement en u € L.

4. El conjunt S, de valors propis és finit o infinit numerable. En aquest
nou escenari, els valors propis de K respecte a L poden constituir un
conjunt S) no numerable. Per exemple, S) podria ser un interval que té la
potencia del continu.

EXEMPLE. Definim ¢(u) = 1 siu € (1 — ¢&,1], ¢p(u) = 0 en altre cas, on
& > 0 és arbitrariament petit. Siguin ¢ l'indicador de {u = 1} i L = M —1II,
K = M'/211Y/2 —11. Es pot provar (vegeu [12, 16]) que (¢, Lp:) = £(1 — &),
(pe, KPpe) = (1 —£)3/2 — (1 — €)?, per tant, lim, .o K¢p:/Lp: = 1/2. Tenim que
(¢,1/2) és una parella propia de K respecte a L de tal manera que (¢,K¢p) =
(¢p,Lep) = 0.

Ressaltem que les funcions propies de norma 0 poden coexistir amb les de
norma positiva.

20 Copules amb part singular

Una familia general que conté copules amb dimensié finita, numerable o conti-
nua, és
Do(u,v) = min{u, v}Go(max{u,v}),

on 0 és un parametre i Gy és una funci6é de la qual parlarem tot seguit. Un
membre d’aquesta familia és la CAg, definida a (42), que és la mitjana geometrica
de les copules M i Il. Tenim que CAg = I1i CA; = M. Aixi doncs 6 és una
mesura de dependéncia.
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Aquesta familia, introduida per Cuadras i Augé [18], ha estat estudiada i
aplicada a [32, 49, 51] i a d’altres treballs. Té una part singular, ja que: P[U =
V] =0/(2-0).Defet, si 64 representa la funcié indicadora de I'’esdeveniment A,
la densitat és

fou,v) = (1 — @) max{u, v} 8 yzv; + Ou' 95—y, (44)

respecte de la mesura pu = A2 + Al, essent A2 la mesura de Lebesgue sobre R?
i Al la mateixa mesura concentrada a {u = v}. Larho de Spearman i la tau de
Kendall de CAg son: ps =30/(4-0)iT=0/(2-0).

EXEMPLE. La familia CAg s’ha utilitzat per definir un index d’estabilitat finan-
cera, anomenat «Cuadras-Augé index»; vegeu [6]. Comentem, pero, una situacio
més senzilla: la distribuci6é dels sous de les parelles d'una poblaci6. Siguin
(X,Y) els sous de I’home i la dona que sén parella. Els dos sous poden ser
independents, pero hi ha la possibilitat que siguin iguals (cas freqiient en pro-
fessors i funcionaris). Suposem que les funcions de distribuci6 sén de Pareto:
F(x) =1- (mo/x)*six =mo, G(y) =1- (mo/y)P si y = mg, on mg repre-
senta el sou minim i « i B s6n parametres tals que 2 < & < B. Observem que la
mitjana de X és més gran que la de Y, i que si el parametre 8 tendeix a infinit, el
sou mitja tendeix al minim mg. Podem prendre CAg com a copula relacionada
amb la distribuci6 conjunta H(x,y) de (X,Y), on els sous minim i maxim
correspondrien als valors 0 i 1, respectivament. Pero la densitat (44) de (U,V)
indica que els sous iguals tenen més probabilitat a mesura que augmenten.
Considerem, doncs, (1 — U, 1 — V). Es facil veure que la copula és

Cs(u,v)=u+v-1+CAp(1 —u,1 —v).

Per a Cs també els sous minim i maxim corresponen als valors 0 i 1. La densitat
adopta I'expressio

go(u,v) = (1 - 0)max{l —u,1 - v} 80 + 01 —u)' 2810,

Ara els sous alts tenen menys probabilitat de coincidir.

Aplicant el teorema de Sklar (secci6 14.3), la funcié de distribucié conjunta,
possible model pera (X,Y),és H(x,y) = Cs(F(x),G(y)),ésadir, H(x,y) =0
six,y <m,i

H(x,y) =1- (mo/x)* = (mo/>)B + CAa((mo/x)%, (mo/y)P) six,y = mo.

Continuant amb la teoria, a fi de trobar els valors i les funcions propies
per als nuclis K = CAg —ITi L = M —1II, definimperaO0O <y <1ie >0
arbitrariament petit, la funcié

0 six <y,
Hye(x) =11 siy<x<y+e,
g/lly+¢) sixzy+e,
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que té per limit la funci6 indicadora ¢, (x),

. 1 six =y,
181235-[”(96) = ¢y(x) = {0 six +y.

Presentem ara la descomposicio en valors i funcions propies de K respecte
a L. El resultat segiient es pot provar aplicant teoria de funcions generalitzades.
Aqui fem I'analisi sobre els nuclis Ky, = M%T1'~% —TI, i = 1, 2. Observem que
L=M-1II=Kj;.

TEOREMA 11. Si0 < 0; < 02 < 1, el conjunt de parelles propies de Ky, respecte
a Ko, esta format per (¢y,Ay) on

by =Hypo, Ay=(01/02)y% %, 0<y=<l.

Tenint ara en compte que les parelles propies son funcions i correlacions
canoniques, obtenim el resultat segiient.

TEOREMA 12. El conjunt de funcions i correlacions canoniques de la familia CAg
és (py,0y'179),0<y < 1.

Per tant, el conjunt de correlacions canoniques és un interval que té la
potencia del continu. Les variables canoniques tenen, en el limit, variancia 0,
pero les correlacions canoniques sén positives. Una conseqiiéncia del teorema
anterior és el resultat segiient.

COROLLARI 13. La maxima correlacio per a la familia CAg és el parametre 0,
essent H la funcio canonica, on H, és la distribucio de Heaviside.

La prova que 6 és la maxima correlacié apareix primer a [12]. Recordem que
la maxima correlacié, introduida per H. Gebelein el 1941, és I"inica mesura de
dependencia que compleix els postulats de Rényi [55]. Per tant, € és una bona
mesura de dependéncia per a aquesta familia.

Considerem a continuacio la serie (36), construida suposant que les funcions
propies tenen norma 1. Pero ara la norma és O i la serie esdevé una integral.
La successi6 de correlacions canoniques és, en aquest context, una funcié, en
general continua.

DEFINICIO 14. Una funcié de correlacié canonica és una funcié integrable
Sfo:1—1, que satisfa [; fo(p)dp < 1.

TEOREMA 15. La copula Cuadras-Augé es pot expressar en termes del desenvo-
lupament diagonal continu

1
CAo(u,v) =uv+J op'%u/p)(v/p)dp.

max{u,v}
En general, la familia Do (u,v) =min{u, v}Gg(max{u,v}) admet el desenvolu-
pament integral

1
Do(u,v) = uv + j Fouw)(wlp)(w/p) dp, 45)

max{u,v}

on fo(p) = Go(p) — pGy(p) és una funcio de correlacio canonica.



El llegat de Galton, Pearson, Fréchet i d’altres 51

21 Copules canoniques

El terme max{u,v} que apareix a (45) verifica max{u,v} = uv/min{u,v}.
Doncs bé, si C és una copula, en general

1
uv +J fo(p)(u/p)(v/p)dp
uv/C(u,v)

també ho és. De fet IT/C es podria substituir per qualsevol quocient de dues
copules.

Encara amb més generalitat, podem obtenir la familia (46), de la qual (47)
seria un cas particular.

TEOREMA 16. Sigui fp una funcio de correlacio canonica indexada per 6 € L
Definim les funcions Fo(p) = [[fo(p)/p?1dp i Go(p) = —pFe(p) + pFo(1) + p.
Per a quocients adequats Q de dues copules, la descomposicio integral (45)
permet generar la familia de copules canoniques

Co =IIxGo(Q)/Q. (46)
En particular, si Q = I1/M, obtenim la familia
Do(u,v) = min{u, v}Ge(max{u,v}), 47)

on Go: 1 — 1 és una funcio creixent continua de tal manera que Go(p)/p és
decreixent dins (0, 1].

fo Go Q Familia
0 p c/m Independéncia
1 1 I1/C Qualsevol copula
0 0+p0 /M Fréchet
0p? —0p%+(1+0)p TII/JAMH; | Farlie-Gumbel-Morgenstern
0p%/[0+p01> —p/[0+pO0] FGM_i/11 | Ali-Mikhail-Haq
Op'-? pl-? /M Cuadras-Augé
fo(p) Go(p) /M Durante
Op —0Oplog(p) +p In/w Nova familia (48)

TAULA 8: Algunes copules generades per funcions canoniques i el desen-

volupament diagonal en versio integral.

La taula 8 descriu algunes construccions, on 6 = 1 — 0. Les families Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM), Ali-Mikhail-Haq (AMH) han estat descrites abans,
vegeu (24), (41). La familia de Fréchet és la mitjana ponderada de la cota superior
i la independencia:

Fo(u,v) = Omin{u,v} + (1 — 0)uv.
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D’altra banda, Dy de (47) va ser definida per Cuadras i Augé [18] i estudiada per
Durante [34]. Es interessant observar que si Q = IT1/M, la densitat (44) adopta
la forma simetrica

fou,v) = (1 - 0)(1/Q) S (uzv) + 0(Q) 95 1=y

Finalment, amb fo(p) = 0p i Q = II/W, on W és la copula W(u,v) =
[u2+v-2-1]"Y2 obtenim la nova familia de copules

NC(u,v) =uv|[l -0log(uv/Wu,v))l. (48)

EXEMPLE. Sovint volem descriure un fet real que ha estat observat des de diver-
ses perspectives. Com a illustracio, sigui 0, la probabilitat d'un esdeveniment A,
com ara l'eficacia d’un tractament medic. Realitzem n; proves independents
isigui Ly(x1,607) = (;11) Gfl (1 — 8;)™~ Ja funcié de versemblanca, on x;
és la freqiiencia observada de A. L’estimador maxim versemblant de 0; és la
freqiiéncia relativa x; /n;.

Suposem ara que 0, és un parametre aleatori amb distribuci6é uniforme (0, 1).
La versemblanca, sota aquesta perspectiva bayesiana, és

Lin
L) = j ( )91“ (1-61)™>1do.
0 \X1

Considerem dos experiments independents sota els quals obtenim les
freqiiéncies relatives x,/n; i x2 /%y per a estimar 6, 8». Suposem que 6, i 0>
son descripcions d'un metaparametre 0, també aleatori, que ens donaria la
«veritable» probabilitat de A en condicions ideals. (Imaginem que un tracta-
ment medic s’ha estudiat en dos centres diferents.) Suposem que la distribucio
conjunta de (01,0) és una copula (FGM, Plackett o una copula canonica), i
analogament la de (07, 0). La versemblanca de 0 és

1

2
L(x1,x210) = ]] ( )9?(1 - 0)"Xip(0;10) do;,
i=1

n
0 \Xi

on p(0;|0) és la densitat de 0; condicionada a 0 i que es calcula a partir de la
copula. La distribucié a priori de 0 és uniforme a (0, 1). Aplicant el teorema de
Bayes, la densitat a posteriori del metaparametre és

L(x1,x210)
fo L(x1,x210)d6

p(Olx1,x2) =

Un cop tenim p(0]x1,x2) podem prendre la moda (o la mitjana) com una
estimacio de la probabilitat 0; vegeu [50].

Resumint, la teoria de copules, i en particular les copules canoniques, defi-
neixen una classe amplia de models probabilistics que, correctament utilitzats,
descriuen i sintetitzen I'associaci6 estadistica d’'un conjunt de dades bivariants.
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