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Prologo

"Los grandes asesinos de la historia son las bacterias y los virus, y en concreto los que han provo-
cado las grandes epidemias de la historia.” Marius Belles y Daniel Arboés.

El presente trabajo enfoca la rama de las mateméticas que se encarga de los modelos epidemioldgi-
cos para evitar grandes catastrofes mundiales. Este trabajo se ha llevado a cabo durante la epidemia del
COVID-19, en la que ha tenido gran influencia la biomatematica. Veremos una simulacién de ello por
uno de los modelos.

Se estudia los modelos matematicos de la propagacién de enfermedades en una poblacidn, asi co-
mo también se lleva acabo un estudio analitico y numérico de la evolucion de algunas enfermedades.
Para ello se introducen conceptos de estabilidad de Lyapunov como de bifurcaciones necesarios para el
andlisis.
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Summary

The appearance and subsequent spread of a certain infectious disease has always been a cause for
concern. The consequences of this fact not only affect the social sphere but also have important econo-
mic and political implications, among others.

Until the 19th century, epidemics occurred in very specific geographical areas and their spread oc-
curred very slowly due to natural barriers and the difficulty of long trips. Today, however, the wide and
fast global transport network makes it possible to spread an epidemic around the world in a very short
time, causing social anxiety and alarm when an outbreak occurs.

Mathematical models of disease aim to try to explain or predict physical reality. What is obtained
will never be exact since the model cannot capture all of reality or all the variables involved. But it
can be used to study the process and foresee, with the introduction of concrete measures, that its future
evolution will change.

First, we will see a short introduction to the different models that we are going to analyze. Then, the
necessary theoretical procedures for its analysis are developed; and finally, their mathematical analysis.

0.1. SIR, SIRS and SIS models

The SIR model is the simplest of all, of which we are going to see two slightly more general models,
variants of the previous one, the SIRS model and the SIS model.

For them, we divide the population into three different classes: Susceptible, Infected and Recovered.

Susceptibles is the healthy population that can be infected if it comes into contact with a sick in-
dividual. The infected, those who currently have the disease and recovered, the part of the population
that has successfully overcome the disease and cannot be spread by being in contact with infected indi-
viduals. An important parameter to take into account is Ry, the basic reproduction number, that is, the
number of individuals that can be infected by a sick individual. And it has to be greater than one for the
disease to spread.

In the SIRS model, recovered individuals may lose immunity from the disease and become part of
the susceptible population again. The system of differential equations of the system is as follows:

S=(r+a)N-BY —(atp)-I-(a+0)s,
=B~ (5+o—p) L

The model has two equilibrium points, one free of disease, where the entire population is susceptible
and the spread of the disease disappears and the other the endemic point, where the disease does spread.

We will see that the endemic equilibrium point is globally stable and exists only if Ry > 1, in which
case the disease-free point will be unstable. If, on the other hand, Ry /eq1, the only point in the system
is the disease-free point that will be globally stable. We will also see that if Ry = 1 the model presents a
transcritical bifurcation.



VI Summary

The SIS model is used for diseases in which there is not immunity, since once the individual reco-
vers, he goes back to the susceptible class. Therefore, the progression of the disease for an individual is
susceptible-infected-susceptible. The system of this model is given by:

. S
S:')/N—ﬁﬁ—p')/l-f-(SI—GS,

. N
I:BN—(6+G+8—py)-I

It presents, the same as the previous model, a disease-free equilibrium point and an endemic point. The
same study will be carried out as in the SIRS model.

0.2. SEIR model

In this model we introduce a new class of individuals, the exposed ones, those individuals who have
the disease but are in an incubation period, in which they can infect the susceptible population if they
are in contact with them.

The model system is as follows:

S =b— AIS — pbE — gbl — bS,

E = AIS+ pbE +gbl — (¢ +b) -E,

I=¢E—(y+b)-1,

R =7yl —bR.
Analogous to the previous models, we will see that it presents two points of balance and its stability.
Finally, for the times that we are still living today, a simulation of this model is presented for the

COVID-19. A prediction of the evolution of the epidemic without taking containment measures and
taking measures.
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Capitulo 1

Modelos matematicos de enfermedades

Las enfermedades infecciosas son causadas por microorganismos patégenos como las bacterias, los

virus, los pardsitos o los hongos. Estas enfermedades pueden transmitirse directa o indirectamente de
una persona a otra. Podemos clasificarlas en dos tipos: crénicas y agudas.
Las enfermedades crénicas son enfermedades de larga duracién y por lo general de progresion lenta,
entre otras las enfermedades cardiacas, los infartos, el cancer, las enfermedades respiratorias y la diabe-
tes, son las principales causas de mortalidad en el mundo, siendo responsables del 63 % de las muertes.
Por otro lado, las enfermedades agudas son facilmente diagnosticables y se desarrollan ridpidamente
como pueden ser la varicela, la gripe, la sarampién y actualmente, el COVID-19. No suelen pasar des-
apercibidas, y una vez diagnosticadas, se lleva a cabo un tratamiento. En ocasiones, pueden llevar a la
muerte del individuo.

Los modelos matematicos se han convertido en importantes herramientas en analizar la propagacién
y controlar las enfermedades infecciosas en una poblacién dada, como hemos podido ver con el COVID-
19, que todas las medidas tomadas y datos publicados se basan en uno de los modelos matematicos
que veremos mds adelante. No todas las enfermedades tienen el mismo desarrollo por lo que existen
diferentes modelos que se encargan de estudiar todas ellas. Antes de ello tenemos que saber muy bien
las diferentes clases en las que se encuentra un individuo.

Como viene dado en [1], la poblacion afectada por la enfermedad, queda dividida en las siguientes
clases:

1. Susceptible (S). En una poblacién sana, cualquier individuo puede ser contagiado si entra en
contacto con el agente infeccioso.

2. Expuestos (E). Algunas enfermedades infecciosas cuentan con un periodo de latencia, es decir,
un periodo de incubacidn transcurrido entre el contacto al patégeno y los primeros sintomas. Un
individuo en esta clase puede transmitir la enfermedad.

3. Infectados (/). Aquellos individuos que han sido infectados y que ademads pueden transmitir la
enfermedad a otros individuos susceptibles.

4. Recuperados (R). Una vez que el individuo ha eliminado con éxito el patégeno y son inmunes a
la infeccidn pasan a la clase de Recuperados, los cuales no afectan a la transmisién cuando entran
en contacto con otros individuos.

Hay que tener bastante cuidado con la clase expuesta, ya que es de gran importancia para evitar una
epidemia, puesto que ellos mismos pueden no tener sintomas, y por ello hacer vida normal, poniendo
en peligro de contagio a todo su entorno.

Ahora bien, una vez conocidas las clases la notacién que utilizaremos serd X, Y y Z para referirnos
al nimero de individuos en la clase de Susceptibles, Infectados y Recuperados, respectivamente. De ma-
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nera que S(=X/N),I(=Y/N)y R(=Z/N) representan la proporcién de la poblacién en las respectivas
clases (siendo N el tamaifio de la poblacién). Veamos algunos modelos:

1.1. Los modelos SIR y SIRS

Suponemos una poblacién de tamafio N, la cual estd dividida en tres clases: Susceptibles, Infectados
y Recuperados con tamaiios S, / y R, respectivamente tal que N = S+ 1+ R.

En dichos modelos, tal y como viene en [2], cuando un individuo queda infectado, se mueve de la
clase susceptible a la clase infectada. Finalmente, pasard a la clase recuperada, como resultado de la
recuperacion o muerte causada por la enfermedad. Estas transmisiones, son conocidas como las trans-
misiones horizontales dadas entre las distintas clases y como viene representado en Figura 1.1.

Sin embargo, puede darse el caso de que un individuo contagie a su descendiente recién nacido o bien
que un individuo muera por causas no relacionadas con la enfermedad, son las trasmisiones verticales
de Figura 1.1.

La diferencia entre el modelo SIR y el modelo SIRS es la inmunidad del individuo una vez superada
la enfermedad. Si tiene inmunidad permanente, es un modelo SIR, y serd un modelo SIRS, si el individuo
tiene inmunidad temporal. Nos centraremos en este tltimo caso, donde hay un retorno de los individuos
recuperados a la clase susceptible. El diagrama del modelo es el siguiente:

Y(Npl) 1""

ﬂg,—l ol aR
S I R S
lu’s‘ lol l YN- G (S+1)

Figura 1.1: Diagrama de transferencia del modelo SIRS.

Ahora bien, para formular el modelo con un sistema de ecuaciones introducimos los siguientes
pardmetros: Y la tasa de natalidad, é la media de vida de un individuo susceptible, % la media de un
periodo infeccioso, é la media del periodo de inmunidad y p la fraccién de recién nacidos que quedan
infectados al nacer.

Luego el sistema de ecuaciones es el siguiente:

S=(r+a) N-BY —(a+p)-I-(a+0)s,
(1.1)
i:ﬁ%—(&kc—py)-l.

No necesitamos una ecuacién para la clase R ya que se puede hallar facilmente despejando R en
N=S+I+R.
Tener en cuenta que si la inmunidad es permanente, la media del periodo de inmunidad é es infinito y
Y =0, por lo que un modelo SIRS se puede reducir a un modelo SIR.
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1.2. El modelo SIS

Algunas enfermedades, como la gonorrea, no dan lugar a la inmunidad del individuo. Por tanto, una
persona que se ha recuperado de la enfermedad vuelve a la clase susceptible, es decir no existe la clase
de recuperados y la poblacién esta dividida inicamente en susceptibles e infectados, N = S+ 1. A este
modelo se le conoce como modelo SIS y puede considerarse el caso limite del modelo SIRS cuando la
media del periodo de inmunidad 1/y — 0.

El diagrama de este modelo se muestra en Figura 1.2.

Y(Npl) I"{Pl

B 51

S

aS

1 S
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Figura 1.2: Diagrama de transferencia del modelo SIS.

El sistema de ecuaciones diferenciales basandonos en [2] es:

S:yN—ﬁg—pyI—i—M—GS,
N (12)
. SI :

donde § es la tasa de recuperados, o y € son la tasa de muerte natural y la tasa de muertes asociada a la
enfermedad respectivamente y los demds pardmetros son los mismos que en el modelo SIRS (1.1).

1.3. Periodo latente: el modelo SEIR

Enfermedades que han causado las mayores pandemias de la historia, como la Peste Negra, la gripe
espaiiola o el coronavirus, entre otras, cuentan con un periodo de incubacién de la enfermedad, por lo
que a diferencia de los modelos anteriores introducimos una nueva clase, la clase Expuesta.

Por lo tanto la poblacién queda dividida en cuatro clases: Susceptibles, Infectados, Expuestos y Re-
cuperados.

El diagrama del modelo viene dado por la Figura 1.3.

pbE + qbll

b— pbE — gbl AS el A
e E I R.

bSJ{ ?)EJ/ bf\l bR\[

Figura 1.3: Diagrama de transferencia del modelo SEIR.
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Suponemos que la enfermedad no provoca muertes en los infectados, de modo que la densidad de
la poblacidn total es constante; S(z) + E(¢t) +1(t) + R(t) = 1. Por tanto, la regién factible en la que
estudiaremos el sistema es:

Q= {(S,E,I,R) ERY |S+E+I+R= 1}

Como viene dado en [3], consideramos los siguientes pardmetros: b la tasa de muerte natural, p y g
representan las fracciones de los recién nacidos que nacen en la clase expuesta e infectada, respectiva-
mente. El parametro € > 0 indica la velocidad la cual los individuos expuestos pasa a la clase infectada
(por tanto, 1/¢ indica la media del periodo latente) y ¥ > 0 indica la velocidad en que los individuos
infectados se recuperan ( por tanto 1/y indica la media del periodo de infeccion).

Luego ya podemos formular el modelo SEIR con un sistema de ecuaciones:

S =b— AIS — pbE — gbl — bS,

E = AIS+ pbE +gbl — (¢ +b) -E,
I=¢€E—(y+b)-1,

R =7yl —bR.

(1.3)

En el caso limite, € — 0, el periodo latente es insignificante y el modelo se reduce a un modelo
SIR. Cuando y = 0, es decir, no hay recuperacion de la enfermedad, es un modelo SEL Si p =g =0, es
un modelo SEIR sin transmisidn vertical, la cual también se pierde si no hay natalidad, esto es, b = 0,
en cuyo caso es un modelo SEIR sin nacimientos ni muertes.



Capitulo 2

Analisis de la estabilidad de Sistemas
lineales y Sistemas no lineales

La estabilidad es una de las caracteristicas mas importantes de los sistemas dindmicos. Los siste-
mas no lineales presentan ciertos fenémenos que no son evidentes al estudiar los sistemas lineales, por
ejemplo la existencia de multiples puntos de equilibrio aislados. Un sistema lineal solo puede tener un
punto de equilibrio aislado y por tanto un tnico estado estacionario que independientemente del estado
inicial, atrae al estado del sistema (si el punto es asintéticamente estable). En cambio, los sistemas no
lineales pueden tener varios puntos de equilibrio, y la convergencia a uno estable depende del estado
inicial por lo que resulta importante estudiar la estabilidad de cada uno de ellos.

En esta seccidn se presenta el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov y una introduccién a
los métodos de Lyapunov para el andlisis de estabilidad segtin [4].

En primer lugar vamos a ver la definicién de punto de equilibrio, clave para poder entender la teoria
que veremos después. Antes de ello, recordemos la condicién de Lipschitz, que aparece en dicha defi-
nicion.

Definicién 2.1. Sea f: R"*! — R” una funcién tal que |t — | < a 'y x € D C R", decimos que es
Lipschitziana si 3L > 0 tal que
||f(t,x1) —f(t,XQ)H < LHX1 —XQH, paratodo xp,x; € D.

Definicion 2.2. Consideremos el sistema diferencial

x = f(x,t)
XéEDCR" | 2.1
reR

donde f: D — R" cumple la condicién de Lipschitz desde un dominio D.

Llamaremos punto de equilibrio o punto critico del sistema diferencial x = f(x) a los puntos tal que
f(x) = 0. Es decir, los puntos de equilibrio son estados fijos del sistema.

2.0.1. Preliminares y estabilidad de Lyapunov

Los puntos de equilibrio se clasifican segtin el comportamiento de las soluciones con condiciones
iniciales cercanas a ellos, en puntos de equilibrio atractivos o repulsivos.

Definicién 2.3. Un punto critico x = a del sistema x = f(x) se llama atractor positivo si existe un

entorno del punto a, Q, C R”, tal que para todo x € Q, se tiene limx(t) = a.
t—o0
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En caso contrario, si existe un entorno del punto a, Q, C R", tal que para todo x € Q, se tiene
lim x(t) = a, se dird que el punto critico es atractor negativo (repulsor).

1——oo

La condicién del punto critico de atraer o repeler proporciona informacién sobre la estabilidad del
sistema. Se ven alterados por pequefias perturbaciones a su alrededor, que nos permite clasificarlos de
la siguiente manera segun [11].

Definicion 2.4. El punto de equilibrio x = 0 es
1. Estable, si para cada € > 0 existe § = 6(¢€) tal que
|x(0)]| < 8 = [|x(r)|| < &2 >0

X2

2. Inestable, si no es estable.

3. Asintéticamente estable, si es estable y & puede elegirse tal que

[x(0)| < 6 = lim (x(r)) =0
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Esto significa, que si un punto de equilibrio que sufre pequefias perturbaciones permanece en una
region finita que lo rodea es estable. Si todas las 6rbitas con condiciones iniciales en un entrono del
punto convergen a él, entonces dicho punto de equilibrio es asintéticamente estable, e inestable si existe
alguna pequeia perturbacién en la regién que lo rodea la cual hace al sistema salir de ella.

A partir de ahora, supondremos que el origen es un punto critico del sistema, y dependiendo de los
valores propios de la matriz Jacobiana puede ser:

Definicién 2.5. Diremos que un punto critico es hiperbélico si Re(4;) # 0 para todo valor propio de la
matriz Jacobiana del sistema en el punto critico. Si, en caso contrario, Re(A;) = 0, diremos que es un
punto de equilibrio no hiperbdlico.

En un sistema hiperbdlico, se pueden definir varios tipos de equilibrio, dependiendo de los valores
propios [Ver Anexo (3.7)].

Proposicion 2.6. Sea A € R™" y A; para i = 1,..,n los valores propios de la matriz A, entonces x =0
es un punto de equilibrio de X = Ax y ademds es:

1. Atractor si Re(2;) < 0 para todo i =1,..,ny es estable.

2. Repulsor si Re(A;) > 0 para todo i = 1,..,n 'y serd inestable si existe algiin A; tal que Re(A;) > 0.

Ahora bien, nos centraremos en la estabilidad de los sistemas no lineales dado en [12]. Sabemos
que dichos sistemas en general carecen de métodos de resolucién exacta. Por ello, nos centramos en el
estudio cualitativo de las ecuaciones del sistema, el cual nos permite observar el comportamiento de las
fases del sistema analizando el comportamiento y direccion de sus trayectorias. Asf, el siguiente teorema
se encarga de ello. Este teorema compara la trayectoria de un sistema no lineal con la trayectoria de un
sistema lineal asociado a él.

Antes de ello, introducimos dos conceptos de criterios de equivalencias de sistemas.

Definicion 2.7. Sean ¢ y y flujos de los sistemas x = f(x) y y = g(y), respectivamente. Diremos que
son topoldgicamente conjugados si existe un homeomorfismo, 7 : M — N, tal que para todo x € M
se tiene

h(9(x)) = y(h(x))

Definicion 2.8. Sean ¢ y v dos flujos, diremos que son topoldgicamente equivalentes si existe un
homeomorfismo, #: M — N, que lleva 6rbitas de ¢ a 6rbitas de y de manera homeomorfa conservando
la orientacién de las 6rbitas.

Teorema 2.9 (Hartman - Grobman). Sea x* un punto de equilibrio hiperbdlico de un campo f € C'
con flujo @, (x). Entonces existe un entorno, U de x*, tal que ¢ es topoldgicamente conjugado (Definicion
2.7) al flujo generado por la linealizacion de f.

Siguiendo en la direccidn del teorema anterior, en la cual un sistema no lineal se comporta como
un sistema lineal en el entorno de un punto de equilibrio, vamos a ver el método indirecto de Lyapunov
basdndonos en [4], que es un procedimiento para determinar la estabilidad del origen como punto de
equilibrio de un sistema no lineal.

Teorema 2.10 (Segundo método de Lyapunov). Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio y sea
D C R" dominio que contiene al origen. Sea

V:D—R

una funcion continuamente diferenciable tal que

1. V(0)=0yV(x) >0en D—{0}
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2. V(x)<0enD
Entonces x = 0 es estable. Mds auin, si
V(x) <0 en D—{0} (2.2)

entonces x = 0 es Asintoticamente Estable. Una funcion que cumple las hipotesis (1) y (2) se denomina
funcion de Lyapunov.

Demostracion. Dado € > 0 tomar un r € (0, €] tal que B, = {x € R"|[|x|| < r}. Sea a = min |,V (x) >
0. Luego tomamos 3 € (0,«) y sea Qg = {x € B,|V(x) < B}. Entonces Qg C B,

D

Sl

Figura 2.1: Representacion geométrica de los conjuntos.

El conjunto Qg tiene la propiedad de que toda trayectoria que comienza en g en 7 = 0 permanece
en Qg paratodot > 0, ya que

V(x(r)) 0= V(x(t)) <V(x(0) < B, ¥>0

Como Qg es compacto tiene solucion tnica definida para todo # > 0 cuando x(0) € Qg. Como V es
continua y V(0) = 0, existe § > 0 tal que

X[ <6 = V(x)<B
Entonces Bs C Qg C By y
x(0) € Bs = x(0) € Qg = x(t) € Qg = x(t) €B,, t >0

Por lo tanto ||x(0)|| < 6 = ||x(7)|| < r < &,Vr > 0 lo que muestra que x = 0 es estable.
Ahora, veamos que si
V(x)<0 en D—{0}

entonces x = 0 es Asintéticamente Estable. Como V es continua y V(0) = 0 basta con probar que
V(x(t)) — 0 cuando t+ — oo. Como V (x(¢)) es monétona decreciente y acotada inferiormente por
cero, se tiene:

V(x(0)) — ¢ >0 cuando t— o0

Si ¢ > 0, por continuidad de V(x), existe d > 0 tal que B; C Q.. El limite V(x(0)) — ¢ >0
permanece fuera de la bola B;,Vt <0.

Sea —y= . nﬁaHx V(x) < 0 por hipétesis. Integrando V (x) tenemos que
>|x||>r

V(x(1)) = V(x(0)) +/01 V(x(1)) dt > V(x(0)) — vt

Contradiccién ya que V(x(0)) — v ¢ < 0 para algin ¢ , luego ¢ = 0. O]
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Una funcién V(x) que satisface la Hipétesis (1) del Teorema (2,10) se dice definida positiva. Si
cumple V(x) > 0 para x # 0 se conoce como semidefinida positiva. En cambio, si —V (x) es definida
positiva o semidefinida positiva diremos que la funcién es definida negativa o semidefinida negativa
respectivamente. Y si V(x) no tiene signo definido con alguno de los casos anteriores sera indefinida.
Podemos enunciar el Teorema de Lyapunov como: el origen es estable si existe una funcién definida po-
sitiva y continuamente diferenciable tal que V (x) es semidefinida negativa, y es asintéticamente estable
si V(x) es definida negativa.

Ninguno de ambos teoremas aporta resultados si Re(A;) < 0 para todos los valores propios, o Re(4;) =0
para algdn A;.Por tanto para determinar la estabilidad del origen o el retrato de fases cerca del origen es
necesario extender los resultados anteriores.

2.1. Principio de invarianza

Veamos ahora un criterio para la estabilidad asintética de un sistema, el Teorema de LaSalle. Antes
de ello, unos conceptos previos y un lema que nos ayudarédn a entenderlo.

Definicion 2.11. Sea x(z) una solucién de x = f(x)

1. Sea xp € R”, un punto x € R” es un punto @-limite de xo, si existe una sucesion [t;] con t; — oo
tal que @y, (xo) = £. ST; — —oo entonces es un punto o-limite, o¢(xo)

2. El conjunto - limite de x( es el conjunto de todos los puntos ®-limite de xp, ®(xp).
3. Un conjunto M es invariante con respecto x = f(x) si

x(0)eM=x(t)eM, teR

4. Se dice que un conjunto M es invariante positivo si

x(0)eM=x(t)eM, t>0

5. Setiene x(t) — M cuando t — oo si para cada € > 0, existe T > 0 tal que dist (x(t),M) <&, t>T
siendo dist(x(t), M) la distancia entre x(t) y M.

Lema 2.12. Si una solucion x(t) de x = f(x) es acotada y permanece en D para todo t > 0, entonces su
conjunto w-limite es un conjunto invariante, no vacio y compacto. Ademds,

x(t) = o(x) cuando t — oo

Teorema 2.13 (LaSalle). Sea Q C D un conjunto compacto que es invariante positivo con respecto a
i = f(x). Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que V(x) < 0 en Q. Sea E el
conjunto de todos los puntos de Q dondeV (x) = 0. Sea M el mayor conjunto invariante en E. Entonces
toda solucion que comienza en Q tiende a M cuanto t — oo

Demostracion. Sea x(t) una solucién de X = f(x) que comienza en Q. Como V(x) < 0 en Q, V(x(t))
es una funcién decreciente. Como V(x) es continua en el compacto Q, esta acotada inferiormente en el
conjunto, por tanto V(x(¢)) — a cuando t — . Notar que @(x) C Q ya que Q es cerrado. Para cada
p € o(x) existe una sucesion {#,} tal que t, — ooy x(#,) — p cuando n — o0, Como V es continua
se tiene

V(p) =lim—V (x(ty)) =a=V(x)=a en o(x).

Como o(x) es invariante (por el lema anterior), V(x) = 0 en ®(x). Por lo tanto ®@(x) CM C E C Q.
Como x(t) esta acotada = x(t) — @(x) cuando 7 — oo (por el lema anterior). Luego x(1) — M
cuando t — oo, O
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Por dltimo, dos consecuencias del teorema anterior, donde el origen es asintdticamente estable.

Corolario 2.14. Sea x = 0 un punto de equilibrio de x = f(x). Sea f: D — R funcion continua-
mente diferenciable y definida positiva en D, que contiene al origen, y tal que V(x) < 0 en D. Sea
S = {x eD|V(x)= 0} y supongamos que ninguna solucion, excepto x(t) = 0, puede permanecer idén-
ticamente en S. Entonces el origen es asintdticamente estable.

Corolario 2.15. Sea x = 0 un punto de equilibrio de % = f(x). Sea f : R" — R funcion continuamente
diferenciable, no acotada y definida positiva, y tal que V(x) <0 en R". Sea S = {x e RV (x) = 0} y
supongamos que ninguna solucion, excepto x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces
el origen es globalmente asintéticamente estable.

2.2. Bifurcaciones

Puede ocurrir en un sistema dindmico que una pequeiia variacién en los valores del pardmetro del
sistema cause un cambio brusco en su comportamiento, por lo que se da una bifurcacién. El parametro
que cambia se conoce como parametro de bifurcacién. Un sistema dindmico no lineal puede presentar
varios pardmetros de bifurcacién. En esta seccion, vamos a ver diferentes tipos de bifurcaciones en una
y dos dimensiones, esto es, con un Unico pardmetro de bifurcacién o varios pardmetros de bifurcacién,
respectivamente.

2.2.1. Bifurcacion Silla-Nodo

En primer lugar, la bifurcacién Silla-Nodo. Es el mecanismo bésico por el que los puntos de equili-
brio se crean y se destruyen. Mientras el pardmetro varia, los dos puntos fijos se mueven el uno hacia el
otro, chocando y aniquildndose mutuamente [véase en [6]].

Un ejemplo prototipo es dado por el sistema de primer orden:
X=r+x

Donde r es un pardmetro que puede ser negativo, positivo o nulo. Cuando r es negativo, existen dos
puntos fijos, uno estable y otro inestable ( Figura 2.2.1 a.). Cuando r se aproxima a cero desde abajo, la
pardbola se mueve hacia arriba y los dos puntos criticos se mueven el uno hacia el otro. Si los puntos de
equilibrio se unen en cero se forma un punto estable en x = 0 (Figura 2.2.1 b.) y ocurre una bifurcacién
Silla-Nodo en r = 0. No existe ningtin punto de equilibrio si r > 0 (Figura 2.2.1 c.).

x x
. x
— %x »— X

(a) r<0 () r=0 (c) r>0

A
Y
=

Figura 2.2: Variacién del pardametro r del sistema % = r+ x2.
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Bifurcaciones de este tipo aparecen en sistemas con una forma mds general, como nos muestra el
siguiente teorema.

Teorema 2.16. Sea x = G(x, ) tal que G(0,0) = G(0,0) = 0. Entonces, si
Gu(0,0) #0, G(0,0)#0

existe una curva continua de puntos de equilibrio en un entorno de (x,M) = (0,0) que es tangente
ap=0en (0,0). Si GuGy < 0 (0 bien GGy < 0) no hay equilibrios en un entorno de (0,0) si
U < 0 (respectivamente [ > 0), mientras que para cada 1L > 0 (respectivamente | < 0) en un entorno
suficientemente pequerio del origen hay dos equilibrios cerca de x = 0. Para u # 0 dichos equilibrios
son hiperbdlicos y el mayor es estable y el menor inestable si Gy, < 0 (al contrario si Gy, > 0).

2.2.2. Bifurcacion transcritica

A diferencia de la bifurcacién Silla-Nodo, en una bifurcacién transcritica un punto critico existe para
todo valor del pardmetro pero intercambian su estabilidad con otro punto critico después de la colisién
entre ellos [véase en [5]].

El ejemplo més representativo de este tipo de bifurcaciones es el siguiente:

X=flxu) =px—x°

d
Los dos puntos de equilibrio son: x =0y x = U. a—f = U —2x = A y las condiciones de bifurcacién son
X
u=x=0.

1. Si u < 0 hay dos soluciones reales:

a) x=0, A = u estable.
b) x=u, A = —U inestable.

2. Si p > 0 también hay dos soluciones reales:

a) x=0, A = u inestable.
b) x=u, A = —u estable.

Por lo tanto, el diagrama de la bifurcacion transcritica queda:

X stable

Stable mees———— - - - - -~ unstable

unstable ]
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2.2.3. Bifurcacion de dos dimensiones: Bifurcacion de Hopf

En cuanto a dos dimensiones, el comportamiento en algunos casos es el mismo que en una dimen-
sion, la diferencia surge al integrar una nueva ecuacién. Una de las bifurcaciones mas comunes es la
bifurcacién de Hopf que estudiamos a continuacién [véase en [5]].

En la bifurcacién de Hopf queremos ver que sucede en el entorno de un punto de equilibrio no
hiperbdlico [Ver Definicién (2.5)] con valores propios imaginarios conjugados. La estabilidad del punto
de equilibrio cambia y provoca la aparicién o desaparicién de Orbitas periddicas. El siguiente teorema
establece algunas condiciones para que lo anterior ocurra.

dx
Teorema 2.17. Sea un sistema bidimensional o flx,o)conx € R? yx € R. con f suave tal que para

a suficientemente pequeiio posee un equilibrio en x = 0 con valores propios
Ja(a) = (@) +io(a)
donde 11(0) =0, (0) = wy > 0. Si el sistema satisface las condiciones:
L p'(0)#0
2. 11 #0 () primer coeficiente de Lyapunov).

Entonces el sistema es topolégicamente equivalente [Ver Definicion (2.8)] al siguiente

{ Y1 =Byt —y2+0y1- (3 +3) 23)
Y1 =y1+By2+0y2- (7 +3)
El sistema (2.3) también lo podemos escribir como
/
M _|B —1] [)’1] 2, 2 [yl}_
= = -+ =1, 2.4)
v=P = S]] - oren ] = rom
La matriz jacobiana viene dada por:
B—3yi—y; —1-2nym ]
D,f(y.B)=A(y,B) = (2.5)

Este sistema tiene un punto de equilibrio y = (y,y2) = (0,0) para cualquier valor de 3, evaluamos
la matriz jacobiana en el equilibrio para encontrar los valores propios y obtenemos A4, » = 8 +i. Luego
el origen es un punto de equilibrio linealmente estable si § < 0 y linealmente inestable si § > 0. Cuando
B = 0 se da una bifurcacion de Hopf. Veamos la estabilidad del origen en este caso.

Para un mejor andlisis convertimos el sistema en un sistema equivalente en coordenadas polares.
_ ; = ; 2_ .22
2=y +iy, Z2=y1—iy2, [Z[7=y1+»
esta variable satisface la ecuacion diferencial

=yl +ivh=Byi—y2—yi- (T +¥3) +ivi +By2—y2- (01 +33)]
=B (y1 +iv2) +i(y1 +iy2) — (y1 +iv2) - (7 +53)
A

Tomamos z = pe'?, 7 = pe~™®, derivando se obtiene

7 :p/eid)—i-pi(])/-eid)
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luego
p'e? +pi¢' - =pe? (B+i—p?) = p'+pi¢ =p-(B+i—p*)=p' =p-(B+i—p*)—pi¢’
De esta forma, el sistema en forma polar se escribe como

p'=p-(B—p?)
0'=1

Este sistema tiene un punto de equilibrio en p = 0 para cualquier valor de = 0. El equilibrio es
estable si B < 0, por otro lado es un punto de equilibrio no hiperbélico si B =0y p = 0, por tanto no
es linealmente estable. Si B > 0 es inestable, luego se concluye que en B = 0 hay una bifurcacién. Mas
aun, existe otro punto de equilibrio p = \/E que describe una Orbita peridédica que resulta ser estable,
ya que las Orbitas tienden a ella cuando ¢ tiende a infinito.

Esta es la bifurcaciéon de Hopf caracterizada por la aparicién de un ciclo limite. Existen dos tipos de
bifurcaciones de Hopf: la subcritica, que aparece el ciclo limite cuando 8 < 0, Figura 2.2.3.

¥a ¥z ¥z
\\ ™,
\ N
\"-. Y
s
(@ 1\‘\ { If( | 1‘| ) o ,-'|
¥1 \ Nt ,,I'J ¥ A
<0 [=0 [=0

Figura 2.3: Bifurcacién de Hopf subcritica.

y la supercritica en la que el ciclo limite aparece después de la bifurcacion, es decir, § > 0, Figura
2.2.3.

/A J’JI ;/
/e /e /e
IJ |If' Jn’lr
¢ E L 4 i
[ A~ r AN A
[ \ X1 M X1 (D —
WS ) Nt
e __,-r “u_.--"‘ \\_.1 ___,-’
a<0 a=0 a=0

Figura 2.4: Bifurcacion de Hopf supercritica.






Capitulo 3

Analisis matematico de algunos modelos
epidemiologicos

En este capitulo vamos a realizar el andlisis matemadtico de los modelos vistos anteriormente.

3.1. Modelo SIRS

En primer lugar, veamos el andlisis del modelo SIRS. Recordamos que en este modelo la poblacién
queda dividida en tres clases: Susceptibles, Infectados y Recuperados. Y el sistema de ecuaciones es el
representado en (1.1).

3.1.1. Puntos de equilibrio

Para hallar los puntos de equilibrio del sistema (1.1) igualamos a cero cada una de las ecuaciones
del mismo y obtenemos los siguientes puntos:

o
—H/-N,O>,

a+o

a+y N 7y+a (1 1
o+0 Ry y+d6+o0o Ro

Ey = (So,10) = (

E*:(S*,I*):( )-N)

Donde Rj denota el nimero de reproduccién bésico, esto es, el nimero promedio de casos nue-
vos que genera un caso dado a lo largo de un periodo infeccioso y en este modelo toma la siguiente
expresion, segin [2]:

B(y+a)
(a+0)-(6+0—py)
Este pardmetro va a ser de gran utilidad para la clasificacién de los puntos criticos, ya que si suponemos
que inicialmente todo la poblacion es susceptible, el patégeno solamente puede invadir si Ry > 1, con-
dicién que asegura la existencia de E,.

Ry =

Al punto Ej lo llamaremos libre de enfermedad, ya que toda la poblacién se recupera, y E, es el
punto endémico.

En la siguiente grafica 3.1 podemos ver la importancia del valor Ry, como viene en [13]. Si toma
valor menor que uno, es decir, si la media de los contagios por cada individuo infectado no llega a
uno, practicamente el nimero de individuos infectados serd nulo o bien tomard un valor muy pequeifio,
mientras que la mayor parte de la poblacién se mantendré en la clase susceptible. Esto nos muestra la
primera grafica de Figura 3.1, con Ry = 0,95.

15



16 Capitulo 3. Andlisis matemadtico de algunos modelos epidemiol6gicos

En cambio, si Ry > 1, en particular Ry = 3 como viene dado en la segunda grafica de Figura 3.1,
gran parte de la poblaciéon quedara infectada en muy poco tiempo, por lo que serd mayor el nimero de
individuos enfermos que sanos mientras que el nimero de individuos recuperados serd muy pequefio.

Lo} 10 —sw H
\/’7 —S(1) —1(1) |]
08 —1I(1) 0.8 R(t) ]
R(D Ro =3 |
z 06) J 2 06 077 ]
5 Ry = 095 £
=04t 1 =04
02+ 1 02k
n,
00f S y 0.0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

time (¢) time (r)

Figura 3.1: Representacion grafica del modelo SIRS tomando Ry = 0,95 < 1 en la primera gréfica y
Ro=3> lenlasegundacon N =1, S(0) =0,9, 1(0) = 0,1, R(0) = 0.

3.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Una vez que tenemos los puntos, veamos su comportamiento segin lo estudiado en el capitu-
lo anterior. Para facilitar su estudio, basdndonos en [2] realizamos el siguiente cambio de variables

o
(S,1) —> (P.1), donde P = S+ XY .

Por lo tanto, el sistema con las nuevas variables es:

R Pl .
P=yYN-f-——-0-P,
N 3.1)
, PI /6\1 ’
I=B-——6-1I
B N
donde?zy+6+(a+6)(a+pﬂ, S§=y+5+0y 6=0a+o0.

B

El punto endémico E, queda reformulado de la siguiente manera:

.(1_RIO>.N

p 1.

N
L= L=
&5 Ro

D))

B-y
-0

Las propiedades globales del nuevo sistema (3.1) y del sistema inicial (1.1) son las mismas, y vienen
dadas en el siguiente teorema.

siendo Ry =

Teorema 3.1. El punto de equilibrio endémico E, del sistema (3.1) es globalmente estable.

Demostracion. Definimos la siguiente funcion de Lyapunov

P P I 1
V(PI) =P, (E—lnE)—i—I*- (Z—lnz> (3.2)

La cual es definida y continua para todo P,/ > 0 y ademas satisface

av P, oV L

gy _ A
oP P Y oI i
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Derivando la funcién V (P,I) obtenemos

P, I

VIPI)=P——=P+I—-"I=
(P1) R
_ Pl . _ P P Pl - PL, =
—9PN—B-——6P—7N-—+B-—I+GP.+B - ——8[— - 51, =
VN—B- —GP—F-N- - I+ GP+p- =8I~ +
. P, P &5 P P
- -N-(lf——— 1) —N-(—— 1 f71>:
¥ p r )T PR,
_ P, P2
:—}/-N'—'<1——) <0 paratodo P, I >0
P P

Y laigualdad V(P,I) = 0 se da solamente si P = P,.

En cuanto al punto endémico, es el tinico extremo y minimo global de la funcién en Ri, luego es el
unico conjunto invariante del sistema siempre que nos encontremos en la regién factible

L={(P1)|P=P.}

De este modo, por el teorema de LaSalle, queda probado que el punto endémico E, es globalmente
asint6ticamente estable. 0

Observacion 3.2. Del teorema anterior se deduce que cuando existe el punto de equilibrio endémico
E., es decir, cuando Ry > 1, el punto libre de enfermedad Ey es un punto inestable. Ademds, en el caso
Ry < 1, el punto de equilibrio Ey es globalmente estable. Es suficiente demostrar que la funcion de
Lyapunov

P P

LD =R- (7 —ln—> V1
Py Py
satisface
P P2
0 (1 _

L(PD)==7-5N- Po) ~8(1—Ro)-1<0 paratodo P.I > 0.

3.1.3. Bifurcaciones

Por dltimo, veamos las bifurcaciones que presenta el modelo en los puntos de equilibrio.
Para ello, en primer lugar calculamos la matriz jacobiana del sistema (1.1)

—]€~I—(OH—G) -

/= B, B
N N

B
N (3.3)
S

que evaluado en el punto de equilibrio endémico, E,, o en el punto de equilibrio libre de enfermedad,
Eo, y tomando Ry = 1 tenemos que la funcién caracteristica viene dada por A% + GA.

Como hemos visto en el capitulo anterior, la funcién A? 4 64 corresponde a la forma normal de una
bifurcacién transcritica, con valores propios A =0y A, = —6 <0, con o > 0.
Por tanto, el modelo presenta una bifurcacion transcritica como podemos ver en la siguiente gréfica
(3.2).
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T T
10+ R
08|
=
£ o6r
‘g |8
= |
T 04t
5] |8
2
= » .
02 bifurcation
I stable DFE
0.0 g
L 1 1 1 1 1 1 1 L L l 1 L L l ]
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Basic Reproduction Ratio (Rg)

Figura 3.2: Bifurcacion transcritica que presenta el modelo SIRS.

3.2. Modelo SIS

En este modelo, como ya hemos visto, no existe la clase de recuperados, por lo que la poblacién
queda dividida en susceptibles e infectados. Y el sistema viene representado en (1.2).

3.2.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema son los siguientes:

Eo = (So,1o) = <g'N7O>,

Yy N v-N 1
E*: *,I>’< = — .1_7
5:10= (5 &y ore &)

Donde el niimero de reproduccion bésico es definido por

Ry — By
c-(6+oc+¢e—py)

Si Rg < 1, el patdgeno se extingue, apenas hay individuos infectados como se ilustra en la primera
gréfica de Figura 3.3 con Ry = 0,778. Mientras que si Ry > 1, donde un individuo enfermo conduce a
mas de una infeccion, se propaga el patégeno en la poblacién, por lo que gran parte de la poblacién
queda infectada como representa la segunda gréfica de Figura 3.3 con Ry = 2,5.

3.2.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En cuanto a la estabilidad, el siguiente teorema muestra de una forma andloga al modelo anterior la
estabilidad del punto endémico.

Teorema 3.3. El punto de equilibrio E, = (Sy,1,) del sistema (1.2) es globalmente estable.

Demostracion. Definimos la siguiente funcién de Lyapunov

s s cte I 1
U(s,I :S-<——1 7) —-1-<f—1 f)
(8,) =S. s, s, +5—|—G+£—p’y <\ 'L
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------------

10 = S(1)

o S(1) (1)

—10) 08 ]

t Ry = 0778
z 06F 1 = 06

Densit
Densit

04+ 04

e ] Py
\— 0.0

0.0

L L
0 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

Figura 3.3: Representacion grafica del modelo SIS. Tomando Ry = 0,78 en el cual la enfermedad se
extingue y Ry = 2,5 donde la enfermedad invade. Tomando N =1y S(0) = 0,9, 1(0) =0,1.

que es una modificacién de la funcién (3.2).
Teniendo en cuenta

S.I,
B

la derivada de U (S, ) satisface

=Y N+(8—py)-L.—0S. = (+e+0—py)-L

) S1 S S S
U(S,I) —}/-N—B~N+(5—p}/)-1—GS—YN~E-l—ﬁﬁ'l—(S—p}/)‘E'l-i-GS*

=Y~N-(2—;*—Sg)+(6—py)~1-(2—i—?)
:—(y-N+(5—py)-1)-i-(l—SS*)2<0

ya que 8 — py > 0y laigualdad U(S,I) = 0 se da solamente si S = S,.

Como el punto endémico es el tinico extremo y minimo global de la funcidn,es el Gnico conjunto
invariante del sistema cuando § = S,.
Por tanto, por el teorema de LaSalle, E, es globalmente asintéticamente estable.

Si se da el caso 6 — py < 0, realizamos un desplazamiento del sistema hacia la derecha, esto es

(S.1) —» (P.I), donde P— S — ° %PY

P:W—B-%—GR I'=B-%—(G+8)-I (3.4)

-N, y tenemos

donde y=y+0o-(py—3)/B > 0y el punto endémico del sistema (3.4) viene dado por

_By-o-(c+e)
N L= e N

_o+e
B

La funcién de Lyapunov (3.2) de la seccion anterior, puede ser aplicada al sistema (3.4) y la derivada
de la funcién satisface

P,

. ~ PI ~ P, P, PI L
V(IP)=yY N—-3-— —ocP—-v-N-— -— .1+ OP, .— —(oc+e) I-B-=-P o+¢€)-1I,
(PD=7-N-B-% VNS B I+ 0P+ B —(0+e)1—B- TP+ (o+e)
~ P P ~ P P\2
P, P P P

Para todo P,1 > 0. En este caso el punto endémico del sistema (3.4) y en consecuencia del sistema (1.2)
también es globalmente asintticamente estable. Por lo que queda probado el teorema. O
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3.2.3. Bifurcaciones

Por dltimo veamos las bifurcaciones que presenta el sistema en los puntos de equilibrio.
La matriz jacobiana del sistema (1.2), dada por

B, B
I—o NS pY+9o

- N
J = E g B (3.5)
N

N-S—(S—I-G-i-&‘—p}/)

evaluada en los puntos de equilibrio, E, y Ey obtenemos la funcién caracteristica A2 + cA tomando
Ro=1.

Sus valores propios son A; =0y A, = —0 < 0, con ¢ > 0. Luego presenta una bifurcacion trans-
critica.

3.3. Modelo SEIR

Este modelo, tal y como hemos visto en el Capitulo 1., la poblacion estd dividida en cuatro clases:
Susceptibles, Infectados, Expuestos y Recuperados. Y el sistema viene representado por (1.3).
Recordemos también que la suma de las cuatro clases es igual a 1, estoes 1 = S(¢t) + E(¢) +1(¢) + R(t).
Despejando R(t) podemos reducir el sistema al siguiente

S =b— AIS — pbE — gbl — bS,
E = AIS+ pbE +gbl — (e +b) -E, (3.6)
I=¢E—(y+b)-1I

Y asi considerar el conjunto
r= {(S,E,I) ERY | SHE+I< 1}

Denotando por [ al interior de T'.

3.3.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

Igualando a cero las ecuaciones del sistema (3.6), obtenemos los siguientes puntos de equilibrio

E():(I,0,0),
T N LR (3.7
E=Grern VR einmen R
con l
E
Ro= e by —bp o+ y—bge) ~ °

Notar que E, existe en I inicamente si Ry > 1.
En cuanto a la estabilidad, veamos los siguientes teoremas segin [3]:

Teorema 3.4. 1. Si Ry <1, Ey es el uinico punto de equilibrio y es globalmente estable en T'.

2. Si Ry > 1, el punto Ey es inestable y existe un tinico punto de equilibrio endémico, E,. Ademds,
todas las soluciones que comienzan en I y suficientemente cerca de Ey se alejan de Eg si Ry > 1.
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Demostracion. Considerar la funcién de Lyapunov
L=¢E+(e+b—pb)-1 (3.8)
la cual satisface
L=¢E+ (e+b—pb)-I
—¢. (MS+pr+qb1— (e+b) E) Y (e+b—pb)- (eE —(y+b) .1>
=(b+7y) - (b+e—pb—qbe)- (RyS—1)-1<0, siRy <.

Ademds, L=0siysolosi/=00Ry=S=1.

{Ey} es el dnico conjunto invariante de {(S,E,I) € T | L = 0}. Por tanto, por el principio de in-
varianza de LaSalle, Ej es globalmente estable en I'. Por lo que queda probado el primer apartado del
teorema.

El segundo se sigue del echo que L. > 0si />0y S=1/Ry. O

Teorema 3.5. Suponiendo que Ry > 1, el punto de equilibrio endémico E, es globalmente estable en L.

Por tltimo, para acabar este capitulo, vamos a ver una representacion del COVID-19, a partir del
modelo SEIR.

3.3.2. Simulacion para el COVID-19 con medidas de contencion

Como hemos visto, estos modelos sirven para estudiar el proceso de una enfermedad y prever que
su futura evolucién vaya a mas.
En este apartado, adaptamos el modelo SEIR a la epidemia de coronavirus, basdndonos en el estudio
dado en [7].
No hacemos una prediccion real con nimeros concretos, ya que para ello necesitarfamos mds datos
médicos y politicos de los cuales no disponemos, sino que mostramos la influencia de las medidas en el
desarrollo de la epidemia.

Para ello, lo mds importante para poder estudiar el comportamiento de la epidemia es conocer el
valor de los pardmetros involucrados. Segin estudios publicados tomamos 7! = 5, es decir, la media
del periodo de recuperacién son 5 dias y el tiempo promedio de incubacién 7 dias, e~! = 7. Lo mds
complicado es estimar A, porque no se sabe cuantas personas asintomaticas hay que puedan estar in-
fectando a otras. Por diversos estudios del comportamiento de la enfermedad antes de tomar medidas
drésticas de aislamiento sugieren que el valor de A esta entre 0,59 y 1,68 por lo que tomaremos A = 1
para nuestro estudio.

Con estos datos y tomando Ry = 1, suponemos que tenemos una poblacién de 100 000 personas en
las que hay un tnico individuo infectado al principio.
La evolucién de la epidemia durante 120 dia, es tal y como se muestra en la Figura 3.4. Vemos que la
poblacién susceptible cae dristicamente en 40 dias hasta practicamente tomar el valor nulo. En conse-
cuencia, aumenta el nimero de individuos en la clase expuesta, llegando al maximo de 30 000 individuos
expuestos a los 60 dias. Una parte de ellos, serdn asintomdticos, no les afectard el virus, mientras que la
otra parte pasard a la clase infectada en apenas 10 dias, llegando a un maximo de 20 000 infectados,tan
solo en los primeros 70 dias.
Por dltimo, el niimero de recuperados aumenta en los dias siguientes hasta alcanzar el valor de la pobla-
cién inicial.
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Figura 3.4: Evolucién de una epidemia de COVID-19 segtin el modelo SEIR durante 120 dias.

Ahora bien, para evitar los 20 000 infectados en tan solo 70 dias, lo cual producird colapsos en los
sistemas médicos y con el fin de disminuir el nimero de infectados tomamos medidas de proteccién y
aislamiento, y suponemos que la poblacién las cumple.

Esto implica que el valor de A no sea constante, por lo que se ha llevado a cabo diversos estudios
donde su valor varia en el tiempo. Por ejemplo,

A0 =o-(1-a@)- (1- 20" (3.9)

donde A es la tasa de infeccion sin medidas, o(¢) € [0,1] resultado de las acciones gubernamentales,
D(t) es la sensacion de riesgo en la poblacion debido a los casos criticos y muertes conocidas, y k mide
la intensidad de reaccién de los individuos.

D(t)\k
El factor (1 — ]E])> con un k elevado , indica si es un valor cercano a 0, que hay mucha preocu-

pacion por lo que los individuos se aislan hasta voluntariamente y asi el valor de A () es muy pequefio.
En caso contrario, el valor serd cercano a 1 y tiene poca influencia si la preocupacién social es poca.

Si se hubiesen tomado dichas medidas desde el principio, la evolucién de la epidemia hubiese sido
muy distinta. Por ejemplo, tomando en (3,9), o =1, ot(t) = 0,5, k = 100 y suponiendo que el 5% de los
casos son graves de modo que D(¢) = 0,05-1(z). La evolucién de la epidemia se muestra en la siguiente
figura:

100000 F
80000
[ — susceptibles
60000 expuestos
infectados
40000
— recuperados

20000

dias

50 100 150 200

Figura 3.5: Evolucién de una epidemia de COVID-19 segtin el modelo SEIR durante 120 dias con
medidas de contencién.
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En la cual apreciamos que la clase susceptible disminuye en un rango de 100 dias aproximadamente,
sin alcanzar valores tan bajos como en Figura 3.4.

La curva de infectados y expuestos es mucho menor y ademads se extiende en el tiempo, lo cual evitaria
los colapsos por lo que se podria atender a todos los pacientes sin problemas. Por dltimo, la clase

de recuperados aumenta, hasta alcanzar el valor de la poblacién que habia sido infectada. Luego las
medidas de contencién son realmente efectivas.

Para concluir, veamos la evolucién de la epidemia tomando diferentes valores de ¢o. Supongamos
que las medidas de contencién se empiezan a aplicar el dia 20, por tanto

Ao, sit <20

A/ =
Ao-(1—a)-(1—0,051(t)/N)X, sit>20
con A9 =1y k=100.
Para a tomamos los siguientes valores: o = 0,4 medidas pequefias y o = 0,7 medidas serias.

00000 -

80000

—— susceptibles sin medidas
susceptibles con medidas pequefias
a0000] susceptibles con medidas serias

60000

20000
[ dia20
® dias

50 100 150 200

— expuestos sin medidas
expuestos con medidas pequefias
expuestos con medidas serias

dias

50 200

20000

15000,

—— infectados sin medidas
10000 - infectados con medidas pequefias
infectados con medidas serias
5000
_ dia20
. dias
50 100 150 200
100000
80000
— recuperados sin medidas
60000
recuperados con medidas pequefias
40000 recuperados con medidas serias
20000
dia 20
T dias
50 100 150 200

Figura 3.6: Comparativa de la evolucion de S(t), E(t), I(t) y R(t) en una epidemia de COVID-19 durante
240 dias, segtn se apliquen o no medidas de contencidn.
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La Figura 3.6 muestra la diferencia de la evolucién de cada una de las subclases: S(¢), E(¢), I(t) y
R(t), sin tomar medidas, tomando medidas pequeiias y tomando medidas serias.

En la primera grafica, se muestra la evolucién de la clase susceptible segin las medidas. Si no se
toman, la poblacién susceptible desciende rdpidamente en muy poco tiempo hasta que no hay ningtin
individuo susceptible . Si se toman unas pocas medidas, suaviza un poco la caida y no alcanza valores
tan bajos como en el caso anterior. En cambio, si las medidas tomadas son serias, la disminucién en la
poblacion susceptible se extiende en el tiempo y el nimero de individuos que se pierde es la mitad de la
poblacién, aproximadamente.

La segunda y tercera grafica muestran la evolucién de la clase expuesta e infectada respectivamente.
Podemos apreciar una gran diferencia del alcance de los "picos"segtin las medidas tomadas: Si no hay,
se tendrd un maximo en 60 dias de 20 000 individuos infectados al mismo tiempo. Por otra parte,
tomando medidas serias, practicamente el "pico"desaparece, teniendo un maximo de 2 500 individuos
infectados en 200 dias.

Por ultimo, la cuarta grafica muestra la clase recuperada. Una vez que hayan superado el virus, se
producird un aumento de la poblacién en esta clase, hasta alcanzar el nimero que habian sido infectados
inicialmente. Los ascensos en cada evolucién esta relacionada con el tiempo en que los individuos han
sido infectados, por eso los recuperados con medidas serias, como han tardado mas en enfermar se
producird mas tarde que los recuperados sin medidas o con medidas pequeiias.

Queda claro que el echo de tomar medidas, por muy pequefias que sean, tiene un efecto positivo,
suavizan el pico y lo alejan en el tiempo. Cabe destacar que la tasa de recuperacion se ha mantenido
constante, y~! = 5. Con esto, se intenta reflejar que no existe tratamiento especifico o vacuna que
permita mejorar el tiempo medio de recuperacidn, por lo que nuestro objetivo se centra en disminuir la
tasa de contagios [véase en [10]].



Anexos

1. Clasificacion de los puntos de equilibrio segin los valores propios de la matriz del sistema.
Sea A € R**2, T =traza(A), A = det(A) y sea el sistema x = Ax, entonces

a) SiA <0 = (0,0) punto silla.

b) SiA>0y 72 —4A > 0 = (0,0) es un nodo.
1) 7 < 0= nodo estable.
2) 7 > 0 = nodo inestable.

c) SiA>OyT2—4A<OconT#0:>(O,O)esunfoco.

1) 7 < 0= foco estable.
2) 7 > 0 = foco inestable.

d) SiA>0,7=0=(0,0) es un centro.

Los puntos de equilibrio pueden ser: nodos (focos) estables, puntos silla y nodo(focos) inestable.
Los nodos y los focos se diferencian por los valores propios como se muestra en Figura 3.7. Un
nodo estable presenta valores propios reales negativos mientras que en el foco estable son valores
propios complejos con parte real negativa. De la misma forma, tendremos un nodo inestable si los
valores propios son reales positivos y un foco inestable si son complejos, con parte real positiva.

Por otra parte, si los valores propios obtenidos son reales con diferente signo, el punto critico serd
un punto silla.

-

5 j (real positive eigenvalues) —0
-o-I-_ = unstable node - A=
eigenvalues S| [T
=}
|l
@ unstable focus
3 (complex eigenvalues, °
3 , Positive real part)
° +
Y g ¢
0 Andronov-Hopf bifurcation A
s
AT =
ddle 8 —|—
sa = -
(real eigenvalues, different signs) = stable focus
© (complex eigenvalues, *
4—|-» B negative real part)
c
o
B stable node
a (real negative eigenvalues)

Figura 3.7: Clasificaciéon de los puntos de equilibrio en un sistema de dimension 2.
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