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Resumen

El objetivo de este trabajo consiste en describir el marco general para el estudio del efecto
Casimir, analizando para ello las propiedades del vacio cudantico de teorias cuanticas de campos.
En particular, se analizara el comportamiento de la energia del vacio y la fuerza que de ella se
deriva en estas teorias cuando se introducen en el espacio dos placas perfectamente paralelas
(energia y fuerza de Casimir). Este estudio lo realizamos primero para el campo electromagnético
con condiciones de contorno de Dirichlet en las placas y, posteriormente, para el caso de campos
escalares. Los calculos se realizan en dos regimenes distintos: uno en teorias sin masa y otro en
teorias con masa, estudiando la dependencia de la fuerza para distintas condiciones de contorno.
Finalmente, se comparan los resultados con los obtenidos por otros autores en la literatura.
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1. Introduccion

1.1. Introduccion histérica y fundamentos

El efecto Casimir es un fenémeno que surge en el marco de la Teoria Cuantica de Campos,
basado en la existencia de fluctuaciones del estado de minima energia o vacio cuantico que dan
lugar a la interaccion entre dos cuerpos, independientemente de que estos tengan carga eléctrica o
no, y que se manifiesta para cualquier campo cuéntico (campo escalar, campo electromagnético,
etc.). En su origen, comenzé siendo estudiado por el fisico holandés H. B. G. Casimir, del que to-
ma su nombre. A este fenémeno se puede acceder desde perspectivas bastante diferentes entre si.

Por un lado, se empezd relacionando con la interaccién de dispersiéon de Van der Waals
en el régimen retardado (Casimir y Polder, 1948, ([I])). Tomaron como antecedente los desarro-
llos tedricos realizados por F. London para la interaccién de Van der Waals entre dos dtomos
neutros polarizables, en los que se obtenia una dependencia de la interaccién, V (r), con la dis-
tancia entre los atomos, r, de la forma: V(r) ~ r=% ([2]). Sin embargo, experimentos realizados
posteriormente por Verwey y Overbeek en los anios 40 ponian de manifiesto que, para distancias
grandes, esta interaccién parecia decrecer més rapidamente que con =6 ([3]). Asi, Casimir y
Polder, en el marco tedrico de la electrodinamica cuantica, pasaron a tener en cuenta los efectos
de retardo de la interaccion de Van der Waals, obteniendo en este caso una dependencia de la
forma: V(r) ~ r~7, que sf cuadraba con los resultados experimentales previos y era la causante
de las llamadas fuerzas de Casimir-Polder.

Por otro lado, méas adelante, Casimir recalculd este efecto, pero esta vez desde una pers-
pectiva diferente: en este caso, calculando el cambio en la energia de punto cero del campo elec-
tromagnético. En particular, lo aplicé a la geometria de dos placas conductoras perfectamente
paralelas entre si, separadas una cierta distancia ([4]). Obtuvo como resultado una interaccién
atractiva entre las placas que solo tenfa un efecto apreciable a escalas microscopicas e inferiores.

Asi, desde un enfoque més experimental, como consecuencia de esto ultimo y de diversas
limitaciones experimentales, como la dificultad de mantener las placas perfectamente paralelas
entre si, la medicién experimental del efecto Casimir no resulta facil. Con todo, desde la segunda
mitad del siglo XX se han propuesto diversos experimentos, realizados por autores como Spar-
naay (1958), Lamoreaux (1997) o Mohideen y Roy (1998), entre otros ([5],[6],[7]), con el objetivo
de demostrar experimentalmente este fenémeno y verificar el acuerdo entre los experimentos y

los resultados obtenidos analiticamente.

Respecto al procedimiento a seguir para calcular la energia y la fuerza de Casimir, existen
distintos métodos. Aqui se van a presentar dos: por un lado, un método global, que pasa por
calcular la energia de punto cero del campo considerado a partir del hamiltoniano obtenido al
realizar la cuantizacién canoénica para las condiciones de contorno consideradas, y, por otro lado,

un método local, mas técnico y basado en el uso de la funcién de Green.

Aunque en este trabajo en concreto nos centramos en el estudio del efecto Casimir para
una geometria de dos placas paralelas, pueden considerarse otro tipo de geometrias (esférica,

cilindrica. .. ), obteniendo en cada caso una interaccién de naturaleza distinta. También, se pue-



den considerar distintas condiciones de contorno, ya que el efecto Casimir depende fuertemente

de estas, como se va a ver.

1.2. Convenios de notacién

Conviene aclarar alguna cuestién de notaciéon empleada en los apartados que prosiguen.
En primer lugar, los desarrollos y cédlculos presentados en el trabajo se realizan considerando el
sistema natural de unidades, en el que h = ¢ = 1. También, a lo largo del trabajo va a aparecer en
reiteradas ocasiones la notacién cuadrivectorial: 2# = (2°,x), donde si este cuadrivector repre-
senta la posicién, z° = ¢t. Cuando se utilizan indices griegos, estamos trabajando con las cuatro
componentes de un cuadrivector (u = {0, 1,2,3}), mientras que si aparecen indices latinos, nos
referimos exclusivamente a las componentes espaciales del cuadrivector (i = {1,2,3}).

Respecto a la geometria considerada a lo largo del trabajo para calcular las magnitudes
relevantes del efecto Casimir, se van a tener dos placas perfectamente paralelas entre si, de lado
L, paralelas al plano XY y situadas respectivamente en z =0y z = a, con L >> a. Para todos
los distintos métodos y condiciones de contorno presentadas a lo largo del trabajo, se considerara
esta configuracién geométrica de las placas y los ejes.

2. Cuantizacién canénica del campo escalar real

Clésicamente, un sistema viene caracterizado por las coordenadas ¢’ y los momentos p'.
Para pasar a una descripcién cuantica de dicho sistema, estas coordenadas y momentos deben
sustituirse por operadores. Si en particular se trabaja en la llamada imagen de Heisenberg, se tie-
nen operadores dependientes del tiempo, ¢*(t) y p'(t), a los que se les debe imponer las siguientes
reglas de conmutacién para tiempos iguales: [¢'(t), p/ (t)] = i85, [¢(t), ¢ (t)] = [p'(t), P’ (t)] = 0.
En teorfa de campos, para realizar la cuantizacién basta con reemplazar ¢(t) por ¢(t,x) y p(t)
por II(t,x), donde ¢(t,x) representa un campo escalar real de masa m y II(t,x) su momento
canénico conjugado ([8]). La cuantizacién candénica de un campo escalar pasa por imponer las
siguientes reglas de conmutaciéon a estos operadores:

[(;S(t, X)? H(t7 Y)] = i(sg(x - Y), [‘b(t? X)a (b(ta Y)] = [H(t7 X)v H(ta Y)] =0 (2'1)

La densidad lagrangiana para el campo ¢ se define de la siguiente manera:
1 1
L= 50u00"6 — S (2.2)

ya que para describir una dindmica no trivial del campo se necesitan términos de la forma 9,,¢
y estos deben estar contraidos, pues la densidad lagrangiana de un campo escalar debe ser un
escalar. El objeto covariante J,¢ y el objeto contravariante 0"¢ estdn relacionados entre si a
través de la operacién de subida y bajada de indices: 0,¢ = ¢,,0"¢, donde g, representa el

tensor métrico, que definiremos de acuerdo al siguiente convenio:
Guv = diag(L_L_la_l) (2'3)

Con la densidad lagrangiana asi definida, es inmediato comprobar que si se aplican las
ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo ¢:

oL oL
— —0,——— =0 2.4
96~ 50,9) 24)

2



se obtiene la siguiente ecuacion lineal, que se conoce como ecuacién de Klein-Gordon:
(O 4+ m?)p(t,x) =0 (2.5)

donde O = 8,0" = 0f — (92 + 0; + 02) representa el operador D’Alembertiano. La solucién mas
general de la ecuacién anterior viene dada por:

d)(tv X) = ¢+ (t7 X) +o° (tv X)

+0oo d3k3 —iwt o d3k T iwit, *
¢(t,x) = Make U(k, X) + m@ke u (k,X) (26)

y, por tanto, el momento canénico conjugado, I1(¢,x) = 9L/I(Dpd) = Dop(t,x), sera:

+o00 dSk ) 00 d3k )
II(t, x) = ——— (—iwyk)axe” “ u(k, x) + iwial ety k,x) (2.7
k

—00 (27‘(’)3 2wk — 00 (271')3 ka

El primer sumando de ([2.6]) corresponde a los términos de frecuencia positiva (¢*), mien-
tras que el segundo sumando representa los términos de frecuencia negativa (¢~ ). La frecuencia

wk = VK2 4+ m? (2.8)
T

a, y ax son los operadores creacién y destruccién, respectivamente, que verifican las si-

viene dada por:

guientes reglas de conmutacién como consecuencia de haber exigido ([2.1)):
[ax, af,] = (27)%6% (k — K') [ax, ] = [a, al,] = 0 (2.9)
Ademsds, estos operadores verifican:
a |0) = (0] af. = 0 (2.10)

Respecto a la funcién u(k,x), en (2.5 se puede sustituir la expresién del campo ¢(t,x)

de :
(07 =V 4+m*)p=0= (0 —=V>+m?)(¢T +¢7) =0

y como ¢ y ¢~ se pueden considerar independientes, esta ecuacién puede dividirse en dos, una
para ¢t y otra para ¢~ . Consideramos la correspondiente a ¢™ (el cdlculo es andlogo para la
referida a ¢™):

+o0o 3 .
(0F = V2 +m*)g" = (0] = V2 +m?) / e (ke x) =

— 00 (271')3 2wk
+o00 d3k i +oo d3/<: »
— / 7(2%)3 o (m2 — wﬁ)ake Wity (k, x) —/ 7(277)3 2Wkake WktVQU(k, x)=0

Y de aqui se deduce que u(k,x) ha de satisfacer la siguiente ecuacion:
(V2 4+ k?)u(k,x) = 0 (2.11)

La solucién de esta ecuacién en el caso sin condiciones de contorno, esto es, cuando se

considera el espacio tridimensional libre, presenta la siguiente forma:

u(k,x) = kX (2.12)



A continuacién, puede calcularse la densidad hamiltoniana H a partir de la expresion (2.2)):

H = T10op — £ = [(606)° + (Vo)* +m?] (2.13)

El hamiltoniano H viene dado por la integral a todo el espacio de la densidad hamiltoniana
H. Introduciendo las expresiones de (2.6]) y (2.7)) para ¢(t,x) y II(¢,x), respectivamente, se tiene:

1
H= / Hdz = / d3x§[(80¢)2 + (V$)? + m?¢?] (2.14)
Pk (Wit )t i (k+K)
_ , , — Wk TWy/ (2 X
z(warwk/) (k+k’) akaL efi(wkfwk/)tei(kfk’)-x _ alllaklei(wkfwk/)tefi(kfk’)-X)
k- K (akak/e—z(wk—i-wk/)tez(k—i—k )-x + CLT T z(wk—l—wk/)t —i(k+k')x CLkCLL e—i(wk—wk/)tei(k—k’)-x
_ a;r{ak,ei(wk—wk/)te—i(k—k/)-x) +m (akak/e z(wk—i-wk/)t i(k+k’)-x + aT T z(wk—i—wk/)te—i(k-}-k/).x

+ aka;r(lefz(wkfwk/)tez(kfk )-x + a;f(ak,ez(wkfwk/)tefi(kfk’).X)]

Teniendo en cuenta que la delta de Dirac cumple:

B
Bk-K) = / (;l;;?) etk=k)x (2.15)
la expresion de H se reduce a:
1 [ &k 3k 1
H—- f = f = 2.1
5 / (27r)3"~’k(akak + axa, ) / (27r)3wk (akak + 2V> (2.16)

donde en el tltimo paso se ha aplicado la regla de conmutacién (2.9) y se ha tenido en cuenta
que (2m)383(0) — V, donde V es el volumen del sistema.

3. Calculo de la fuerza de Casimir: condiciones de contorno de
Dirichlet

3.1. Teoria sin masa: campo electromagnético

En este caso, se va a seguir un método global para el célculo de la energia y la fuerza de
Casimir. Consideraremos condiciones de contorno de Dirichlet para el campo electromagnético,
que en términos de los campos eléctrico E y magnético B se pueden expresar de la siguiente

manera:
1. En las placas, E es perpendicular a ellas: E x fi|g =0
2. En las placas, B se encuentra contenido en el plano de estas: B -ii|g =0

donde S denota la superficie de las placas y i representa un vector unitario perpendicular a estas.
En primer lugar, es necesario cuantizar el campo electromagnético en términos del potencial

electromagnético A (¢,x), que se relaciona con los campos E y B de la siguiente manera :

A
B=VxA, E=-—" (3.1)



El proceso a seguir es similar al presentado para el campo escalar real en la seccién
aunque en este caso se complica mas debido a que ahora entran en juego los dos estados de
polarizacién distintos que presentan los fotones, que denotaremos como o = 1,2 (para ver los
detalles de la cuantizacion del campo electromagnético en el espacio tridimensional libre, se
puede consultar el anexo . Conviene reexpresar las condiciones de contorno de Dirichlet rela-
cionandolas de forma directa con A. Bajo estas condiciones de contorno, A se puede desarrollar
como ([9]): \ \

Altx) = / wgf/@elwkuk(x) + / (%T‘)Z’f@eWktA;(x) (3.2)

donde Ay (x) es una funcién que verifica la siguiente ecuacién: —V? Ay (x) = wi Ay (x).

Introduciendo (3.2]) en la segunda igualdad de (3.1]) e imponiendo E x fi|g = 0, se tiene:
Ay (x) xiilg =0 (3.3)
lo que significa que, en las placas, Ag(x) no tiene componentes tangenciales a estas. Ademas,

imponiendo (3.3)) se obtiene:

a-Ak z 8-Ak,z %
oy oz

por lo que, utilizando la primera igualdad de (3.1]), se llega a la condicién B -ii|g = 0. Asi, (3.3))
representa una reformulacién de las condiciones de contorno de Dirichlet en términos de Ay.

V x Ax(x)s

(3.4)

La cuantizaciéon del campo electromagnético en el caso de condiciones de contorno de
Dirichlet puede realizarse de forma andloga al caso del espacio tridimensional libre, teniendo en
cuenta que ahora los valores de la componente k. se encuentran cuantizados:

™
k,=—n (3.5)
a

donde n es un entero positivo. Las componentes de k paralelas a las placas, k; y ky, toman un

continuo de valores y podemos denotar k:ﬁ =k2+ k:f/ De este modo, los valores permitidos para

2>1/2
ite)

El hamiltoniano para estas condiciones de contorno viene dado por:

/ ] ZZwkn (akaaka—i— L2> (3.6)

k a=1

k vendran dados por: k| = \/ka% + k2 + k2= \/k;ﬁ + k2= (k;

La energia de punto cero del campo electromagnético, Fy, se puede escribir como el valor
esperado del hamiltoniano anterior en el estado vacio, (0| H|0):

’fu

B = (010 = [ Zwkn ((0lalywal0) + 327 00} (37)

En este caso, la regla de cuantizacién canodnica consiste en reemplazar los campos y sus
momentos por operadores de un espacio de Hilbert de estados cuanticos de forma que se satisfaga
la siguiente regla de conmutacion:

[AY(t,x), T (¢, x)] = i63(x — ') (3.8)



siendo II(#,x’) el momento canénico conjugado. Es ficil comprobar que esto puede rea-

lizarse sustituyendo los operadores aL y ax que aparecen en las ecuaciones (2.6 y (2.7) por

operadores aL o Y k. que tienen en cuenta también el estado de polarizacion, «, y satisfacen

las siguientes reglas de conmutacién:
[akp” G/Tk’,o/] = (27{')363(1{ — k/)(sa,a’ [ak’a, a,k/’al] = [aI{,a’ al—i-(’,a’] =0 (39)

Teniendo en cuenta que <O]a;r( ok,a|0) = 0, ya que ay o [0) = 0; y que (0|0) = 1, dado que
se trata de un estado normalizado, la ecuacién (3.7) queda:

szwkn (310)

k a=1

1

E():i

La energia de Casimir, E.,s, se puede obtener como la diferencia de energia del vacio entre
la situacion en la que se tienen las placas perfectamente paralelas entre si y la situacion en la que
no hay placas. En ambos casos, la energia del vacio es una cantidad divergente, de manera que
hay que adoptar un proceso de regularizacién para dar un significado fisico a dicha diferencia:

ELye = lim [Eé” — Eg”)} (3.11)

s—0

donde el primer término (I) es la situacién en la que se tienen las dos placas paralelas, mientras
que el segundo término (II) se refiere al caso en el que no hay placas. El origen de energias
corresponderia a este tUltimo caso. s es lo que se conoce como parametro de regularizacion, que
al final debe eliminarse para obtener una cantidad que no dependa de él, y por ello se toma el
limite s — 0. El proceso de regularizacién se puede realizar por medio de distintos métodos.
En este caso, se procederd fijando una frecuencia de corte elevada en la expresién de la energia
de punto cero ([4], [10]), lo que se justifica con el hecho de que las placas metélicas se hacen
transparentes en el limite de altas frecuencias, por lo que las contribuciones correspondientes a

altas frecuencias se cancelan en la ecuacién anterior.

Con esto, se procede ahora al calculo explicito de la energia de Casimir. Tal y como se
demuestra en el anexo |g, a cada kz, ky, k. les corresponden dos ondas estacionarias, salvo que
se esté en el caso con n = 0, que entonces solo hay una. La energia de Casimir sin regularizar,

E”" (a), se puede escribir como:

nr _1 2 /1.2 2
Ecas( )— 2/(27‘1’) d ]{ZH k +l€ —i-ZZwkn]
1 2 2
—2/ ,/ 2,/kH+kdk

donde wy , = (kH + n27?/a?)/2. Con el objetivo de simplificar el célculo, se puede introducir

(3.12)

el cambio de variable dado por: A\? /~c|| + (nm/a)?®. Ademés de esto, ahora entra en juego
el proceso de regularizacion, que en nuestro caso introduciremos a través de una funcién de
corte que se anule para frecuencias elevadas y valga uno para frecuencias pequenas. H. B. G.
Casimir realizé el célculo utilizando una funcién genérica que cumpliera estas condiciones ([4]), de
modo que cualquier funciéon que verifique estos requisitos resulta una funcién de corte adecuada

sin importar su forma matematica exacta. En nuestro caso, escogemos en particular un corte



exponencial de la forma e~ ¥l vy, asi, la energfa tras el proceso de regularizacién, E’. s, viene

dada por:

L? |1
EZas(a,e)z%L/o e~ M2 dkz||+2/m e N2 — / dn/ —EWdA] (3.13)

El segundo sumando quedarl'aEI:

o 00 . o 0 52 . o 00 - —n
;/Te ANx=>" %@(e ’\)dA:nz:(%Q/ AdA = Za@( - >

92 [ 0?2 X e 9% T1 1
a2< >_a2 ( )wa[ (/1” (3:14)

n=1 n=1

El tercer sumando se puede escribir como:

0 0 A2 0 62 A e’} 82 [e¢) A
d TN = d AN = dn— e NdA 3.15
fyon femwan= [Fan | gt [Fongs | 315

De esta forma, la expresion de la energia regularizada queda:

. L1 0?1 1 °°a2°°,d
Eca*“’f)—gﬁ[eﬁaez[e ()|~ [ e / dA] (3.16)

2|1 9% |1 B, fem\n-1| 6a
Bag = 2[4 2 LS B gemyt] G 317
cas (@ €) 2w [63 + O¢€? [6 nz:;) n! \a med (3.17)
Para obtener esta ultima expresién se ha tenido en cuenta que el segundo sumando de

(3.16]) puede expresarse en términos de los numeros de Bernoulli, B,,, de la siguiente manera:
1 _ o0 t"/ . .
1 = Dm0 Bn . Desarrollando (3.17)), se tiene:

L? al 1 By = By, (m\n1
r _ n—4
Efps(a,€) = 5 |6(Bo— D=5 + (1+2B) 5 + 3 (2 )+ z:: = (2) m-2m-3)e
Sustituyendo los niimeros de Bernoulli por sus respectivos valores: By = 1, By = —1/2,
By = —1/30 y tomando el limite de esta expresién para e — 0 con el objetivo de deshacer el

proceso de regularizacion introducido al principio, queda el siguiente valor para la energia de

Casimii?k )

T
720a?
Se obtiene as{ una energia de Casimir cuya dependencia con la separacion entre las dos

Fos(a) = —heL? (3.18)

placas planoparalelas es proporcional a a~3. Otra cantidad de gran interés es la fuerza de Casimir
que aparece sobre una de las placas, Fiqs(a). En particular, si queremos calcular la fuerza sobre
la placa en z = a, basta con simplemente tomar la menos derivada de la energia respecto de a:

OFEqs(a) 72

Frgs(a) = ——22 = —hel? 3.19
cas (@) Oa 240a* (3.19)
'En el tltimo paso de se tiene en cuenta que como - = S°°° 2", se verifica 300 e "/ =

1
1l—e—€m/a -1
2Si se quieren recuperar las constantes A y ¢ en la expresién final de la energia de Casimir, simplemente basta
con multiplicar la expresién obtenida por hc para que las dimensiones sean las propias de la energia en el Sistema

Internacional.



E, igualmente, la presiéon de Casimir, que se define como la fuerza de Casimir por unidad

de area, viene dada por:

Feas(a) 2
FPoas = =5 = ~heg a1

Se tiene que la fuerza de Casimir para el caso del campo electromagnético tiene una

(3.20)

dependencia proporcional a a~*. Ademds, esta fuerza tiene signo negativo, lo que indica que se
trata de una fuerza atractiva. Los resultados obtenidos coinciden con los calculados por H. B.
G. Casimir y otros autores ([4], [L0]). Para hacerse una idea del orden de magnitud de la presién
de Casimir, se puede calcular su valor para distintos valores de a:

a (m) 1 1073 1076 1079
P.os (N/m?) | 1,3-10727 | 1,3-107% | 0,0013 | 1,3 - 10°

Tabla 1: Valores numéricos de la presién de Casimir para distintas separaciones entre las placas.

Los valores de la tabla ponen de manifiesto que debemos ir a escalas muy pequenas (mi-
crométrica e inferiores) para que la presién que experimentan las placas como consecuencia del
efecto Casimir tenga una influencia palpable, pues para separaciones entre las placas por encima
de la escala micrométrica, la fuerza de Casimir tiene un valor que se puede considerar practica-
mente despreciable. Para ¢ = 1 um se obtiene un valor que estd ocho érdenes de magnitud por
debajo del valor habitual para la presién atmosférica (P, = 1,013 - 1075 Pa), mientras que a
escala nanométrica (¢ = 1 nm) se tiene un valor de presién que es doce érdenes de magnitud
superior al que se tiene a escala micrométrica, lo que pone de manifiesto que a estas escalas, el

efecto Casimir cobra una gran importancia.

3.2. Teoria con masa: campo escalar

Considérese ahora un campo escalar real no interactuante ¢(¢,x) de masa m en una cavidad
de volumen L?a, con L >> a. Nuevamente, el calculo se va a realizar para condiciones de
contorno de Dirichlet, que en este caso se expresan a través de la anulacién del campo ¢ en cada
una de las placas:

o(t,r,y,2=0) = ¢(t,x,y,2=a) =0 (3.21)

En este caso, se va a presentar el calculo de la energia y la fuerza de Casimir a través de
dos métodos: el método global y el método local ([10],[11]).

3.2.1. Meétodo global

Si se realiza la cuantizaciéon del campo escalar real de manera similar a como se ha he-

cho en la secciéon [2] imponiendo condiciones de contorno de Dirichlet, se obtiene el siguiente

H—/ ] 3 g + L2 (3.22)
~ ) m)z e (T ‘

Por tanto, la energia de punto cero viene dada por:

hamiltoniano:

2
Eo = (0|H|0) = ;/ (2L7T)2d2k| > w (3.23)
k



Las frecuencias permitidas por las condiciones de contorno de Dirichlet presentan ahora

un término adicional que tiene en cuenta la masa:

a

Wi = [kﬁ + (’”)2 + mz] v (3.24)

donde n representa un entero mayor o igual que cero. Aplicando de nuevo el procedimiento que
dicta (3.11)) y considerando el valor esperado en el estado vacio de ([2.16)), asi como la expresién
(3.23), se tiene la siguiente ecuacién para la energia de Casimir sin regularizar:

s = (£) [on [ 54 o) ]

n=0
L\? 9 1 [ a 9 nm\ 2 9 1/2

Teniendo en cuenta que dk, = Zdn y realizando el cambio de variable dado por y =

(3.25)

a? (1.2 2 2 .
ﬁ—Q(k:” + m?) + n”, se expresa:

L27T2
8a3

EY (a,m) =

cas

Z/ \/;Udy—/ dn/ Vydy (3.26)
n—0 M2+”2 0 u2_’_n2

donde p = am/m. Igual que en el caso sin masa, se debe pasar por el proceso de regularizacién
para obtener una energia de valor finito que tenga sentido fisico. Asi, se introduce de nuevo un
corte exponencial de la forma e~ *V¥:

272 o0 o0 00 0
El(a,m) = 7T [Z Ve Widy —/ dn/ \/ge’\\/@dy] (3.27)
=0 H2+n? 0 p2+n?

™

donde el parametro de regularizacién verifica A\ = siendo k. el valor del niimero de ondas

ake’
impuesto por el corte. Si denotamos:
b ) = [ ey (3.25)
M2+TL2
se tiene:
L27T2 e [e'¢)
By (a:m) = nz%b(n,u, A) —/0 b(n, i, \)dn (3.29)

A continuacidn, se puede aplicar la formula de la suma de Poisson, que toma la siguiente

forma: Lo
cla, uy, \) = 2/ dn €"b(n, 1, \) (3.30)
™ —0o0
+o00 +00
Z b(n, u, \) =21 Z c(2mn, p, \) (3.31)

Tal y como se ha definido la funcién b(n, u, A), se tiene que esta es una funcién par para
n, de modo que por ello las dos expresiones anteriores pueden reescribirse como:

cla, uy, \) = 1 /000 dn cos(an)b(n, u, \) (3.32)

™



b(0, p, A) + Z b(n, pu, A) = me(0, p, A) + 27 Z c(2mn, p, \) (3.33)

n=1

De este modo, la energia de Casimir queda:

L27?

El..(a,m)= a3

cas

1 oo
2000, 1, 2) + b 0, i, A) + Zb n, s A / b(n,u,k)dn]

y si tenemos en cuenta las expresiones (3.32) y (3.33):

L2 2 &
Elas(a,m) = = lzb(o pA) + 21y (2, p, /\)] (3.34)

n=1

A continuacion, se puede tomar el primer sumando de la anterior expresién y se tiene:

A 2 2
b(0, 11, A / Nore ’\\fdy— : <u2+ A"+A2> (3.35)

De este modo, b(0, i1, \) o< a® y el término £

Tou3 b(O i, A) es independiente del valor de a.
Como interesa conocer la dependencia de la energia de Casimir con la separacion a, se puede

redefinir el origen de energias y se tendria:

L2 2
s (a:m) = —— 2”2 27, 1, A) (3.36)

Ahora es preciso calcular c(a, i, A). Teniendo en cuenta la expresién (3.32), se puede

escribir:

cloa, u, \) = 1/0 dncos(an)/ dy\/ye Y (3.37)

s #2 +n2

y, realizando el cambio de variable x = ,/y, queda:

2 [e’] d2 (e%e] 9 0o d2 1
o, p, A) = / dncos(om)d)\ [/\/7 e_’\xdx] = / dncos(om)d)\2 (}\e_/\(ﬂ2+n2)1/2>
0 pu24n? ™ Jo

T
(3.38)
Aplicando la férmula de integracién por partes, se puede reescribir:
2 o0 n Y 21 n2
cla, p, A) = W/o dnsin(an) \/md)‘Q (e pen ) (3.39)

Para resolver la integral que aparece en esta ecuacién, se puede recurrir al uso de tablas
de integrales ([12]) y se obtiene:

cla, p, \) = 2 4 W g (uV a2+ \2) (3.40)
s oy 7TOédA2 /7a2+)\2 1 .

donde K denota una de las funciones de Bessel modificadas de segundo tipo. Para deshacer el

proceso de regularizacién, se toma el limite de la expresiéon anterior para A — 0, obteniéndose:

2 2

WK2(27TMTL) (3.41)

c(2mn, p) =

10



De este modo, retomando la expresién (3.36]) la energia de Casimir se puede expresar de

la siguiente forma:

L2 m?2 o0
Eios(a,m) = — 52 o Z — K5(2amn) (3.42)

El sumatorio que aparece en la expresion anterlor no se puede calcular de forma analitica.

Sin embargo, si es posible derivar una expresién exacta para la energia de Casimir en el limite
de masas grandes y en el de masas pequenas:

1. Limite de masas pequenas. En este caso, se verifica ma << 1 y se puede tomar para
la funcién modificada de Bessel el desarrollo en serie para el caso logaritmico, que tomaria
la siguiente forma ([I3]):

Ks(2man) = 2(2man) ™2 — % + O(m?) (3.43)

Y, de este modo, se tiene:

L? L2 m* 1 1
Eeas(a,m) = 167203 Z n* 87T2 a 2 zzl n? (3.44)
La funcién zeta de Riemann ((s), con s € C, se define de la siguiente manera:
1
Cs)=2_ (3.45)
n=1

de modo que expresando (3.44)) en términos de esta funcién, queda:
L? L* m?1

——5C4) + m

1672a? 812 a 2

Teniendo en cuenta que ((4) = 7*/90 y ¢((2) = 72/6, el valor final que se obtiene para la

Ecas(a’m) = - C(Z) (346)

energia de Casimir en el limite de masas pequenas resulta ser:

L27? L?m?
+

1440a? 96a

Como se observa, tomando m = 0 en la anterior expresion se recupera el resultado que
L27?

- 1440(13)’

teniendo en cuenta que, en este caso, se ha considerado un campo escalar que presenta un

Ecas(av m) = -

(3.47)

se esperaria para el caso en el que se tiene un campo no masivo (Eees(a) =

solo estado de polarizacién. La expresion (3.18) es el doble que la que se obtiene en este
caso, lo que se debe a que el campo electromagnético presenta dos estados de polarizacion.

2. Limite de masas grandes. Ahora se tiene ma >> 1. En el limite de masas grandes la
funcién modificada de Bessel de segundo tipo se puede aproximar de la siguiente manera:

™

Ks(2man) ~ e~ 2man (3.48)

4dman

Por tanto: s o ,
L 1/2
E.(a,m) = —— " (i) g~2ma (3.49)

1672 a \ma
Asi, en el limite de masas grandes se tiene que la energia de Casimir tiene la siguiente

3/2¢=2ma giendo la dependencia dominante la

dependencia con la masa: E.(a,m) o< m
exponencial. Esto quiere decir que, para masas grandes, conforme aumenta m, la energia
de Casimir decae exponencialmente hasta anularse en el caso en el que m es infinitamente

grande (m — 00).

11



3.2.2. Meétodo local

A partir del lagrangiano del campo escalar real definido en ([2.2)), podemos construir ya el
tensor enelrgl'a—nflolrnemtcﬂ7 T, que viene dado por:

oL

THV = W&,qﬁ — guyﬁ (350)

y, particularizandolo al caso del campo escalar real, queda:

Ty = 0,006 — gw< Dad0*d — m*¢?) (3.51)

La componente Ty del tensor energia-momento representa la densidad de energia, mien-
tras que las componentes diagonales referidas a las coordenadas espaciales (111, Ta2, T33) estan
relacionadas con la fuerza por unidad de area.

Se define la funcién de Green, G(t,x;t',x), de dos puntos como ([9], [10], [14], [15]):
G(t,x;t', x') = i (0[T{(t, x)(t', x) }[0) (3.52)

donde T{¢(t,x)¢(t',x")} denota el producto ordenado temporal, que verifica:

t,x)p(t',x") sit>t
T{o(t, t'.x)} = o(t, ’ 3.53
{o(t,x)o(t, )} {mﬁxmﬂu@ sit' >t (359)
De modo que, de acuerdo con (2.5)), la funcién de Green satisface:
(O4+m?)G(t,x;t',x) = 6(x — %) (3.54)

Se puede expresar la funcién de Green G(t,x;t',x’) en términos de una funcién de Green
reducida g(z, 2") a partir de una transformada de Fourier:

o) — d2kH ik (x—x) dw —iw(t—t") /
G(t,x;t',x') = (271')26 I 3¢ g(z,2") (3.55)

Introduciendo este valor de G(t,x;t',x’) en (3.54)), se obtiene:

d*k /
(D+m2)/< | zkH(x x)/dw —iw(t—t") (Z,Z/) :(S(X—X/)

2
(882 +w? — k|| - mz) g9(z,2) = =6(z — 2) (3.56)

Se tiene asi una ecuacién diferencial de segundo orden para ¢(z, z’) que se resuelve impo-

niendo las siguientes condiciones de contorno:

9(0,2") = g(a,2') = 0 (3.57)

3El teorema de Noether establece que simetrias continuas en la accién, S = f Ld*z, implican corrientes
conservadas. Bajo traslaciones espaciotemporales, que son aquellas de la forma z* — z'* = z* + ¢; ¢ —
¢’ (t',x') = ¢(t,x) (siendo |e¢"| << 1 el pardmetro de la transformacién), se tienen cuatro corrientes conservadas
que forman el tensor energia-momento, de modo que 0"7Ty, = 0.

12



que son, en realidad, las condiciones de contorno de Dirichlet en cada una de las placas. Asi, la

solucién de (3.56|) viene dada por:

Asi | /
g(z,7) = { sin(Az) si0<z<z2<a

3.58
Bsin(A(z—a)) si0>z>2>a (3.58)

donde \ = w? — kHQ — m?. De acuerdo con (3.56), g(z,2') debe cumplir la condicién de conti-
nuidad en z = 2/, pero para su derivada ya no se tiene continuidad. Teniendo en cuenta estas
consideraciones, se obtiene:

1sin(A(z' — a)) B 1 sin(\2')

A= __ — 3.59
A sin(Aa) A sin(Aa) (3:59)
De este modo, la funciéon de Green reducida puede expresarse como:
1
g(z,2) = ~Xsn(ha) sin(Az<) sin(A(zs> —a)) (3.60)

donde z. y 2~ denotan el menor y el mayor de z y 2/, respectivamente.

Para obtener la energia y la fuerza de Casimir, es necesario calcular el valor esperado del
tensor energia-momento en el vacio. Se pueden tomar los operadores campo en puntos separados,
(t,x) # (t',x'), y considerar el limite en el que estos puntos coinciden:

OTw|0) = =i lm  (8,0,)G(t,x;t',x") — g (0|L£]0) (3.61)

(' ,x")—(¢,x)
donde se ha usado (3.51) y (0|£]0) toma la siguiente forma:
(0]£]0) = _% o Jm (0,0" — m?)G(t, x; t',x') (3.62)

Teniendo en cuenta que para obtener la fuerza por unidad de area sobre las placas debemos
calcular, en particular, el valor medio en el vacio de la componente T,, del tensor energia-
momento, sustituyendo G(t,x;t’,x’) por su expresién en términos de g(z, 2'), se tiene:

0[T5.]0) = —i 1i &k
< ’ ZZ‘ >__Zz’lglz (2 )

(0|£]0) = 221%/ éif)” /62[;’ </\ —aiaa) 9(z,7) (3.64)

En (3.63)), solo contribuyen al valor esperado los términos que contienen el producto de

[ gt + 01l (3.65)

derivadas parciales respecto de z y 2/, puesto que si se tienen en cuenta el resto de términos,

que denotamos:

i [’k [ dw  cos[\(2z — a)]
0[£y]0 — A 3.65
(01£,0) = 2 / (2m)? ) 2w sin(\a) (365)
y se integran respecto a z desde z = 0 hasta z = a, se obtiene fo 0\£|||0 ydz = —5 f &~ k” g—‘;r’,

que es una integral divergente y ademas, como no depende de a, se puede obviar la contrlbucién
de estos términos a la fuerza. Asi, finalmente, la fuerza por unidad de area que actua sobre la

placa en z = a se puede expresar:

OT.o10)va = = [ (’fk)' = [8‘9 2otz ﬂ (3.66)
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E introduciendo el valor para g(z, 2’) de (3.60)), se obtiene:

02k
(OTa]0) [ssrg = & / / &) ot Aa (3.67)

Para resolver la integral anterior, se pueden hacer las siguientes sustituciones pasando al
plano complejo: w — i¢, A — iy/p? + m2, donde p? = k||2 + ¢

(0|T.|0) |Z:Z/:a:—/ 2 ul /dC\/p + m?2 coth (ar/p? +m?2) (3.68)

2] (2n

Sin embargo, esta integral diverge y, por tanto, no aporta ninguna informacién sobre la

fuerza de Casimir. Asi, es necesario pasar a considerar también la fuerza por unidad de drea que
experimenta la placa por su parte exterior, suponiendo que esta tiene en realidad un espesor
infinitesimal, de forma que asi se tendra un valor finito y con sentido fisico para la fuerza de
Casimir. Antes de todo, se debe encontrar la funciéon de Green reducida en la regiéon exterior a

las placas y, para ello, se consideran como condiciones de contorno que la funciéon de Green se

anula en z = a y, conforme z — oo, sale hacia el exterior (~ e**%). Asi, se tiene:
1 .
9(2,2') = § [sn(A(e< — )¢ (3.69)

Y entonces, el valor esperado de la componente zz del tensor energia-momento en este
)
II .. . . ., . .
caso, que denotamos por TZ(Z ) para distinguirla respecto de la situacién anterior, viene dado

por:

(0] 10) |z=z’=a:_2/(d2k)| /;{: {aazai,g( ,)sza:/(fk) Z:; (3.70)

Asi, la fuerza de Casimir por unidad de area sobre la placa en z = a, Feus, S¢ puede

expresar a través de la discontinuidad de (0| 7% |0) en dicha placa:

2
Feas = (0] T2 |0) — (0] {17 |0) = — 2/<dk| /dCV 2+ m?(coth (av/p? +m?) —1) (3.71)

donde el término (I) es el referido al campo escalar confinado entre las placas. Para realizar el

calculo de esta integral, se puede pasar a coordenadas polares y de esta manera reducimos las
tres integrales que se tienen a solo una:

11 < 2P+ m?
Fuas =~ | ampp YLV g (3.72)
2 (271') 0 62a\/p2+m2 -1

El cédlculo analitico directo de la integral que aparece en esta expresion resulta complicado,
por lo que utilizando que la relacién entre fuerza y energia de Casimir por unidad de area
(Feas = —0&cqs/0a), se llega a:

_ 11 * —2ay/p?+m? _
Euas = 5 37 /0 Amp?log (e 1) dp (3.73)

Resolviendo esta integral y teniendo en cuenta que Eqgs = Eeqs/ L?, donde L? es el drea de
cada una de las placas, se obtiene:
2 m2 X1

— K5 (2amn) (3.74)

Ecas(aa m) = _@7 n2
n=1
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que es precisamente el mismo resultado que se obtenia en ([3.42), cuando el célculo de la energia
de Casimir se realizaba a través del método global. Con esto, se puede calcular también la fuerza
de Casimir, que viene dada por:

L*m* =2 1

27% £~ 2man

Fcas =

[Kg(Zman) ~3 ! K5(2man) (3.75)

man

Se puede estudiar el comportamiento de esta expresién en los limites de pequena masa y
gran masa.

1. Limite de masas pequenas. En este caso, ma << 1 y las funciones modificadas de
Bessel pueden desarrollarse de acuerdo a (3.43) y a:

Ks(z)~ > — L L op (3.76)

Asi, la fuerza de Casimir por unidad de area queda:

Fcas(aa m) = - 972 i (377)

L2m* IX [ 6 1
2

(2man) 8(man)

n=1
Recordando la definicién de la funcién zeta de Riemann (3.45), se tiene finalmente la

siguiente expresion para la fuerza de Casimir:

L*7?  L*m?

Feas(a,m) = = o003+ 0602

(3.78)
L3272
" 480a%*
fuerza con signo negativo, de modo que se trata de una fuerza atractiva.

Y esta expresion, para el caso de masa nula, se reduce a Fyu5(a) = Se obtiene una

2. Limite de masas grandes. En este caso, ma >> 1. Para argumentos grandes, recorda-
mos el desarrollo (3.48) para Ky, y para K3 este toma la forma:

T\/2 _,
K3(2) ~ (Z) e (3.79)
Asi, la fuerza de Casimir queda:
L*m3 [ 1 \1/2 1
Fcas ’ = - (7> —2ma 1-— 3.80
(m,a) 812a \ma ‘ ( 2ma) (3.80)

Todos estos resultados coinciden con los obtenidos por otros autores ([10],[16]).

4. Calculo de la fuerza de Casimir en teorias con masa: otras

condiciones de contorno

A continuacién, se pasa a analizar la dependencia de la fuerza de Casimir cuando se tienen
en cuenta distintas condiciones de contorno. Se realizara el cdlculo utilizando el tensor energia-
momento de nuevo, aunque empleando un método algo menos técnico que el basado en el uso
de la funcién de Green ([16]). En este caso, se tendra en cuenta la contribucién a la energia de
las frecuencias permitidas por las condiciones de contorno impuestas. Dado que ahora se va a

trabajar bajo unas ciertas condiciones de contorno, la solucién de la ecuacién (2.11)) para u(k, x)
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tomard una expresién distinta a la que se tenia para el espacio libre en (2.12)). Para el caso

general, se tiene:

u(k,x) = eIy (k,, z) (4.1)
donde k| y x|| denotan las componentes de k y x paralelas a las placas, es decir: k|| = (kz, ky)
y x| = (z,9); vy la funcién u(k., z) satisface la siguiente ecuacién diferencial lineal de segundo
orden:

d? 9

La solucién general de esta ecuacién viene dada por:
u(k,,z) = Ae't=* 4 Be~ == (4.3)

donde A y B son constantes que se determinan imponiendo unas ciertas condiciones de contorno.
En particular, aqui se analizan los casos correspondientes a condiciones de contorno periédicas,

antiperiodicas y de Zaremba.

4.1. Condiciones de contorno peridodicas

Las condiciones de contorno periddicas pasan por imponer:

0 0
Steyz=0)= oty z=a), LX) 000 (1.4

Si trasladamos estas condiciones de contorno a la funcién u(k., z) de (4.3)) con el objetivo
de determinar las constantes A y B para asi tener completamente determinada esta funcién, se

debe imponer:

du(ks, du(ks,
u(kyyz =0) =u(ks, 2z = a), u(dzz) T u(dzz) . (4.5)
y estas condiciones se reducen a resolver:
A+ B = A= 4 Be k=0
(4.6)

(A — B)ik, = (Ae™*=% — Be™=2)iL,

De la primera de estas ecuaciones, se tiene A = e~**:%B, e imponiendo la segunda se llega
a e %= =1 lo que fija para k, unos ciertos valores permitidos, que en este caso vienen dados

por:
2mn
donde n € Z. De este modo, las frecuencias permitidas vienen dadas por w, = k2 + kz +
(2mn/a)? + m? y se tiene:
u(k,, z) = A(e+* + ek=(270)) (4.8)

Para determinar la constante A, basta con imponer foa lu(k,,2)|?dz = 1 (condicién de
normalizacién), lo que nos da |A| = 1/v/2a. Considerando A real y positivo, se tiene finalmente:

u(ky, z) = (etk=0 4 etz (zma)) (4.9)

5~
S
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Recordando ([3.51)), la componente T, del tensor energia-momento viene dada por:

[ o € R O e B

Para obtener la fuerza de Casimir, debemos calcular nuevamente el valor esperado (0| 7% |0).
En este caso, para realizar el calculo se puede separar el operador campo en sus partes de fre-
cuencia positiva y negativa. Se tendrdn contribuciones de la forma (0] ¢t ¢ |0), (0] ¢~ ¢~ |0),
(0] ¢~ ¢T10) y (0| ¢~ |0). Recordando la expresion de ¢+ y ¢~ en términos de los operadores
creacién y destruccién , asi como la ecuacién , se tiene que la tnica contribucién no
nula de los cuatro términos anteriores la da (0| ¢T¢~ |0). El razonamiento es andlogo para los

términos que involucran derivadas de los campos. De este modo, se puede expresar:

o0 =50(% ) (%) - o) (G ) - () (%)
(%) (%) -meerom )

Calculando cada uno de los términos de la expresién anterior y simplificando, se obtiene

(4.11)

(para ver detalles del célculo, consultar anexo @:

(o] |0y = /d2k| Z 273 2W (4.12)

donde el superindice (I) denota que se esta calculando la fuerza ejercida sobre el lado interior de
la placa. Repitiendo el procedimiento que se ha presentado en la seccién se calcula ahora
la fuerza que actia sobre el lado exterior de la placa, denotada con (1), teniendo en cuenta que
en la region no confinada entre las placas el momento k, ya no estd cuantizado. Asf:

(11) _1/3 1k
(o] T \0>_2 dk(%)gwk (4.13)

Teniendo en cuenta las contribuciones de la fuerza sobre el lado interior y exterior de la
placa, la fuerza de Casimir por unidad de drea queda:

1 =~ 1 k1 1 k2
Fiad = (01T |0) — (0| TLLD !0>=2/d2k|| > 22/d3k —Z (4.14)

(2m)2aw, 2 (2m)3 wy,

Sustituyendo k. por su expresién en funcién de n, (4.7)), se obtiene:
) _ omr o 27‘(‘2 o +oo
.Fcas = W d k” Z f n k|| ( )2 3 d k” n k”)d (4.15)
n=—oo
donde f(n, k) ) toma la siguiente expresion:

n2
\/k 2”" +m2

Para simplificar el cdlculo, se puede aplicar una vez mas la férmula de la suma de Poisson

([70):

(n, X)) = (4.16)

Z fn, k) = Z / f(z, k) cos(2mnzx)dx (4.17)

n=—0oo n=—0oo
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Como consecuencia de la aplicacién de esta férmula, el término del sumatorio para el que
n es 0 se cancela con el segundo sumando de la expresién de ]-'C(f;). Ademés, como f(z,k|) es
una funcién par respecto de z, puede integrarse en « de 0 a oo si se multiplica todo por un factor
2. Lo mismo ocurre con el sumatorio, que si se vuelve a multiplicar todo por 2, este va de n = 1

hasta n = 0o, ya que cos(2mnx) es una funcién par respecto de n. Asi, se tiene:

87(’2 00 e oo
Fi) = (27T)2(13/ d2k‘H Z/o f(z, k) cos(2mnz)dx (4.18)
o0 n=1

+m2

82 Ccos 27mx)
FP) — / Pk | = / dx
cas = (27)2a3 i 271' 2 Z on? \/ 2ma)
Y, finalmente, resolviendo esta expresion, se tiene el siguiente resultado para la fuerza de

Casimir por unidad de drea ([12]):

4 ©©
FP) a,m) = o !

cas

[Kg(man) - Kg(mcm)} (4.19)

S on2 man man
n=1

La expresién obtenida coincide con los resultados obtenidos por otros autores ([18],[19]).
Una vez mas, aparece un sumatorio con funciones modificadas de Bessel y solo se puede derivar

un resultado exacto para esta expresiéon en los limites de masas pequenas y masas grandes.

En el limite de masas pequenas (ma << 1), se tiene:

L27T2 L2m2

(P e T
FG)(am) = — 55+ 0 (4.20)
Se ve que esta expresion, en el caso de masa nula (m = 0), se reduce a Fc((fg)(a) = —%.

Es decir, se tiene un valor de fuerza que es 16 veces el que se obtenia para el caso de condiciones
de contorno de Dirichlet. Con todo, la fuerza es igualmente atractiva.

Por su parte, en el limite de masas grandes (ma >> 1), la expresién (4.19) se reduce a:

2,3 1/2
FP) (g, m) = — 2™ <1 . 1) ( T ) 2 g=ma (4.21)

2m2a ma 2ma

Se obtiene asi un resultado similar al que se tenfa con condiciones de contorno de Dirichlet,
pero en este caso el decrecimiento exponencial con la masa es menos pronunciado que en el caso

anterior, pues el exponente se reduce en un factor 2.

4.2. Condiciones de contorno antiperiédicas

Las condiciones de contorno antiperiédicas se definen de manera muy similar a las condi-

ciones de contorno periddicas (4.4)), con la diferencia de que ahora se introduce un signo negativo:

) 0
¢(t7x,y,Z:0) :_¢(t,x,y,z:a), QZ)étZZX) z—O:_QbétZ’X) z=a

Llevando estas restricciones a la funcién u(k,, z) e imponiendo la condicién adicional de

(4.22)

normalizacién, se obtiene:

1 (eikzz N e—z‘kz(z—a))7 con k., (27’L + 1)7‘(’

v 2a B a
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donde n € Z. Si se procede de la misma manera que en el caso anterior, se tiene:

[e.e]

1 k2 1 k2
TI) = /d2k: £ TH = — /d3k: z 4.24

Y, de este modo, la fuerza de Casimir por unidad de area se puede expresar como:
1 o0
A 2 2
.Fc(as) a 3/d k” Z f n k” a3 /d k”/;oo f(n,kH)dn (4.25)

donde la funcién f(n,kj|) se define como:

(2n +1)?

\/[(%Zm] + ki) +m?

Para facilitar el cédlculo, se puede sustituir el sumatorio sobre n por un sumatorio sobre
otra variable p = 2n + 1, de modo que ), = >

los p impares, podemos reemplazar el sumatorio sobre n por un sumatorio sobre todos los p

(4.26)

fln, k) =

p impares- £ u€sto que solo se quiere sumar sobre

menos otro sumatorio sobre una variable que denotaremos como ¢ que reste los valores pares

que no nos interesan para el calculo en este caso. De este modo, se puede escribir:

o0 2 400 2
= [ | Y e Y 2
p=—oo 1/ (&) +kH+m g=—oc \/[(2(1)#} —|—kH—|—m2 (4.27)

a

- 13 d2k||/ f(n k||)dn+ d2k:||/_oof(n,k|)dn

Como dentro de los sumatorios se tienen funciones pares, las sumas de —oo a +0o pueden
sustituirse por sumas de 1 a 400 simplemente multiplicando por 2. Igualmente, podemos hacer
lo mismo para las integrales, multiplicando por un factor 2 para pasar a integrales de 0 a 4o00.
Teniendo en cuenta la formula de la suma de Poisson , se puede expresar:

a1 2 = 22 cos(2mpx) 22 cos( 27qu)
Fid =13 | @h 22 \/ \/ (4.28)
p=

’ kit + m 2m) i +m?

Repitiendo el mismo procedimiento de cdlculo que en la seccién se obtiene finalmente
la siguiente fuerza de Casimir por unidad de area:

A mt <X 1 1

FA(a,m) = ) 2 Sman [K3(2man) - zm(ng(Qman)]

4 o , (4.29)
2ﬂ_2 Z p— [Kg(man) - mKQ(mcm)]
En el limite de masas pequenas (ma << 1), esta expresion se reduce a:
TL:n?  L*m?
A —

Fc(as) (a7m) - 2400,4 - 48(12 (430)
Asi, para m = 0 la fuerza de Casimir tiene un valor i) (a) = 72%25 . Se trata de un valor

positivo de fuerza, lo que indica que en este caso se trata de una fuerza repulsiva.
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Para el limite de masas grandes (ma >> 1), se tiene:

L?m3 T \1/2 1 1 1
(A) _ e —ma =Y 2 —2ma -
F2(a,m) 52, (2 a) [e (1 a) \/56 (1 5 a)] (4.31)

Asi, para masas grandes la fuerza de Casimir muestra un decaimiento exponencial. Se ob-

tiene una expresion algo mas compleja que en el caso correspondiente a condiciones de contorno
periédicas, puesto que en este caso se tienen dos contribuciones exponenciales: por un lado,
una contribucién repulsiva (e~™%), y por otro lado, una contribucién que suaviza dicha repul-

72ma)

sién (e . Todos estos resultados muestran sintonia con los determinados por otros autores

(18], [19]).

4.3. Condiciones de contorno de Zaremba

Las condiciones de contorno de Zaremba son en realidad unas condiciones de contorno
mixtas que se reducen a imponer condiciones de Dirichlet en una de las placas y condiciones de
Neumann en la otra. En nuestro cdlculo, se impondran las primeras en la placa en z = 0 y las
ultimas en la placa en z = a:

o9

t =0)=0
¢( y L, Y, 2 ) ) (92' —a

=0 (4.32)

Trasladando estas restricciones a la funcién u(k,, z) e imponiendo la condicién adicional
de normalizacion, para la regién confinada entre las placas se obtiene:

2. . 2n+ )7
kyoz)=1/— k.z, ky=-——7""— 4.33
u(ks, z) \/;z sink,z con 50 (4.33)

donde n es un entero mayor o igual que 0. Procediendo de la misma manera que en los casos de

condiciones de contorno periédicas y antiperiddicas, se tiene:

a 2
e dQ’fuZ* O T 10) = g [ @

La fuerza de Casimir por unidad de drea viene dada por:

fé{i) = (271' 2 a3 /d kH Zf n k” 27T)2 3 /d k‘|/ f n k” (4.35)

(2n+1)?

VI e

donde la funcién f(n, k) se define como f(n,k)|) =

Reescribiendo los sumatorios como en (4.27)) y aplicando el mismo procedimiento de célcu-

lo, finalmente se obtiene la siguiente fuerza de Casimir por unidad de area:

4 oo
m 1
F(a,m) = ) z_: Tman [K3(4man) — manK2(4man)]
(4.36)
1
— Ks5(2 — K> (2
2m? n=1 2man 3(2man) 2man 2(2man)]
En el limite de masas pequenas (ma << 1), esta expresion se reduce a:
7 L2 2 L2 2
F(a,m) = 2o - (4.37)

8480a*  192a2
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- z L27T2
~ 8480a"
obtenida para condiciones de contorno antiperiddicas. En este caso, la fuerza tiene signo positi-

Asi, para m = 0, se tiene Fiqs(a) Es una expresion 16 veces mas pequena que la

vo, de modo que se tiene de nuevo una fuerza de repulsién entre las placas. El término de masa

suaviza la intensidad de esta repulsion.

Por su parte, en el limite de masas grandes (ma >> 1) se tiene:

3 1/2 1 1 1
(2) _ m L —2ma 1 & —4ma 1_ 4
Feas (@ m) 47%a <4ma) {e ( 2ma> ﬂe < dma (4.38)

Se trata de una expresién muy parecida a (4.31)), con la diferencia de que en este caso el

decaimiento exponencial es mas acentuado. Los resultados obtenidos estan en concordancia con
los obtenidos por otros autores, tanto en el caso de teorfas sin masa ([9], [10]) como de teorias
con masa ([18],[19]).

5. Representacion grafica de los resultados analiticos

Se muestra una representaciéon grafica de los resultados obtenidos de manera analitica
para el caso de condiciones de contorno de Dirichlet, periédicas, antiperiédicas y de Zaremba
(expresiones (3.75), ([4.19), ([4.29) y (4.36), respectivamente), con el objetivo de analizar la de-
pendencia de la fuerza de Casimir con la masa, especialmente para el caso de valores intermedios

de m, puesto que resulta dificil extraer conclusiones de las expresiones anteriores en términos de
sumatorios de las funciones modificadas de Bessel de segundo tipo. En particular, se representa
el médulo de la fuerza de Casimir por unidad de drea (o, lo que es lo mismo, presién de Casimir,
P.ys) frente al producto ma. Todos los resultados que se muestran estdn en unidades naturales.

|Pcas| en funcion de ma

0.35 |
i Dirichlet
0.3 L Periodico .
Antiperiodico
0.25 Zaremba
— 02t Ny .
& 015t N
0.1 |- i
0.05 - o .
0 T | | | !
0 1 2 3 4 5 3]

Mma

Figura 1: Representacion del moédulo de la presién de Casimir, P, en funciéon de ma para

diferentes condiciones de contorno.
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Como se observa, en lo referido a forma funcional se tiene una tendencia muy parecida
para las cuatro condiciones de contorno representadas: la presién de Casimir disminuye conforme
aumenta el valor del producto ma hasta llegar a un valor en el que esta practicamente se hace
despreciable. Para el caso de condiciones de contorno periédicas y antiperiddicas, este valor se
alcanza para masas mayores que cuando se consideran condiciones de contorno de Dirichlet y de
Zaremba. También se pone de manifiesto la diferencia entre 6rdenes de magnitud de la presién
de Casimir segun las condiciones de contorno. Los resultados graficos mostrados coinciden con
los obtenidos por otros autores ([19]).

6. Conclusiones

A lo largo del trabajo, se ha descrito una visién global del efecto Casimir para la geometria
particular de dos placas perfectamente conductoras paralelas entre si, calculando algunas de las
magnitudes mas relevantes de este fenémeno: en particular, la energia y la fuerza de Casimir,
considerando para ello distintas teorfas: unas sin masa (campo electromagnético) y otras con
masa (campo escalar real) y aplicando distintos métodos de cdlculo (globales y locales), con el
objetivo de comparar los métodos entre si, asi como los resultados obtenidos en cada uno de
ellos. Ademas, el cdlculo del efecto Casimir se ha realizado también para cuatro condiciones de
contorno diferentes (Dirichlet, periddicas, antiperiddicas y Zaremba), con el objetivo de estudiar
la dependencia de la fuerza de Casimir con las condiciones de contorno.

Asi, efectivamente se ha probado de forma tedrica que existe una interaccién causada por
las fluctuaciones del vacio y que es intrinseca a cualquier campo cuantico, sin importar su natu-
raleza. Respecto a los valores calculados para la energia y la fuerza de Casimir en cada uno de
los casos, se ha obtenido que estas magnitudes dependen fuertemente del valor de la separacion
entre las placas, a, mostrando siempre una dependencia del tipo Eqs o< a3, Foqs o a4 para los
casos de masa nula. También dependen del pardmetro geométrico L?, que determina el drea de
las placas. Una de las consecuencias maés relevantes de los resultados obtenidos es que el factor
de proporcionalidad que relaciona E,..s v F.qs con los pardmetros geométricos L? y a depende
exclusivamente de constantes fundamentales, como la constante de Planck # o la velocidad de la
luz ¢, de modo que se tiene asi una interaccién independiente de la carga eléctrica, que se puede
dar tanto entre cuerpos cargados como entre cuerpos neutros, incluso para el caso del campo
electromagnético. Cuando pasa a tenerse en cuenta la influencia de la masa, aparecen expre-
siones analiticas con las que resulta un poco complicado trabajar, pero se extraen facilmente
conclusiones de ellas al representar los resultados graficamente y tomar los limites correspon-
dientes a masas pequenas y masas grandes. Se tiene que, para todas las condiciones de contorno
consideradas, el mdédulo de la presién de Casimir es una funcién decreciente de la masa, hasta
que se llega a un valor de m para el que esta presién se hace practicamente despreciable. En
el limite de masas pequenas, el término de masa varia cuadraticamente y suaviza la intensidad
de la interaccion, mientras que en el limite de masas grandes, este término pasa a tener una
dependencia de tipo exponencial.

Respecto a los distintos métodos utilizados, ambos nos proporcionan el mismo resultado.

El método global representa un método sencillo de célculo de la energia de Casimir, mientras
que el método local tiene la ventaja de que hace uso del tensor energia-momento, que es una
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cantidad local. Asi, los métodos locales proporcionan una informacién mayor sobre el sistema.

También es importante comentar que la naturaleza de la interaccién asociada al efecto Ca-
simir, como se observa de acuerdo con los resultados obtenidos, muestra una fuerte dependencia
con las condiciones de contorno, obteniéndose en unos casos interacciones de tipo atractivo y
en otros, interacciones de tipo repulsivo, y afectando esto también a la magnitud de la fuerza.
En particular, se tiene una interaccién atractiva para el caso de condiciones de contorno de
Dirichlet y periddicas, y una interaccién repulsiva para condiciones de contorno antiperiédicas
y de Zaremba. Esto concuerda con el Teorema de Kenneth-Klich, que establece que si las con-
diciones de contorno son simétricas, entonces la fuerza de Casimir es de tipo atractivo ([20]).
Se puede dar una formulacién méas general que la presentada en este trabajo para la dependen-
cia de la energia de Casimir con las condiciones de contorno, que pasaria primero por analizar

los requisitos que deben cumplir las condiciones de contorno para un cierto tipo de campo ([18]).

Para las aplicaciones, interesa que la fuerza de Casimir sea repulsiva, tanto por sus apli-
caciones a dispositivos microelectromecédnicos como por su interés en estudios de gravedad y
cosmoldgicos, en los que es necesario poder discernir adecuadamente los efectos propiamente
gravitatorios del efecto Casimir.

Asimismo, es importante anadir que, como limitacién que presentan los resultados analiti-
cos obtenidos en este trabajo, hay que tener en cuenta que los calculos han sido realizados
considerando condiciones totalmente ideales: en primer lugar, las dos placas se suponen perfec-
tamente conductoras, cuando en la realidad los materiales con los que se trabaja tienen una
conductividad finita. En segundo lugar, los cdlculos presentados corresponden al caso de tempe-
ratura nula. Asi, una estimaciéon mas realista de la interaccion que permitiria comparar de una
forma mucho méas adecuada los resultados tedricos con los datos que se pueden obtener de for-
ma experimental pasaria por incorporar una conductividad finita y los posibles efectos térmicos
para temperatura ambiente. Otro factor que también desempena un papel importante y que es
motivo de discrepancia entre teoria y experiencia es la rugosidad de las superficies empleadas.
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A. Cuantizacion candnica del campo electromagnético

A partir del proceso de cuantizacién candnica del campo electromagnético sin fuentes en
el gauge de Coulomb, se puede deducir el hamiltoniano de radiacién. Se empezara trabajando en
el marco clasico para posteriormente pasar a la teoria cuantica introduciendo las modificaciones
necesarias ([8], [21]). Definimos un cuadrivector potencial electromagnético A* = (A%, A), donde
A representa el potencial electrostatico y A denota el potencial vector tridimensional. En el
gauge de Coulomb se verifica la llamada condicién de transversalidadﬁ

V-A(tx) =0 (A1)

y ademds se tiene A%(,x) = 0. El potencial A* se relaciona con el campo eléctrico E y el campo
magnético B a través de las siguientes expresiones:

0A
B=VxA, E=— A2
Teniendo en cuenta una de las ecuaciones de Maxwell, en particular, la ley de Ampere
generalizada:
OE

VxB—-—=]j A3
X TR (A.3)

esta se puede reescribir como:
VA A _ 0 (A.4)

o2 '

donde se ha usado la primera igualdad de (3.1)), la identidad V x (VxA) = V-(V-A)-V?A yla
condicion de transversalidad . También se ha tomado j = 0, puesto que se esta considerando
el caso de un campo libre. Asi, se ha obtenido una ecuacién de ondas para el potencial vector
A, por lo que esta admite como solucién un desarrollo en serie de Fourier. Si consideramos el
espacio libre tridimensional, sin ningtn tipo de condicién de contorno, podemos escribir para un
instante de tiempo cualquiera t:

dgk —twt * Wt _x
A(x,t) = /W ;(ak,ae uk,a(x) T Ay o€ uk,a(x)) (A.5)

k-

donde uy o, = €@ ek x Ep esta expresion, e’ representa una onda plana en ¢ = 0, mientras que

e

es un vector de polarizacién, refiriéndose o« = {1,2} al estado de polarizacién. Los vectores
de polarizacién cumplen la condicién de ortonormalidad €®e®) = §,,/ vy, como consecuencia
de la condiciéon de transversalidad , son vectores ortogonales al vector de ondas k que
representa la direccién de propagacién. Asi, (), e k/[k|) define una base ortonormal en el
espacio tridimensional de vectores. Por su parte, w representa la frecuencia y verifica la siguiente
relacién de dispersién: w = c|k|. Sin embargo, el desarrollo dado para A(t,x) es el propio de
la teoria clasica. Para pasar a una descripcién cudntica del campo electromagnético, deben
introducirse nuevamente los operadores creacién (aL o) v destruccién (ax,q), que satisfacen las

siguientes reglas de conmutaciérP}

[ak,ou a"il.(’,o/] = (27T)353(k - k/)(sa,a, [ak,ou ak’,a’] = [a/Tkpﬂ aL/7a/] = 0 (A6)

4Siempre se puede fijar un gauge determinado en el que el potencial electromagnético verifique esta condicién.
Esto se fundamenta en que las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transformaciones gauge.

SEstas reglas de conmutacién son similares a las dadas en , con la diferencia de que aqui se pasa a tener
en cuenta también los dos estados de polarizacién posibles.



y, como en (2.10), estos operadores cumplen: ay o |0) = (0] aL o = 0. Asi, para pasar al marco
cudntico se reemplazan los coeficientes ay q, aj , del caso cldsico por los operadores ay q, aL o

Ademas, se verifica:
akq(t) = ak,ae_m (A.7)

aLa(t) = aLaeM (A.8)

Asi, introduciendo estos operadores en (A.5]), se tiene:
a0 = [ i 3l e ol (e (4

Este desarrollo pone de manifiesto que al pasar del marco clasico a la descripciéon cudntica
del campo electromagnético, A pasa de representar una funcién vectorial real en el espacio
tridimensional a convertirse en un operador hermitico. Asi, se puede cuantizar el hamiltoniano
de radiacién H, teniendo en cuenta que debemos integrar la densidad hamiltoniana % = 3 (|B|?+
|E|?) a todo el espacio tridimensional. La justificacién del valor de H aparece explicada en el

anexo

1 1 oA
_ 3.+ 2 2y 3, _ L 24
H_/Hdm_2/(|B|+|E|)dx 2/<|V><A 'Ot

Esta integral debe reformularse teniendo en cuenta (A.9)), de modo que expresamos cada

) 3z (A.10)

uno de los sumandos de la expresién anterior en términos de los operadores creacién y destruc-

cién. Para |V x A|? se tiene:

3
|V x A? = (V x A)(V x A)* = / M (Z[ak,a(t)v X Ug o + aLa(t)V X ul’;a]>

3K .
/ (2n)Py 2 (Z[GL/,Q' OV X o + aw o (H)V X uk/,a/]>

|V><A|2—/ @k K Za Jar o (1)(V X ) (V X Uy o)
= (27r)3 2wk 271_ 3 2wk/ k,a k/,a k,«o k/ a
f i ] i ; (A.11)
+ ay o, (D) o (O)(V x g o )(V x uk,@/) + aka(t)ag o (0)(V X ua)(V Xy o)
+af,  (Daw o ()(V x uj ) (V X e o))
Desarrollando la expresién anterior y utilizando (2.15)), se llega a:
1 [ &k
243 . _ T T
/|V X Al*d°r = 2/ (2W)3wkza: (A o Ok,0 + Ak,a0y ) (A.12)

. 2 .
Ahora se pasa a considerar el segundo sumando de (A.10), %—jﬂ = (0A/0t)(0A/ot)*, y

se procede de forma andloga, teniendo en cuenta que:

o \or) =) erpvaes k t) — t Al
8t ( at ) / (27_‘_)3 ZWk’LWk ; (uk,aak,a( ) Uk7aak7a( )) ( 3)




y al calcular |0A /0t|?, quedan términos de la forma:

(U o0 o () = Wi abica () (W yaly () = W ot o (1) = ug 0 af,  (Bal, (1)
+ uk,a“k’,a’ak,a(t)ak’,oz’ (t) — ultvaukzala;r(’a(t)ak/’a/ (t) - llk7aui);/7a/ak7a(t)ai"(/’a/ (t)

Al integrar |[0A /0t a todo el volumen, se obtiene:

[|
ot

Por tanto, el hamiltoniano de radiacién propio del campo electromagnético en el marco

2 1 [ &k ; '
d’r = 3 / ka zo; (ak,aak:a + akvaak,a) (A.14)

cuantico en el espacio tridimensional libre viene dado finalmente por:

1 [ &%k i ; 43k ' 1
0= | ms Za: (thatka + atle) = | 50 Za: tfoqtica + 5V (A.15)

donde en el paso final se ha aplicado la regla de conmutacién (A.6]). Desde el enfoque de la teoria

cudntica, el campo electromagnético se caracteriza por tener una particula asociada de masa y
espin definidos, el fotén, que actiia como particula mediadora de la interaccion electromagnética.
Asi, en el hamiltoniano k indica los momentos del fotén y « esta relacionado con su estado de
polarizacién. Se tiene una expresion analoga a , con la diferencia de que ahora se anade
una suma sobre los dos estados de polarizacién distintos, mientras que en el campo escalar se

tenia un unico estado de polarizacion.

B. Campo electromagnético: derivacion de la densidad hamil-

toniana

Para deducir la densidad hamiltoniana propia del campo electromagnético, usada en
(A.10), es necesario considerar la formulacién covariante del electromagnetismo. Asi, se introduce
el tensor electromagnético, F'*”, que se define de la siguiente manera:

W = gt AY — 9¥ AH (B.1)
De acuerdo con esta definicién, F'* es un tensor antisimétrico:
W = —[fvH (B.2)

Y, expresado en forma matricial en términos de los campos E y B, viene dado por:

0
E, 0 -B. B,

FH = (B.3)
E, B. 0 -B,
E, -B, B, 0
Asi, se tiene:
F,, F" =2(B? - E?) (B.4)

donde se ha utilizado la operacién de bajada de indices: F},, = guagugt’ o,



Se define la densidad lagrangiana de Maxwell como:

1 1
L=—JFuwF" = §(E2 —- B?) (B.5)
Conocido esto, se puede calcular ya la densidad hamiltoniana H:
oL
=== )04, — L B.6
"= () 2 ()

Teniendo en cuenta que 8(880?4“) = FH y utilizando la definicién (B.1]), se obtiene:

H=F9A, — L =F"Fy, +0,A0) + %(BZ —E*) =E? - FY9, Ay + %(BQ —E?)

En el dltimo paso se ha empleado la antisimetria del tensor F,, y en el segundo sumando
se ha restringido la contraccién a los indices espaciales, ya que el término correspondiente a
p = 0 se anula porque F% = 0. Recordando que en el gauge de Coulomb Ay = 0, se tiene

finalmente el siguiente valor para la densidad hamiltoniana del campo de radiacion:

H= %(E2 + B?) (B.7)

C. Cuantizacion del campo electromagnético: justificacién de la

suma de modos

Se va a presentar la justificacién de la suma de modos que aparece en la expresion ,
requerida para el calculo de la energia de Casimir correspondiente al campo electromagnético
cuando se consideran condiciones de contorno de Dirichlet ([9]). La funcién Ay (x) introducida
en , en el caso de estas condiciones de contorno, expresadas en , viene dada por:

Cy cos kyxsinkyysink, z
Ay n(x) = | Cysinkyx coskyysink.z (C.1)

C. sin kyx sin kyy cos k.2

donde el valor de k, estd cuantizado, segtin (3.5) y Cz, Cy, C, son constantes cuyo valor se deter-
mina imponiendo la condicién de transversalidad que fija el gauge de Coulomb (V- Ak ,,(x) = 0),

asf como la condicién de normalizacién de la funcién Ay ,(x):

—+o00 400 a
/ do / dy / 02 A (%) A (%) = dmb(ky — K)6(ky — K)Siie (C.2)
—00 —00 0

De acuerdo con esto, se obtienen los siguientes valores:

T e L N o ©3)
SCEN R Va [k + 2k2

Respecto a los vectores de polarizacién, en este caso presentan la siguiente forma, teniendo
. . e . / ,
en cuenta que estos verifican la condicién de ortonormalidad €®e(®) = 6., v que, ademds, son

vectores ortogonales al vector k que indica la direccién de propagacion:

e [k

CO T @ - — | kE C4

C TR o | T M (©4
0 2



El vector €!) es perpendicular al plano de incidencia, que es el plano definido por el vector

de ondas k y el vector normal a las placas fi, mientras que €?) es paralelo a este plano.

Si las dos polarizaciones son separables, se verifican las dos siguientes expresiones:

2

2
Ai(x) = > A (x) Zfii (C5)

a=1
AL (x) = Ax(x) - ) (C.6)
Asi, de acuerdo a esta ultima expresién, se obtiene:
Al((lzl(x) = kllCm(é?m — Oy) cos kg cos kyy sin k, z (C.7)
flg;(x) = ——(C 0,0, + C10,0, + C, k“)sinkxa:sinkyycoskzz (C.8)

Kk,

De acuerdo a estas expresiones, podemos ya justificar la suma de modos usada en la

. — . () oy ) o
expresion (3.12). Si n = 0, se tiene Ay ;(x) = 0, de modo que solo darfa contribucién no nula
la polarizaciéon correspondiente a @ = 2. En cambio, para n > 1, el campo electromagnético
presenta dos polarizaciones posibles, las dos con contribucién no nula.

D. Calculo de (0|T.,|0) para distintas condiciones de contorno

Se va a detallar el proceso de cdlculo que se ha seguido en la seccién [d] para calcular el valor
esperado en el vacio de la componente T, del tensor energia-momento, (0|7}.|0). Se muestra el
calculo para las condiciones de contorno consideradas previamente: periddicas, antiperiédicas y
de Zaremba.

D.1. Condiciones de contorno periédicas

De acuerdo con la expresién (4.11]), debe empezarse calculando la expresién de los produc-
0p™t ol Op™t 09~ O™t 09~ o¢™t 0
tos (%) (%), (%) (g;x), ( gy (%), ( gz ) ( ¢~ ) y¢+¢ yluego se pasa a calcular

su valor esperado en el vacio. Asi, teniendo en cuenta la expresion ) para los campos ¢ y
¢~ , para (%’%) (‘9%:) se tieneﬁ
a¢+ ¢ 2 —dwnt/ iky-x 1 ik z —ikz(2—a)
(825 ) < ot /d k?HZ 277' k’ne (*an)e [ 2a(6 +e )
/d2 /Z 1 CLT eiwmt(iw )e—ik/H.xH 1 (e—ik’zz+eik’z(z—a))
I — (2m)%\/ 2w, k';m " V2a

Y, reorganizando términos, se puede escribir:

8¢+ ¢ 2 2 1 1 1 T t(wm—wn)t
< ot > ( ot ) /d kl'/d |; (27T)4m\/mak’”ak’,me WnWm

il =K )x Qi(eiwz—k;)a J eilkez kL (zma)) | gmilhe(rma)th2) f omilhe(z—a) kL (z=a))
a

SPara el resto de términos, el procedimiento de célculo es anlogo.



Con esto, se puede calcular ya el valor esperado (0] <a¢+> ( |0). Si a continuacién
se aplica la regla de conmutacién dada por ) y se tiene en cuenta (2.10)), el valor esperado

queda:

<oy<8¢+> <8¢> >|o> /d%nioo?;(zl ‘;%2[1+cos(kz(2z—a))] (D.2)

Para el resto de términos, el procedimiento de calculo es andlogo. Se obtiene:

(0| (65;) (‘% >|0 /d2k|| Z - 1 k3262[1—|—cos(kz(22—a))] (D.3)

+ 2
(0] <88¢y> (8;; > 0) = /d2k|| Z 23} 271r)2 222[1 + cos(k,(2z — a))] (D.4)

(0| (3;;) <8§Z>|0> /d2k|| Z - (zjr)2 522[1—cos(kz(2z—a))] (D.5)

o0

0] 6+ \0>:/d2k| 3 2;1(271)221612[1+c08(k2(2za))] (D.6)

n=—oc
Y, de este modo, finalmente, el valor esperado de la componente zz del tensor energia-
momento en el vacio necesario para calcular la fuerza que actia sobre el lado interior de las

placas puede expresarse como:

2
(0TD10) = (Zi)Qa/d k|| f}n (D.7)

Ahora debe seguirse el mismo procedimiento para el caso en el que se requiere la fuerza
que actua sobre el lado exterior de las placas, (O\T,z(il)\O). En este caso, se tiene:

(0| <6¢+) ( ) 0) = /d3k2;k(2a)3;)§2[1 + cos(ka (22 — a))] (D.8)
(0| (w’;) (a;; ) 10y = /d?’kzik(za) ’;22[1 + cos(ka (22 — a))] (D.9)
(0| <aay+> < >\o> /d3k2ik(2a) I;iQ[l—f—cos(kz(Qz—a))] (D.10)
(0| (&z; ) ( o ) 10) /d3 201%(2“)3 12“52[1 — cos(k (22 — a))] (D.11)
(0] ¢+ [0) = / d3k:2ik (;)3 21a2[1 + cos(k (22 — )] (D.12)
Y asi, finalmente se tiene:
(0| TUD|0) = 2(21%)3 /d%j’i (D.13)



D.2. Condiciones de contorno antiperiédicas

Haciendo como en el apartado anterior, en este caso se tendria:

oo _ j ; 1 . ,
( gt > < > (/ d2k||z 27'(' 2&) n€ Zw"t(_iwn)elkulx‘lE(SZ'ICZZ —e_ZkZ(Z_a)))

. oy ] - .
d2 E [ZT e mt(; —ik’|- - k?z kz -
(/ |,| (277-)2 2 = k/,m * ('me)e s /72 (6 e e’ (= a))>
m Z

0¢™" B 2 2 1 1 1 T pilwm—
A2k d , i (wWm —wn )t Wi
(50) (5r) = [ 01 [ 242 g s =i

6i(kH_k’H)-xHi(ei(kz—k;)a 7 ei(kzz—i-k’z(z—a)) 7 e—i(kz(z—zz)—‘rk’zz) + e—i(kz(z—a)—k’z(z—a)))

2a

Asi, el valor esperado de esta cantidad en el vacio viene dado por:

<o,<a¢+>< )|o /d2k| Z o %2222[1—(;05(1@2(22—@))]

L : I .
Para el resto de términos necesarios para calcular la componente TZ(Z), se tiene:

(0| (%‘jﬂ ¢ >|o> /d2k|| Z o (2;) ’;32[1—cos(kz(2z—a))}

(0| (‘9;:)< ¢ >|o> /d2k|| Z 201J 2;)2 ’2“22[1—@5(@(22—@))}

(0| (%f) (85’2 ) /koH Z 2w L 2’2"32[1 + cos(k. (22 — a))]

o0

(U \0>=/d2k| > 23) (271)2222[1(305(@(22@))]

n=—oo

Y, de este modo, se tiene finalmente:

OTD10) = e [y > =

TL_—OO

_ . II .
Para los términos necesarios para calcular TZ(Z ), se tiene:

(0| <8¢+> (82; > 10) = /d3k2cik(2a)3 ;52[1 — cos(k+(2z — a))]

a k

1 2
o oL 222[1 —cos(k;(2z — a))]
1

(%) (5 )= [
(0| <a(;2+> <‘§Z> 0) = /d%m(; 322[1 ~ cos(ko(22 — a))]
(%) (5=

0 3k

)
| a k:g
Sop (@n)? 20 21 008(k=(22 — @)

7

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)



(0] 6+ [0y = / d3k2i)k (2:?)3 %2[1 — cos(k. (22 — a))] (D.25)

Y asi, finalmente se tiene:

2
(O|TD|0y = 2(21@3 /d%i; (D.26)

D.3. Condiciones de contorno de Zaremba

Haciendo como en los apartados anteriores, en este caso se tendria:

() (5) - 05 e~ )
( / A’k Zwaif,mei‘“mt(iwm)e“‘/""\/g(—i) Sin(k;z)>

8¢+ 2 2 1 1 1 t i(wm —wn )t
< ot > ( > /d i /d |; (2m)4 /2wy, \/meak’nak/’me Wnm

(D.27)
, / 2
eIk %) Z gin(k, 2) sin(k. 2)
a
De este modo, el valor esperado de esta cantidad en el vacio seria:
3¢+ 09~ 1 2 Wy
Y para el resto de términos que conforman la componente Tz(i), se tiene:
lJlons ¢~ 1 9 k2,
— | | = =—— [ d°k = k. D.2
o (%) (G ) 0 @ﬂ%/‘,g;%$n<@ (D.29)

(ol <3¢>+> < ;y) ) = G 2a/ QkHZ—sm (D.30)

(0| (‘?:) ( ai ) 0) = 5 2@/ Qk”Z—COS (k22) (D.31)
(0] 6+ 6 [0) = W / 0k, ;wnsiHQ(kzz) (D.32)

Y, de este modo, se tiene finalmente:

OTEI0) = 5557, [ 0 2 (D.33)

P . I _.
Por su parte, los términos necesarios para calcular TZ(Z ) Vienen dados por:

(0| <3¢+) (85,5 ) 0) = /d3k(2 1) a;:}’%sinQ (k.2) (D.34)

(0| (aa‘f) (8;; ) 0y = /d3k(2 1) a;isﬁ (k) (D.35)

8




0o+ (06~ 1 a k2
o (5) (5 ) 0= [ gy e

6+ (06~ 1k
(0| <e§i> < i > 10) :/di”k(%)ga;m;cos? (ks2)

1 a 1 .
(2m)2a 27 wy,

(066 [0) = / &

Por tanto:

1 a k2
TID)0) = — / BPk-=
(OI=710) 2(2m)2a 27 Wi

(D.36)

(D.37)

(D.38)

(D.39)
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