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1. Introduccién

De forma general, un sistema es un conjunto de elementos interactuantes que forman parte de
un todo [1]. Sin embargo, para poder considerar que un sistema es complejo ademas de constar
de un numero grande de agentes interactuantes debe exhibir un comportamiento emergente
, el cual no podemos explicar directamente a partir del comportamiento de los componentes
individuales y ademds no esta dirigido por un controlador central. Esto implica que necesita-
mos herramientas que tengan en cuenta las interacciones entre dichos componentes (o agentes)
para observar estas propiedades macroscopicas que no son evidentes en un principio. Este es
el campo de estudio de la Fisica de Sistemas Complejos. Sus aplicaciones abarcan dreas que
no han tenido relacién con la Fisica tradicionalmente, pero se pone en evidencia la necesidad
de herramientas como la Fisica Estadistica para abordarlas. Entre los usos para los que estas
herramientas son de gran utilidad encontramos el estudio de sincronizacién [2], congestiones [3],
epidemias [4], rumores [5], economia [(], etc.

Del interés que surge de explicar ciertos sistemas complejos a partir de las conexiones entre sus
agentes nace la Fisica de Redes Complejas. Esto se debe a que dichas conexiones en muchas
ocasiones siguen una estructura compleja y el acercamiento por teorias como campo medio,
que consideran equivalentes a todos los agentes, no son suficientes y se necesita caracterizar
cada agente individualmente. En el mundo real tenemos muchos ejemplos de redes complejas,
especialmente en relacién con Internet. Los enlaces entre paginas web o relaciones de amistad
en redes sociales son los mas evidentes, pero también se pueden encontrar en muchas otras
disciplinas (biologia, economia, etc). El caso que nos incumbe en este momento, y que serd la
base del trabajo, es la movilidad de personas entre distintas localizaciones. Al tratar de resolver
problemas relacionados con el movimiento de individuos trataremos estos sistemas como redes
complejas, y podremos obtener resultados que de otra forma no seria posible.

El objeto de estudio del trabajo son los fenémenos de contagio de enfermedades, y propagacién
de epidemias. Durante las tdltimas décadas ha empezado a hacerse evidente la necesidad de
aumentar los esfuerzos en la investigacién de contagios sociales debido a diversas enfermedades
que han surgido y amenazan la salud publica a escala mundial. La razén més importante es el
aumento de los viajes de larga distancia que realizan miles de personas diariamente, que hace
muy dificil que las epidemias se mantengan aisladas y localizadas en su lugar de origen. Esto
posibilita que cualquier enfermedad que surja en una parte del mundo llegue a lugares remotos
en cuestién de muy poco tiempo. Casos como el SIDA| la gripe A o el ébola han servido como
recordatorio de que es necesario elaborar formas de contencién de una pandemia seria en caso
de que se salga de control.

Finalmente, este ano la llegada del COVID-19 ha asestado un duro golpe al mundo entero,
poniendo en evidencia la falta de preparacion a escala global para detener enfermedades extre-
madamente contagiosas. Con todos los problemas y las muertes que ha causado, gran cantidad
de investigadores trabajan no solamente para obtener medicamentos o vacunas, sino para elabo-
rar politicas de prevencién que frenen la transmision del virus y limiten su efecto. Es aqui donde
entra en juego la modelizacion de contagio de enfermedades. Conocer y predecir la evolucién de
una epidemia es vital para lidiar con ella, a la vez que estudiar el efecto que distintas politicas
de movilidad pueden tener a la hora de limitar su impacto.

Aqui podemos introducir la importancia de tratar la movilidad humana con detenimiento, ya
que las propiedades que surjan de los modelos de contagio dependeran directamente de cémo
tratamos estos viajes y contactos entre personas. Recientemente se ha observado un gran cre-
cimiento en la cantidad de publicaciones cientificas acerca de la movilidad humana, y de cémo
puede esto afectar a muchos otros aspectos de la vida cotidiana. Varios de los motivos que



impulsaron éste area de investigacién [7] son la prediccién de congestién de tréfico [8], planifi-
cacién urbana [9], seguridad interna [10] y modelos epidémicos [11, 12, 13], entre otros.

Ademsds el aumento de la capacidad de computacién y la resolucién de la observacién de la
movilidad humana (seguimiento de recorridos de billetes individuales [14], antenas telefénicas,
GPS [15], redes sociales, etc) permiten simular sistemas mds sofisticados y compararlos con
casos reales para obtener resultados cada vez mas realistas.

La modelizacién de estos procesos de contagio ha sido llevada a cabo desde hace mucho tiempo,
pero muchos modelos no pueden replicar comportamientos que emergen de las conexiones entre
agentes. Los primeros intentos usan herramientas como la aproximacién de campo medio, que
asume que la poblacion es homogénea y todos los individuos tienen contactos con el resto de la
misma manera. Como es un sistema muy limitado, el siguiente paso consiste en tener en cuenta
que los individuos son diferentes y tienen distintas conexiones entre ellos. Se puede considerar
una red compleja, en la que los nodos son individuos, pero su limitacién principal es que los
contactos ocurren siempre entre los mismos agentes, por lo que perdemos muchas propiedades.

Nosotros utilizaremos metapoblaciones, en las que los nodos de la red ahora pasaran a ser sub-
poblaciones de individuos, en las que a la hora de realizar los contactos usamos teoria de campo
medio. Sin embargo, en cada paso cada individuo se quedara en su nodo o se desplazard a otro
distinto. Al principio, estos desplazamientos se consideraban caminatas aleatorias a lo largo de
toda la red, pero en nuestro caso cada persona volvera a su nodo de origen después de cada paso
temporal. La cantidad de gente que viaja de un nodo a otro seran las conexiones (links) de la red.

Tanto los fenémenos de contagio como de movilidad son procesos estocasticos. Es decir, a cada
paso temporal hay una probabilidad de que dos personas en contacto se transmitan una en-
fermedad, de que una persona viaje o permanezca en su nodo, y de que elija un nodo u otro
al que viajar. Estos procesos se conocen como procesos de reaccién-difusién. Por lo tanto, la
primera forma de trabajar con este modelo sera la simulacién de agentes individuales, o de tipo
Montecarlo. En ellas tenemos en cuenta el estado de cada individuo y su comportamiento. Sin
embargo, podemos hacer un Acercamiento Macroscépico de Cadena de Markov (MMCA), en el
que asumimos que cada estado depende tinicamente del anterior y podemos hallar unas ecuacio-
nes que describan la evolucién del sistema a nivel mesoscépico (es decir, nos daré el porcentaje
de infectados en cada nodo sin tener en cuenta los agentes individualmente). Este método hace
que se pierdan las propiedades estocésticas y disminuye mucho el tiempo de simulaciéon, ademés
de que nos permite estudiar de forma analitica otras caracteristicas del sistema.

Introduciremos un nuevo modelo de movilidad y contagio dentro del marco existente. Obten-
dremos las ecuaciones markovianas y las pondremos a prueba frente a simulaciones de agentes
individuales para verificarlas. Después de analizar los resultados estudiaremos el umbral epidé-
mico (que definimos mas adelante) linealizando las ecuaciones. Nos centraremos en comparar
nuestro modelo (al que nos referiremos como modelo de individuos distinguibles) con el pro-
puesto en [16] (de individuos indistingubles). Trataremos de explicar las diferencias entre ambos
y cémo cada uno se adapta a distintos tipos de datos.



2. Marco teorico

2.1. Modelo SIS

El modelo SIS (Susceptible - Infectado - Susceptible) [4] propone un proceso en el cual una
persona que se encuentra en un estado susceptible, al estar en contacto con una persona infec-
tada tiene una probabilidad A de infectarse. Al mismo tiempo, una persona infectada tiene una
probabilidad p de recuperarse y volver a ser susceptible. Una forma esquemadtica de representar
esta dindmica es la siguiente:

A
sh1hs
Al escribir las ecuaciones las variables estdn en funcién del tiempo, el cual consideraremos como
discreto. Si nos encontramos a tiempo £, diremos que el siguiente paso temporal sera  + 1. Por
lo tanto, las probabilidades que hemos descrito se definen para un paso temporal. Vamos a dejar
claras varias definiciones que usaremos a lo largo del trabajo:

= A = Probabilidad de que una persona susceptible se infecte debido al contacto con una
persona infectada.

» u = Probabilidad de que un individuo infectado vuelva a ser susceptible.

» p(t) = Probabilidad de que una persona en una poblacién se encuentre infectada. Es
equivalente a la fraccién de personas infectadas respecto al total.

s 1 = Cantidad de individuos que residen en una poblacién.

Cuando hacemos una aproximacién de campo medio, consideramos que todos los individuos son
equivalentes, y cada uno tendrd la misma cantidad de contactos que el resto. Por simplicidad,
suponemos que en una poblacién cada agente contacta con todos los demds una vez en cada
paso de tiempo. Cada persona con la que contacta tiene una probabilidad p(t) de estar infec-
tada. Si en caso de que lo esté la probabilidad de que al tener contacto se contagie la primera
es A, nos queda una probabilidad A - p(t) de contagio con cada contacto.

Para saber la probabilidad de contagiarte al tener contacto con todos los agentes hallamos
primero la de no infectarse con ninguno. Como repetimos el contacto n veces, esa probabilidad
queda como (1 — A - p(t))". Se lo restamos a 1 para saber finalmente la probabilidad de infec-
tarse:

P(t) =1—(1—A-p(t))"

Queremos conocer la evolucién de la cantidad de individuos en una poblacién aislada. Para ello
partimos de un ratio de infectados p(f), y queremos conocer p(t + 1). La cantidad se conservard
respecto a la anterior, salvo dos términos: un porcentaje yu de ellos se recuperard, por lo que
dejan de estar infectados. Ademas, los que son susceptibles se contagiardn con una probabilidad
P. Queda entonces:
p(t+1) = (1 —p)o(t) + P(t) - (1 —p(t))

Donde P también depende de p(t) como hemos visto antes. Este serfa un ejemplo de campo
medio para una poblacién segin el modelo SIS.

En estos casos, la cantidad de personas infectadas va a llegar a un estado estacionario en el que
p(t) tiende a una constante cuando ¢ tiende a infinito. La forma principal de evaluar el impacto
que una epidemia tiene en una poblacién en el modelo SIS es obtener el valor al que tiende p(#).
En la figura 1 vemos un ejemplo de la forma que tiene el diagrama de fases de este sistema.
Hay una transicion de fase de segundo orden en A., que llamaremos umbral epidémico.



El umbral epidémico es el minimo valor de
A para el cual la epidemia no se extingue, y P
puede seguir contagiandose de un individuo a
otro. Esto significa que, de media, cada agen-
te que se infecte contagiard a otro. Disminuir
el valor de A hace que la epidemia desaparez-
ca, y aumentarlo hace que el p estacionario
aumente.

Es sencillo encontrar para este caso el va-
lor del umbral analiticamente a partir de las
ecuaciones mencionadas, dando A, = % Ese
valor nos servird mas adelante como referen-
cia para estudiar como cambia el umbral en

A A

Figura 1: Diagrama de fases cualitativo de una epi-
demia en la aproximacién MMCA, en el que se re-
presenta en el eje vertical la fracciéon de infectados
funcién de la movilidad. en el estado estacionario p y en el eje horizontal la
El modelo SIS simplifica mucho la forma de probabilidad de contagio por contacto A, con A, se-
estudiar y simular estos sistemas, y general- parando ambos estados de la epidemia.

mente se asocia con enfermedades que una

persona puede contraer varias veces, es decir, no se desarrolla inmunidad a largo plazo. El
modelo que se adapta mejor en caso contrario es el SIR (Susceptible-Infectado-Recuperado),
pero no lo trataremos en este trabajo.

Como hemos comentado en la introduccion, esto no es suficiente para estudiar la propagaciéon
de una enfermedad en una poblacién complicada. Incluso si tratamos a los agentes como los
componentes de un sistema complejo, siempre tendrian los mismos contactos entre cada par
de individuos, lo cual no es realista. Lo que observamos en el mundo real es que la gente se
mueve, viaja, tiene contactos con distintas personas dependiendo de su localizacién, y por ello
debemos tener esta movilidad en cuenta. Para ello seguiremos un modelo de metapoblaciones
que introduciremos a continuacién.

2.2. Metapoblaciones y redes complejas

Un modelo de metapoblaciones describe los contactos entre individuos a dos escalas distintas.
La poblacién total estard dividida en subpoblaciones. En cada subpoblacion, los individuos
interactian entre ellos y tienen contacto unos con otros, permitiendo el contagio. A un nivel
superior, tenemos los viajes entre subpoblaciones. Tal como se describe en [16], cada individuo
tiene asociada una subpoblacién a la que siempre retorna. Cada paso temporal tiene dos pro-
cesos. Primero uno de difusién (cada individuo decide viajar a un lugar de destino o quedarse)
y otro de reaccién (ocurren los contactos entre individuos dentro de cada subpoblacién y se
contagia la enfermedad).

Una red compleja es un grafo compuesto por N nodos y L enlaces (o links), los cuales se for-
man entre pares de nodos. La forma més utilizada para caracterizar estas redes es la matriz de
adyacencia A. Cada componente de esta matriz A;; representa la fuerza del enlace que va del
nodo i al j. Si los enlaces son no dirigidas (es decir, la conexién i a j es igual que la de j a i)
la matriz de adyacencia es simétrica: A;; = Aj;. Ademads, la red es no pesada si su matriz sélo
se compone de unos y ceros. Un ejemplo de red no dirigida y no pesada es las relaciones de
amistad en una red social. Por otro lado, la cantidad de mensajes de correo electrénico enviados
entre usuarios es una red dirigida pesada.

La forma en la que aplicaremos redes complejas a este sistema es asociando cada subpoblacién
a un nodo de la red, y los enlaces entre nodos representaran la cantidad de personas que viajan
de uno a otro. Dentro de cada subpoblacién, sin embargo, no usaremos una red que describa a



cada individuo en particular porque requeriria de una capacidad de computacién desorbitada
dada la cantidad de personas que pueden vivir en cada nodo. Usaremos una aproximacion de
campo medio (todos los individuos tienen un contacto con cada uno de los demés de la misma
subpoblacién).

2.3. La matriz Origen-Destino

Esta es la matriz que utilizamos para describir nuestra red [7], y por lo tanto estd directamente
relacionada con la matriz de adyacencia. A partir de esta matriz podemos obtener la cantidad
de personas que viajan de un nodo i a otro j. Esta matriz entonces es pesada y dirigida, porque
la cantidad de personas que viajan de un nodo i a otro j no tiene por qué ser la misma que las
que viajan del j al 1.

< = O
b o O
S W o

(a) (b

=

Figura 2: Ejemplo de un grafo (a) y su matriz de adyacencia (b)

Es aqui donde entra en juego la distinguibilidad de los individuos, que es el aspecto mas im-
portante de este trabajo.

2.4. Indistinguibilidad y distinguibilidad

Campos como la mecanica cuantica y la fisica estadistica han mostrado en muchas ocasiones
que las propiedades de un sistema pueden ser muy diferentes dependiendo de si consideramos
sus agentes distinguibles entre ellos o no (paradoja de Gibbs). Esto es algo que al principio
parece ser poco intuitivo, y sin embargo se hace muy aparente en este modelo.

2.4.1. Individuos Indistinguibles

En [16] ademés del campo medio se asume que todos los individuos de cada nodo son indistin-
guibles. Es decir, a cada nodo i se le asigna una probabilidad de que un individuo esté infectado
pi(t), lo que hace que podamos definir el estado mesoscépico como el vector (p1(t),...,pn (1)),
y la cantidad de individuos infectados en cada nodo serd n; - p;(t) (donde n; es la poblacién de
cada nodo).

Si todos los individuos son iguales, a la hora de decidir dénde van a viajar, cada uno tiene una
probabilidad de desplazarse a cualquier otra subpoblacién. La matriz OD se convierte entonces
en una matriz de pesos de probabilidad, donde el elemento R;; es la probabilidad de que un
individuo del nodo i decida viajar al nodo j. Cumple:

N-1
Y Rj=1Vi (1)
j=0



Para controlar la cantidad de movimiento entre nodos introducimos un factor global de la
probabilidad de desplazamiento p;. Tras haber elegido cada individuo un destino, p; es la
probabilidad de que decida finalmente viajar o quedarse en su nodo. Gran parte del estudio es-
tard basada en analizar cémo cambia la propagacién de la epidemia en funcién de dicha variable.

Las ecuaciones markovianas de este modelo se introducen en [16], y son las siguientes:

i = 6ij(1 — pa)ni + paR;in; (2)
N n
= 1T (1-20;(1)) (3)
j=1
IL(t) = (1= pa) Pi(t) + pa Z; RiP;(t) (4)
i
pi(t+1) = (1 —p)pi(t) + (1 — pi(#) 1L (¢) (5)

Ademids, se puede obtener una expresién analitica para el umbral epidémico. No vamos a entrar
aun en detalle porque después seguiremos unos pasos similares para encontrar dicha expresién
para el caso de individuos distinguibles. El umbral es:

_ H
Ae= 5o b0 ©)

Siendo Apax(M) el autovalor méximo de la matriz:

N
Mij = p(1 = p)(Rij+ Rji)nj + (1 — p)*ndji + p*n; () RaRj)
I=1

Este modelo asume que todos los individuos pertenecientes a un mismo nodo son equivalentes,
pero esto no es algo que se ajusta a la realidad en la mayor parte de los casos. Cada persona
tiene unos patrones propios a la hora de desplazarse. Debido al trabajo, la universidad, ocio u
otros motivos una persona suele volver la mayor parte de las veces al mismo sitio, por lo tanto
en un mismo nodo las personas que sigan un patrén tendran diferente probabilidad de infectarse
que las que sigan otros. En redes complejas, uno de los aspectos que mas consecuencias tiene
habitualmente en los resultados es la heterogeneidad de esa red. Al hacer las asunciones de este
modelo estamos considerando un sistema mucho més homogéneo de lo que es en realidad. Debido
a ello, en este trabajo introducimos un modelo en el que tenemos en cuenta esas diferencias.

2.4.2. Individuos Distinguibles

Si nos situamos en el otro extremo, en este caso cada individuo de una subpoblacién tiene
asignado un destino fijo, de tal forma que individuos distintos van a estar en contacto con
subpoblaciones afectadas de forma distinta por la epidemia. Entonces, no podemos asumir que
habrd la misma proporcién p;(t) de infectados entre individuos que viajan a diferentes destinos.
Tenemos que separarlos e introducimos pij(t) como la probabilidad de que un individuo del
nodo i que tiene como destino el nodo j esté infectado en tiempo t. Notar que anteriormente
nuestro estado mesoscopico se caracterizaba por un vector de N componentes, pero ahora tene-
mos tantas como links haya en la red, asi que el coste computacional va a ser considerablemente
mayor en este caso.

La matriz OD que usaremos serd la cantidad de individuos del nodo i que viajan al j, llamada
njj. Se relaciona con el formalismo anterior de la siguiente forma:



N
Tli-Ri]':ni]' = Zi’li]':ni Vi (7)

j=1
Esto significa que, teniendo la matriz de adyacencia de la red, podemos obtener las matrices
origen-destino directamente para ambos formalismos.
Vamos a desarrollar este modelo y compararlo con el anterior. En la vida real, cada persona tiene
un patrén caracteristico con jerarquias de los sitios a los que prefieren ir (en [17] se observa que
la repetitividad de cada lugar sigue una ley de Zipf). Hay que tener presente entonces que un
modelo realista caeria en un lugar medio entre ambos formalismos, y cuando queramos decidir
cual usar tenemos que tener siempre en cuenta las fuentes de nuestros datos.
Cuando los datos que se nos proporcionan representan viajes recurrentes, tiene més sentido
utilizar el formalismo de individuos distinguibles.

3. Ecuaciones markovianas para individuos distinguibles

3.1. Obtencién de las ecuaciones

Para escribir estas ecuaciones, pasamos de considerar probabilidades a proporcién de individuos
que realizan una accién.

Por ejemplo, a cada paso la probabilidad de que un individuo viaje a otro nodo es py, por lo
que ahora la cantidad de personas que deciden viajar del nodo i al j es: pg - n;;.

Queremos hallar la probabilidad de que un individuo susceptible se infecte estando en un nodo
(ya sea el de origen si no nos hemos movido, o el destino en caso contrario). Para ello hallamos
antes la probabilidad de que no se infecte con ningin contacto que tenga con el resto de agen-
tes en ese nodo. Esa es una probabilidad que multiplica por (1 — )\Pij) por cada contacto. Si
estamos en el nodo i:

La cantidad de personas que se quedan en el nodo i y tienen asignado el destino j es (1 — Pd)”ij-
La cantidad de personas que viajan del nodo j al i es pyn;;.

Si tenemos en cuenta todos los individuos del nodo i que se quedan y todos los del resto de
nodos que viajan al i, tenemos la probabilidad de que no se infecte con ninguno. Se lo restamos
a uno para tener la probabilidad de infectarse en el nodo i:

N N

Pi(t) = 1= T(1 = Apji())P - TT(1 = Apy(£)) Pl (8)

j=1 J=1

Ahora bien, queremos saber la evolucion de la cantidad de contagiados en cualquier nodo para
el siguiente paso temporal. En cada paso, hay una probabilidad y de que una persona infectada
se recupere. También, si una persona susceptible se queda en su nodo de origen, tiene una
probabilidad P; de contagiarse, y si viaja a otro nodo habré una probabilidad P; de contagio.
Podemos escribir entonces un sistema de L ecuaciones:

pij(t+1) = (1 — w)pij(t) + (1 — pij(#)) [(1 — pa) Pi(t) + paPi(t)] 9)

De esta forma hemos escrito pi]-(t +1) en funcién de pi]-(t), y podemos iterar para simular su
evolucion.



3.2. Verificacién de las ecuaciones

Cuando queremos calcular la evoluciéon de un sistema lo primero que nos proponemos es reali-
zar una simulacién de agentes individuales (Montecarlo), que nos da el estado microscépico del
sistema en funcién del tiempo. Las ecuaciones markovianas son un acercamiento mesoscépico a
este problema, que no tiene en cuenta el estado de cada individuo, sino inicamente la situacién
de cada nodo. Vemos que la simulacién de agentes tiene naturaleza estocéstica, porque cada
individuo tiene una probabilidad en cada paso temporal de viajar a otro nodo o quedarse en
el suyo, de infectarse y de recuperarse en caso de estar infectado. Las ecuaciones markovianas
por otra parte son deterministas.

Para que las dos formas de calcular el impacto de la epidemia estén de acuerdo, debemos elimi-
nar rastros de la aleatoriedad caracteristica de la simulacién de agentes, y esto lo conseguimos
promediando a lo largo de grandes periodos de tiempo. Una vez el sistema alcanza el estado es-
tacionario (termalizacién) oscilard alrededor del mismo y haciendo la media eventualmente nos
dard un resultado preciso. Por lo tanto esta claro que esta clase de simulacién es muy costosa.
No solamente estamos tratando el sistema microscépico y por tanto tenemos gran cantidad de
variables, sino que ademas necesitamos muchos pasos temporales para tener una buena estadis-
tica. Ademds, cerca del umbral epidémico cabe la posibilidad de que el ntimero de infectados
baje a cero y no vuelva a recuperarse, aunque el equilibrio esté por encima. Esto causa una
mala estadistica y debemos compensarlo haciendo la simulacién varias veces.

Por otro lado, al iterar las ecuaciones markovianas directamente, tenemos L variables y el tiem-
po necesario dependera de la precisiéon con la que necesitamos hallar el estado estacionario, ya
que tiende asintéticamente hacia el mismo.

Para estas simulaciones usaremos redes de ciudades de Estados Unidos, en las cuales cada nodo
se corresponde a un codigo postal, y la matriz origen-destino se ha obtenido a partir de en-
cuestas a los residentes, teniendo asi una representacién de la cantidad de personas que viajan
diariamente de una zona a otra. Estos datos se encuentran publicos actualmente en Internet
L. Por lo tanto tenemos redes reales y en una escala razonable, ya que los pasos temporales
corresponden a un dia, que es el periodo de tiempo que las mayoria de personas toman para
desplazarse al trabajo y volver. Una gran ventaja de este modelo es que incorpora inmediata-
mente datos de movilidad reales y se pueden aplicar a cualquier ciudad o a diferentes escalas.

En la Figura 3 mostramos los resultados de este punto. Se representa la fraccion de individuos
infectados en funcién de la probabilidad de contagio A. El eje horizontal estd normalizado res-
pecto a Ag, que es el umbral epidémico cuando p; = 0. Su expresién es la misma que cuando
introducimos el modelo SIS: Ag = /Ny

Podemos observar que, a partir de cierto punto, la curva crece con una pendiente que even-
tualmente se reducird. Todas estas curvas tienden asintéticamente a 1 — y, que en nuestra
simulacién hemos tomado como yu = 0,2.

Hemos obtenido un ajuste excelente, por lo que las ecuaciones han quedado validadas y no
volveremos a utilizar las simulaciones de Montecarlo de ahora en adelante, porque requieren
tiempos de computacién excesivos.

IFuente de datos de movilidad de ciudades de Estados Unidos: https://lehd.ces.census.gov/data/lodes/LODEST7/
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Figura 3: Validacion de las ecuaciones de Markov para (a) la ciudad de Las Vegas y (b) Baltimore. En
el eje vertical se representa la fraccién de infectados p en el estado estacionario para toda la poblacién,
y en el eje horizontal el parametro A normalizado respecto al umbral epidémico para p; = 0. El color
se corresponde a distintos valores de p; con los que se han llevado a cabo las simulaciones. Los puntos
representan el promedio temporal de las simulaciones de agentes (Montecarlo) y las lineas continuas
muestran los valores que resultan de iterar las ecuaciones markovianas derivadas en este punto.

Algo que llama la atencién es que el umbral epidémico parece cambiar para distintos valores
de pg, y nos preguntamos ahora cudl es su dependencia con la cantidad de desplazamientos. A
primera vista nos damos cuenta de que aumentar el valor de p; por encima de cero puede hacer
que el umbral epidémico crezca en algunos casos, lo cual es sorprendente. Sin embargo, gracias
a haber obtenido las ecuaciones de Markov, podremos obtener también una expresion analitica
de Ac(pg) més adelante.

4. Estudio del umbral epidémico

Este es uno de los objetivos principales de la investigacion de la propagacién de epidemias en
poblaciones: observar cémo cambia el umbral epidémico con la movilidad. Recordemos que el
umbral epidémico nos da el valor que debe tener la probabilidad de contagio de una enferme-
dad para que la epidemia no se extinga. Es de gran interés a la hora de tomar medidas en una
epidemia alcanzar valores altos del umbral.

4.1. Observacion cualitativa. Variables A , p;

Aligual que en las gréficas anteriores, en las que representdbamos la media de infectados respec-
to a A para cierto py, calcularemos dicha media en funcién de ambas variables y lo dibujaremos
en un mapa.

Lo primero que vemos en la Figura 4 es que hay dos regiones claramente diferenciadas. En

la regién inferior (en negro) tenemos todos los puntos en los que la enfermedad desaparece y
s6lo hay individuos sanos. En la regién superior la enfermedad consigue mantener un niimero
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determinado de infectados, alcanzando un equilibrio, y su aumento respecto a A lo hemos visto
ya en la Figura 3.

Lo siguiente que podemos ver es algo que también aparece en [16], y es que hay un detri-
mento en el contagio debido a la movilidad. El umbral epidémico aumenta para valores bajos
de p; y llega a un maximo generalmente en 0,2 < p; < 0,4 tras el cual vuelve a decrecer a un
valor menor incluso que el inicial.

Es algo anti-intuitivo que haya un detrimento de la propagacion de la epidemia al aumentar la
movilidad, ya que tradicionalmente se piensa que al haber mas movimiento entre poblaciones
una enfermedad se contagia mas facilmente. Sin embargo, tiene sentido que exista ese detri-
mento porque en py; = 0 la enfermedad esta concentrada en el nodo de mayor poblaciéon. Al
aumentar py esparcimos los portadores de la enfermedad a otros nodos mas pequenos donde no
se va a propagar bien, mientras que los individuos que llegan desde el resto de nodos pequenos
son mayoritariamente sanos. Esto homogeneiza la epidemia, de forma que tenemos menos in-
fectados en el nodo mas poblado y més en otros nodos pequenos. Hay que tener en cuenta que,
en general, a mayor heterogeneidad en una red menor sera el umbral epidémico.

Todo esto no cambia el hecho de que si partimos del otro extremo, p; = 1, también podemos
reducir el impacto de la enfermedad e incluso hacerla desaparecer al disminuir los viajes. En el
siguiente paso vamos a obtener las ecuaciones con las que podremos calcular de forma mucho
mds répida el umbral epidémico A.(py) y con las que tendremos una visién mds significativa
del proceso en si.

4.2. Linealizacién de las ecuaciones. Calculo del umbral epidémico

En los algoritmos de Montecarlo y las iteraciones de las ecuaciones de Markov partimos de
estadistica o de iterar ecuaciones que se acercan asintoticamente al valor correcto. En esta par-
te tendremos por primera vez un método que nos permitird llegar directamente al resultado
exacto. Pero antes tenemos que linealizar las ecuaciones.

= Estamos en el estado estacionario. La cantidad de individuos que se infectan cada turno
debe ser igual a la de individuos que recuperan en cada nodo, y la cantidad de infectados
permanece constante:

pij(t+1) = p;(t) = pj; Vi j (10)
s La cantidad de infectados debe tender a cero, por lo que definimos:

pij =€ <1 Vi j (11)
Lo mismo se aplica para P;(e(t)) = Pi(&*).
Entonces las ecuaciones (8) y (9) tienen la siguiente forma:
N

N
Pl.(e*) =1 H(]_ — )\8 pd”]l H 1 pd)nlj
j=1

j=1
e = (1= pejj+ (1 =€) [(1 = pa) Pie") + paPi(e”)]

11



Podemos linealizar la primera ecuacién tomando sélo los términos hasta orden 1 de su desarrollo
en serie:

N N
(1—Aeg)Pi"i ~ TT(1 = Apangiers) ~ 1= Y Apangies;

—=

k=1 k=1 k=t
N N N
[T = Agj)Pete ~ TT(1 — Apaniei) ~1 =Y Apanuel
k=1 k=1 k=t

Multiplicando ambos términos, la primera ecuacién queda asi:

N N
PZ'(S*) =1- (1 — Z Apdsiinkl 1 — Z )\ 1-— pd zknlk Z /\pdsy];inki + )L(l — pd)e)ikk”ik)
k=1 k= k=1

Ahora sustituimos P; y P; en la otra ecuacién y tenemos el resultado final:

N
%81} =Y pa(l = pa) ek + (1 — pa)nieiy + panujes; + pa(l — pa)njeei (12)
k=1

Esto es evidentemente una ecuacién de autovalores, en la que el elemento €7, jj ocupa la posicién

i-N +j en el autovector £*. Reescribimos los términos de la siguiente manera para que queden
los conceptos mas claros:

Z MZ (13)

k=1

Podemos conocer cada término de la matriz estudiando cada caso a partir de la ecuacién (12):

Vi jktal quel <i,j k<N
= M = pa(l— pa)ny
" ]k = (1—pa)n
= M = piny
. M;;( = pa(1— pa)nj

Lo interpretamos de la siguiente manera. Cada término es la cantidad de contactos que tiene
un individuo que suele viajar del nodo i al j con:

» El primer término es con los individuos que se desplazan del k al i.
» El segundo es con los que se desplazan del i al k.

» El tercero es con los que van del k al j.

» Por dltimo, este es el de los que van del j al k.

Como un mismo término de la matriz puede aparecer en el sumatorio varias veces, hay ciertas
excepciones donde hay que sumar términos cuando k =i o0 k = j:

= M= (14 2pa(pa —1))ny

= M =2pa(1— pa)nj;
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Podemos representar la matriz M de la forma:

1 11 11 1N 1N 1
el Moo oMy e MY M el
1 11 11 1N 1N 1
ey MY, o M o e MY MY ely
H
= = 14
A (14)
N N1 . N1 .. . [amNN . aNN N
€9 My Myl oo MY e Mpy €9
N N1 N1 NN NN N
SN MNl MNN| ‘MNl MNN EN

Cada bloque M contiene a los elementos que relacionan al individuo que sale del nodo a con
el que sale del nodo b.

Esto significa que podemos obtener los autovalores de la matriz, que se corresponderan con:

AM) =t (15)
A
Como queremos conocer el umbral epidémico, que es el minimo valor de A para el cual se
mantiene la enfermedad, vamos a tomar tinicamente el autovalor maximo de la matriz:

A=t (16)
‘ Amax (M)
La matriz M es caracteristica de la matriz origen-destino y el valor de p;, asi que podemos
obtener el umbral epidémico de la red en funcién de esa variable introduciendo los valores en
un programa que nos devuelva los autovalores.

1072

106 106

0.2 0.4 0.6 0.8
Pd Pd

(a) Red de la ciudad de Las Vegas (b) Red de la ciudad de San Diego

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4: Mapas de calor para las ciudades de (a) Las Vegas y (b) San Diego. En el eje vertical se
encuentra la probabilidad de infeccién por contacto A normalizado de la misma forma que anteriormente,
y en el eje horizontal tenemos la probabilidad de desplazamiento p;. La escala de color representa la
fraccién de infectados p estacionaria obtenida iterando las ecuaciones markovianas, y la linea continua
verde es el umbral epidémico, resultado de linealizar las ecuaciones, que marca la frontera entre las dos
fases (en negro no existe epidemia, en amarillo se propaga).

13



Comprobamos que, en efecto, este método es valido superponiendo la curva A:(p;) sobre el
mapa de calor que hemos obtenido anteriormente. En la Figura 4 se muestra como la linea
verde.

4.3. Comparando los formalismos. Detrimento de la propagacién en p; =1

Mostramos en la Figura 5 los umbrales epidémicos para varias redes, correspondientes a diver-
sas ciudades estadounidenses. Las curvas del caso distinguible se han obtenido a partir de la
expresion (16) resultante de linealizar las ecuaciones de Markov, y las del caso indistinguible
vienen de la ecuacién (6) que se ha desarrollado en [16].

Para cada red, el umbral epidémico es siempre menor en el caso distinguible que en el indistin-
guible. Esto de nuevo tiene que ver con la diferencia de heterogeneidad entre ambos modelos.
Mientras que en el caso distinguible los individuos que mantienen el foco principal (en el nodo
con mas poblacién efectiva) siempre regresan al mismo, manteniendo activa la epidemia. En el
caso indistinguible, por el contrario, una persona que haya estado en el foco puede acabar en
otro lugar distinto al siguiente paso, homogeneizando el sistema y aumentando de esta forma
el umbral. Estas diferencias se acentiian conforme el valor de py; crece.

En el otro extremo, el de p; = 0 los dos casos dan la misma pendiente de A respecto a py.
Es razonable pensar que, ya que el detrimento es causado por el hecho de que los residentes
del foco de contagio empiezan a salir de ese nodo, a primer orden no importa a qué otro nodo
vayan. Sélo es relevante el hecho de que salgan, y por eso las diferencias entre los formalismos
s6lo se hacen evidentes cuando los individuos que entran (no los que salen) al foco juegan un
papel importante.

22
2 2
18
15 //R L6
7 14

1l

1
08
031 06
04

% 02 04 06 08 1 0% 02 04 06 08 1

Pd Pd
(a) Individuos distinguibles (b) Comparacién distinguibles-indistinguibles

Figura 5: En la figura (a) representamos los umbrales epidémicos obtenidos en el caso distinguible para
nueve ciudades, en orden de oscuro a claro: Baltimore, Minneapolis, San Francisco, Atlanta, Pittsburgh,
San Diego, Seattle, Houston y Las Vegas. En el eje vertical estd el umbral epidémico y en el horizontal
la probabilidad de desplazamiento. En la figura (b) comparamos los umbrales de cuatro ciudades para
el caso distinguible (linea continua) con el indistinguible (linea discontinua), de las ciudades Baltimore,
San Francisco, Houston y Las Vegas de oscuro a claro.

14



Notar que si tomaramos sistemas de los cuales hemos obtenido, por ejemplo, datos de viajes
diarios (regulares) y los estudidramos con el formalismo de individuos indistinguibles, podriamos
estar sobreestimando el valor del umbral epidémico en muchos casos.

Debemos preguntarnos cémo afecta disminuir la movilidad en cada caso, por lo que medimos
las pendientes de todas las curvas en p; = 1 y las comparamos entre ellas (Figura 6).

No se ve una clara relaciéon entre las pendien-

tes en ambos casos para cada red, los pun- 2
tos estan bastante dispersos. Lo que si que
podemos notar es que en casi todos los ca-
sos la pendiente en el caso distinguible es
menor. Esto es debido a que el valor ma-
ximo de la pendiente se alcanza antes (al-
rededor de p; = 0,6) y ya se ha frenado,
mientras que las curvas en el caso indistin-
guible llegan al punto de inflexién muy cer-
ca de p; = 1 o no llegan en ningin momen-
to.

En situaciones en las que estemos estudian- .
do una epidemia existente y queramos ha-
cer un modelo que se acerque lo maxi-
mo posible a la realidad, esta parte co-
bra mucha importancia ya que nos da mu-
cha informaciéon de cudn prioritario es re-
ducir la movilidad entre poblaciones. Mien-
tras que no es el caso en este trabajo, en Figura 6: Representacion de la pendiente de la curva
del umbral epidémico en p; = 1 en el caso distingui-
ble respecto al indistinguible para cada red. La linea
azul es de pendiente m =1

Pendiente caso distinguible |
Ll .U'|

o
w
|
.

1
Pendiente caso indistinauible

el que estudiamos un caso muy general y
no nos centramos en obtener valores nu-
méricos, podemos extraer algunas conclusio-
nes.

En los casos en los que las personas viajen a un lugar repetidamente va a ser mas dificil que
la epidemia se extinga, mientras que si cada persona viaja a diversos sitios ocurre lo contrario.
Ademss, reducir la movilidad va a ser a primer orden mas efectivo en el caso indistinguible, pe-
ro para una reduccién grande de p,; la epidemia se frena mas bruscamente en el caso distinguible.

Como hemos comentado en la introduccidn, el estudio de la movilidad humana nos ayuda mucho
a conocer cuanto se acerca nuestro modelo a la realidad y, si es necesario, elegir qué formalismo
utilizar dependiendo del sistema que estudiemos. El comportamiento de las personas puede ser
muy diferente dependiendo de la escala (barrios, ciudades o incluso paises), y mientras que los
viajes diarios son repetitivos (el modelo de individuos distinguibles serfa més adecuado) otra
clase de viajes como los internacionales pueden no ser recurrentes (por lo tanto siendo conve-
niente usar el formalismo de individuos indistinguibles).

Un resultado muy interesante que se obtiene es que se pueden recuperar las ecuaciones linea-
lizadas del formalismo de individuos indistinguibles a partir de las del de distinguibles. Las
cuentas se encuentran en el anexo 7.1. El procedimiento serd imponer una serie de condiciones
sobre las ecuaciones (12) a partir de las cuales, tras un desarrollo, llegamos a las del caso in-
distinguible (17). A continuacién veremos por qué obtener estas ecuaciones es tan importante
para comprender las diferencias entre ambos formalismos y cémo la heterogeneidad influye no
solamente en el umbral epidémico, sino en su comportamiento a altos valores de A.

15



5. Impacto de la epidemia para alta movilidad

En el caso en el que estamos cerca de p; = 1 hemos visto como cambia el umbral epidémico,
y las diferencias que tenemos entre los dos formalismos. Sin embargo, no siempre nos vamos a
encontrar cerca del umbral, sino que podemos tener un caso en el que cierta enfermedad sea
muy contagiosa y queramos medir el impacto que va a tener en la poblacién. Nos topamos con
algo inesperado que vemos en la Figura 7: la curva de infeccion en el caso de individuos indis-
tinguibles, a pesar de que tiene un umbral mayor y empieza con una infeccién mucho menor,
acaba alcanzando y superando con creces a la del caso de individuos distinguibles. Es decir,
para enfermedades muy contagiosas, parece que la enfermedad se propaga mas facilmente si los
individuos estdn dispersos y viajan a diferentes sitios. A primera vista esto contradice lo que
habiamos dicho en un principio.

Sin embargo, vamos a aprovechar esto para entender por fin las diferencias principales entre los
formalismos. Volvemos a las ecuaciones linealizadas de ambos: (12) y (17).

Como hemos visto, en el caso distinguible (12) cada término nos relaciona los individuos sus-
ceptibles con los infectados (ejemplo: el primer término relacionaba a los individuos susceptibles
que viajan del nodo 7 al j con los infectados que van del k al i). Nos damos cuenta de que ese
valor no es mas que el nimero de contactos que va a tener el susceptible con otros individuos

0.35 . 0.35 .
Indistinguible Indistinguible
03 Distinguible 0.3l Distinguible
0.25+ 0.25F
0.2} 0.2
Q a
0.15+ 0.15F
0.1} 0.1
0.05} / / 1 005}
05 05 T 15 2 9 ; T
Mho Mo
(a) Detroit (b) Houston
0.6 — 0.5 —
Indistinguible Indistinguible
Distinguible 0.45¢ Distinguible
0.5¢ 0.4
04l 035
a C10.3
0.3r 0.25
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Figura 7: Impacto de la epidemia en funcién de la probabilidad de infeccién A para p; = 1 en las

ciudades de (a) Detroit, (b) Houston, (c) Las Vegas y (d) Seattle. La curva verde corresponde al caso
indistinguible y la morada al caso distinguible.
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infectados. Si no tenemos en cuenta el término &, lo que queda es el nimero total de contactos
que un individuo tiene con los de otros nodos, y es lo que contiene la matriz M.

La forma en la que vamos a abordar la pregunta es a partir de la cantidad de contactos que
ocurren en cada paso. Lo primero que podemos observar es que, en total, hay la misma can-
tidad de contactos para ambos formalismos. Esto tiene sentido, ya que en ambos casos hay la
misma cantidad de gente viajando de un nodo a otro, y las personas que hay en cada nodo a la
hora de infectarse (ese niimero se conoce como la poblacién efectiva de los nodos) son las mismas.

Calcular la cantidad de contactos es sencillo: quitando los términos € de la parte derecha de la
ecuacién (12) obtenemos el nimero de contactos de una persona que va del nodo i al j.
Explicitamente eso es:

N
Neontactos (i = j) = Y pa(l — pa)nxi + (1 — pa)*ni + panij + pa(1 — pa)nj
=1

Si recordamos cémo hemos definido la matriz M en (14) nos damos cuenta de que esto se
corresponde a sumar todos los términos en la fila i - N + j de dicha matriz:

N
Ncontuctos(i — ]) = Z M]Z;(
k1=1
Si queremos calcular los contactos totales que hay en toda la red a cada turno, multiplicamos
los contactos de cada individuo por la cantidad de individuos 7;j, y sumamos todo:

N N

ik

Neontactos = 2 nij Z M;'z
ij=1 k=1

Si solamente nos interesa hacer esto para p; = 1 es mds sencillo. La ecuacién (12) pasa a ser:

N

N
gij = Z nk]-s;z]- = Ncontactos (i - ]) = Z 1k
=1 k=1

Que es la suma de los elementos de la columna j de la matriz n. De nuevo:

N N
Neontactos = Z (nij Z nkj)
ij=1 k=1

Hasta aqui el caso distinguible. Si queremos hacer lo mismo para el caso de individuos indis-
tinguibles, volvemos a las ecuaciones (17) y hacemos lo mismo. Quitando el término ¢; de la
ecuacién tenemos el ntimero de contactos que tiene un individuo perteneciente al nodo i con
individuos del nodo j. Esto es explicitamente:

N N o
Neontactos (1) = Y _ pa(1 = pa) (Rij + Rji)nj + (1 — pa)*n;idii + pini () RuRj) = M%}“d“t
=1 i1

Si tomamos py; = 1 se simplifica a:

N N

Neontactos (i) = Z nj(z Rilel)
=1

j=1

Este resultado no es tan intuitivo como en el caso de individuos distinguibles, donde cada in-
dividuo que se desplaza simplemente va a su destino y tiene contactos con los que haya alli.
Ahora, un individuo tiene muchos destinos, por lo que podemos imaginarnos que va a todos al
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mismo tiempo. De ahi viene el término R;;, que nos da con qué peso’ va a cada lugar.

De nuevo multiplicamos esto por la cantidad de individuos en cada nodo, los sumamos y tenemos
la cantidad total de contactos:

N N
Neontactos = E ni”j(z Rilel)
ij=1 =1

Haciendo esto obtenemos el mismo nimero total de contactos para distinguibles e indistingui-
bles. Pero esto no es toda la informacién. Es evidente que las diferencias entre los formalismos
no se encuentran en la cantidad total de contactos, sino la localizacion de los mismos. Aqui es
donde aparece la ’desigualdad’ entre individuos. Mientras que unas personas tengan muy pocos
contactos, otras tendran muchos, y son las ultimas las que mantienen la enfermedad transmi-
tiéndose.

Asi que lo que nos queda es figurar en qué formalismo hay mas ’desigualdad’ entre individuos.
Una manera de verlo es calculando la varianza.

Primero calculamos la media, para lo que simplemente dividimos la cantidad total de contactos
entre la poblacion total, donde:

N
nr = Z Tli]'

ij=1

La varianza la podemos calcular como:
V= (x%) = (x)?

Donde x es la cantidad de contactos de cada individuo. Como la media ya la sabemos, sélo
queda calcular la media de x%:

N 2 1 N N 2
= (Lw) = o=k Do (L)

k=1 ij=1 k=1

Podemos ver los resultados en la tabla 1

Red Media | Varianza (Indist) | Varianza (Dist)
Detroit | 17 846 1 880 13 838
Houston | 31 246 6 131 31 536

Las Vegas | 43 270 6 039 44 980
Seattle 28 820 7 098 22 800

Cuadro 1: Medias y varianzas de los contactos por individuo para cada red y formalismo.

Esto nos da una pista muy importante y la diferencia es clara. La varianza en el caso de in-
dividuos distinguibles es mucho mayor que en el otro. Una varianza tan alta significa que hay
mucha desigualdad, es decir, unos individuos tendran muchos contactos en comparacién a otros.

Esto explica el hecho de que el umbral epidémico del caso distinguible sea mucho menor, y que
la enfermedad tienda a no extinguirse con facilidad. Como hemos comentado varias veces a lo
largo del trabajo, el umbral epidémico es mas bajo cuanto mas heterogénea es la red, y hemos
visto que esta regla se verifica en cada paso. Pero todavia no hemos explicado por qué en el
caso indistinguible hay un impacto mayor cuando A es alta. Para arrojar luz .

18



En el histograma contaremos la cantidad de personas que tienen ciertos contactos entre dos
valores. Recordar que cada elemento que vamos a contar tiene un peso distinto (el elemento
asociado a g;; debe contarse n;; veces). De nuevo, compararemos ambos formalismos para cada
red. Vemos el resultado en la Figura 8.

En efecto, los histogramas de casos distinguibles nos dan mucha informaciéon. Vemos que hay
unos pocos nodos que acaparan muchas personas, y es gracias a ellos que la epidemia puede
mantenerse incluso para una A muy baja. Conforme aumenta la A, otros nodos menos poblados
empiezan a permitir contagios y por ello la curva parece que aumenta a ’saltos’. Cada nodo
es independiente, y se van sumando consecutivamente. Podemos ver que hay también claras
diferencias entre diferentes redes para individuos distinguibles. En el caso de Las Vegas, hay un
nodo que atrae a una gran cantidad de individuos, dejando el resto de nodos con poca gente.
Por eso la curva aumenta muy pronto, pero no llega a alcanzar un valor grande. En Detroit,
por otro lado, al ser el histograma més continuado, la curva aumenta de forma constante.

En el caso de individuos indistinguibles vemos una sorprendente homogeneidad. Esto es porque
aunque los nodos grandes acumulan los contagios, los individuos los dispersan en sus respectivos
nodos de origen. Las personas tendran una cantidad de contactos que media respecto a los que
se dan en los nodos de destino. En redes con muchas conexiones, esto significa que esa media
serd similar para toda la red.
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Figura 8: Histogramas que representan la cantidad de individuos que tienen un nimero de contactos que
representamos en el eje horizontal, para las ciudades de (a) Detroit, (b) Houston, (c) Las Vegas y (d)
Seattle. En color morado se representa el histograma para el caso distinguible y en verde para el caso
indistinguible.
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6. Conclusiones

A lo largo del trabajo se ha mostrado un marco existente en la investigacién de la propagacion
de enfermedades, se ha visto por qué ha supuesto una mejora a los modelos anteriores y se ha
incidido en sus limitaciones, introduciendo de esta forma un nivel mas de complejidad en el
modelo que permite representar de forma mas fiable muchos casos reales. Hemos concluido en
que el caso de individuos indistinguibles se adapta mejor a datos de movilidad no recurrentes,
que ocurren a escalas mayores de espacio y tiempo (viajes internacionales o turismo) frente a
los datos que obtenemos de viajes diarios o repetitivos (al trabajo, a la universidad, etc) para
los cuales el modelo anterior puede subestimar el impacto de la epidemia (o sobreestimarlo en
algunos casos), requiriendo de esta forma usar el formalismo de individuos distinguibles que
hemos desarrollado en este trabajo.

Se han visto las ventajas de haber obtenido ecuaciones a partir del acercamiento de la cadena de
Markov, con las que no solo podemos derivar una expresion analitica para el umbral epidémico
sino que nos permiten un entendimiento mayor de cémo se contagia la enfermedad a nivel de
la cantidad de contactos entre individuos y de como la heterogeneidad de la red juega un papel
crucial.

A nivel de computacion, las ecuaciones suponen una reduccién enorme del tiempo y la me-
moria necesarios para llevar a cabo una simulaciéon. El hecho de que al iterar las ecuaciones
markovianas no se tenga en cuenta a todos los agentes individualmente y no haya que obte-
ner estadistica para desprendernos del ruido reduce los tiempos de computaciéon en dos o tres
ordenes de magnitud, dependiendo de la precision que necesitemos. El modelo que hemos in-
troducido, sin embargo, requiere de mas tiempo y memoria que el anterior, ya que consta de
L ecuaciones en vez de N. A la hora de hallar los autovalores de la matriz para obtener el
umbral, el ntimero de elementos no nulos de dicha matriz crece con L en el caso de individuos
indistinguibles y con L3/2 en el de distinguibles.

Hemos visto que introducir este formalismo supone una mejora sobre el anterior, anadiendo
mas realismo y adaptiandose mejor a muchos datos de movilidad. Sin embargo, hay muchas
variables adicionales que pueden tenerse en cuenta y no hemos introducido ain en el mode-
lo. Ademas, todavia no se ha llevado a cabo un estudio del formalismo para el modelo SIR
(susceptible-infectado-recuperado), aunque la mayor parte de los resultados de los SIS y los
SIR son equivalentes. Una gran ventaja del formalismo es que varias mejoras y adaptaciones
llevadas a cabo en el modelo existente (de individuos indistinguibles) también se pueden aplicar
de la misma forma al de individuos distinguibles (multiplexes [18], cambio de comportamiento
de individuos infectados, vectores de transmisién [19], etc). Por otra parte, se abren caminos
de investigacion especificamente alrededor de este formalismo. Por ejemplo, distinguir perso-
nas que viajen a diario de las que siempre permanezcan en su nodo, anadiendo otro grado
de distinguibilidad, o anadiendo un pardmetro que relacione ambos formalismos (pardametro
de distinguibilidad, decidiendo la proporcién de viajes recurrentes frente a los aleatorios). De
cualquier manera, queda mucho trabajo por delante y la necesidad de desarrollar estos mode-
los y seguir investigando los efectos de la movilidad en el contagio de enfermedades es en la
actualidad mayor que nunca.
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7. Anexos

7.1. Anexo I: Recuperacién de las ecuaciones del formalismo de individuos
indistinguibles

Las ecuaciones linealizadas para el caso indistinguible, que han sido derivadas en [16], son:

> =
Mz

Il
—_

N
(Pa(1 = pa) (Rij + Rji)nj + (1 = pa)*ndji + pinj(} RaRy)) - €F (17)
j =1

Para recuperar la indistinguibilidad vamos a escribir las siguientes condiciones:

1) 81']' =& V]
2) 1’11']' =n;- Rl']'

N
) Y Rij=1
=i

En realidad, tinicamente la primera es una verdadera condicién, ya que obligamos a que todas
las ¢;; sean iguales para una misma i. La segunda solamente relaciona ambos formalismos, y la
tercera es una igualdad que ya cumplian las R;;

Vamos a partir de la ecuacién (12), la cual vamos a reescribir como:

%81' Y. pa(1 = pa) tim€Omi + (1 — i) Mok€ yiOmi + PitkmEimOmj + Pa(1 — Pa) Myuk€micOim
m, =1
(18)
De las condiciones 1) y 3) podemos obtener la siguiente igualdad:
N N N
= = =

Esto significa que si cogemos todos los términos ¢;; para un mismo 7 y los sumamos de esa
forma, se nos simplifica y podemos hacer lo mismo con la parte derecha de la ecuacién (18).
Entonces:

N N
Z % - Z pd(l - pd)”kmsim(smiRij + (1 - pd)ankEtnk‘smiRif+
:1 m,l,j:l

2
+ Patkm€kmOmiRij + Pa(1 — pa) k€ miOmjRij
Usando las condiciones anteriores nos queda:
N

ef = Y pa(1 = pa)nRimeibmiRij + (1 — pa)*nm Ry, OmiRij+
m,l,j=1

+ piniRimerdmiRij + pa(1 — pa)nm Ry mOmiRij

Teniendo cuatro términos en la parte derecha, vamos a desarrollarlos uno a uno.
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s Primer término:

N
Z P4 (1 - Pd)nkka€k5m1R1] - P 1 - Z”ksk Z 5mszm ij =
m,l,j=1 jm=1
N
ansk ZRkl ij = p 1 — Z sznkek/%:
k=1 <1
N
2 Rkﬂ’lksk Z p(l — p)R]Jl]S]
k=1 =1

= Segundo término:

N
Z (1- pd) N Ryuk€3y 5msz] =(1- Z Nim€mOmi ij =
m,l,j=1
-ya-

2
V€ mbmi = —p)njdjie;
m=1 ]:1

s Tercer término:

N N N
2 2

Y pinRimerdmiRij = p* Y nkRijer Y Rignbmj =

j=1 jk=1 m=1

N N N N
="} me() RijRigee = ) p*ni (Y RuRjn)e;
k=1 j=1 j=1 I=1

s Cuarto término:

N N
Z Pa(1 — pa)nmRukemdmiRij = Z njRiRije; =
m,l,j=1 ]k:1

M-

Il
—_

I
]
==
—_—

—_

N N
p(l — p)TlJRlJEJ 7k — p)i’l]R”S]
=1 j=1

Tras juntar el primer término con el cuarto, hemos acabado y recuperado las ecuaciones del
caso indistinguible (17).

]
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