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Resumen

En este trabajo se aborda el cédlculo de la energia Casimir para teorias gauge no abelianas
en 3 + 1 dimensiones. En el caso de la teorfa de Yang-Mills con grupo gauge SU(2) en 2 + 1
dimensiones se ha observado que hay una parametrizacién de los grados de libertad invariantes
que implica a un solo campo escalar que adquiere masa debido a la presencia de una anomalia.
En ese caso el cdlculo de la energia Casimir generada por este campo coincide con la obtenida por
las simulaciones numéricas de la teoria de campos gauge. Suponiendo que un fenémeno similar
ocurre en 3 + 1, calculamos la energia Casimir para un campo escalar masivo en un espacio-
tiempo de 3+ 1 dimensiones con la esperanza de que coincida con las simulaciones numéricas de
la teoria. Realizamos dicho calculo para condiciones de contorno arbitrarias. Las simulaciones
numéricas se han realizado con condiciones de contorno periédicas, pero recientemente se estan
considerando otro tipo condiciones de contorno. Desde un punto de vista analitico obtenemos
férmulas compactas en aproximacion de baja masa y también cuando la separacién de las placas
es grande, mediante desarrollos asintoticos. En ambos casos se obtienen formulas explicitas para
cualquier tipo de condiciones de contorno. El resultado es que las condiciones de contorno se

dividen en dos clases: para unas el decaimiento exponencial con la distancia es de la forma e=™¢

y para otras e~ 2™,
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1. Introduccién y Objetivos

La energfa Casimir es la energia que se genera en el vacio de las teorias cuanticas de campos
debido a la presencia de barreras fisicas en el espacio. Esta fue predicha teéricamente por Hen-
drik Casimir en 1948 [I] para el caso de una teoria escalar sin masa en presencia de dos placas
paralelas.

En este trabajo vamos a analizar el efecto Casimir en las teorias gauge no abelianas y en
particular en la teoria de Yang-Mills. Estas son teorias de campos que describen la dindmica
de numerosos sistemas fisicos fundamentales y que no solamente se usan para las interacciones

fundamentales en fisica de altas energias.

Debido a la complejidad de estas teorias el estado fundamental atin no se ha entendido com-
pletamente. Por ejemplo en el caso de 3+1 dimensiones espacio-temporales, se tiene el llamado
"Mass Gas Problem”, en el que las particulas cuanticas tienen masa positiva a pesar de que
las ondas clasicas viajan a la velocidad de la luz. Esta propiedad solo se ha obtenido mediante

simulaciones numéricas pero no de forma analitica.

Para abordar el problema se va a calcular la energia Casimir en un campo escalar masivo
en 3 + 1 dimensiones para condiciones de contorno arbitrarias en una de las dimensiones es-
paciales. Se va a trabajar con este campo escalar masivo ya que, por analogia con el caso de
2 + 1 dimensiones, es esperable que a partir del estado de vacio de la teoria de Yang-Mills se
genere un campo escalar masivo. Aunque no existe una demostracion analitica de esto, mediante

simulaciones numéricas se podria comprobar la validez de esta asuncién.

En el trabajo se va a comenzar usando el desarrollo de Karabali y Nair para las teorias de
Yang-Mills en 2 + 1 dimensiones, que permite generar un campo escalar masivo a partir del
estado de vacio usando una parametrizacion invariante gauge. Con este método se obtiene una
masa que depende de la constante de acoplo y es bastante menor que la primer particula masiva
de la teoria (glueball). Por desgracia este método no se puede aplicar para el caso de 3 + 1

dimensiones para obtener un resultado similar.

Posteriormente calcularemos la energia Casimir para un campo escalar masivo en 3+1 dimen-
siones aplicando un método [2] que permite obtenerla para condiciones de contorno arbitrarias
en una de las dimensiones. Estas condiciones que se van a estudiar son equivalente a colocar
dos placas paralelas infinitas bidimensionales que dan unas condiciones al valor del campo y su
derivada normal en la direccién de las placas. Con este método se va a obtener una formula
general y posteriormente se particularizard para algunas condiciones de contorno especialmente

interesantes.



Como veremos se van a obtener férmulas integrales que no se pueden resolver analiticamen-
te por lo que realizaremos un desarrollo para baja masa con las condiciones mas generales de
condiciones de contorno, y posteriormente lo aplicaremos a algunas condiciones de contorno
particulares. Esto nos permitird comparar el resultado de la aproximacién con la integracién
numérica de la férmula exacta. Este desarrollo también nos permitird ver la gran diferencia
entre la existencia de esta masa con el caso sin masa.

Finalmente realizaremos un desarrollo asintdtico en el limite en el que la distancia entre
las placas es grande para las condiciones de contorno arbitrarias. Este nos permitird obtener
una formula analitica en funciéon de la masa, la longitud entre las placas y los pardmetros
que definen las condiciones de contorno. Con este desarrollo veremos que la energia Casimir
presenta un decaimiento exponencial con el producto de la masa y la distancia entre las placas,
y que, en funciéon de las condiciones de contorno, este decaimiento exponencial presenta dos

comportamientos diferenciados.



2. Teoria de Yang-Mills

Como se ha comentado anteriormente no existe un desarrollo analitico en 3 + 1 dimensiones
para llegar a un campo masivo escalar a partir de la teoria de Yang-Mills. Pero en el caso de

2 + 1 si que existe, por lo que primero vamos a realizar una introduccién a este desarrollo.

2.1. Hamiltoniano en la teoria de Yang-Mills

Antes de realizar este desarrollo veamos cual es el Hamiltoniano cuantico de la teoria a partir
de su Lagrangiano. La densidad Lagrangiana en una teoria de Yang-Mills viene dada por

1 a aur
,C == _ZF,’]‘VF H 5 (21)
donde
F,, =0,A, —0,A,+ [Au, Ay (2.2)

donde A, = A, (z) es el campo gauge no abeliano. La existencia de términos de autointeraccion
es la que complica el cdlculo del estado del vacio.

Para obtener el Hamiltoniano realizamos la transformada de Legendre

5L _oc

Iy = m =0, II; = m = —Ipy = -k, (23)
por lo que la densidad Hamiltoniana es
i Lo Lioo i
h=1LA; — L = §|Ei| +§]B| + E; (04 — [As, Ao)) (2.4)
donde B = 1/2¢;; /. As{ el Hamiltoniano queda
2 Lo 1o i

donde se ha integrado por partes el tercer término y o es el recinto de integracién en 2 dimen-
siones. Debemos mantener la condicién Il = 0, lo que nos impone que

Gl =11 = —0'E! — fl%A¢EP =0 (2.6)

con ¢ la constante de estructura del grupo de Lie. Es decir, que tenemos que escoger los campos
que satisfacen esta condicién. El Hamiltoniano, teniendo en cuenta estas indeterminaciones, viene

dado por
H=H-+ / d?z (o ()3 () + B(2)G%(2)) . (2.7)

Podemos escoger Ag = 0 con lo que el Hamiltoniano queda

1
H— —/d% St (1B +|BP). (2.8)



Ahora quantizamos el Hamiltoniano, si es ¥ la funcién de onda en el espacio de campos

gauge se tiene que

A;U(A) = A;0(A), ILU(A) = —i ;41.

Por lo que el operador Hamiltoniano es (recuperando las constante de acoplo)

T(A). (2.9)

2 2

H:i
2

o
JA

1 2
+ 503 P () (210)
donde || es la norma en el espacio de funciones de onda.

Los estados ¥ deben cumplir GW(A) = 0 para que se puedan considerar estados fisicos y

sean independientes del gauge.

2.2. Parametrizacién de Karabali-Kim-Nair

Una vez que hemos calculado el Hamiltoniano veamos como se puede obtener el de un campo
escalar masivo a partir de este. Para ello vamos a usar el desarrollo de [3].

Consideramos una teoria gauge de SU(N) en una variedad de 2+ 1 dimensiones y tomamos
el gauge temporal Ay = 0. El potencial se puede escribir como A; = —it*A{, con t* matrices
N x N que forman una base del algebra de Lie tal que [t%, %] = ifobct¢ y tr(t%tb) = %6“1’. Las
componentes de A se pueden parametrizar de la siguiente forma

-1
A, = %(Al +idy) = -0, MM~  A;= % (A} —iAs) = (MT) 0= M, (2.11)

donde z = x; +ixe y Z = x1 —ix2 y M(z) es un elemento del grupo SU(N)c, es decir, una
matriz de SL(N,C). Con esta parametrizacién las transformaciones de gauge (M — g~ M con
g(x) € SU(N)) tienen la siguiente forma,

A, — =0, (g 'M)M 'g=g "A.g+ dgg~" = AL (2.12)

z

En esta representacién los grados de libertad invariantes gauge estdn parametrizados por la ma-
triz hermitica H = MTM que no depende de g y de la que los estados fisicos son funcionales.

La quantizacién requiere la introduccién de una medida invariante gauge en el espacio de s
campos A,, Az, para lo que se define

dp(A)
vol(G)’

do(A)

(2.13)

con du(A) = [],,dALdAS la medida en el espacio de potenciales gauge A y vol(G) es el
volumen de las funciones evaluadas en SU(NN). Ahora veamos como expresar el elemento de

volumen do(A) en funcién del elemento de volumen definido con H, do(H). A partir de (2.11))
se obtiene

A, = — (0.(0MM™") + [A.,6MM ™)) = DEGMM™), 6A;=D ((MT)_1 5M> . (2.14)



Por lo que, usando la parametrizacién de M, se tiene que
du(A) = det (DD) du(M, M), (2.15)

con du(M, MT) =T[,dV (M, MT) y dV es el elemento de volumen para SL(N,C), que es de la

forma

dV (M, M) xeq,...a, (AMM g, A A(dMM™Y),,

X €by..b, ((MT)_l dMT)b1 Al A <(MT)_1 dMT> (2.16)

bn

donde n = N? — 1. Sustituyendo M por su descomposicién polar (M = Up), se tiene

dv (M, MT) X €ay...an (dpp_1 —l—p_lalp)a1 Ao A (dpp_1 +p_1dp)
X €y, (UTHdU), AL A (UTHU),
X €ay.an (H 'dH), Ao A (H'H), du(U) (2.17)

al

an

con du(H) la medida de Haar para SU(N). En esta expresién la parte invariante gauge viene
dada por los campos H. Haciendo el producto sobre todos los puntos se obtiene

dp(M, M) = [ dV/(M, M") = vol(G)du(H), (2.18)

donde el término de du(U) da el volumen de G y du(H) es la medida de Haar para los campos
evaluados en matrices hermiticas. Con estas expresiones podemos escribir (2.13) como

do(A) = det (DD) du(H), (2.19)

solamente nos falta obtener el determinante del operador bidimensional DD. Este es un resultado
bien conocido en la literatura [4] y es

det(DD) = (?Ziﬂa) exp (2caS(H)), (2.20)

donde c40% = famn fbmn v G([) es la accién de Wess-Zumino-Witten (WZW) que viene dada
por [5]

S(H) = 2i / tr (OHOH) +

T 127

/ e tr (H'0,HH '0,HH 0, H) . (2.21)
Con esta medida en el espacio de los estados fisicos el producto interno de dos estados es
(112) = [ du(H)e S W (1)) (2.22)

donde la medida ([2.19)) se ha integrado y es du(A) = du(H) exp (2caS(H)).



Podemos aprovechar el resultado de que todas las funciones de onda de producto interno y

norma finita son funciones de la corriente [3],

Jo(Z) = %A (OHH™), (%) = %A [iMaTb(f)Ab(f) + <aMT (MT)lﬂ (). (2.23)

a

Por lo que se puede escribir el Hamiltoniano (2.10) (H =T + V) como

2 2
g -9 §J(y) ov
o =L / BB = 9 W)
2 2 Jay 045 (x)6AS(x) 6J%(y)

g [ 0Jy) o) & v
2 /a:y SAS(z) GAS(x) 6Ja(y) dJa(z)’ (2.24)
o Q;/BGBG' (2.25)

Para poder calcular el coeficiente de T hay que regularizarlo ya que es un término singular,
usando el desarrollo de [3] se obtiene

T ([ 1)+ / ) 5 59 (2.26)

y=_" /BEJ“(?EJ“, (2.27)
mea
donde ) 5 ; W)
g ca CA ab SabeJ“(y
- Qup(,y) = 4 - 2.2
mn 2m o(7,y) w2 (z —y)? ! m(x —y) (2.28)

El primer término en T nos muestra que cada potencia de J da una contribucién m a la
energia, por lo que se puede considerar J* como la definicién invariante gauge del gluén con una

masa dindamica m.

Usando que H = e’a¥s podemos hacer una expansién de J en potencias ¢, y obtener que
J >~ (ca/m) 04t lo que simplifica el Hamiltoniano ya que pasa a depender del campo escalar .
Podemos introducir el factor exp (52 [ 9pdyp) que se obtiene en du(A) al realizar la expansién
en la funcién de onda, es decir ® = exp (g—;‘r S &p&p) ¥. Con lo que el Hamiltoniano actuando

sobre esta nueva funcién de onda se puede escribir como

1 52
H~ — —_ (T 2_v? (T 2.2
5 | (S5 + 0@ (02 = 7)) + (229
donde ¢, = +\/cakk/ (2ﬂm)¢a(E), que se comporta como un bosén masivo con masa m que

depende de la constante de acoplo.



3. Energia Casimir

Desgraciadamente no existe un argumento similar por el que el desarrollo anterior puede
extenderse a teorias gauge en 34+1 dimensiones. Sin embargo, es sabido que las primeras excita-
ciones del vacio en este caso se describen por particulas bosénicas con masa (glueballs). Por ello,
es muy plausible que el célculo de la energia de Casimir del vacio sea equivalente al del caso de
una particula escalar con masa. Por lo que vamos a emprender el cdlculo de la energia Casimir
para campos masivo escalares en 3 + 1 dimensiones.

3.1. Condiciones de contorno

Consideremos la modificacién del vacio de la teoria debida a la presencia de dos placas
homogéneas paralelas. Debido a la homegeneidad de las placas las condiciones de contorno deben
ser invariantes bajo traslaciones a lo largo de las placas. Por lo que, las posibles condiciones de
contorno de los estados fisicos 1) se van a caracterizar en términos de matrices 2 x 2 unitarias

U € U(2) como se desarrolla en [2], de la siguiente forma:

L o _ [e(D) . (e(L)
o —ilp=U(p+ilp) donde ¢ = (@(0)> o= (@(0)> . (3.1)

Es decir, que ¢ son los valores de los estados en las placas y ¢ el de sus derivadas normales en
direccién exterior. L sera la distancia entre las placas. Tomando la parametrizacién usual de las
matrices de U(2)

Ula,B,7) = e (Icos B +ifidsinB) a€0,2n], B € [—n/2,7/2], (3.2)

donde se ha tomado I = 1, @ € S? y & son las matrices de Pauli. Por lo que con estos pardmetros
a, By 1 podemos caracterizar las condiciones de contorno.

3.2. Calculo general

El estado correspodiente al vacio de una teoria escalar masiva libre con una condiciones de

contorno dadas por una matriz U es tinico y viene dada por

Wofy] = Ne 2 (#V/TEE) (3.3)

en la representacion funcional de Schrodinger, con N una constante de normalizacién. La energia
correspondiente a este estado Wy (energia Casimir) viene dada por la suma de los autovalores

de /—V% +m?:
Ey =tr (« /—V3% + m2) (3.4)

La suma de estos valores es divergente de forma ultravioleta, pero existen correcciones de
volumen finito que dan lugar a un efecto Casimir finito. Para regularizar la expresién vamos a

usar el método de heat kernel, por lo que sustituimos la expresién (3.4)) por

Ef = tr (\/—VIZJ + m2> eV, (3.5)

7



con € el parametro de regularizacion ultravioleta que tiene dimensiones de inverso de energia.
El espectro de VQU tiene una componente continua en dos dimensiones mientras que la direcciéon
perpendicular a las placas genera una componente discreta en el espectro que dependera de las

condiciones iniciales, es decir

wk)? =N+ k2 + k3 =X\ + K% (3.6)
donde k = (k1,k2) es cualquier vector de R? y )\12 con i = 0,1,...,00 son los autovalores del
operador

d? d? d?
—V2U=—72—7— (3.7)

actuando en las funciones definidas en [0, L] con las condiciones de contorno de ({3.1)).

Asi que la traza funcional se puede escribir como

ev2 S > 232
tr <\/—V2U + m2> e VU = 2n)? Z;/d%ek TALNR2 A2 +m2, (3.8)

donde S es la superficie de las placas. Integrando la parte angular y haciendo el cambio de
variable ¢ = k?/(A\? + m?) se obtiene

€ S < 2 20\3/2 —exz [ —et(A\24m?)
EUZM;()\HFT”) e /0 dt et Vit + 1. (3.9)

La integral en ¢ se puede expresar en términos de la funcién hipergeométrica confluente, U (a, b, 2)
como

/ dt e ) X T =T (1) U <1, g,e (A7 + m2)) : (3.10)

0

Con lo que la energia regularizada del vacio por unidad de area de las placas queda

L?SEU = % Z ()\12 + m2)3/2 e~ N U <1, g, € ()\12 + m2)> (3.11)
=0

Para poder obtener la energfa es necesario conocer los autovalores A?. Estos se pueden calcular
imponiendo las condiciones de contorno (3.1)) en la funcién de onda

U(z) = Cre™™ + Coe™™, (3.12)

que da lugar a un sistema de ecuaciones lineales homogéneas para los coeficientes C y Ci:

(M —UN) (gi J_r gz> =0 (3.13)



donde M y N son matrices 2 X 2 complejas

1 _
M = o )\, ) (3.14)
COSAL +iAsin AL AcosAL +isin AL

1
N = o A o . (3.15)
CoSAL —iAsin AL —AcosAL +isin AL

El sistema lineal (3.13]) tiene soluciones no triviales si y solo si det(M —UN) = 0. Por lo que
los autovalores )\? de —V%] estan dados por los ceros de la funcién espectral:

hu(k) =det (M — UN) = 4kdetU cos kL — 2i(1 + k?)detU sin kL + 4(Uz1 + Uy2)
— 2i(1 4 k?)sin kL — 4k cos kL + 2i(1 — k?)trU sin kL. (3.16)

Estos ceros nos dan los autovalores de —VIQJ excepto para el caso de kK = 0, pero este caso
no juega un papel relevante ya que solo anade un término constante a la energia. Por lo que
podemos usar esta expresién, que usando la parametrizacién (3.2f) se puede escribir

hu(k) =2ie® [sin(kL) ((k‘2 —1)cos B+ (k* — 1) cos o) — 2ksinacos(kL) — 2kny sin 3], (3.17)

donde, como se ha comentado anteriormente, se ha tomado [ = 1 lo que provoca que haya una
aparente falta de homogeneidad en las dimensiones. En general lo que aparecerd serdn potencias
de la variable adimensional kl en vez de k por lo que las expresiones son correctas dimensional-

mente.

Un aspecto relevante de la funcién espectral es que no solo depende de los invariantes al-
gebraicos de las matrices detU y trU sino también de los elementos Us; y Uqs de fuera de la
diagonal. Esto implica que el espectro de la teoria cudntica serd diferente para matrices U con

los mismos autovalores, aunque sean equivalentes como matrices.

Teniendo todo esto en cuenta, la suma de los autovalores del operador 4/ —V%] es equivalente
a la suma de los ceros de la funcién espectral hy (k). Como hy (k) es holomérfica en k, la suma
de los ceros se puede reescribir en términos de una integral de contorno que contenga todos
los ceros de la funcién. Debido a las condiciones de consistencia todos los ceros de hy estan
contenidos en RT, por lo que usando el teorema de Cauchy de los residuos la expresién
se puede escribir como

EG 1
S 8n2i

5 d
j{dk (K2 + m2)3/2 ok U (1, 3¢ (k% + m2)> s log (hu(k)), (3.18)
donde el contorno de integracién encierra el eje positivo real que incluye todos los ceros de

hy. Los ceros de la funcion espectral generan polos simples o dobles de la derivada logaritmica
5 log (hy (k).

En el limite ¢ — 0 la expresion anterior diverge con la siguiente expresién asintética

Ef oL c1 c3m?L

= tapt g et oE) (3.19)



Por lo que para obtener la parte finita que contiene la energia Casimir hay que eliminar los tres
primeros términos que son los que divergen. El primero de ellos es la divergencia dominante de
la energia del vacio (que no depende de las condiciones de contorno), el segundo es la divergencia
subdominante asociada a la auto-energia de las placas y el tercero es un término que se debe a la
presencia de masa que tampoco depende de las condiciones de contorno. Como puede verse en [2]
los dos primeros términos son iguales que en el caso de masa nula. Para eliminar estos términos
divergentes restamos la energia del vacio de un sistema idéntico con las mismas condiciones de

contorno definidas para otra distancia Ly

L 2 2 E(eaL) _ E(evLO)
£r)=20 = tm lim ((W”> (L—Ly)— —U v |, (3.20)

S Lo—00 e—0 64 S

donde el primer término es necesario para cancelar la primera y tercera divergencia, mientras
que el segundo cancela la segunda. Asi la energia Casimir vendra dada por la parte finita de
, que se obtiene quitando los términos divergentes y haciendo el limite ¢ — 0, para lo que
es necesario obtener la parte no divergente de la funcién U. Cuyo desarrollo viene dado por [6]

U<1,;,x> = 2;/5/2 +\/\;—3+(’)( 12y, (3.21)

por lo que el término dominante no divergente es

) 2
Uy (1, ~e (K + m2)> ==, (3.22)
2 3
Teniendo todo esto en cuenta, la parte convergente de ([3.18)) es

k—k*  d hE (k)
L)= lim I 2 L 2)¥ ek (Lo D)o — 2 i .
£(L) = lim lim 7o ?{dk (k (Bo = D) =37 — a2, 108 nbo (k)

(3.23)
ek?

Como la expresién sera finita y convergente en el limite de ¢ — 0 podemos eliminar el factor e~
Debido a las propiedades holomorficas del integrando, la integral se puede extender a un contorno
dado por un semi-circulo infinito limitado por el eje imaginario por su izquierda. Mientras la
integracién a lo largo del semicirculo es cero, la integracién se reduce al eje imaginario en el
plano complejo de k y teniendo en cuenta la invarianza por paridad del integrando, el intervalo
de integracion se puede reducir al eje positivo imaginario desde k = im hasta infinito. Asi la
expresion integral final para la energia Casimir es

oo L i
E(L) = L}Jgnm;ﬂ/ dk (k% — m?2)*” <L —Lo-— dil <:5UO((¢]Z))>> . (3.24)

10



3.3. Casos particulares de condiciones de contorno

Ahora vamos a obtener la expresion integral de la energia Casimir para algunos casos parti-

culares de condiciones de contorno.

3.3.1. Dirichlet y Neumann

Las condiciones de Dirichlet cumplen que ¥ (0) = ¢(L) = 0 por lo que su operador unitario

asociado es Uy = —I y su funcién espectral:
hL (k) = 4isin(kL). (3.25)

Para el caso de las condiciones de Neumann se cumple ¢’ (0) = ¢'(L) = 0 por lo que su operador

unitario asociado es U, =1 y su funcién espectral
hE(k) = 4ik?sin(kL). (3.26)

. L /1L . . . . s
Por lo que el cociente hy;/h;® serd igual en ambos casos lo que implica que su expresién para la
energia Casimir es igual y viene dada por

1 oo
Ep(L) = lim — / dk (k2 —m?)** (L = Lo + Lo coth(kLo) — Leoth(kL)).  (3.27)

Esta integral no se puede resolver analiticamente. En la figura [I| se muestra el resultado que se

obtiene al realizar la integral numérica en funcién de L para distintas masas.

3.3.2. Pseudo-periddicas

Estas son una familia uniparamétrica de condiciones de contorno que cumplen que:

Y(L) = e P(0),  ¢/(L) = e "(0). (3.28)

Las matrices unitarias que definen estas condiciones son

0 eZO{
Upp =cosa o1 —sinaog = | o] @ € [-m, 7. (3.29)
e
Su funcién espectral es
hpp = 4k(cos(kL) — cos ). (3.30)

por lo que la energia Casimir tendra la siguiente expresién integral

) 1 [ 3/2 Lo sinh(kLg) Lsinh(kL)
Ew(L)= lim — [ dk(k*—m’ L-L - :
(L) Losbo G2 /m ( ) < ot cosh(kLg) —cosa  cosh(kL) — cos a

(3.31)

Dentro de esta familia hay dos condiciones de contorno particularmente interesantes.
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Periodicas

Estas corresponden a plegar el espacio en un cilindro, es decir ¥(0) = (L) y ¢'(0) = ¢/(L).
Por lo que estan descritas por el operador unitario

0 1
U, =0, = , 3.32
p = 01 (1 0) ( )

hl (k) = 4k(cos(kL) — 1). (3.33)

y la funcién espectral

La energia Casimir tendra la siguiente expresion:

£,(L) = lim 1/ dk; (k2 — m?)*? <L — Lo+ Lo coth ("f’) — Leoth <]€2L>> . (3.34)

2
Lo—o0 67[' m

Que tampoco tiene solucién analitica, pero en la figura [I| se muestran sus valores en funciéon de

L para distintas masas.

Anti-periédicas

Estas condiciones conrresponden a 1(0) = —¢(L) y ¢'(0) = —¢/(L), y son descritas por el

Uy,=—01 = (_01 _01> . (3.35)

operador unitario

La funcion espectral asocidada es
L —
gy (k) = 4k(cos(kL) + 1) (3.36)

por lo que la energia Casimir tiene la siguiente expresién integral
1 e kL kL
Ewp(L) = lim / dk (k* — m2)3/2 <L — Lo + Lo tanh <20> — Ltanh <2>> . (3.37)
En la figura [1| se muestran sus valores en funcién de L para distintas masas.

3.3.3. Quasi-periodicas

Como las condiciones pseudo-periédicas, estas son una familia uniparamétrica de condiciones

de contorno que viene dada por

(L) = tan %zp(O), /(L) = cot %zp(()), (3.38)
con el operador unitario
Uy = cosa 03 +sina o1 = (C,OSO[ e ) . (3.39)
sina  —cosa
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Por lo que su funcién espectral es
hgp = 4k(cos(kL) — sin «), (3.40)

y su energia Casimir viene dada por

) 1 [ 3/2 Ly sinh(kLg) L sinh(kL)
Ep(L) = 1lm — [ dk(k*—m® L-L - :
(L) g / ( ) ( 0t sina — cosh(kLg)  sina — cosh(kL)

(3.41)

Condiciones de Zaremba

Un caso particular interesante de las condiciones quasi-periddicas son las de Zaremba. En
estas, en una placa se dan las condiciones de Dirichlet y en la otra las de Neumann. Por lo que
hay dos matrices unitarias que dan esta condicion

+1 0
Uz =+o03 = . (3.42)
0 =1

pero que resultan en la misma funcién espectral
hz(k) = —8k cos(kL), (3.43)

por lo que la expresién integral de la energia Casimir es

£4(L) = lim % / dk (K — m?)*® (L — Lo + Lotanh(kLo) — Ltanh(kL)).  (3.44)
T

L()*)OO m

Como en los casos anteriores, no se puede resolver analiticamente la integral, por lo que en la
figura [1| se muestra la resolucién numérica en funcién de L para distintas masas.
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Masa=0.01
0.2 —— Dirichlet
——— Periodic
—— Anti
0.1 1 —— Zanemba
0
S 0.0
[
C
w
—-0.11
—0.2
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
L
Masa=0.5
0.20
—— Dirichlet
0.15 A —— Periodic
—— Anti
0.104 —— Zanemba
0.05 A
.8
2 0.00 A
[
C
* —0.05
—0.10 A
—0.15 A
—0.20 1
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
L
Masa=2
0.10 A —— Dirichlet
——— Periodic
—— Anti
0.05 A —— Zanemba
.o
o
S 0.00
[
w
o f
—0.10 A
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Energia

Energia

Energia

Masa=0.1

0.2 1

0.1 A1

0.0 A

—-0.1 1

—0.2 A

—— Dirichlet
—— Periodic
—— Anti

—— Zanemba

0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

1.

4.0 4.5 5.0

0.15 A

0.10 1

0.05 A

0.00 A

—0.05 1

—0.10 1

—0.15 A1

L
Masa=1
—— Dirichlet
—— Periodic
—— Anti
—— Zanemba

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

4.0 4.5 5.0

0.010

0.005 -

0.000 -

—0.005 A

—0.010 A

L
Masa=5
—— Dirichlet
~——— Periodic
—— Anti
—— Zanemba

1.0 15 2.0 2.5

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
L

Figura 1: Valores de la energia Casimir en funcién de L para distintos valores de la masa usando
distintas condiciones de contorno: Dirichlet, periddicas, anti-periddicas y Zaremba
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4. Aproximacion de baja masa

Ahora vamos a aproximar la expresién que hemos obtenido anteriormente para la energia
Casimir para baja masa, lo que nos permitira resolver las integrales de forma analitica. Para
obtener la expresién vamos a hacer el desarrollo en serie de la expresién hasta segundo
orden en la masa, teniendo en cuenta que esta, ademas de aparecer en el integrando, lo hace en
el limite inferior de la integral. Se obtiene la siguiente expresiéon

oy [T 3_3 o o d hi; (ik) 3
5(L)_L}finoo67r2/o dk(k om k> <L Lo dklog<h50(ik) +O(m?).  (4.1)

El término sin masa que se obtiene es el correspondiente a calcular la energia Casimir de un
campo escalar sin masa [2] en tres dimensiones. Una vez que tenemos esta expresién obtengamos
los valores de la energia para las condiciones de contorno mencionadas anteriormente en esta

aproximacion.

4.1. Dirichlet y Neumann
Aplicando este desarrollo a (3.27)) se obtiene

i 1 > 72 m?
Ep(L) ~ Lglgloo ) / dk (L — Lo + Lo coth(kLg) — Lcoth(kL)) = ~20L3 + 8L (4.2)

Si comparamos esta aproximacién con el valor que se obtiene de integrar numéricamente (3.27]).

L=0.25 ==
Dirichlet —
iricnle’ =
—— Aprox “3
- 0.15 A =0.
[}
2
=]
o
—0.865 - :
g = 0.10
| g
u-l w
—0.870
0.05
—0.875
o 0.00 -
OjO Ofl 0t2 0t3 0j4 Oj5 0.0 0.1 0.2 03 " -
) Masa

(a) (b)

Figura 2: a) Valores obtenidos para L = 0,25 en funcién de la masa integrando numéricamente
la férmula exacta y usando la aproximacién de masa pequena. b) Error relativo entre el valor
obtenido integrando numéricamente y usando esta aproximacién, en funcién de la masa para
distintos valores de L. Ambos casos con las condiciones de contorno de Dirichlet.
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4.2. Periddicas

Usando la expresion (3.34]) y el desarrollo a baja masa se obtiene

1 [® 3 kLo kL
L)~ lim — 3 _Zm?) (L —Lo+ Locoth [ — ) — Lcoth [ —
Ep(L) Lolgloo67'r2/m dk <k; 2m>( 0 + Lo cot < 5 ) cot (2 >>

72 m?

_ m” 4,
1503 T 120 (43)

Si comparamos esta aproximacion con el valor que se obtiene de integrar numéricamente

L=0.25 0.0254{ — L=1
—— Periodic L=0.75
-13.96 1 —— Aprox — L=05
0.020 4 —— L=0.25
g
—13.98 1 £ 0,015
o o
g N
CI) o
5 —14.00 E 0.010 A
—14.02 1 0.005 A
———— 0.000 4
-14.04 L, . , . . , T T T : : :
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Masa Masa

(a) (b)

Figura 3: a) Valores obtenidos para L = 0,25 en funcién de la masa integrando numéricamente
la férmula exacta y usando la aproximacién de masa pequenia. b) Error relativo entre el valor
obtenido integrando numéricamente y usando esta aproximacién en funcién de la masa para
distintos valores de L. Ambos casos con las condiciones de contorno periédicas.

4.3. Anti-periodicas

En este caso con (3.37)) se tiene

S 3 3 o kLo kL
(S‘ap(L) =~ Lilgloo W /{rn dk (k? — §m > (L — LO + LO tanh (2 — Ltanh 7

T2 m2

= — —. 4.4
360L3  24L (44)

Si comparamos esta aproximacion con el valor que se obtiene de integrar numéricamente
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Energia

1.535 1 — Anti
—— Aprox
1.530 4
1.525 1
1.520 1
1.515
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Masa
(a)

Error relativo

0.004 A

0.003 A

0.002 A

0.001 A

L=1
L=0.75
L=0.5
L=0.25

0.000 A

Figura 4: a) Valores obtenidos para L = 0,5 en funcién de la masa integrando numéricamente
la férmula exacta y usando la aproximacién de masa pequena. b) Error relativo entre el valor
obtenido integrando numéricamente y usando esta aproximacién, en funcién de la masa para
distintos valores de L. Ambos casos con las condiciones de contorno anti-periédicas.

4.4.

Zaremba

Con la expresién ((3.44) se tiene

E2(L)= lim &5 |
__m _m
~ B760L3  96L°

/ dk <k3 — 2m2> (L — Lo + Lo tanh (kLg) — Ltanh (kL))

Si comparamos esta aproximacion con el valor que se obtiene de integrar numéricamente

Energia

0.096 -

0.095 A

0.094 -

0.093 A

0.092 A

0.091 4

—— Zanemba
—— Aprox

Error relativo

(4.5)

— L=1
0057 — L=0.75

—— L=0.5
0.04] — L=0.25
0.03 1
0.02 -
0.014
0.00 1

0?0 011 0t2 013 0?4 015

Masa
(b)

Figura 5: a) Valores obtenidos para L = 0,5 en funcién de la masa integrando numéricamente
la férmula exacta y usando la aproximacién de masa pequena. b) Error relativo entre el valor
obtenido integrando numéricamente y usando esta aproximacién, en funcién de la masa para
distintos valores de L. Ambos casos con las condiciones de contorno de Zaremba.
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4.5. Validez de la aproximacién

En las gréaficas 4] v |5 se observa como la aproximaciéon para m pequeno tiene la misma

dependencia que la integracién numeérica y que los valores coinciden muy bien.

Un factor importante que se observa en los cuatro casos es la fuerte dependencia del error
relativo entre ambos con el valor de L, esto (como veremos posteriormente) se podria explicar
por la dependencia exponencial con el producto de m y L de la energia Casimir. Lo que hace que
al tener mayores valores L esta dependencia exponencial tenga mayor relevancia para valores
menores de m por lo que la aproximacién que se ha tomado a segundo orden en la masa deje de
ser valida para valores menores de m.

Otro aspecto que se observa es la diferencia de esta dependencia de la calidad de la aproxi-
macién con L para las distintas condiciones de contorno. Para el caso de Dirichlet y Zaremba
el error aumenta mas rapido al tener un L mayor que en el caso de las condiciones periédicas y
anti-periddicas. Esto se podria explicar teniendo el cuenta que estas condiciones de contorno se
agrupan en dos familias que muestran diferente dependencia en el decaimiento exponencial de la
energia Casimir. Esto podria explicar porque para unas condiciones la aproximacién deja de ser
valida para valores menores de m que en los otros casos. Esta diferencia en el comportamiento
exponencial de la energia Casimir en funcién de las condiciones de contorno se desarrollard en

el siguiente capitulo.
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5. Comportamiento asintético de la energia Casimir

Como se puede apreciar en la gréfica[l], la energia Casimir parece decaer de forma exponencial
al aumentar L y m. Vamos a calcular una férmula analitica en funcién de los parametros que
caracterizan las distintas condiciones de contorno («, 8 y n1) en el limite para valores grandes
de L. Para ello se va a desarrollar la funcién h, que contiene la informacién de las condiciones
de contorno en este limite de L grande.

5.1. Derivacién de la fé6rmula

Primero vamos a expresar la funcién hﬁ en funcién de términos exponenciales de L para
poder hacer el desarrollo en el limite de L grande. Partiendo de (3.17)) y recuperando el factor [
(que anteriormente se habia tomado como [ = 1) se puede llegar a

hE(ik) = 2ie™ [isinh(kL) ((—k*1* — 1) cos B + (—k*I* + 1) cos &) — 2ikl cosh(kL) sina — 2ikln; sin j]
= eloehl [(k‘Ql2 + 1) cos B+ (k212 — 1) cos o + 2kl sin o + e *F4kn, sen S+
e 2k (—=(K*? + 1) cos B — (k*1* — 1) cos o + 2kl sin a)}

= '%ehl ((*1* 4+ 1) cos B + (k*1* — 1) cos o + 2kl sin ) [1 +eMAye B, (5.1)

donde los términos A y B son

4klny sen 8
A= 2
(k212 + 1) cos 8 + (k212 — 1) cos a + 2kl sina’ (5:2)

B — (k%12 + 1) cos B — (k1% — 1) cos a + 2kl sin a (5.3)
(k2124 1) cos B+ (k212 — 1) cosa + 2klsina '

Usando esta expresion el logaritmo del cociente de las funciones h% que aparece en la expresién
general de la energfa Casimir (3.24)) se puede expresar como:

1 ht ) eierl (k1% + 1) cos B+ (k1 — 1) cosa + 2kisina) [1 + e " A + 2L B]

©8 pLo ©8 ciagkLo (K212 +1)cos B+ (k212 — 1) cosa+ 2klsina) [1 + e #Lo A + e=2kLo B]
1+e A+ e2kp —kL —2kL

= k(L — Lo) +log g, g = k(L — Lo) + log <1+e Ate B)

~ k(L — Lo) +e "EA e 2 <B - ;A2> : (5.4)

Donde se ha tomado el limite Ly — oo y se ha desarrollado el logaritmo.
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Introduciendo esta expresién en (3.24)) (obviando el factor 1/(672)), se obtiene

o
lim dk(k* —m?)3? |L — Lo — < k(L —Lo)+e *A4+e 2 (B - Ly
L—oo J,, dk 2
o d 1
_ _ 2 233/2 ¢ (kL —2kL _ 1 a2
/ dk(k* —m*) e <e A+te (B 2A ))
— / dk 3]€ 2)1/2 (e—kLA+ e—ZkL (B . ;A2>>
_ 4kiny sen B
_ 1/2 —kL 1
/m dk k(K" —m®)%e (k)2 +1)cos B+ ((k1)? — 1) cosa + 2kl sin o (5:5)
o0

)
o n2)/2,-2KL T ((k1)? + 1) cos B — ((kl)? — 1) cos o + 2kl sin
+ ), sk =) (KD? 1) cos B + ()2 -

Entre la segunda y tercera igualdad se ha integrado por partes. Vemos que se obtienen dos com-

1)cosa + 2klsina (5:6)

portamientos exponenciales distintos en funcién de si nj - sen 3 es cero o no. En el que caso de
que no lo sea, el término dominante serd el primero (e_kL ) v en el limite que se esta considerando
serd suficiente con solo considerar este término. Para el caso de que sea nulo hay que considerar

f2kL)

el segundo término (e , notese que se ha eliminado el término de A? ya que si se tiene en

cuenta este término significa que A = 0.

5.2. Resolucién de las integrales

Ahora para obtener las férmulas analiticas se van a resolver las integrales. Como no es posible
hacerlo de forma exacta, se va usar la aproximacién de saddle point para ambos casos. En esta
se aproxima la integral de una exponencial por la integral de la exponencial del desarrollo a

segundo orden de la funcién del exponente entorno a su maximo, es decir

/°° F@) g ~ /OO F(@0)+F! (@) (@—20)+ L P (x0) (x—20)2 g p _ oF (o) /Oo A F"(20)(a—a0)?

m

_F() T  Erfe (m — xo)y/—F"(k*)
ST —a—" ( V ) 6.7

con xy el maximo de F'(z) en el recinto de integracién y Erfc la funcién error complementaria.

5.2.1. Caso nisinfg #0

En este caso, como se ha comentado anteriormente, hay que resolver la integral (5.5)). Para

aplicar el método de saddle point primero expresamos la integral de la siguiente forma

/moo dk: 3k(k* —m?)'/2e™*" ((kL)2+1)cosf f?ézzjgn—ﬁl) cos o + 2kl sin o
= 12msin 3 /moo dk exp | —kL + log ((kl)2+1)cos ;i((k(;z_):ﬂl)/ios o+ 2kl sin o (5:8)
por lo que la funcién a maximizar (el exponente) para este caso es
Fi(k) = —kL + log RA(K? —m?)'? (5.9)

(k)2 4+ 1) cos B+ ((kl)? — 1) cosa + 2kLsina’
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Para encontrar el maximo calculamos la primera derivada e igualamos a cero,

—2kl sin(a) (k3L — 2k? — kLm? + m?)
k (k%2 — m?) (cos(B) + cos(a) (k212 — 1) + k212 cos() + 2kl sin(«))
cos(a) (k° (—1?) L+ k*12 4+ k3 (I’Lm? + L) — 3k* — kLm? + 2m?
k (k2 —m?2) (cos(B) + cos(a) (k212 — 1) + k212 cos() + 2kl sin(«
cos(B) (k° (—=1?) L+ k** + k3L (I*m? — 1) + 3k* + kLm? — 2m?
k (k2 —m?2) (cos(B) + cos(a) (k212 — 1) + k212 cos(B) + 2kl sin(a)

Fy(k) =

)
g =0. (5.10)

Puede verse que la solucién que corresponde al maximo se puede aproximar por kg = m + €,
donde € ~ 1/L. Como estamos trabajando en el limite de L grande, € serd un término pequeno.
Probando esta solucién en los tres sumandos y queddndonos a primer orden en € se obtiene,

m? 1
2kIL si 2m2e — — = —
sma<me L):>e A

1 1
2, 4 2 o2 — 212mA
Lcosa(L(lm m*) + €(2m “m*™) —0:>6—2L,

1 1
Lcosp (L(m4 +m2) — 6(2m2 + 2m4)> =0=¢€= T

Vemos como con ese valor € se anulan los tres sumandos a primer orden, por lo que cumple la

condicion de extremo. Como habiamos supuesto el término de € es inversamente proporcional a L.

Ahora calculamos la segunda derivada del exponente,

(K31 + KS1*m?) (cos(a) + cos(B))? + (3k* — 3k*m? + 2m*) (cos(B) — cos(a))?
k2 (k2 —m?2)? (k212 + 1) cos(3) + cos(a) (k212 — 1) + 2kl sin(c))?
(—8KS1% 4+ 10k*12m? — 6k21°m*) (cos®(a) — cos?(B)) + 4k?1% sin? () (2k* — k?m? + m*)
k2 (k2 —m?2)? (k212 + 1) cos(B) + cos() (k212 — 1) 4 2kl sin())?
4klsin(a) [(3k* — 3k*m? 4 2m*) (cos(B) — cos()) + (2k51% — k*Pm? + k*1*m?) (cos(a) + cos())]

Fi{(k) = -

k2 (k2 —m?2)? (k212 + 1) cos(B) + cos(a) (k212 — 1) + 2kl sin(a))?

Una vez tenemos la expresion evaluamos la segunda derivada en el extremo obtenido anterior-
mente (kg = m+1/(2L)) para los dos primeros 6rdenes en 1/L. Para aligerar la notacién se van

a usar las siguientes definiciones

C = (m?% 4+ 1)cos B+ (m?12 — 1) cosa + 2mlsina, D =cosfB+cosa, FE =cosf — cosa.
(5.11)
Con lo que la segunda derivada en ese punto es

2mAC2 + M (TmAAD? + 3B 4 10m22DE + 20m22 sin” o + 4mlsin o (6m*12D + 4E))
(m? + %)%2 (C?+ % (m212D + Imsina) C)
2m*C! (1 + Qm}:CQ (7m414D2 + 3FE2 + 10m2I2DE + 20m2% sin® a + 4mlsin o (6m2l2D + 4E)))
ng’Q (1 + ﬁ (1 + 2(m2l2DC~glmsina)>)

F
~2I% 1+ — 12
(1+:5). (5.12)

FY (ko) ~ —
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donde

e Tm**D? + 3E? + 10m2I2DE + 20m?1? sin® a 4+ 4misin o (6m?1>D + 4F — 1) — 4m?1>D .

2C?
(5.13)

Vemos que la segunda derivada es negativa lo que nos confirma que el punto escogido es un

maximo.

Una vez que tenemos el maximo, vamos a evaluar el exponente en ese punto hasta segundo
orden en 1/L

iy €L (M2 ) (2 ) e~bmmty (14 527)

- C+ 12 (cos o+ cos ) + %sina -~ eC (1+ ﬁ (m212D + Imsin a))
N e~ Lmmb/2] 1 /9 m212D + Imsina
~ Jel\/2C mL \ 8 C '

(5.14)

Con estos valores ya podemos usar la expresién (5.7 para resolver la integral, pero primero

desarrollemos el factor de la funcién error en funcién de 1/L

Erfc <(m — ko) _F"(kO)) — Erfe | Y 220+ 7ip) ~ Erfc (1 <1 + F>>

V2 2v2L 2

1 F
S o () I 5.15
b <2>+2mL61/4ﬁ (5.15)

Donde se ha usado el desarrollo en serie de la funcién error. Con las expresiones (5.12)), ((5.14))
y (5.15)), podemos obtener la expresién asintética para la energia Casimir

£(L) e Lmmd/2ny sin B (1 + Exf (1))
—w3/2,/eL3/2 ((m212 + 1) cos 8 + (m212 — 1) cos a + 2ml sin @)

1 9 m??D+Imsina F F
(14— (= - - . 5.16
( (s G 2 T2 +Erf(;))>> (5.16)

Como habfamos comentado, la energia Casimir decae exponencialmente con e . La de-

pendencia que se obtiene del término dominante es m5/2 / L3/? y la del término subdominante
m3/2 / 15/2.
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Una vez que tenemos la férmula, comparemos el valor de esta con lo que se obtiene integrando
numéricamente (3.24)). Para las condiciones periddicas (que son de este tipo ya que cumplen que
nisin B # 0) se tiene

0.000 1 — —
4.5
—0.002 -
4.0 A
—0.004 1
3.5 1
—0.006 -

Energla

—0.008 1

Cociente de Energias

—0.010 A

—0.012 —— Periodic
Ajuste

> 2 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12

Figura 6: a) Valores obtenidos para m = 1 en funcién de L integrando numéricamente la férmula
exacta y usando el desarrollo asintético. b) Cociente entre el valor obtenido integrando numéri-
camente y usando el desarrollo asintético en funcién de L para distintos valores de m. Ambos
casos con las condiciones de contorno periddicas

Se observa como al aumentar L ambos valores se acercan y el cociente parece tender a un
valor cercano a la unidad. También se puede apreciar como, al aumentar la masa, los dos valores
necesitan un mayor valor de L para coincidir pero al final el cociente parece tender a un mismo

valor independientemente de la masa.

Finalmente comentar que se ha comprobado que la dependencia del término dominante con
m y L es la adecuada, ya que es la que mejor se ajusta al valor que se obtiene integrando
numéricamente.

5.2.2. Casonising=0

En este caso hay que resolver la integral (5.6]). Primero expresamos la integral como

/Oodk: So(k? — m?) 12620 ((k1)? 4+ 1) cos B — ((k1)?> — 1) cos a + 2kl sin a
m ((kl)2+1)cos B+ ((kI)? — 1) cos a + 2kl sin «
00 (k k2 — m2) (((k1)> + 1) cos B+ ((kl)* — 1) cos o — 2kl sin «v)
= —3/ dkexp | —2kL + log - ,
m (k)2 + 1) cos B+ ((kl)? — 1) cos a + 2kl sin «v
(5.17)
con lo que la funcién a maximizar es
(k:\/k‘2 — m2> (((k1)? + 1) cos B+ ((kl)? — 1) cos e — 2kl sin )
Fy(k) = —2kL + log . (5.18)

((k1)2+1)cos B+ ((kl)? — 1) cosa + 2kl sin &
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La primera derivada de la funcién en este caso es

(cos oK1 — 1) + cos BR2 + 1))? (26° — 2 — kL + )

Fl(k) = L : :
k(k? —m?) [(cos (k21?2 — 1) + cos (k21?2 +1))° — 4k?1% sin a}

(cosa(k?12 — 1) + cos B2 + 1)) £ 4 kisina (24° — %2 — 2kLm? + %)

+ 4kl L sin «
k(k2 — m2) [(cosa(k2l2 ~ 1) 4 cos B(K22 + 1))? — 4Kk212 sin? a}

(5.19)

Como en el caso anterior, suponemos una solucién de la forma kg = m + ¢ con € ~ 1/L.
Quedéndonos solo con los términos a primer orden en 1/L, se obtiene la siguiente solucién

2

2
1
— me + 6m2e + mf —2m’ =0=¢€ = 1L (5.20)

donde se ha tenido en cuenta que a primer orden solo contribuyen el primero y tercer término
de (5.19). Por que el extremo se da en k{, = m + 1/(4L).

La segunda derivada de la funcién del exponente es

(2k4 — k2m? + m4)
K2(k2 — m2)2
4k21% sin o (2k5l5D3 + 4k313 (cos3 a — cos? 8 + cos® acos B — cos a cos? ﬁ) + 8k:lE)
a k2(P(k)? — 4k212 sin? o) ’
(5.21)

donde se han usado las definiciones de (5.11]) y P(k) = cos a(k?1? — 1) + cos B(k?I? + 1). Ahora
vamos a calcular el valor de la segunda derivada en el maximo kg, quedandonos con los términos

hasta segundo orden en 1/L se tiene

mt B mt ()

F' kY~ ——— " 2L " \" T 2mL)
L) = e ) T T (1 )

1
~ —4I> (1 + mL) : (5.22)

El segundo sumando de (5.21]) no contribuye ya que es de tercer orden. Vemos como la segunda
derivada es negativa lo que confirma que el extremo k{, es el méximo.

Ahora evaluamos el valor del exponente en el méximo hasta segundo orden,
e_QLm_%(m + ﬁ) (% + —1619)1/2 (C'_ + ﬁ (l2m2D — Imsin a))
C + 52— (I?m2D + Imsin )

e 2lmm320_ (1 + ﬁ + ﬁ (l2m2D — Imsin a)>

V2eLC (1 + 57 (I’m2D + Imsina))

Fa(kh)

1

—2Lm,,3/2 [ si Pm?D — E
~ e m><C_ 14 i E N m 81na( m ) , (5.23)
v2eLC mL \ 16 cC_

donde C_ = (m?1? + 1) cos B + (m?1%? — 1) cos o — 2ml sin av.
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Como en el caso anterior desarrollamos la funcion error para este caso:

(m — kp)/—F"(RG)\ A0+ 50\ 1 1
Erfc ( NG ) = Erfc Nels ~ Frfc (\/Q <1 + 2mL)>

1 1

Con las expresiones ((5.22)), (5.23]) y (5.24]), podemos obtener la expresién asintética para la

energia Casimir:

e—2mLy3/2 ((m2l2 + 1) cos 8+ (m?1? — 1) cos a — 2ml sin a) (1 + Erf (%))
873/2,/eL3/2 (m212 + 1) cos B + (m212 — 1) cos a + 2ml sin )

1 3  milsina (I?m?D — E 1
x 14+ —1|-=+ )+ (5.25)

mL 16 CcC- 2e1/4 /T (1 —|—Erf(%))

E(L) ~ —

En este caso la energfa Casimir decae exponencialmente como e~2"%. El término dominante
tiene una dependencia con (m/L)%? y el subdominante con m!/2/L%2,
Una vez que tenemos la férmula comparemos el valor de esta con lo que se obtiene integrando

numéricamente (3.24)), para las condiciones de Dirichlet (que cumplen que n; sin 5 = 0), se tiene

1.7 4

=
o
f

0.00000 + e

=
n
f

—0.00005 4

=
»
L

—0.00010 4

Energia
Cociente de Energias
L
w

-0.000154

Jun
N
L

=
=
L

—0.00020 4 —— Periodic
—— Ajuste

I

Figura 7: a) Valores obtenidos para m = 1 en funcién de L integrando numéricamente la férmula
exacta y usando el desarrollo asintético. b) Cociente entre el valor obtenido integrando numéri-
camente y usando el desarrollo asintético en funcién de L para distintos valores de m. Ambos
casos con las condiciones de contorno de Dirichlet

Igual que anteriormente se observa como al aumentar L ambos valores se acercan y el cocien-
te parece tender a un valor cercano a la unidad. Pero en este caso lo hace con mayor rapidez y
a un valor mucho mas cercano a la unidad que en el caso anterior. También se aprecia la misma

dependencia con m que en el otro caso.

Finalmente comentar que también se ha comprobado que la dependencia del término do-
minante con m y L es la adecuada, ya que es la que mejor se ajusta al valor que se obtiene
integrando numéricamente.
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6. Conclusiones

Hemos demostrado como en 2 + 1 dimensiones se puede llegar desde una teoria gauge no
abeliana hasta un campo bosénico con masa m = g2c4/(27) (dependiente de la constante de
acoplo). Esto sugiere que quizds el mismo fenémeno ocurre en 3 + 1 dimensiones, ya que am-
bas teorias presentan un gap de masa en su espectro de energias. Con esa perspectiva, en este
trabajo emprendemos el cédlculo de la energia Casimir para un campo escalar masivo en 3 + 1
dimensiones. Hemos usado un método novedoso que nos permite obtenerla para condiciones de
contorno arbitrarias, aunque el resultado es una férmula con una integral sin expresion analitica
(13.24]).

Posteriormente, se ha desarrollado una férmula analitica en la aproximacién en la que la
masa es pequena, cuya validez (como ya se ha comentado), depende no solo de la masa sino
también de L. En estas féormulas se puede observar la gran diferencia entre el comportamiento
con masa y sin masa, ya que en la ausencia esta, no hay un decaimiento exponencial con L sino

uno potencial con L3.

Finalmente se ha obtenido una férmula analitica para el comportamiento asintético cuando
L — o0, en funcién de los pardmetros de los que dependen las condiciones de contorno. En el
desarrollé de esta se ha observado dos comportamientos asintéticos diferenciados en funcién de

las condiciones de contorno
e ™ i tr(Uoy) #0

£~
e 2L i tr(Uoy) = 0.

(6.1)

Se ha comprobado que, efectivamente, la integracién numérica de un caso particular de cada
tipo de dependencia sigue el decaimiento predicho por esta férmula. Como se ha mencionado an-
teriormente, esta dependencia exponencial podria explicar porqué la validez de la aproximacién
de baja masa depende de L. También estd de acuerdo con los dos comportamientos diferenciados
que se habian observado para las distintas condiciones de contorno, ya que las de Dirichlet y

(e72mL en este

mL

Zaremba cumplen tr(Uoy) = 0 por lo que la importancia del factor exponencial
caso) es mayor que para las condiciones periddicas y anti-periddicas que decaen con e~

Todas estas predicciones que se han hecho a lo largo de este trabajo, se podrian usar para
compararlas con los resultados que se obtendrian mediantes simulaciones numéricas de la teoria
de Yang-Mills para distintas condiciones de contorno. Esto nos daria indicios de si esta teoria
también se puede aproximar por un campo escalar masivo en 3 + 1 dimensiones como en el
caso de 2 4+ 1. También nos permitiria estimar el valor de la masa de ese campo escalar, ya que
como se ha visto, la energia Casimir tiene una fuerte dependencia con esta y especialmente en

el régimen asintotico en L con la dependencia exponencial con la masa.
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