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Johdanto

Téssé tutkielmassa tutustutaan Fibonaccin lukuihin. Tarkoituksena on antaa
rekursiivinen maéaritelmé Fibonaccin luvuille ja tutkia niitd lukuteorian né-
kokulmasta. Lisaksi tutkitaan Fibonaccin lukujen yhteytta kultaiseen leik-
kaukseen ja Binet’n kaavaan. Tutkielman lopuksi todistetaan Zeckendorfin
lause.

1 Historiaa

Leonardo Pisano, joka tunnetaan paremmin nimelld Fibonacci, Oli Italia-
lainen matemaatikko ja yksi keskiajan merkittavimpid matemaatikoita. Han
sai matematiikan opetuksensa Algerian rantakaupungissa Bugiassa (nyky-
adn Béjaia) ja matkusti myohemmin Egyptiin, Kreikkaan, Sisiliaan ja Pro-
venceen. Palattuaan matkoiltaan takaisin syntymépaikkaansa Pisaan han jul-
kaisi vuonna 1202 kuuluisimman teoksensa Liber Abacin, jolla hdn tutustut-
ti koko Euroopan Hindu-Arabialaiseen lukujarjestelméén. Teoksessaan Fibo-
nacci opetti erilaisten esimerkkien avulla perusalgebraa ja geometriaa, ja mi-
ten naitd voitiin soveltaa kiytidnnon ongelmissa. Nykyaddn hénet tunnetaan
parhaiten hidnen mukaansa nimetyistd Fibonaccin luvuista, jotka saadaan
johdettua teoksessa kisitellystd kaniongelmasta. [4]

1.1 Kaniongelma

Yksi Liber Abacissa késitellyistd ongelmista liittyy kanien lisd&ntymiseen ide-
aalitilanteessa. Ongelma kuuluu seuraavasti:

Mies omistaa kaksi vastasyntynyttd kania, joista toinen on uros ja toinen on
naaras. Namé yhdessd muodostavat yhden kaniparin. Kaniparilla kesta&
vksi kuukausi kasvaa lisdantymisikaiseksi, minki jélkeen se synnyttda joka
kuukausi uuden kaniparin. Oletetaan, ettd yksikdan kani ei kuole vuoden
aikana. Kuinka monta kaniparia on yhteensd vuoden kuluttua?

Taulukossa 1 on kuvattu lisddntymisikdisten kaniparien, vastasyntyneiden
kaniparien ja kaikkien kaniparien lukuméardn kasvu vuoden aikana.

Jos kaniparit ovat syntyneet kuukaudella n, he kasvavat lisaantymisikéi-
siksi kuukaudella n + 1 ja synnyttavat jilkeldisia kuukaudesta n 4 2 alkaen.
Kuten taulukosta ndhdaén, niin kaniparien lukuméara halutulla kuukaudella
saadaan kahden aiempien kuukausien lukumééirien summana. Néin saadaan
muodostettua rekursioyhtalo

Kn+2 = Kn+1 + Kna



Taulukko 1: Kaniparien lisdééntyminen

Kuukausi | Vastasyntyneet | Lisddntymisikdiset | Yhteensa
1 1 0 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 2 3 5
6 3 5 8
7 5 8 13
8 8 13 21
9 13 21 34
10 21 34 55
11 34 55 89
12 55 89 144

jossa alkutermit ovat K7 = 1 ja Ky = 1. Taulukon perusteella kanipareja on
vuoden kuluttua yhteensa 144 kappaletta eli Ko = 144.

2 Maaritelma ja ominaisuuksia

2.1 Fibonaccin luvut

Aiemmin todettiin, ettd kaniparien lukuméard milld tahansa kuukaudella
vastaa kahden edeltdvin kuukauden kaniparien lukumé&irin summaa. Té-
mén perusteella saadaan muodostettua rekursiivinen méaritelmé Fibonaccin
luvuille.

Maaritelmd 2.1. Asettamalla alkuarvoiksi Fy = 0 ja F} = 1 saadaan re-

kursioyhtalon
Fn+2:Fn+Fn+1a n=>0

avulla muodostettua lukujono 0,1,1,2,3,5,8,13,21,---. Jonoa kutsutaan
Fibonaccin lukujonoksi ja sen yksittdisia lukuja kutsutaan Fibonaccin lu-
vukst.

Fibonaccin lukujonolle voidaan vaihtoehtoisesti asettaa alkuarvoiksi
F) =1 ja F, =1, jolloin rekursioyhtilé alkaa indeksistd n > 1. Eri alkuarvot
eivit ole ristiriidassa keskendin, silld F, = Fy + Fy = 0+ 1 = 1. Téssé
tutkielmassa lukujono on asetettu alkamaan luvusta Fy = 0.



2.2 Suhteelliset alkuluvut

Maaéritelmd 2.2. Lukuja m,n € Z>, kutsutaan suhteellisiksi alkuluvuiksz,
jos
syt(m,n) = 1.

Lause 2.3. Josn > 1, nun
syt(Fp, Fy1) =1
Todistus. [1,s. 286-287]. Olkoon d = syt(F,,, F,+1). Koska d | F,, ja d | F,41,
niin
d| Fhi1 — F,. Nyt
Fn+1:Fn71+Fn eli anlen+l_Fn-

Néin ollen d | F,,_y. Vastaavastid | Fj,— F,_1 = Fy,_o, d | Fy_3, d | Fy_4,- -,
kunnes lopulta padstaan tulokseen d | F; = 1. Néin ollen d = 1 eli

Syt(Fn, Fn+1> = 1.

2.3 Jaollisuusominaisuuksia

Todistetaan seuraavaksi Fibonaccin luvuille ominainen identiteetti, jota voi-
daan hyodyntdd my6hemmissa todistuksissa.

Lemma 2.4. Josm > 1 jan >0, niun
Fm+n =Fp b, + Fan+l-
Todistus. |2, s. 3-4]. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Nyt

Fm+0:Fm—lFO+FmF1
=Fn1-0+F,-1
=0+ F, = m+0

ja
Fop=Fp By + F By
= m—1'1+Fm'1:Fm+1-



Oletetaan ettd viite pitee aina, kun n =0,1,...,k — 1, k. Talloin
Foik=Fn b+ FoFep ja Faigey = FuoaFea + by
Lisdaamalla nama kaksi yhtaloa toisiinsa saadaan

Foir + Fogom1y = Fni Bl + F P + B By + F
=P b+ Fy by + Fpbpp + Fp by
= Fo1(Fp + Fro) + Fo(Frga + Fio).

Fibonaccin lukujen méaéritelmén nojalla saadaan
Foyrr) = Fno1bppr + FnFygo

eli viite pitee myos silloin, kun n = k + 1. Induktioperiaatteen nojalla véite
pitee aina, kun m > 1 jan > 0. O

Lause 2.5. Josm > 1, n >0 ja m | n, niin
F, | F..

Todistus. Oletuksen nojalla n = mk jollain k > 0. Todistetaan viite induk-
tiolla luvun £ suhteen. Nyt

Fo| Foo=Fo=0.
Oletetaan, ettd F), | Fux jollain luvun £ arvolla. Lemman 2.4 nojalla
Fm(k—H) = ka—l—m = Fop—1Fm + kaFm—H-

Koska Fy, | Fiui ja Fp, | F, niin Fy, | Fyy41). Induktioperiaatteen nojalla
Fp | F. 0

Korollaari 2.6. Jos m > 1, niin
Fo | Foon.

Esimerkki 2.7. Korollaarin 2.6 perusteella luku F3 = 2 jakaa luvut
Fy =0, F3, Fg =8, Fy = 34, F15 = 144, ---. Toisin sanoen ainakin joka
kolmas Fibonaccin luku on parillinen luku.

Lemma 2.8. Jos m = gn + r, niin

syt(Fon, F) = syt(F,, F,).



Todistus. |1, s. 289]. Lemman 2.4 perusteella
syt(F, Fr) = syt(Fontrs Fr) = syt(Fyno1 Fy + FnFrgn, F).
Korollaarin 2.5 perusteella F,, | F,, joten
syt(Fygn1Fy + FynFrin, F) = syt(Fyn1 Fr, F).

Ratkaistaan ensin d = syt(Fy,—1, F,,). Koska d | F,, ja F,, | F,, niin
d | Fy,. Néin ollen luku d on lukujen Fy, ja F,,_; yhteinen tekiji. Lauseen
2.3 perusteella d = 1 eli syt(Fi,—1, F,) = 1.
Oletetaan seuraavaksi, ettd syt(F,,_1F,, F,) = hy ja syt(F,, F,) = ho.
Talloin
hl =1- hl == (Fqn—laj + Fny)(Fqn—lFrxl + Fnyl)

- Fr(an_lxII + Fqn—anyxl) + Fn(-Fqn—lxyl + Fnyy1>a

jossa x,y,x1,y1 € Z. Tamén perusteella hy | hy. Vastaavasti

hy =1-hy = (Fp12 + Foy) (Fros + Foys)
- qn—lFr(xl'2> + Fn(Fqn—lny + Frny + Fnny),

missi o, Yo € Z. Néin ollen hy | hy. Taytyy siis pited, ettd hy = hy eli

syt(Fyn—1Fy, Fn) = syt(F,, ) = syt(Fon, F).

Lause 2.9.
Syt(Fma Fn) = Fsyt(m,n)-

Todistus. |1, s. 290]. Oletetaan, ettd m > n. Sovelletaan Eukleideen algorit-
mia luvuille m ja n, jolloin saadaan

m=aqn+r, O<ri<n
n = @or1 + 7o, 0<ry<mr
T1 = (Q3rg + T3, 0<7’3<T2
Tk—2 = QkTk—1 + Tk, 0<rp <rr

Tk—1 = @417k + 0
Téssé r, = syt(m, n). Lemman 2.8 nojalla

syt(Fm, ) = syt(Fr,, F) = syt(Fy, Fry) = ... = syt(Fr, Frply)-
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Koska 7, | rx—1, niin lauseen 2.5 nojalla F,, | F,, _,. Néin ollen

syt(Fp, Fr, ) = F,

. eli Syt(Fm, Fn) = Fsyt(m,n)-
Esimerkki 2.10. Syt(Flo, F15) = Fsyt(10,15) = F5 =35.

Esimerkki 2.11. Asettamalla n = m + 1 saadaan lauseessa 2.3 todistettu
erikoistapaus

Syt(Fma Fm+1) = Fsyt(m,erl) =F =1
Korollaari 2.12. m | n jos ja vain jos F,, | F,, kaikilla m # 2.

Todistus. Lauseessa 2.5 on jo todistettu, etta F, | F, aina, kun m | n. Riittaa
siis todistaa, ettd m | n aina, kun F,,, | F, ja m # 2.

Oletetaan, ettd F,, | F,,m # 2. Télloin syt(F,,, F,,) = F,,. Lauseen 2.9
mukaan syt(F,, F,) = Fyytmn), joten m = syt(m,n). Nain ollen m | n. O

Tapaus m = 2 suljetaan pois sen vuoksi, ettd F, = 1 | F; = 1, mutta
24 1.

Esimerkki 2.13. Todista, ettd 3 | F), jos, ja vain jos 4 | n.

Todistus. Oletetaan, ettd 3 | F,. Koska F, = 3, niin Fy | F,. Néin ollen
korollaarin 2.12 perusteella 4 | n.

Oletetaan, ettd 4 | n. Talloin n = 4k, k > 0 eli F,, = Fj. Korollaarin 2.6
perusteella Fy | Fy;. Edelleen Fy = 3, joten 3 | F,. O

2.4 Alkuluvut

Maaritelma 2.14. Fibonaccin lukuja, jotka ovat myos alkulukuja, kutsu-
taan Fibonaccin alkuluvuiksi.

Ensimmaiset Fibonaccin alkuluvut ovat
1!713:27 F4:3, F5:5, F7:13, Fll :89, F13:233,"' .

Ei tiedetd, onko Fibonaccin alukulukuja daretén médra. Seuraava lause kui-
tenkin helpottaa Fibonaccin alkulukujen etsimista.

Lause 2.15. Jos n > 4 on yhdistetty luku, niin F,, > 3 on yhdistetty luku.



Todistus. Oletuksen perusteella m | n jollain 2 < m < n. Korollaarin 2.12
perusteella F,,, | F,, jollain F, =1 < F,,, < F,, eli F, on yhdistetty luku. [

Fibonaccin luvut voivat siis olla alkulukuja vain silloin, kun niiden indek-
sit ovat alkulukuja, lukuunottamatta poikkeuksia F», = 1 ja F, = 3. Alkulu-
kua vastaava Fibonaccin luku ei valttadméatta ole alkuluku, koska esimerkiksi
Flg = 4181 = 37 - 113 ei ole alkuluku.

3 Kultainen leikkaus ja Binet’n kaava

3.1 Kultainen leikkaus

Oletetaan ettéd jana on jaettu kahteen osaan siten, ettd pidemmaén osan suhde
lyhyempéaan osaan vastaa koko janan suhdetta pidempédin osaan. Merkitdin
pidemmaén osan pitudeksi a ja lyhyemman osan pituudeksi b. Téll6in

a a+b b

- = =14+ -.

b a a
Kéytetaan merkintdd x = a/b, jolloin 1/x = b/a. T&lloin yhtdlé saadaan
muotoon

1 1
r=14+—- ei z—1—-—-=0
x x

Kertomalla yhtilo luvulla x saadaan 2. asteen yhtilo

-2 —1=0,

jonka juuret ovat

Ty B TT T
Néin ollen
a a+ b 1+ V5
b a2
Maaritelma 3.1. Lukua ¢ = %5 kutsutaan kultaiseks: leikkaukseksi.
Huomautus 3.2. Yhtilén 22 — 2 — 1 = 0 toinen juuri z = %5 saadaan

muokattua muotoon
1—\/3_2—1—\/5_1 1+v5
2 2 T2

Kiaytetadn jatkossa tésté juuresta merkintid ¢ = 1—¢. Kultaisen leikkauksen
desimaaliarvo on

I—o

o =1,618033...
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jolloin vastaavasti
¢ =—0,618033...

Lisdksi luvuille ¢ ja ¢ pétevit seuraavat laskusadnnot:
pto=e+(l—-9p) =1,

o b 1+v5 1-v5 1—1+2¢5:\/5’
2 2 2
C14+VE 1=vB 12— F 4
L
Tutkitaan seuraavaksi perdkkiisten Fibonaccin lukujen suhdetta. Alla
olevaan taulukkoon 2 on listattu naitd suhteita ensimmaisille 12 Fibonaccin
luvulle. Taulukosta ndhdaén, ettd perdkkiisten Fibonaccin lukujen suhde l4-
hestyy lukua 1,618033... = ¢, kun indeksi n kasvaa rajatta. Néin ollaan
l6ydetty Fibonaccin lukujen ja kultaisen leikkauksen vilinen yhteys.

—1.

Taulukko 2: Perdkkaisten Fibonaccin lukujen suhde

n | Fny1/F, | Desimaaliarvo
1] 11 |1

2| 2/1 |2

3| 32 |15

4 5/3 1, 666666 . ..
51 85 | 1,6

6 13/8 1,625

7 21/13 1,615384. ..
8 34/21 1,619047...
9 55/34 | 1,617647...
10| 89/55 | 1,618181...
11| 144/89 | 1,617977...
12 | 233/144 | 1,618055...

Lause 3.3.
Fn+1

n—oo [,

I
©



Todistus. |2, s. 7-8|. Todistetaan ensin, ettd lukujono x,, = %, n=12,...

suppenee. Nyt F,., = F,, + F,,_1. jaetaan yhtalo molemmin puolin luvulla
F,, jolloin saadaan

Fn+1 Fn—l 1
n = =1 =1
! Fn * Fn * Tp—1
Koska F,_ 1 < F,, < F, 11 kaikilla n > 1, niin
Fn+1 Fn—l
1< =1 <1+1=2
< TSl

eli lukujono z,, on sekd ylhaalta ettd alhaalta rajoitettu.
Todistetaan tédssa vaiheessa, ettd osajono xs, on aidosti viheneva lukujo-
no ja osajono xs,_; on aidosti kasvava lukujono. Taulukon 2 perusteella

$1:1<$3:3/2 ja $2:2>$4:5/3.

Oletetaan, ettd xop > Top o ja Tor_1 < Togsq jollain k£ > 1. Nyt

1 1 1
2k+2 Lo 1 é 1 + x2i+2 2k+4
ja
1 1 1
l‘2k+1:1+$—2k:1+1_i_—1<1+1—1:l‘2k+3.
Tok—1 T2k+1

Induktioperiaatteen nojalla osajono s, on aidosti vihenevi ja osajono g, 1
on aidosti kasvava. Lisdksi molemmat lukujonot ovat sekd ylhaalta ettd al-
haalta rajoitettuja, joten ne suppenevat.

Olkoot lim,, o T2, = a ja lim, o T2,_1 = b. Nyt

. 1 1
lmzy, =1+ —————=14+-=u0a
n—00 lim,, o0 T2p—1 b
ja
1 1
lim z9,_1=1+ ————— =1+ —=0.
n—00 hmnﬁoo Ton—2 a
Talléin

ab=b+1=a+1=a=0b.

Lukujonot s, ja x2,_1 suppenevat siis kohti samaa lukua. N&in ollen
1 <29, 1 <a<xy, <2. Nyt 9,1 < x,, < 9, eli lukujono z,, suppenee
myo6s kohti lukua a. Lukujonon z,, raja-arvolle saadaan ehto

F, .
o 1+ lim

" n—oo [,

n—1

lim z, = lim
n—oo n—oo

10



1
2a=14-=dad>—-a—-1=0.
a

Koska luku ¢ on yhtilén a* — a — 1 = 0 positiivinen ratkaisu, niin

Fy
a=¢p el nlggo H:c,o

]

Esimerkki 3.4. Autonkuljettaja on kulkenut autollaan 89 mailia. Han tie-
tad, ettd yksi maili vastaa suunnilleen 1,609 kilometria. Miten hén voi hel-
posti arvioida, kuinka monta kilometrid hén on kulkenut?

Ratkaisu. Koska lim,,_,., = ;:1 =@ =1,618..., niin voidaan arvioida, ettd
E
"ty o~ 1 mi
F,

eli
F, mi ~ F,,; km.

Koska 89 = F11 ja 144 = F127 niin
89 mi = FH mi ~ F12 km = 144 km.

Autonkuljettaja voi siis muuttaa Fibonaccin lukuja maileista kilometreiksi,
jos hén tietdd Fibonaccin lukujen yhteyden kultaiseen leikkaukseen.

3.2 Binet’n kaava

Vuonna 1843 ranskalainen matemaatikko Jacques Philippe Marie Binet 16ysi
kaavan, jolla pystyttiin méarittdméain Fibonaccin lukuja kiyttamalla hyo-
dyksi yhtdlon 22 — 2 — 1 = 0 juuria. Kyseinen kaava nimettiin hinen mu-
kaansa siitd huolimatta, etti toinen ranskalainen matemaatikko Abraham De
Moivre oli jo 16ytényt sen vuosisataa aiemmin. [5]

Lause 3.5 (Binet’'n kaava).

_ P9
p—9
Todistus. [1, s. 296]. Riittaa osoittaa, etté kaava toteuttaa Fibonaccin luku-

jen rekursiivisen méaritelmén. Muodostetaan ensin kaavalle rekursioyhtilo.
Koska luvut ¢ ja ¢ ovat yhtilon 22 — 2 — 1 = 0 juuria, niin

Fy

pP=p+1 ja ¢ =¢+1
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Kerrotaan vasen yhtilo luvulla ¢" ja oikea yhtalo luvulla ¢”, jolloin
(pn+2 — (,On+1 4 SOn ja ¢n+2 — ¢n+1 4 ¢n
Vihentdmalld yhtalot toisistaan saadaan muodostettua yhtilo
S071—&-2 o ¢n+2 — SOn—i-l + SOn o ¢n+l - ¢n
— QDn—H . ¢n+1 + SDn . ¢n
Jakamalla yhtalo luvulla ¢ — ¢ saadaan

g071—&—2 _ ¢n+2 _ gDn—l—l _ (bn-i-l N (pn _ ¢n
=9 =9 =9

Kaytetddn merkintaa H, = W;:ﬁn, jolloin yhtélo saadaan muotoon

Hn+2 = Hn+1 + Hn7 n > 0.

Néin ollaan muodostettu Binet'n kaavalle rekursioyhtélo, joka muistuttaa
Fibonaccin lukujen rekursioyhtaloa. Lisdksi

_gpo—qﬁo_ 1-1 B 0
=90 =9 p—0¢

H() =0= F()

ja

_9' -9 _p—9 _
p—0  9=0¢

joten rekursioyhtalolla H, .o = H,.; + H, muodostettu lukujono on Fibo-

naccin lukujono. Niin ollen

H,

H,=F, = u
p—¢
m
4 Zeckendorfin lause
Maaritelma 4.1. Olkoon m € Z~o. Summaa,
n:ZFki =Ly + Fhy + - + F,,
i=1
missd k; > 2 ja ki — k; > 2 kaikilla ¢ = 1,2,...,m, kutsutaan luvun n

Zeckendorfin esitykseksi.

12



Zeckendorfin lauseen mukaan jokaiselle positiiviselle kokonaisuluvulle on
olemassa yksikésitteinen Zeckendorfin esitys, toisin sanoen jokainen positii-
vinen kokonaisluku voidaan yksikésitteisesti esittdd yhden tai useamman ei-
perdkkiisen Fibonaccin luvun summana. Todistetaan seuraavaksi muutama
lemma, joita tarvitaan Zeckendorfin lauseen todistamiseen.

Lemma 4.2.
F1—|—F3+F5—|—...+F2n_1 :an.

Todistus. Koska F, o = F,11 + F},, niin
Fi4+F+Fs+...4 Foyy

:1+(F4—F2)+(F6—F4)++<F2n—F2n,2)
:1—1+F4—F4+F6—F6+...+F2n_2—FQn_2+F2n

=Fy,.
O
Lemma 4.3.
B+Fy+Fe+ ...+ Fyy=Fo 01— 1
Todistus. Nyt
EB+Fy+Fe+ ...+ Fy,
=(F3—F)+ (F5 — F5) + (Fr — F5) + ... + (Fang1 — Fona)
=—1+F—-—F+F—-F+F—F+.. +Fy 1 — Foyp+ Fona
=F51 — 1.
O
Lemma 4.4. Josn > 2, nun
Fop > n.
Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Nyt
F3=2>2 ja Fy=32>3.
Oletetaan, ettda Fy, > k — 1 ja Fj1 > k jollain £ > 2. Nyt
Frpo=Fenm+E>k+k—-1>k+2-1=k+1.
Induktioperiaatteen nojalla F, ., > n kaikilla n > 2. O
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Lause 4.5 (Zeckendorfin lause). Kaikille n € Z~o on olemassa yksikdsittei-
nen Zeckendorfin esitys.

Todistus. |3]. Olkoon R(n) Zeckendorfin esitysten lukuméérd luvulle n ja
todistetaan ettd R(n) = 1. Nyt

=1

missd k; > 2 ja ki1 — k; > 2 kaikilla ¢ = 1,2,--- ,m. Koska 1 = F3, niin
R(1) = 1. Nyt
n—lZ(Fk1—1)+Fk2++Fk

m *

Lemmojen 4.2 ja 4.3 perusteella

F,—1=0, jos k1 = 2,
Fo, —1=¢Fs+F5+...+ Fi,—1, jos ky > 2 on parillinen,
Fy+Fy+ ...+ Fy,—1, jos kg > 2 on pariton.

Néin ollen luvulle n — 1 saadaan Zeckendorfin esityksiksi

sz—f—Fkg—f—...—l—ka, jOS k’1:2,
n—1=<qFs+F+...+Fy1+Fy,+...+F,, josk; > 2on parillinen,
E+Fi+. . +Fy 1+ Fe,+...+ Fy,,, jos k; > 2 on pariton.

Voidaan siis arvioida, etta
R(n) < R(n—1), kun n>2.
Koska F,,11 > n ja R(F,+1) > 1 kaikilla n > 2, niin
1< R(Fo1)<...<Rn)<...<R(2)<R(1)=1.
O

Seuraavassa esimerkissi kiiydadn lapi, miten positiivisille kokonaisluvuille
voidaan muodostaa Zeckendorfin esityksia.

Esimerkki 4.6. Maaritd luvun 120 Zeckendorfin esitys.

Ratkaisu. Etsitddn ensin suurin Fibonaccin luku, joka on pienempi kuin 120.
Nyt
89 = F11 < 120 ja 144 = Fi5 > 120
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eli F1; on etsimamme luku. Talloin
120 — 89 = 31.

Etsitdén seuraavaksi suurin Fibonaccin luku, joka on pienempi kuin 31. Téassa
tapauksessa 21 = Fg < 31 on etsimdmme luku ja

31 —21 =10.
Jatketaan néin kunnes erotukseksi saadaan nolla. Téssé tapauksessa
10-8=10—Fs=2 ja 2—-2=2—-F3=0.
Luvun 120 Zeckendorfin esitys on

120 =89 4+ 21 + 8 +2 = Fy, + Fy + Fy + Fy.

Yleisesti kokonaisluvulle n voidaan etsid Zeckendorfin esitys seuraavalla
algoritmilla:

nIFkl—i—Tl Fk1<n<Fk1+1
T1:Fk2—|—’l“2 Fk2<T1<Fk2+1
Tm72 = ka,—l + rmfl ka,—l < frmfl < Fkvn—l“l’l
T'm—1 = ka + O

Talloin n = Fy, + Fy, + -+ -+ Fy,, | + Fk,,. Ylla oleva algoritmi on variaatio
ahneesta algoritmista, jossa ideana on ratkaista optimointiongelma tekeméalld
joka vaiheessa silld hetkelld optimaalinen paatos.

Esimerkki 4.7. Autonkuljettaja on nyt kulkenut autollaan yhteensa 189
mailia. Kuinka monta kilometrid hin on suunnilleen kulkenut?

Ratkaisu. Etsitdan ensin luvun 189 Zeckendorfin esitys. Kédytetddn ahnetta
algoritmia, jolloin saadaan

180 = Fyp + 45 = 144 + 45 Fip < 189 < Fi3 = 233
45 = Fy + 11 =34 + 11 Fy < 45 < Fyy = 55
11=F;+3=8+3 Fs <11 < Fr =13
3=F,+0.
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Néin ollen Luvun 189 Zeckendorfin esitys on
189 =144+ 34+ 843 = Fio + Fo + Fs + Fy.
Esimerkissa 3.4 tehtiin arvio, etti
F, mi~ F,,; km.
Voidaan siis arvioida, etta

189 mi = <F12 + Fg -+ FG + F4) mi ~ (F13 —+ F10 —+ F7 -+ F5) km
= (233 + 55+ 13 +5) km
= 306 km.

Autonkuljettaja voi siis muuttaa minkd tahansa positiivisen kokonaisluvun
maileista kilometreiksi, jos hin osaa muodostaa niille Zeckendorfin esityksié.
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