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Johdanto

Matematiikkaa on kaikkialla. Niin kasvien lehdet, ihmiskeho kuin auton moottoritkin
noudattavat matemaattisia lainalaisuuksia. Eri koulutusasteilla opiskelijoiden suusta
kuulee silti joskus kysymyksen: “Tarvitsenko matematiikkaa mihinkdan?” Tallainen
ajatusmaailma tuo hyvin ilmi matematiikkaan ja sen opettamiseen liittyvan haasteen:
Miten matematiikan opiskelusta saadaan mielekéstd ja motivoivaa? Miten saada opis-
kelijat ymmartamaan matemaattisten asioiden merkitys ilman, etté siitd tulee vain tek-
nistd suorittamista? Edelld esitettyihin ajatuksiin ldhdetddn etsiméén joitakin ratkaisuja
taméan tyon avulla.

Téama Pro gradu -tutkielma on osa Avoin oppikirja -hanketta, jonka tarkoituksena on
luoda ilmaisia opetusmateriaaleja lukio-opetukseen uusinta opintosuunnitelmaa nou-
dattaen. Tutkielmani késittelee kurssia Derivaatta, ja se sisdltda kirjasta osiot “Derivaat-
ta funktiona, sinin ja kosinin derivaatat”, “Summan derivaatta, monotonisuus” seka
“Sovelluksia trigonometristen funktioiden derivaattaan, dariarvot”.

1 Oppikirjan tavoitteet

1.1 Yleiset tavoitteet

Matemaattisten tietojen ja taitojen oppiminen on vahvasti yhteydessa pedagogisiin tai-
toihin, siihen kuinka opettaja opettaa opetettavan asian [6]. Verhoef, Tall, Coender ja
van Smaalen tekivat tutkimuksessaan [29] tyotd hahmottaakseen matematiikan opet-
tamiseen ja oppimiseen liittyvid haasteita. Tutkimuksessa havaittiin, ettd opettajilla on
tapana opettaa pitkddn samalla totutulla tavalla, yleensa siten, miten heitd itseddn on
opetettu. Tdama havainto on jatkuvasti muuttuvan opetussuunnitelman ja nuorten tar-
peitten kannalta huolestuttavaa, silld opettajan tulisi olla valmis mukautumaan opis-
kelijoiden tarpeisiin ja uudistuvaan opetussuunnitelmaan. Tutkimuksessa havaittiin
lisdksi useiden opettajien opetusmetodien olevan sellaisia, ettd ne 1dhinnad valmistavat
opiskelijaa pddsemddn tenteistd ldpi, sen sijaan ettd rakennettaisiin opiskelijan oppi-
mista ymmartdminen edelld. [29]

Tama tutkielma pyrkii puolestaan edistiméén toisenlaista ajatusmaailmaa. Tehtavit
perustuvat muun muassa Boudin ja Feletin [5] kuvailemaan ajatusmalliin ongelmal&h-
toisestd oppimisesta (engl. problem-based learning, PBL), jossa matemaattisten asioiden
ymmartaminen opiskelijalle suunnattujen pohdintatehtdvien ja tarkkaan valittujen ky-
symysten avulla on etulinjassa. Samalla pyritdidn muokkaamaan opettajien asenteita
siten, ettd he olisivat valmiita muuttamaan opetustyylejddn ja seuraamaan tarkkaan
opetussuunnitelman raameja (opetussuunnitelman tavoitteisiin palataan kappaleessa
1.2). Tamé&n kaiken tavoitteena on kehittda opettajan ja opiskelijan myonteistd asennetta
matematiikkaa ja sen opiskelua kohtaan.

Miksi asenteella ja sen kehittymiselld on merkitystd? Opiskelija tarvitsee myonteisen
perusasenteen ollakseen valmis korkeakouluun [30]. Tdhédn liittyy olennaisesti yksi
tarkeimmistd lukion-opetuksen tehtdvistd: Lukio-opetuksen tulee antaa opiskeluval-

3



miudet korkeakouluopiskeluun (Lukiolaki 2018/714) [17]. Lukion vastuu onkin suuri,
jotta taman lain pykéladt saadaan taytettya.

Miten lukiolaisia saadaan motivoitua ja valmistettua kohti korkeakouluja? Aiemmin
mainittu tutkimus [29] esitti tdhdn kysymykseen joitakin ajatuksia. Ensinnékin siind ha-
vaittiin opiskelijoita tarkkailemalla, kuinka suuri on kysymysten esittimisen tiarkeys.
Siten saadaan opiskelijoita aktivoitua ja kdynnistettyd heiddn oma ajatusprosessinsa ai-
heesta. Samalla késiteltdva aihe jad paremmin mieleen. Toiseksi, opetusjarjestykselld on
valid. Kun edetddn havainnollistavasta esitystavasta kohti yleistd méaaritelmad, raken-
tuu opiskelijalle mielikuva asiasta ensin, minkd jdlkeen esitettdva kenties vaikeampikin
matemaattinen kaava saattaa tuntua mielekkdammin lahestyttavalta. Kolmanneksi ha-
vaittiin, ettd perinteisen oppikirjan orjallisen seuraamisen sijasta on tarkeda kiinnittaa
huomiota opiskelijan ajatusprosesseihin. [29]

Edelld esitettyjen huomioiden valossa tdiman tutkielman kirjaosuus siséltdaa ensiksikin
paljon havainnollistavia ja pohdintaa aikaansaavia kysymyksid, kuten tehtdvissd A.7,
B.1, B.5, 9 jne. Toiseksi uudet opittavat asiat pyritddn aina ensin tarkastelemaan havain-
nollisesti, ennen kuin edetdian tismalliseen lauseeseen tai maaritelmaan: A.2 + A.5; B.2
+ B.3; C.2 + C.3 jne. Kolmanneksi jokaisessa tehtdvdssd opiskelijan ajatusprosessiin
kiinnitetdan huomiota sen sijaan, ettd tehtdvét olisivat pelkkda teknistd suorittamis-
ta. Tehtdvissd hyodynnetyt ajatusmallit tukeutuvat oman ideoinnin lisdksi vahvasti
tutkimustyhon, jota on tehty matematiikan oppimisen parissa.

1.2 Lukion opetussuunnitelma 2019

Uusista lukion opetussuunnitelman perusteista [19] péétettiin loppuvuodesta 2019, ja
ne astuvat voimaan 1.8.2021 alkaen. Yksi merkittdvistd uudistuksista on eri kurssien
véliset painotukset: Osa uusista pitkdn matematiikan kursseista on laajuudeltaan 3
opintopistettd ja osa vain 2. Lisdksi monia opiskeltavia sisdltojd siirrettiin kurssien
valilld toisten opintokokonaisuuksien alle, ja samalla eri aihepiireihin kaytettavat
opiskeluajat kokivat lievid muutoksia. Tdtd tutkielmaa koskevan kurssin MAA6
Derivaatta (3 op) opetussuunnitelmassa asetetuista tavoitteista ne, jotka koskevat
erityisesti kirjan tdtd osaa ovat seuraavat:

Opiskelija...
e ..tutustuu ilmididen matemaattisten mallien kdyttdytymiseen derivaatan avulla.
e ..ymmartdd derivaatan tulkinnan funktion muutosnopeutena.

o ..kykenee médrittdméaan yksinkertaisten funktioiden derivaatat.

e ..osaa kdyttdd ohjelmistoja raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan tutkimisessa
sovellusten yhteydessa.

Lisdksi matematiikan lukio-opetukseen on asetettu yleisid tavoitteita, joista tdhan
kirjan osaan soveltuvat seuraavat tavoitteet:

Matematiikan opetuksen yleisend tavoitteena on, ettd opiskeljja...
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¢ ..saa myOnteisid oppimiskokemuksia, tottuu pitkdjanteiseen tyoskentelyyn ja op-
pii luottamaan omiin matemaattisiin kykyihinsd, taitoihinsa ja ajatteluunsa.

e ..kykenee seuraamaan matemaattista esitystd, lukemaan matemaattista tekstid,
keskustelemaan matematiikasta, perustelemaan vdiitteitd ja arvioimaan eri muo-
doissa tarjottua informaatiota.

e ..rohkaistuu myds kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan sekd ongelmien ratkaisu-
jen keksimiseen ja selkeddn esittdmiseen.

e ..osaa kayttda tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmid, ohjelmistoja ja
tietoldhteitd sekd ymmartas, ettei ohjelmiston tuottama tulos yksindén riitd osoit-
tamaan, todistamaan tai perustelemaan vaiitetta.

Kirjaosassa jokaista edelld esitettya tavoitetta pyritddn edistimddn muun muassa poh-
dintatehtdvien, esimerkkien ja opettajan oppaaseen lisdttyjen asiaa valottavien selitys-
tenavulla. Sithen, kuinka ohjelmistoja kdytetddn oppimisen apuna, palataan tarkemmin
perusteluosassa luvussa 2.

Matematiikan tutkimus edistyy vuosi vuodelta samalla kun maailma ja opiskelumaa-
ilma kokevat muutoksia. Sen vuoksi opintosuunnitelmat uudistuvat jatkuvasti. Opsin
tavoitteena ja samalla haasteena onkin asettaa oppimiselle olosuhteet, joissa kognitii-
vinen kasvaminen on mahdollista ja jotka johtavat mielekkddseen ja matemaattises-
ti merkitykselliseen ajattelun kehittymiseen [25]. Opettajien tehtdvand puolestaan on
noudattaa ajantasaista opetussuunnitelmaa, mihin tdima tutkielma osaltaan pyrkii an-
tamaan avaimia.

1.3 Habits of mind

Aiemmissa kappaleissa esitettyjen tavoitteiden lisdksi kirjaa tydstdvan ryhmén kans-
sa sovittiin yhteisistd tavoitteista, joiden pohjalta ldhdimme tydstdaméaan kirjaa. Valin-
tamme perustuivat artikkeliin: Habits of mind: An organizing Principle for Mathematics
Curricula [8], joka esittelee joukon ajatusmalleja, joita opiskelijoiden tulisi hyodyntda
heiddn oppimisprosesseissaan. Artikkelissa vedotaan akateemisen koulutuksen kay-
neitd opettajia auttamaan opiskelijoitaan kehittimaan taitojaan sidnnonmukaisuuksien
etsijoini, kokeilijoina, kuvailijoina, nikkareina, keksijoini, visualisoijina, otaksujina ja arvaa-
jina. Ndistd ryhmadmme kanssa yhdessa sovitut télle tyolle asetetut “Habits of mind”
-tavoitteet olivat:

o Kokeileminen

Kokeilemisessa on kyse siitd, ettd matemaattisen haasteen eteen tullessa opiskelija pyr-
kii etsimédan ratkaisua testaamalla eri vaihtoehtoja. Tavoitteena ei kuitenkaan ole, ettd
jokainen vaihtoehto tulisi kokeilla ldpi, vaan ettd kokeilun lomassa haasteen mate-
maattinen luonne vihitellen selkeytyy, ja siten pddstidan nopeammin ratkaisuun. Li-
siksi etsittdessd esimerkiksi jotakin tiettyd kuvaukseen sopivaa parametria, saadaan
kokeilemisen avulla samalla vastauksia myos sithen, mitd seuraa, jos parametri saa
joitakin muita arvoja.



Téassd tydssd muun muassa useasti kokeillaan GeoGebralla, miten graafin kuvaaja
muuttuu, kun muuttujan arvoa muutetaan. Kokeilemisella pyritddn myos saamaan
onnistumisen tunteita onnistuneen kokeilun péaitteeksi opiskelijalle, kuitenkaan sita
unohtamatta, ettd kokeilemisen lisdksi patevddan matemaattiseen perusteluun tarvitaan
myo6s muita keinoja.

Viittauksia kirjaosan materiaaleihin, joissa hyddynnetdan kyseistd Habits of mind -
tavoitetta: B.2, B.5, C.6.

e Kuvaileminen

Kyky kuvailla asioita on tdrked taito, jota pyritddn kehittiméaén jokaisella koulutusas-
teella. Artikkelissa [8] on lueteltu neljda kuvailemisen muotoa, joita opiskelijan kannat-
taisi hyodyntdd opinnoissaan. Ensiksi on mainittu matemaattisen prosessin vaiheiden
kuvailu, mihin sisdltyy muun muassa laskutehtdvien tai todistusten vaiheiden sanalli-
nen kuvaaminen. Toisena mainitaan ilmididen kuvaileminen matemaattisella kielells,
kolmantena kuvailun taidot matemaattista vaittelyd kdytdessd ja neljintend omien aja-
tusten kuvaileminen kirjoitusmuodossa. [8]

Lahes jokaiseen pohdintatehtdvéddn on pyritty sisédllyttimaan kysymyksid, joissa keho-
tetaan pohtimaan opeteltavaa asiaa sekd sanallisesti ettd kirjallisesti kuvailun keinoin,
minka lisdksi muun muassa matemaattisen todistuksen sanallista kuvausta pohditaan
yhdistelytehtdvan muodossa tehtdavassa A.6.

Viittauksia kirjaosan materiaaleihin, joissa hyodynnetddn kyseistd Habits of mind -
tavoitetta: A.1, A2, A.6,5,B.2,B5,9,C.6,C.S8, 13.

e Visualisoiminen

Matematiikan oppimisessa sanonta ”"Yksi kuva kertoo enemmain kuin tuhat sanaa”
pitda totisesti paikkansa. Visualisoiminen onkin yksi tarkeimmistd oppimisen keinoista
lahes jokaisella matematiikan aihealueella, derivaatta mukaan lukien.

Visualisaation luomiseksi on kaytetty erityisesti GeoGebra -sovellusta, jonka kaytto-
mahdollisuuksista ja monimuotoisuudesta kerrotaan tarkemmin luvussa 2. Kuvien
lisdksi kirjaosassa on runsaasti linkkeja GeoGebra-tiedostoihin, joiden avulla opiskeli-
ja pystyy interaktiivisesti muuttamaan muun muassa muuttujien arvoja ja tutkimaan
matemaattisia ongelmia.

Viittauksia kirjaosan materiaaleihin, joissa hyddynnetdan kyseistda Habits of mind -
tavoitetta: A.1, A2, A.6, A7, 1, B2, B4, B5, B8, 6,8 C1,C2, Co, C7 CS, 11, 12,
13.

1.4 Tehtavityypit

Derivaatta -kurssin materiaalia tekevan ryhmén kanssa sovittiin lisdksi tehtavatyypeis-
td, joita hydodynnetddn materiaalin pohdinnoissa ja tehtdvissd. Valinnat perustuivat M.
Swanin artikkeliin Collaborative Learning in Mathematics [24]. Valitsimme artikkelista
seuraavanlaisia tehtavatyyppeja:



e Eri esitystapojen yhdistaiminen/vertailu (tehtavatyyppi 2)

Matemaattisia malleja voidaan esittdd useilla eri tavoilla: sanallisesti, diagrammeilla,
symboleilla, graafeillaja monella muulla tavoin. Useat esitystavat aktivoivat opiskelijan
ajatusmaailmaa ja tehostavat oppimista ja sen syvyytta.

Tata tehtavatyyppid on hyddynnetty muun muassa seuraavissa tehtdvissa: A.6, B.4,
B.8, 6,8, C.2.

e Matemaattisten viitteiden analysoiminen (tehtavatyyppi 3)

Yksi tehokas oppimisen keino on pohtia jonkin viitteen paikkansapitdvyytta. Onko
jokin véite kenties aina, joskus vai ei koskaan totta? Opettajan tehtdvidnd on pienilld
vihjeilld edistdd ajatusprosessia ja vaikkapa vastaesimerkkien avulla kannustaa opis-
kelijaa pohtimaan kysymyksid syvallisemmin.

Tatd tehtavatyyppid on hydodynnetty muun muassa seuraavissa tehtdvissa: 1, 10, 12.
e Pddttelyn ja ratkaisujen analysointi (tehtavatyyppi 5)

Virheista oppii, myos toisten virheistd. Onkin hedelmallistd tutkia matemaattisen haas-
teen eteen tullessa muiden opiskelijoiden ratkaisumetodeita ja mahdollisen vaaran lop-
putuloksen tullessa pohtia, missd kohtaa mentiin sivupoluille. Toisaalta oikea ratkai-
sukin voidaan usein esittdd monella eri tavalla, ja usean ratkaisuvaihtoehdon analysoi-
minen on opiskelijalle varmasti silmid avaavaa.

Tatd tehtavatyyppid on hydodynnetty muun muassa seuraavissa tehtdvissa: 2, 9.

2 Perusteluosa

2.1 Tunti 1: Derivaatta funktiona: sinin ja kosinin derivaatat

Yhteiskunta tulee koko ajan enemmaén ja enemman riippuvaiseksi teknologiasta, mi-
kd luo opetukseen useita uusia ulottuvuuksia. Uudet tyokalut oikein ja tehokkaasti
kaytettynd voivat havainnollistaa tutkittavia matemaattisia asioita aivan uusista nako-
kulmista.

Alankomaissa tehtiin eri kouluissa toimivien opettajien yhteistyotutkimus [28], jossa
tutkittiin toisen asteen koulutukseen osallistuvien ymmarrystd derivaatan kasitteesta.
Tarkednd tyokaluna opettajat kdyttivat GeoGebraa, joka on hyvin matematiikan opet-
tamiseen ja oppimiseen soveltuva ilmaiseksi saatavilla oleva sovellus, jota voi hyo-
dyntdd muun muassa geometristen ja algebrallisten tehtdvien havainnollistamisessa
[13]. Tutkimuksessa opettajat valmistivat tuntejaan tietyn kaavan mukaan suunnitel-
len opetukseen GeoGebra-tehtdvid. Tulosten saamiseksi opiskelijoiden reaktioita, ku-
ten vierustovereiden kanssa kdytyjad keskusteluja ja hammennyksen hetkid, tarkkailtiin,
minka lisdksi opettajien omaa kehittymistéd projektin aikana analysoitiin haastattelujen
ja ryhmétapaamisten avulla. Tutkimuksessa kévi ilmi opiskelijoiden aktiivisen roolin
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tarkeys sen sijaan, ettd opettaja olisi koko ajan vain ddnessd. Lisdksi tehtiin huomioita
kasitteellisen ymmarryksen merkityksestd pelkkien kaavojen kadyttdmisen sijaan. Ky-
symysten roolia tuotiin esille siltd kannalta, ettd jokaisella kysymykselld tulisi olla jokin
tarkoitus, joka kehittdd ajatusketjuja eteenpdin. [28]

Tutkimuksen [28] huomiot heijastuvat tdssa tutkielmassa opiskelijoita aktivoivina teh-
tavind, kuten A.2 ja A.7, joissa opiskelijan rooli on avainasemassa opettajan dominoi-
van aseman sijaan. Kasitteellistd ymmarrystd pyritadan kehittdmaan siten, ettd kaavo-
jen taustalle muodostetaan ensin havainnollisuutta, jotta opiskelija ymmartaa, mista
asiasta on kdytdnnon ja késitteen tasolla kysymys (esim. tehtavad A.7).

Tehtdva A.1 ldhtee liikkeelle siitd, mihin edellisessd kirjan osassa on jadty. Mistd deri-
vaatassa ja raja-arvossa on oikeastaan kysymys? Derivaatan ymmartdmisen ytimessa
on ajatus siitd, ettd kun zoomaa kuvaajaa ddrettoman ldhelle kohti tutkittavaa pistet-
td, funktion (oletus: kyseisessd pisteessd derivoituva) kuvaaja ndyttad suoralta viivalta
[29]. Edellisessd kappaleessa esitellyssd tutkimuksessa [28] havaittiin opiskelijoiden
keskuudessa syvillisen ymmartamisen hetkid, kun opettaja vertasi derivaattaa maa-
pallon pintaan. Tdmé&n ajatuksen pohjalle perustuu tehtdva A.1, jossa maapallon pinta
edustaa funktion kdyrada ja pitkd taipumaton lauta sen pisteittdistd derivaattaa.

Funktion kasitteen on useasti havaittu aiheuttavan monille opiskelijoille vaikeuksia [3]
[20]. Tamé&n vuoksi termin "funktio" mainitseminen ei yksistddn auta padseméaan eroon
pisteittdisen derivaatan mielikuvasta. Monelle matemaatikolle siirtyminen pisteittai-
sestd derivaatasta derivaattafunktioon saattaa toki tuntua itsestdan selvialtd, mutta D.
Tallin [25] mukaan se ei ole uutena késitteend ldheskddn yhtd helppoa tiedostaa ja
oppia, kuin miltd se nayttad. Myos muut tutkimukset ovat osoittaneet kyseisen haas-
teen opiskelijoiden keskuudessa. Esimerkiksi Oehrtman, Carlson, ja Thompson [18]
havaitsivat opiskelijoitten keskuudessa selvid ymmarryksen puutteita derivaattafunk-
tion kédsitteeseen siirryttdessd, samoin kuin Asiala, Cottrill, Dubinsky ja Schwingendorf
tutkimuksessaan [3]. Jalkimmaisessd artikkelissa todettiin, ettd osa opiskelijoista ajatteli
pisteittdisen derivaatan arvoa jonkinlaisena vakiona, eikd siten ymmarrystd derivaa-
tasta funktiona pddssyt syntymdan. Toiset puolestaan luulivat jonkin funktion pisteen
tangentin kuvaajan ndhdessdén, ettd kyseinen kuvaaja oli funktion derivaattafunktio.
Nédiden huomioiden seurauksena Asiala ym. [3] ehdottavatkin opiskelijoille yhtena
opetuksellisena keinona ilmaistavan seuraavan sanallisen ilmaisun: ”Derivaattafunk-
tio on funktio, jossa x kuvautuu (tangentin) kulmakertoimeksi pisteessa (x, f(x))”.

Myos Ubuz [27] tutki yleisid vddrinkdsityksid derivaattaan liittyen, ja niiden havaittiin
olevan seuraavia: a) Derivaatta tietyssd pisteessd on derivaattafunktio, b) tangentin
yhtdlo on derivaattafunktio, c) derivaatta tietyssd pisteessd on tangentin yhtalo, ja d)
derivaatta pisteessd on tangenttiyhtdlon arvo kyseisessd pisteessa.

Edellisissa kappaleissa esitettyihin haasteisiin on ldhdetty vastaamaan tehtdvien A.1
ja A.2 avulla. Ensin mainitussa tehtdvdssad pisteittdisen derivaatan kasitettd laajenne-
taan véahitellen kohti funktiota ilman ettd funktion késitettd vield korostetaan. Tehta-
vdssd A.2 lahestytddan derivaatan funktiomuotoa jo tdsmaéllisemmin, kun useista sin(x)
-funktion kuvaajan eri kohtiin muodostetuista tangentin kulmakertoimista opiskelija
piirtdd murtoviivakuvion, jota verrataan cos(x) -kdyrdan (joka on opiskelijan tietdimatta
funktion sin(x) derivaatta). Asialan ym. [3] mukainen opiskelijoita selkeyttdva ilmaisu-
tapa on mainittu opettajanoppaassa D. Ndilld kaikilla toimilla pyritddn valttamaan se
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yleisesti ilmeneva ongelma, ettd kdsitys derivaatasta jdd ainoastaan tasolle “derivaat-
ta kdyran tangenttina”, minka takaata paistaa vaarinkasitys siitd, ettd derivaatassa on
kyse vain yksittdisen pisteen tutkimisesta [20].

Toimiva tapa havainnollistaa derivaattaa funktiona on tilanteen animointi siten, etta
tangentti muuttuu koko ajan [21]. Useassa tehtdvassd, kuten A.2, B.2 ja B.5, kdyte-
tadn GeoGebran liukusdddin-toimintoa kulmakertoimen animoinnin mahdollistavana
tutkimisvélineend, mikd edesauttaa eroon péddsya pisteittdisestd ajattelutavasta. Samal-
la kehittyy ajatus derivaatan riippuvuudesta tarkasteltavan kohdan xmn arvoon [21].
GeoGebran valmiin tangentinpiirto -tyokalun kdyttd vastaa myos Asialan [3] ja Lein-
hardthin [16] raportoimaan haasteeseen: Opiskelijoilla on vaikeuksia piirtdd tangentteja
funktioon ilman apuvilineitd. Kun tdtd haastetta ei ole, voidaan kaikki keskittyminen
keskittaa tutkittavaan asiaan ilman teknisid ongelmia.

David Tall esittelee artikkelissaan [26] kolme matemaattisen ymmaértdmisen maailmaa:
ruumillistettu (embodied), symbolinen (symbolic) ja muodollinen (formal) maailma.
Ruumillistettuun maailmaan kuuluu késitteiden omaksuminen konkreettisen havaitse-
misen ja aistitun todellisen maailman keinoin, mika sitd kautta muuttuu ymmarryksek-
si. Symbolinen maailma kasvaa ulos ruumiillistuneesta maailmasta toiminnan avulla,
ja tdtd maailmaa symboloidaan ajateltavina késitteind. Muodollinen maailma perustuu
muodollisiin méaritelmiin ja todisteisiin. Hieman vastaavaa ajatusmaailmaa matemaat-
tisen ymmarryksen kehittamiseksi esittelee Asiala ym. [2] APOS-teorian avulla, jossa
oppiminen perustuu toimintaan (action), prosesseihin (processes), objekteihin (objects)
ja malleihin (schema).

Tehtavassa A.2 pyritddn hyodyntaméaan toimintaa ja konkreettista havaitsemista yhte-
nd oppimisen tyokaluna. Tall esittdd kdytannon esimerkkejd teoriansa tueksi artikke-
linsa [26] sivulla 6, joita on hyodynnetty tdimén tutkielman kirjaosassa varsin suora-
viivaisesti. Han ensiksi ehdottaa sin(x) -graafin muotoon tutustuttaessa sen kuvaajan
lapikdymistd sormella seuraten, jotta muodostuu fyysinen perustuntuma graafin jat-
kuvasti muuttuvasta kulmakertoimesta. Seuraavana vaiheena artikkeli tuo esille mate-
maattisen ymmartdmisen maailman ruumiillisen toiminnan merkityksen: Kun graafin
muotoa seuraa suoralla kimmenelli siten, ettd sormet osoittavat eteenpéiin, saa kon-
kreettisen mielikuvan siitd, milloin kulmakerroin (=derivaatta) on positiivinen (sormet
osoittavat ylospdin), milloin negatiivinen (sormet alaspdin) ja milloin nolla (kédsi suo-
rassa). APOS-teoriassa [2] tdmé vaihe kuuluu toimintaan ja prosesseihin, joiden avulla
késitteen (tdlld kertaa derivaattafunktio) ymmadrrys syvenee ja valmistaa mieltd kohti
formaalia mallia.

Padstdessd madritelmddn A.3, tavoitteena on, ettd derivaattafunktio késitteend on jo al-
kanut muodostumaan tutuksi. Vuorossa onkin sen formaali méaaritelméa, miké ei enda
sisdlld vakiota “a”, vaan kiinnitetyn a:n, joka voi saada kaikkia muuttujan x arvoja
[23]. Jotta edellisissd kappaleissa mainituista vadrinkéasityksistd padastdisiin lopullisesti
eroon, on mddritelman perddn lisdtty Parkin artikkelin [21] innoittamana huomautus
A4, mikd tdhdentdd pisteittdisen derivaatan f’(a) ja derivaattafunktion f’(x) merkin-
tojen eroa. Parkin teoksessa ehdotetaan, ettd merkintdjen eroa selitetddn huolellisesti
ja ettd on tdrkedd olla tarkka, kumpaa merkintdd kulloinkin kdyttdad. Tatd mukaillen
kyseistd eroa onkin selitetty huomautuksessa A.4, jossa on vield korostaen muistutet-
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derivaattafunktiosta.

Todistusten esittdmisen ja opettelemisen tdarkeys on Kkiistelty asia opettajien ja opis-
kelijoitten keskuudessa. Useat opiskelijat kokevat matemaattisten todistusten olevan
turhia [11], mik&d on suuri haaste motivoitumisen kannalta. Guler esittda artikkelissaan
The Difficulties Experienced in Teaching Proof to Prospective Mathematics Teachers [11] kui-
tenkin monia todistusten esittdimisen hyotyja opiskelijoille. Gulerin mukaan todistus-
ten omaksuminen parantaa ongelmanratkaisutaitoja, kehittdd matemaattista ajattelua,
mahdollistaa matemaattisen kommunikoinnin, aikaansaa luovuutta ja kehittaa perus-
telutaitoja. Gulerin tutkimuksessa selvisi, ettd yliopisto-opiskelijoilla on hankaluuksia
tietdd, kuinka aloittaa todistuksen tekeminen ja kuinka yleistdd matemaattisia tosiasioi-
ta. Havaittiin myos vaikeuksia siind, mitd kaavaa tulisi kussakin tilanteessa kayttda ja
kun lopulta kaavat 16ydetddn, niiden syvda merkitystd ei ymmarretd. [11]

Edelld mainittuja yliopisto-opiskelijoiden kokemia hankaluuksia kokevat varmasti
my0s lukion pitkdn matematiikan opiskelijat. Vaikka suomalaisissa oppikirjoissa on
enemmdin mahdollisuuksia oppia todistustekniikkaa kuin esimerkiksi ruotsalaisissa
oppikirjoissa [4], niin tdssd tydssd on haluttu tarttua edellisessd kappaleessa maini-
tun tutkimuksen esiin tuomiin haasteisiin sisallyttamalld todistustehtdva (A.6) yhdeksi
osaksi materiaalia. Tehtdva pienentdd kynnystd todistusten tulkitsemiseen, silld siind
on annettu todistuksen runko valmiiksi. Taten havaittuun todistuksen aloittamisen vai-
keuteen on vastattu. Todistuksessa pyritddn my06s tukemaan sopivan kaavan valintaa
antamalla muutama vaihtoehto, joista valita tilanteeseen sopiva kaava, minka lisdksi
kuvien avulla kehitetddn ymmaérrystd kaavojen merkitystd kohtaan. Myoskin Gule-
rin esittimddn haasteeseen matemaattisten mallien yleistamisestd on vastattu omalla
osiolla "matemaattinen yleispateva kaava".

Todistustehtdva A.6 on myos opettajille ystavillinen, silld todistusten rakenteet ja nii-
den opettaminen opiskeljjoille ei ole opettajillekaan helppoa, kuten ilmenee K. Les-
seigin raportoimasta tutkimuksesta [15], joka kasittelee opettajien taitoja ja toiminta-
malleja liittyen todistuksiin ja niiden esittimiseen opetustydssa. Tehtdva siis samalla
pyrkii kehittimdan opettajien ammattitaitoa todistustekniikan suhteen, mikd on ase-
tettu yhdeksi tarkedksi tavoitteksi Lesseigin artikkelissa. Siind myos ehdotetaan, etta
todistusta tuettaisiin visuaalisten esitystapojen avulla, minkd vuoksi muutaman haas-
tavan yleispatevan matemaattisen kaavan kohdalla tehtdvéssad A.6 on esitetty tilannetta
havainnollistava kuva. Samalla yleispdtevien kaavojen avulla saadaan luotua tarkeita
linkkeja empiiristen havaintojen ja validien todistusten vilille [15]. Tdamén tehtdvan
yhtend tarkednd tavoitteena onkin lisiatd opettajien rohkeutta todistusten esittdimiseen
ja analysointiin oppimistilanteissa. Sitd kautta sekd opiskelijalle ettd opettajalle tulee
varmuus siitd, ettd kaavoja ei vain saada tyhjdstd, vaan nillld on vahva matemaattinen
perusta.

2.2 Tunti 1: Harjoitustehtavait
Tehtava 1 jatkaa pohdinnan A.7 kisittelyé ja tehtdva 4 pohdinnan A.1 késittelyd, joihin
liittyvét perustelut on esitetty osiossa 2.1. Tehtdvéssa 3 sovelletaan kappaleessa opittuja

asioita ja harjoitellaan GeoGebran kdyttod. Haastetehtdva 5 soveltaa pohdinnassa A.6
opittuja tekniikoita. Valittuja Habits of mind -periaatteita hyodynnetdadn tehtdvissa 1
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(visualisoiminen) ja 5 (kuvaileminen). Tehtavatyypeistd edustettuna ovat matemaattisten
viitteiden analysoiminen (1) ja pdittelyn ja ratkaisujen analysointi (2).

2.3 Tunti 2: Summan derivaatta, monotonisuus

Opetettavan asian rajaaminen on tdrkedd opiskelijan oppimisprosessissa. Matematii-
kassa, niin kuin monissa muissakin aineissa yksi aihe liittyy toiseen, joka liittyy taas
kolmanteen jne., mika aiheuttaa riskin, ettd yksinkertainenkin asia laajenee suureksi
ja vaikeasti ymmarrettaviksi hajanaiseksi kokonaisuudeksi. Kun opiskelija joutuu tie-
totulvan keskelle, alkuperdinen opeteltava asia saattaa jadda hamaran peittoon, kun
on niin monta asiaa, joihin tulisi keskittyd. C. Adams kiinnittddkin huomiota artikke-
lissaan yksinkertaisten tehtdvien hyotyihin [1]. Han toteaa oppilaitoksissa esiteltdvien
matemaattisten ongelmien ilmenevan kokeneille opettajalle usein helposti ymmarret-
tavind, mutta opiskelijalle taas jokainen askel kohti lopputulosta saattaa olla ponnis-
tuksen takana. Sen vuoksi, jos jokin tekninen tai kokonaisuuden kannalta ylimadardinen
asia sisdltyy kasiteltdavaan tehtdvadn, voi se johtaa opiskelijaa harhaan. Tamé&n vuoksi
monissa tunnin 2 (ja my®s muissa) osioissa teknisid ja harhaanjohtavia sivujuonteita on
pyritty vélttdmadn muun muassa antamalla opiskelijalle osittain valmiiksi ohjelmoi-
tuja GeoGebrapohjia (B.2, B.5) ja lisddmalla selittdavid tekstejd ja muistutuksia aiemmin
opituista asioista mallitehtdvien lomaan (B.4). Talloin opiskelijan ei tarvitse kdyttaa
aivokapasiteettiaan tuolle hetkelle epdolennaisten asioiden paittelemiseen, eikd kes-
kittyminen hajaannu, jolloin voimat on mahdollista kohdistaa suoraan tutkittavaan
asiaan.

Mallitehtdava B.4 pohjautuu lisdksi T. Dreyfusin ja T. Eisenbergin artikkelin On diffe-
rent facets of mathematical thinking [10] esittdmiin ajatuksiin siitd, kuinka matemaattisen
asian esittiminen eri muodoissa on tiarkeda. Teos antaa ideoita siitd, kuinka sama asia
voidaan ilmaista muun muassa sekd graafisesti ettd algebrallisesti, ja mitda hyotya useas-
ta esitystavasta voi olla. Artikkelissa sanotaan esimerkiksi painokkaasti, ettd ”funktio
on késitteend abstrakti, eikd sen vuoksi ole kannattavaa puhua tietystd funktiosta (al-
gebrallisesti) ilman jonkinlaista toista mallinnuskeinoa, kuten graafista esitystapaa.”
Mitd useampia esitystapoja on opiskelijalle samanaikaisesti tarjolla, sitd tehokkaam-
min hénelld on edellytykset 16ytda aiheeseen liittyvid matemaattisia yhteyksid muihin
tilanteisiin ja ajatusmaailmasta tulee siten rikkaampaa. [10] Useiden esitystapojen hy-
vdna puolena on myos se, ettd jokaisella opiskelijalla on omat vahvuusalueensa, mi-
ten hahmottaa matemaattisia malleja. Joku saattaa ymmartdd matemaattisia malleja
parhaiten kaavojen avulla, jollakin sen sijaan on kyky ymmartda niitd tehokkaimmin
kuvien ja kuvioiden avulla. Mallitehtdvassd B.4 funktion derivaatta méaaritetaan se-
ké laskemalla ettd graafisesti, mika tarjoaa mahdollisuuden ratkaisutapojen vertailuun
sekd oman mahdollisen vahvuusalueen hyddyntdmiseen.

Aiemmin késitellyssa artikkelissa [28] suositeltiin derivaatan opiskelussa kehittimaan
ymmarrystd visuaalisen hahmotuksen kautta kohti algebrallista ja laskennallista perus-
telua. Taman vuoksi mallitehtdvassa B.4 kdyddan ratkaisumalli ldpi ensin visuaalisesti
ja sitten algebrallisesti hahmotettuna. Vaikka visuaalinen hahmotustapa on osittain
kertausta edellisistd kirjan kappaleista, linkittdd tdima tehtdva hyvin eri ratkaisumallit
toisiinsa.
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Palataan vield hetkeksi takaisin GeoGebra-sovelluksen tarkeyteen ja hyotyihin, jotka
osaltaan perustelevat timén oppitunnin (B.2, B.4, B.5) ja myos koko tyon osalta run-
sasta GeoGebran kayttod. L. Dikovic esittelee artikkelissaan Applications GeoGebra into
Teaching Some Topics of Mathematics at the College Level [9] GeoGebran kayttotapoja ja
hyo6tyjd matematiikan opetuksessa. Lisdksi artikkelissa kerrotaan tutkimuksesta, jonka
avulla tutkittiin GeoGebran vaikutuksia oppimistuloksiin. Toistotestien ja muiden tut-
kimusmenetelmien avulla saatiin selvid tuloksia siitd, ettd GeoGebran kadytostd on hyo-
tya opiskelijoille sekd ymmarryksen ettd tiedon kohenemisen tasolla. Artikkeli vertasi
GeoGebraa laskinsovelluksiin, ja totesi sen olevan laskinsovelluksia kayttdjaystavalli-
sempi ja helppokédyttdisempi, minka lisdksi plussaa olivat sovelluksen monikielisyys
sekd tarjolla olevien komentojen selkeys. GeoGebran havaittiin myos olevan hyva ta-
pa siirtyd opettajan luennoivasta tyylistd kohti jo aiemmin esiteltyd ongelmaldhtoista
oppimista [5], missé opiskelijan aktiivinen tutkiva rooli korostuu. [9]

Kaikki kommentit GeoGebrasta eivit artikkelissa [9] olleet kuitenkaan pelkdstaan po-
sitiivisia. Opiskelijoita, joilla ei vield ollut paljoa kokemusta koodauksesta, todettiin
olevan vaikeuksia tietdd, miten alkaa sovelluksella ratkaisemaan kasiteltivaa tehta-
vad tai matemaattista ongelmaa. Tdméan vuoksi mallitehtdvassd B.4 on annettu kiddes-
ta pitden ohjeet, kuinka pyydetyt toimet tehddan GeoGebran avulla. Tdméa pienentaa
opiskelijoiden kynnystéd ottaa sovellus kédyttoon ja kyseisen mallitehtdvan ohjeita on
mahdollista hyddyntaa lisdksi muissa tehtdvissd ja pohdinnoissa. On kuitenkin tarkeda
muistaa tasapaino matematiikkaa havainnollistavien sovellusten kdytossa. J. Parkin jo
useasti aiemmin viitatussa artikkelissa Is the derivative a function? If so, how do we teach
it?[21] muistutetaan, ettd GeoGebran yhtend riskind on liika luottaminen graafiseen esi-
tykseen, jos sovellusta kdytetddn ainoana hahmottamisen keinona. Graafiset esitykset
Parkin mukaan menettdvét tehonsa ja arvonsa, jos niitd ei saada yhdistettya teoriaan.

Perustellaan vield hieman mallitehtdvan B.4 tehtdvdnantoa, joka on muotoiltu seuraa-
vasti:

Mairitd funktion f(x) = (2 + 2x°)(4 — 2x) derivaatta kohdissa x = 0jax = 1,1
eli f'(0)ja f'(1,1).

Tehtdvanannossa on selitetty ja muistuteltu mieleen merkintdjen f'(0) ja f'(1,1) merki-
tys, silld tutkimukset osoittavat opiskelijoilla olevan vaikeuksia ymmartda vastaavan-
kaltaisia merkintdtapoja. Esimerkiksi Asiala, Cottrill, Dubinsky ja Schwingendorf [3]
raportoivat useista erilaisista tulkinnoista, kuinka opiskelijat olivat ymmartaneet mer-
kinndn f(5). Heiddn tutkimuksessaan on kirjoitettu auki opiskelijoiden keskusteluja
aiheeseen liittyen, joista selvidd, ettd jotkut kutsuivat merkintda harhaanjohtavasti ”vi-
tosen funktioksi”. Toiset taas osasivat sijoittaa luvun 5 x:n tilalle, mutta toimenpide jéi
vain teknisen suorituksen tasolle ilman ymmarrysta siitd, miksi ndin tehddan. Taman
taustalla saattaa olla tutkimuksen monesta kohtaa ilmennyt yleinen haaste siitd, ettd
opiskelijan on vaikeaa ymmartdad, onko milloinkin kyse funktiosta, sen pisteittdisesta
tangentista vai derivaattafunktiosta. [3]

Mallitehtdvésséd B.4 samoin kuin lukuisissa muissa kirjan tehtdvissd onkin pyritty kdyt-
tamaan selkeitd merkintdtapoja ja useita eri ilmaisumuotoja, jotta opiskelijan on help-
poa pysya perilld kasiteltdvastd asiasta. Samalla saadaan luotua linkkejd saman asian
eri ajatusmallien vélille, mihin edellisessad kappaleessa mainittu artikkeli [3] lampimaésti
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kannustaa.

J. Brunerin kirjassa Toward a theory of instruction [7] esitellddn kolme oppimisen ja
kasvamisen tasoa.

1. Tekeminen, kokeminen (enactive level)
2. Koetun asian ymmartaminen, johdonmukaisuuksien 16ytaminen (iconic level)
3. Tekstintdminen, tekstin ymmartdminen (symbolic level)

Useaa arkista tai opiskeluun liittyvda asiaa on hankalaa kuvailla pelkilld sanoilla. Te-
keminen (1) lisdd konkreettisuutta opiskeltavaan aiheeseen. Samalla opiskelija 16ytada
johdonmukaisuuksia ja alkaa ymmaértdmaén asiaa (2), kunnes lopulta osaa ilmaista op-
pimaansa sanallisesti (3). Tehtdvéssd B.5 hydodynnetddn jokaista Brunerin oppimisen
ja kasvamisen tasoa. Kasvavuutta ilmiond aluksi hahmotellaan GeoGebra-tiedoston
avulla tekemisen kautta, kunnes 16ydetdan visuaalisia keinoja hyvéksi kédyttden joh-
donmukaisuuksia, joita pyritddn lopuksi muotoilemaan sanoiksi. Valittomasti pohdin-
nan B.5 jalkeen esitetddn formaali méaaritelma B.6, mika tiydentdd oppimisen tasolla 3
koettuja oppimiskokemuksia.

Perusteluosiossa on jo aiemmin sivuttu useiden erilaisten esitystapojen merkitystd op-
pimiselle. T4lld linjalla on myds M. Kendal, joka véitoskirjassaan toteaa useilla esitysta-
voilla olevan tarked osa juuri derivaatan kdsitteen ymmartamisessa [14]. Tehtdvéassa B.8
opiskelijalle annetaan tehtdvéksi soveltaa oppimiaan tietoja tehtdvéssd, jossa yhdistel-
ladn visuaalista esitystapaa tietoon funktion monotonisuudesta. Opiskelijalle ndkyviin
visualisointeihin on kirjoitettu ainoastaan osan funktioiden yhtélot. Tamé valinta on
tehty kahdesta syysta. Ensiksikin siksi, ettd lukion pitkdssd matematiikassa ei ole vield
tdhan mennessé kasitelty paloittain méériteltyjen funktioiden yhtdlon muodostamista
[19]. Toiseksi valinnan taustalla on opiskelijoilla havaittu vadrinkasitys siitd, ettd jokai-
sessa tilanteessa olisi aina tarpeen yrittdid muodostaa graafisesti kuvatulle funktiolle
yhtdld [3]. Joskus pelkédn kuvaajan tarkastelulla voidaan tehdé tarvittavat johtopaatok-
set tutkittavasta asiasta.

2.4 Tunti 2: Harjoitustehtavait

Tehtdvissa 6 sovelletaan mallitehtdvan B.4 oppisisdltdjd ja tehtdvidssa 10 hyodynnetdan
laajasti kappaleen B pohdintoja ja esimerkkejd, jotka on perusteltu osiossa 2.3. Valittuja
Habits of mind -periaatteita hyodynnetdan tehtédvissa 6, 8 (visualisoiminen) ja 9 (kuvai-
leminen). Tehtavatyypeistd edustettuna ovat eri esitystapojen yhdistiminen/vertailu (6, 8),
matemaattisten viitteiden analysoiminen (10) ja pddttelyn ja ratkaisujen analysointi (9).

2.5 Tunti 3: Sovelluksia trigonometristen funktioiden derivaattaan,
dariarvot

Tunti 3 késittelee sovelluksia trigonometristen funktioiden derivaattaan ja luo katsauk-
sen myos ddriarvoihin.
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Trigonometristen funktioiden ymmartaminen on monille opiskelijoille haastavaa. Ta-
td ilmiotd on havaittavissa jopa siirryttdessd toisen asteen koulutuksesta yliopisto-
opintoihin, kuten ilmenee S. Siyepun artikkelista Analysis of errors in derivatives of tri-
gonometric functions [22]. Artikkelissa 16ydettiin runsaasti trigonometrisiin funktioihin
liittyvien matemaattisten todistusten esittamisen vaikeuksia erddn Eteld-Afrikan tek-
niikan alan yliopiston ensimmdisen vuoden opiskelijoilta. Ongelmien takaa paistoi
kokonaisvaltaisen ymmarryksen puute siitd, mihin trigonometriset funktiot ja niiden
derivaatat todella perustuivat. Artikkeli ehdottaakin, ettd kyseisen aihepiirin ymmar-
rystd pyrittdisiin kohentamaan jo toisen asteen koulutuksessa, jotta yliopisto-opettajat
eivat joutuisi kdyttdimaddn syventdavin tiedon omaksumiseen tarkoitettua aikaa perus-
asioiden ymmarryksen luomiseen. [22]

Yksi tarked keino trigonometristen funktioiden derivaatan opiskelussa on vaarista ka-
sityksistd eroon opettaminen [22]. Tdhdn on tartuttu kolmannen tunnin materiaalissa
erityisesti tehtdvidssd C.6, mutta lisdksi tehtdvissd C.2 ja C.8. Tehtdva C.6 pureutuu ym-
marryksen luomisen ytimeen. Tehtdvéssd ldhdetddan hahmottelemaan tarkasteltavan,
opiskelijalle vieraan, trigonometrisen funktion f(x) = sin(ax) ominaisuuksia kysymys-
ten avulla tekemalld vertailutyo6td funktion ja sen derivaatan valilld. Funktion lauseke
sisdltdd parametrin g, jota muuttamalla pyritddn tilanteesta luomaan derivaatan maa-
ritelmddn perustuva yleiskuva. Kysymykset johdattelevat kohti viimeisté osiota, jossa
opiskelijan tarkoituksena on maééritelmid ja visuaalisia havaintoja hyvéksi kdyttaen
muodostaa funktion derivaatan lauseke. Tdssd pohdinnassa opiskelija pddsee sovelta-
maan aiemmin oppimaansa tietoa ja kehittdimaan pdattelytaitoja. Lisdksi on mahdolli-
suus pddstd eroon yleisestd inhimillisestd vaarinkasityksestd, jonka mukaan funktion
f(x) = sin(ax) derivaatta on f’(x) = cos(ax). Tarkemmin sisdfunktion ja yhdistetyn
funktion késitteitd tarkastellaan seuraavissa kirjan osissa.

Tehtdaviassda C.2 rakennetaan vaiheittain ymmarrysta cos(x) -funktion kasvavuuden ja
vihenevyyden yhteydestd funktion derivaattaan. Tehtdvédssda C.8 sen sijaan sovelle-
taan kappaleen aiempia pohdintoja ja syvennetddn siten ymmarrysta trigonometristen
funktioiden derivaattaan, kuten Siyepu artikkelissaan [22] kannusti.

Jokaisessa pohdinnassa tdssa ja edellisissa kappaleissa on pyritty mahdollisimman sel-
kedédn esitystapaan. Tdma on tdrkedd useista syistd. Esimerkiksi jo aiemmin viitatussa
teoksessa Dreyfus ja Eisenberg puhuvat visuaalisesti pééttelevistd opiskelijoista, joille
graafiset esitykset, esityksen selkeytys ja ydinasioiden korostaminen graafisin keinoin
ovat tarkeitd oppimisen tyokaluja [10]. Erds graafisen korostamisen keinoista on vé-
rien kdyttdiminen. Yksi tehtdvistd, joissa olen kdyttanyt vireja selkeyttdimisen vuoksi on
pohdinta C.6. Kyseisessa tehtdvéssa on koodattu GeoGebra-tiedostoon jokainen tutkit-
tava funktio eri véreilld. Nditd samoja vdreja kdytetddn viitatessa pohdinnan teksteissa
késiteltaviin funktioihin. Tdmén ansiosta kysymysten yhteyksid graafisen esityksen
kuvaajiin on helpompi seurata. Lisdksi merkinnit f(x) ja f'(x) eivat sekoitu helposti
keskenddn, mika edesauttaa kyseisen kaltaisissa merkinnoissa tutkimuksissa havaittu-
jen sekaannuksien vélttamista opiskelijoiden keskuudessa [3] (katso myos 2.3).

Graafisten korostuskeinojen ja esitysmuotojen kdyttdminen edistdd myoskin symmet-
rian ymmartamistd [10], mikd on erittdin tirkedd puhuttaessa ja késiteltdessa trigono-
metrisia funktiota, joiden kuvaajat varsin usein sisdltdvit runsaasti symmetriaa. Tastd
syystd tdssd tyOssd trigonometriset funktiot esitetddn ldhes aina myos graafisesti, kuten
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tehtavissa A2 A6 A7C2,Co6jaC.B8.

Aiemmin opitun summaaminen yhteen on havaittu olevan yksi tehokas oppimisen
osa-alue [28]. Kirjan osiot B ja C alkavatkin edellisen oppitunnin kertaamisella. Poh-
dinta B.1 on edellisen oppimiskerran yhteennitova osio, jossa on esitetty tiivistdvia
ja hieman soveltavia kysymyksid aiemmin opittuun liittyen. Pohdinta C.1 sen sijaan
hyoddyntéa toisenlaista kertaamisen metodia: kdsitekarttaa. Pohdintaan on kerétty edel-
lisen kappaleen tarkeimpid kasiteltyja termejd, joiden viélille on vedetty numeroituja
viivoja. Tarkeimpéna tavoitteena pohdinnassa on herittdd keskustelua ymmarryksen
luomiseksi, jotta kisitteet eivit jad irrallisiksi toisistaan, vaan niistd muodostuu yhte-
ndinen kokonaisuus. Idea kédsitekartan kdytosta tuli H. Gurin ja B. Barakin artikkelista
The Erroneous Derivative Examples of Eleventh Grade Students, jossa painotettiin merkityk-
sellisten ja ymmarrystd luovien opetusmetodeitten, kuten kasitekarttojen, kayttamisen
tarkeytta opetuksessa [12].

Edelld mainitussa Gurin ja Barakin artikkelissa [12] tutkittiin yleisid derivaattaan liit-
tyvid virheitd, joita opiskelijat tekevét. Tavoitteena oli saada opettajille tietoa, minkéa
perusteella heiddn olisi mahdollista kehittdd omaa opetustaan, opetusmetodeitaan ja
opetuksen sisdltod. Havaittiin, ettd opiskelijat opettelivat ulkoa ldhinn& derivointikaa-
vat sekd laskusdaannot, mutta eivat muistaneet eivatkd ymmartaneet derivaatan méaari-
telmadad ja kdytannon merkitysta. [12] Maaritelmien tarkeys opetuksessa ja oppimisessa
on havaittu myods muissa tutkimuksissa (mm. [29]). Ndiden huomioiden pohjalta ta-
ta kirjan osaa on rakennettu seuraavan ajatuksen pohjalle: On tirkedmpadd ymmartaa
asiat ja sisdistdd madritelméat, kuin muistaa niihin liittyvat kaavat ulkoa. Kaavat voi
aina 1oytdd useista lahteistda kuten MAOLin taulukkokirjasta, mutta ilman ymmarrys-
td soveltavien tehtdvien tekeminen osoittautuu haastavaksi. Lisdksi useita kaavoja ei
tarvitse edes muistaa ulkoa, vaan kaavat pystyy usein johtamaan, mikéli osaaminen
perustuu ensisijaisesti ymmartdmiseen. Ndiden periaatteiden pohjalta on rakennettu
taman kirjan koko sisalto.

Visualisoinnin yleistd merkitystd on korostettu jo useaan otteeseen. Millainen tdyden-
tava yhteys vallitsee visualisoinnin ja matematiikan teorian valilla? David Tall kuvailee
tatd yhteytta osuvasti kirjassaan Advanced mathematical thinking [25]: “Kayttamalla vi-
suaalisia esitystapoja kuitenkaan luomatta yhteyttd matemaattiseen teoriaan luodaan
oivalluksia, joista kuitenkin puuttuu matemaattinen toteutus. Toisaalta matemaattis-
ten kaavojen ja laskujen ilmaiseminen ilman visuaalista kokonaiskuvan luomista on
ndkokenttdd rajaavaa.”[25]

Tallin mainitsemaa visualisaation ja matemaattisen ilmaisun yhteyttd on pyritty hyo-
dyntdmadn muun muassa tehtavassa C.2. Erityisen tehtdvan visualisaatiosta tekee ku-
vasarja, joka esittdd saman funktion kuvaajan kahdella eri tavalla. Mitkd ndma kak-
si tapaa ovat ja mitd uutta informaatiota esitystavat tuovat toisiinsa verrattuna? D.
Tallin artikkelissa Dynamic mathematics and the blending of knowledge structures in the
calculus [26] suositellaan erddnd oppimisen tyokaluna hyodynnettivan yhden koor-
dinaatiston akselin skaalaamista siten, ettd toisen akselin skaalaus pysyy ennallaan.
Artikkelissa selitetddn kyseisen metodin hyotyjd seuraavasti: “Etsittdessd kuvaajasta
funktion maksimi- tai minimikohtaa, ei ole suurta hy6tyd zoomata molempia akselei-
ta, silla tarkkaa kohtaa maksimi- tai minikohdalle ei silloin ole helppoa maarittaa sil-
mamaddrdisesti. Sen sijaan jos venytetddn kuvaajaa pystysuunnassa samalla kaventaen
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vaakasuunnassa, kuvaaja nayttdd korkeammalta ja kapeammalta, jolloin on helpompi
madrittad silmamaddardisesti maksimi- tai minimikohdan sijainti.”[26] Tallin esittaimada
ehdotusta on sovellettu tehtdviassd C.2 tismallisesti juuri ehdotetun mukaisesti. Lisdksi
tassd kuten useissa muissakin pohdinnoissa yhteyttd teorian ja visualisoinnin vélille
pyritddn luomaan kysymysten avulla, jotka auttavat opiskelijaa hahmottamaan opis-
keltavan asian ulkoa opettelun sijaan ymmartamisen kautta. Turhia kysymyksid on
pyritty valttdmaan, silld aina esitettdessda kysymys, tulisi silld olla jokin tarkoitus ja
pdamaara [25].

2.6 Tunti 3: Harjoitustehtavait

Vuoden 2019 Lukion opetussuunnitelma useaan otteeseen kannustaa oppiainerajat
ylittdvaan opetukseen [19].Tehtdva 13 onkin luotu kyseistd suositusta silmélla pitden.
Tehtdviassd 14 sovelletaan kappaleessa 2.5 perusteltuja kertaamiseen ja mééritelmien
tarkeyteen liittyvid oppimismetodeita. Valittuja Habits of mind -periaatteita hyodyn-
netddn tehtdvissa 11, 12, 13 (visualisoiminen) ja 13 (kuvaileminen) ja tehtavatyypeista
edustettuna on matemaattisten viitteiden analysoiminen (12).
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A Tunti 1: Derivaatta funktiona, sinin ja kosinin derivaa-
tat

Pohdinta A.1 Olet oppinut aiemmin pisteittdisen derivaatan madritelmén ja sen,
miten se maaritetddn kuvaajasta. Seuraavassa kuvasarjassa Matti seisoo ddrettoméan
pitkdn, massattoman ja taipumattoman puulaudan pailld maapallolla. Tilannetta
on kuvattu avaruudesta maan suhteen paikallaan pysyvilld kameralla.

1. Tutki kuvasarjaa.

2. Rinnasta mielessdsi maan pinta funktion kdyraksi ja puulauta Matin seisoma-
pisteen tangentiksi maan pinnan kdyran suhteen. Mita kyseinen mielikuva (ja
erityisesti kuva 4) opettaa sinulle pisteittdisestd derivaatasta ja sen maaritel-
masta?

3. Matti ldhtee kdveleméddn lautaa pitkin (kamerasta katsoen oikealle) pitkdn
matkan. Kuvaile, miten kuvan 1 puulaudan (= kdyrdn tangentin) suunta
muuttuu, kun kamera pysyy paikallaan? Huomaako Matti muutosta?

4. Miten edeltdva mielikuva laajentaa kisitystasi derivaatasta?

Zoom -> Zoom ->

Maapallo Maapallo

kuva 1 kuva 2
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)

Maapallo

kuva 3 kuva 4

Maapallo

Pohdinta A.2 Edelliselld kurssilla tutustuit sin(x) ja cos(x) -funktioihin. Seuraavassa
tiedostossa on sinifunktio piirrettyna.
https://www.GeoGebra.org/m/gdgpsymg

1. Lahde kohdasta x = 0 oikealle ja etene sormella pitkin sinin kuvaajaa (katso
kuva 1)

(a) Tee huomioita funktion kdyrdn muodosta ja siitd, mihin suuntaan se
etenee.

2. Seuraavaksi aseta suora kimmen kuvan 2 mukaisesti kuvaajalle ja seuraa kam-
menelld kuvaajan reittid ldpi vasemmalta oikealle.

(a) Mieti, milloin sormesi osoittavat ylospdin, alaspdin ja milloin suoraan
eteenpain.

(b) Mita huomiosi kertovat funktion derivaatasta kussakin kohtaa?

2 @\ (n a2 n/2 IR\ an/2
sin(x) sin(x)
" -

kuva 1 kuva 2
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Tutkitaan kuvaajan tangenttia vield hieman tarkemmin. Tdtd varten avaamaasi
GeoGebra-tiedostoon on luotu muutama apuviline:

3. Klikkaa tiedostosta (vasen reuna ylhaalld) nakyviin valmiiksi ohjelmoidut:

(a) piste A
(b) pisteelle A ohjelmoitu tangentti g.

Saat ndkyviin seuraavan nakyman:

4. Tutki tangentin kulmakertoimen arvoa kuljettamalla sinikdyraa pitkin kayral-
le lisdttya pistettd (tangenttisuora liikkkuu mukana). Tutki kohtia

37 5t 3n 7m . 9
2mja —.

yopo XT3 5n3n 7n
_14/214/n/4/214/ 4

5. Varmista, ettd tiedosto on avattu GeoGebra-sovelluksessa (ei selaimessa). Li-
sdd tutkimiesi kohtien tangenttisuorien kulmakertoimet pisteind (x:n funktio-
na) samaan kuvaajaan.

6. Piirrd GeoGebralla murtoviiva jokaisen lisidmasi pisteen valille alkaen pie-
nimmadsté x:n arvosta ja suuruusjdrjestyksessd edeten suurimpaan x:n arvoon.

7. Piirrd samaan kuvaajaan cos(x).
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8. Vastaa piirtdmasi kuvan avulla seuraaviin kysymyksiin.

(a) Kuvaile sanallisesti murtoviivakuviota, jonka sait aikaan funktion sin(x)
pisteittdisistd derivaatoista.

(b) Mita paatelmid voit tehdd piirtdimdstasi murtoviivakuviosta verrattuna
cos(x) -kuvaajaan?

Kuten ehkd huomasit, funktion derivaatan laskeminen jokaisessa pisteessd on varsin
aikaa vievaad. Onkin jarkevaa maaritella funktiolle derivaattafunktio:

Maaritelmd A.3 Funktion derivaatta.

Funktion f derivaattafunktio f’ maaritellddan funktioksi, jonka saama arvo f’(x)
on funktion f derivaatta kohdassa x. Derivaattafunktio f’ mddritellddn seuraavasti
niissd kohdissa, joissa funktio f on derivoituva:

i =T 0L h})l i)

h—0

Huomautus A.4 Huomaa funktion derivaatan ero pisteittdisen derivaatan maari-
telméaéan: Pisteittdisen derivaatan méaritelméssa

fla+h) - f(a)
h

0=

a on jokin valittu x-akselin kohta, eli kaava antaa kyseisessd kohdassa funktion deri-
vaatan. Siirryttdessd pisteittdisestd derivaatasta funktion derivaattaan (maaritelma
A.3), ei endd valita jotakin yksittdistd pistettd a, vaan sen tilalle asetetaan muuttu-
ja x, joka voi saada kaikkia mddrittelyvaliin kuuluvia arvoja. Yhdistamallad tiedot
pisteittdisista derivaatoista saadaan aikaiseksi derivaattafunktio. Derivaattafunktio
f'(x) on siis funktio, jonka arvo jokaisessa pisteessd x on sama kuin funktion f(x)
derivaatta pisteessa x.

Onkin tirkedd, etti kiytettiessi termid ”derivaatta” tarkennetaan, onko kyseessi pisteittii-
nen derivaatta f'(a) vai derivaattafunktio f'(x).

Lause A.5 Sinifunktion derivaatta. Funktion sin(x) derivaatta

D(sin(x)) = cos(x).
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Pohdinta A.6 Kdytetddn derivaattafunktion madritelmaa A.3 ja tutkitaan sen avulla
funktion sin(x) derivaatan matemaattista todistusta.

1. Tutki seuraavaa todistusketjua

2. Yhdista numeroitu kohta, sen sanallinen selitys ja tilanteessa kaytetty matemaat-
tinen yleispitevi kaava.

2 ein(o)

=1i Sin(x + h) —sinx

im0 h
D) =iy SN cos() + cos(x) sin(f) — sinx
® = ey 7

_ 1 cos(x) sin(h) — sin(x) + sin(x) cos(h)

050 P

.. cos(x)sin(h) — sin(x)(1 — cos(h))
@ = %gr(} P

_ cos(x)sin(h)  sin(x)(1 — cos(h))

B hlir(} h h

= }grol [Cos(x) sir;l(h) - sin(x)(l_CTOS(h))]
(4)  =cos(@)-1~sin(x) - lim (“CTOS(}I))

(5) =cos(x):-1—-sin(x)-0
(6) =cos(x)

Sanalliset selitykset:

a) Yhdistelldan termeja

b) Lausekkeen (sin(x)/x) raja-arvo, kun x — 0 on 1. Lauseke on esim. MAOL-
taulukkokirjassa ja ilmittd voidaan havainnollistaa GeoGebran avulla. (Syota
GeoGebraan lauseke (sin(x)/x) ja tutki esimerkiksi, mitd arvoa lauseke ldhes-
tyy, kun siirrytddn positiiviselta puolelta kohti x:n arvoa 0.)

c) Raja-arvoja laskettaessa voidaan tutkittavasta muuttujasta riippumaton ker-
roin siirtda raja-arvolausekkeen ulkopuolelle.

d) Kéytetddn sinin summakaavaa, (esim. MAOL-taulukkokirjassa).

23



e) Mika tahansa luku kerrottuna nollalla, saa arvon 0. Samoin mikéa tahansa luku
kerrottuna yhdelld, sdilyttad arvonsa.

f) Lausekkeen ((1 - cos(x))/x) raja-arvo, kun x — 0 on 0. Lauseke loytyy MAOL-
taulukkokirjasta ja ilmi6td voi havainnollistaa GeoGebran avulla:

Matemaattinen yleispiteva kaava:

i) 0-x=0jal-y=y

i) lim, o2 =1 (katso kuva 1)

X

iif) limy.(f(x) - g(h)) = f(x) limy..(g(h))
iv) sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B)

v) lim,_, =@ = (katso kuva 2)

X

vi) -A + AB = -A(1-B)

i 2
::i Il
+ @)= I —coslz) 4
T
3 L2 40 1 2 3 - 2 -1 1 2 3

-1

-
-2

kuva 1 kuva 2

Taten on graafisesti ja matemaattisesti saatu muodostettua funktion sin(x) derivaatta-
funktio.

Pohdinta A.7 Kuvassa on piirrettynd funktio f(x) = sin(x) ja sen ai-
emmin osoitettu derivaatta g(x) = cos(x). Lisdksi on piirretty naéi-
den x-akselin suhteen peilatut funktiot hi(x) ja . Tutki kuvion

symmetrisyyttd ja erityisesti sinin ja sen derivaatan vilistd yhteytta.
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h(x) 9(x) f(x)

N

2 3

=y

1. Nimed piirretyt funktiot /1(x) ja /() taulukon ensimmadiselle riville. (Hyodynna
tietoa x-akselin suhteen tehdystd peilauksesta.)

2. Sovella tietoa D(sin(x)) = cos(x) ja pdattele kuvion avulla taulukon toiselle
riville, mikd on kunkin funktion derivaatta. (Vinkki: tarkkaile symmetrisyytta)

1) Nimed funktio f(x) = sin(x) g(x) = cos(x) h{x) =
2} Funktion f'(x) = glx) = cos(x) g'lx)= h'(x) =
derivaatta

3. Johtopaatos: Paattele timéan graafisen esityksen avulla cosinin derivaatan kaa-
va.

4. Lisdtehtdava: Sovella kuviota ja taulukkoa: Mitd funktiota derivoimalla paady-
taan funktioon f(x)?

Perustele padatelmasi.

Lause A.8 Kosinifunktion derivaatta
Funktion cos(x) derivaatta

D(cos(x)) = —sin(x).

1. Tutkitaan vilid 0 < x < 2n. Katso pohdintatehtdvan A.7 kuvaa ja mieti seuraavia
vditteitd. Pitddko vdite aina paikkansa, joskus, vai ei koskaan? Jos vain joskus, niin
milloin?

i) sin(x) > 1

ii) sin(x) < cos(x)
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iii) D(— cos(x)) = sin(x)
iv) D(cos(x)) >0

v) D(sin(x)) =0

vi) cos(x) = sin(x)

2. Siiri ja Matti tutkivat trigonometristen funktioiden derivaattoja ja ovat molemmat
vakuuttuneita omista viitteistddn. He ovat niin varmoja vditteistddn, ettd lupaavat
tarjota toiselle suklaapatukan, jos heiddn véitteensd osoittautuu vaaraksi.

Heidan vaitteensa ovat:

Matti: Kun funktiota cos(x) derivoidaan neljd kertaa (ts. otetaan neljds derivaatta), saa-
daan tulokseksi funktion sin(x) derivaatta.
Siiri: Kun funktiota sin(x) derivoidaan nelja kertaa (ts. otetaan neljds derivaatta), saa-
daan tulokseksi funktion cos(x) derivaatta.

a) Hyo6dynnd pohdinnan A.7 kuvaa sekd taulukkoa ja pédattele sen perusteella, kum-
pi heistd voittaa suklaapatukan?

b) Korjaa vddra vastaus oikeaksi kahdella eri tavalla:

i) muuttamalla tarvittava derivoimismaéara

ii) pitdamalla alkuperdinen derivoimismé&ard, mutta muuttamalla siitd saatava
tulos.

3. Médritd pinta-ala kolmiolle, jonka rajaavat

1. funktion f(x) = sin(x) tangentti kohdassa x = 0
2. suora:x =5

3. x-akseli.

Voit hyddyntda halutessasi GeoGebra-sovellusta ja tehtdavan A.2 GeoGebratiedostoa.

4. Ota kantaa seuraavaan toteamukseen matemaattisesti: "Kun seisoo maassa, maapal-
lon pinta vaikuttaa olevan suora”. Hyodynna pohdintaa A.1.

5. Haastetehtdva: Graafisesti saatiin méadriteltyd, ettd D(cos(x)) = —sin(x). Todista poh-
dintaa A.6 ja MAOL-taulukkokirjan kaavoja hyddyntden sama matemaattisesti. Kuvai-
le, mitd kussakin todistuksen vaiheessa tapahtuu.
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B Tunti 2: Summan derivaatta, monotonisuus

Pohdinta B.1 Edellisen oppitunnin kertaus
Mita opit edellisen oppitunnin aikana? Keskustele parin kanssa:

1. Mitd tarkoitetaan siirtymiselld pisteittdisestd derivaatasta derivaattafunk-
tioon?

2. Pohdi ja perustele mihin sinin A.5 ja kosinin A.8 derivaatat perustuvat? Hyo-
dynné esim. pohdintaa A.7

Aiemmin on opittu muodostamaan monomin derivaatta. Tutkitaan, millainen on funk-
tion derivaatta, jos funktio koostuu useamman monomin summasta.

Pohdinta B.2 Summan derivaatta
Piirretadn seuraavat monomeista koostuvat funktiot:

o () =32

A — L 8
C ((\T('\) o _2_3'\ .

Piirretadn myos funktio /i(x), mika on edellisten funktioiden summa, eli

o h(x) = f(x) + g(x) = —3x* — .

Tutkitaan kuvien 1, 2 ja 3 avulla kolmen edelld mainitun funktion kohtiin x = -3
(kuva 1), x = -2,2 (kuva 2) ja x = 2,3 (kuva 3) piirrettyjen tangenttien kulmakertoi-
mia.

3 y=3x+4.5 3 y=22x +2.42
y=-1.08x-2.16 y=1.92x+ 2.34 y =1.62x + 1.57
6
4
y =-0.58x --0.85 x=-22

kuva 1 kuva 2
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8
y =-0.63x +X97 6

f(x) = - 1/2x2 g(x) =-1/25x%* h(x) = f(x) + glx) = - 1/2x*- 1/25x%
% = - 3, kulmakerroin: 3 - 1.08 1.92
% =-2.2, kulmakerroin: | 2.2 - 0.58 1.62
% = 2.3, kulmakerroin -2.3 - 0.63 -2.93

1. Tutki kuvien tapauksia x = =3, x = -2,2 ja x = 2,3 yksi kerrallaan: Vertaa
h(x)m tutkittavaan kohtaan piirretyn tangentin kulmakerrointa f(x):nja g(x)n
kuvaajien vastaaviin kohtiin piirrettyihin tangenttien kulmakertoimiin. Mita
huomaat?

2. Avaa kyseinen GeoGebratiedosto, josta ylldolevat kuvat on poimittu:
https://www.GeoGebra.org/m/ave8k9dd

3. Valitse liukusdatimelld haluamasi x-koordinaatti ja tutki jalleen /i(x):n, f(x):n
ja g(x):n kuvaajiin liittyvid tangentin kulmakertoimia.

4. Toista sama uudella x-koordinaatilla.
Lisdtehtdvad (ajan salliessa): Piirrd GeoGebralla omavalintaiset kaksi monomista
muodostuvaa funktiota ja tee vastaava tarkastelu niille. Mallitehtdvastd B.4 voi etsia

vinkkeja siitd, kuinka GeoGebralla lisdtadn kayrélle piste ja sille tangenttisuora.

5. Johtopdatos: Summan derivointisaantd D(f(x) + g(x)) = Pdittele!
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Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat derivoituvia kohdassa x. Talloin

D(f(x) + g(x))
i fx+h)+ glx +h) = (f(x) + g(x))
~ i h
i flx+h) = f(x) + g(x + h) — g(x)
) h
1 (ﬂX+m—f@) ﬂX+m—g@U
=lim +
h—0 h h
_ lim flx+h) - f(x) T lim g(x+h) —g(x)
h—0 h h—0 h
=f"(x) + g’ (x).

Lause B.3 Summan derivaatta.

Tulosta D(f(x) + g(x)) = f'(x) + g’(x) kutsutaan summan derivointisiinnoksi.

Edellisilta kursseilta on opittu, ettd useita monomeita summattaessa muodostuu poly-
nomi. Summan derivaattasadannolld olemmekin samalla saaneet médriteltyd monomien
summan eli polynomin derivaatan.

Mallitehtdva B.4 Maaritd funktion
flx) = (2 +2x°)(4 — 2x)
derivaatta kohdissax = 0jax =1,1eli f'(0)ja f'(1,1)

a) graafisesti

b) laskemalla.

A: Médritetadn derivaatta ensin graafisesti seuraavasti:

1. Piirretdédn funktio f(x) = (2 + 2x%)(4 — 2x) GeoGebralla.
2. Valitaan toiminto “Piste objektilla”, ja lisdtddn kdyralle piste.

3. Valitaan piste aktiiviseksi ja muutetaan asetuksista nikyville pisteen nimen
sijaan pisteen arvo.

4. Valitaan toiminto “Tangentti”, ja painetaan ensin aiemmin lisadttya pistettd ja
sitten funktion kuvaajaa.
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5. Valitaan tangenttisuora aktiiviseksi ja muutetaan asetuksista ndkyville tan-
gentin nimen sijaan tangentin arvo.

6. Kuljetetaan pistettd funktion kuvaajaa pitkin kohtaan x = 0 ja poimitaan
tangentin kulmakertoimen arvo.

B A A

O f(x) = (2+2x°) (4—-2x)

o A = Piste(f) o
- (0, 7.99)

o g : Tangentti(A, f)
—y=-4x + 8

+

-2

7. Funktion tangentin kulmakerroin kohdassa x = 0 on —4. Tdten funktion f(x)
derivaatta kohdassa x = 0 on my6s —4.

8. Vastaavasti madritettynd funktion tangentin kulmakerroin kohdassa x = 1,1
on 3,74. Taten funktion f(x) derivaatta kohdassa x = 1,1 on myos 3,74.

B: Madéritetadn derivaatta seuraavaksi laskemalla:
1. Sievennetddn aluksi lauseketta polynomiksi:
fx) = 2 +2x°)(4 - 2x)

=2-442-(=2x)+ (2x°) - 4 + (2x%) - (=2%)
=8 —4x — 4x*.

2. Maddéritetddn polynomin derivaattafunktio soveltamalla lausetta B.3:

Fx)=0+ 1-(-4x"1h + 4 - (=4t
= —4 +24x* — 16x°.

(Vakiofunktion derivaatta on aina 0.)
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3. Lasketaan, minka arvon derivaattafunktio saa kohdassa x = O:

f(0)=-4+24-0*-16-0°
=-4+0+0
= —4.

4. Lasketaan vield, minka arvon derivaattafunktio saa kohdassa x = 1, 1:

f1,1)=-4+24-1,1*-16-1,1°
= —4+29,04 — 21,296
= 3,744 ~ 3,74.

Téten ollaan saatu madritettyd sekd graafisesti ettd laskennallisesti funktion f(x)
derivaatan arvo kohdissa x = 0jax =1,1:

f(0) = -4
£(1,1) ~ 3,74.

Pohdinta B.5 Funktion kasvavuus ja vdhenevyys

Tutkitaan GeoGebralla piirretyn funktion f(x) = 2x1 — 2x% + 2x° kuvaajan pisteisiin
piirrettyjen tangenttien kulmakertoimia, kun x > 0:
htEps://www.GeoGebra.org/m/dvtfq4tu

it
3 3
o 2
A= (0.62, 1.33)
1 Y
A =(0.07,0.5]1) y =/0.56x + 0.98
0 1 2 3 4 0 ! i ? 1
y|=3.78x + 0.26
1 -
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3
2
y =/0.14x + 1.28 |
A'=(1.58,1.5)
1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

y=1.53x-1.77

~1 ~1
Piste A ilmoittaa koordinaattinsa muodossa A = (x, v)
Ruskea yhtdlo ilmoittaa kdyran pisteeseen A piirretyn tangentin yhtalon.

1. Avaa GeoGebra-tiedosto ja liikuta pistettd A.
2. Vastaa seuraaviin kysymyksiin:
(a) Millaisia arvoja tutkittava kulmakerroin saa? Miten tdma voisi liittyd

funktion kasvavuuteen?

(b) Valitse kaksi satunnaista pistettd (x > 0) A; ja A, siten, ettd pisteen A;
x-koordinaatti on pienempi kuin pisteen A, x-koordinaatti. Vertaa valit-
semiesi pisteiden y-koordinaattien suuruusjdrjestysta.

(c) Toista sama kahdella muulla pisteelld.

(d) Mita ajattelet, kasvaako vai vdheneeko funktion arvo (kun x > 0) x:n
kasvaessa edelld olevien huomioiden perusteella?

3. Lisdtehtdva: Tutki GeoGebralla piirrettyd funktiota: g(x) = —f(x) = —2x? +

2x? — 1x% ja vastaa edelld esitettyihin kysymyksiin funktion g(x) osalta.

Linkki lisdtehtivian  GeoGebratiedostoon: https://www.GeoGebra.org/m/
aabqw7rb

Maairitelma B.6 Aidosti kasvavuus, aidosti vdhenevyys ja monotonisuus:

e Aidosti kasvavuus
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— Funktio on aidosti kasvava, jos muuttujan arvojen kasvaessa funktion
arvo kasvaa, eli aina kun x; < x; niin f(x;1) < f(x2).

e Aidosti viahenevyys

— Funktio on aidosti vdhenevi, jos muuttujan arvojen kasvaessa funktion
arvo viahenee, eli aina kun x; < x,, niin f(x1) > f(x2).

e Aito monotonisuus

— Kun funktio on aidosti kasvava tai aidosti vihenevé, sanotaan funktion
olevan aidosti monotoninen.

Huomautus B.7 Monotoninen vai aidosti monotoninen?

Huomaa ero aidosti monotonisen ja monotonisen funktion vilill4, jossa sanaa “aito”
ei kdytetd. Talloin puhutaan vain kasvavasta tai vdhenevédstd funktiosta, jolloin
edelld olevan méadritelmén ehtojen lisdksi tilanne

"kun x; < xp, niin f(x1) = f(x2)” on sallittu.

Toisin sanoen, ilman aitoutta:

e Funktio on kasvava, jos muuttujan arvojen kasvaessa funktion arvo kasvaa tai
pysyy samana, eli aina kun x; < xp, niin f(x;) < f(x2).

e Funktio on vdhenevi, jos muuttujan arvojen kasvaessa funktion arvo vahenee
tai pysyy samana, eli aina kun x; < x, niin f(x1) > f(xy).

Pohdinta B.8 Yhdistelytehtava:

Maééritelméaa B.6 ja huomautusta B.7 hyddyntden yhdista funktion kuvaaja ja tieto
monotonisuudesta. Osaan kuvaajista on kirjoitettu funktion yhtalo, voit hyodyntaa
sitd padtelmissasi.

e Kategoria 1: Funktion kuvaaja
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-3 -3 -3
-4 -4 -4
{2 - -5

kuva 1 kuva 2 kuva 3
5 5 1 5
f(x) r+1
4 4 2 4
3 3 3

flx) = 2
2 2 2
1 1 1
-5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 -5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5

=t =1 —t
=2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
=5 -5 =5

kuva 4 kuva 5 kuva 6

e Kategoria 2: Funktio on kaikkialla:

(i) kasvava (ei aidosti), mutta ei kaikkialla vdheneva
(ii) vdheneva (ei aidosti), mutta ei kaikkialla kasvava
(iii) aidosti kasvava
(iv) aidosti viheneva

(v) samaan aikaan seka kasvava ettd vaheneva

(vi) ei mitdan edellisista.

6. Tutki funktiota f(x) = 3x? — 7x + 1. Hyddynni mallitehtédvdd B.4 ja siind esitettyja
ohjeita GeoGebran kdyttoon.

a) Tutki graafisesti: Likimain missd kohdassa a funktiolle f(x) piirretty tangentti on
vaakasuora? Mikd on tdlloin derivaattafunktion arvo, eli mikd on f’(x), kunx = a?

b) Laske algebrallisesti kayttamattd GeoGebraa: Missd kohdassa funktion f(x) deri-
vaatta saa arvon 2? Tarkista tulos graafisesti GeoGebralla.

c) Laske algebrallisesti kdyttamattd GeoGebraa: Minka arvon funktio f’(x) saa koh-
dassa x = 5? Tarkista tulos graafisesti GeoGebralla.
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7. Anna esimerkki

a) funktiosta, joka on aidosti monotoninen.

b) kahdesta funktiosta, joista toinen on aidosti vdheneva ja toinen aidosti kasvava,
mutta niiden summa on aidosti kasvava.

c) funktioista, joista toinen on aidosti vdhenevé ja toinen aidosti kasvava, mutta
niiden summa on vakiofunktio.

d) funktiosta, joka ei ole aidosti kasvava eikd aidosti vdheneva.
e) funktiosta, joka on kaikkialla sekd kasvava ettd viheneva.

8. Madrita funktion
f) = (x =14 -2x)(-x - 1)
derivaatta kohdissa x = 1jax = 2eli f'(1) ja f'(2)
a) graafisesti hyodyntamalla GeoGebraa
b) laskemalla.

9. Matille ja Tepolle annetaan vélille 0 < x < 10 rajattu funktion lauseke (molemmille
eri) ja he piirtdvdat sen GeoGebraan. Monotonisuus on heistd vaikea késite, joten he
paattavat pohtia yhdessa funktioidensa monotonisuutta valilla 0 < x < 10. He kdyvat
seuraavan keskustelun:

— Matti: Minun funktioni saa arvon f(x) = 1, kun x = 2ja arvon f(x) =5, kun x = 8.
Enté sinun?

— Teppo: Minun funktioni saa aina vain negatiivisia arvoja. Mites sinulla kasva-
vuus?

— Matti: Olen varma, ettd ainakin vililld 2 < x < 6 funktioni on aidosti kasvava.
Kasvaako funktio sinulla aidosti?

— Teppo: En tiedd.. Minkd arvon funktio saa sinulla kohdassa x = 7?

— Matti: Funktio f(x) ndyttdisi saavan arvon 6 tuossa kohtaa. Millaisia eri arvoja
sinulla funktio saa?

— Teppo: Kun x = 1, funktio saa arvon -10. Lisdksi kohdassa x = 7, funktio saa arvon
-3 ja kohdassa x = 9, funktio saa arvon -1.

— Matti: Elikkd ainakin sinulla olisi kasvava funktio kyseessd, vai olisiko?
Keskustelun perusteella (ilman lisdtietoja), vastaa seuraaviin kysymyksiin?

a) Voidaanko jommastakummasta/molemmista olla varma, ettd hdnen funktionsa
on tutkitulla valilld aidosti monotoninen?
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b) Voidaanko jommastakummasta/molemmista olla varma, ettd hdnen funktionsa ei
ole tutkitulla valilld aidosti monotoninen?

¢) Jos jommankumman/molempien funktion monotonisuudesta ei voida olla var-
moja, hahmottele paperille sellaisen kuvaukseen sopivan funktion kuvaaja, joka

i) on aidosti monotoninen

ii) ei ole aidosti monotoninen.

d) Jos jommankumman/molempien funktion osalta sen monotonisuus on selvid,
hahmottele kuvaukseen sopivan funktion erilaisia mahdollisia muotoja paperille.

10. Seuraavasta viidestd véitteestd kolme pitdd paikkansa. Etsi paikkansapitdvat véit-
teet ja virheellisten véitteiden kohdalla perustele, miksi véite ei pidd paikkaansa.

a) Kun kahden monomin derivaatat summataan yhteen, saadaan tulokseksi kyseis-
ten monomien summasta muodostuvan polynomin derivaatta. (Vihje: B.3)

b) Funktio voi olla samaan aikaan sekd kasvava ettd vdaheneva. (Vihje: B.7)
¢) Aidosti kasvava funktio saa aina positiivisia arvoja. (Vihje: B.6)

d) Aidosti vdheneva funktio on aina samalla my6s vdaheneva (ilman aitoutta). (Vihje:
B.6ja B.7)

e) Kasvava funktio on aina samalla my0s aidosti kasvava. (Vihje: B.6 ja B.7)

C Tunti 3: Sovelluksia trigonometristen funktioiden de-
rivaattaan, dariarvot

Pohdinta C.1 Edellisen oppitunnin kertaus
e Katso seuraavaa kdsitekarttaa. Perustele jokaisen viivan kohdalle, miten ka-

sitteet liittyvat toisiinsa. Voit halutessasi vetda lisda viivoja kasitteiden vélille
ja perustella niiden vilisen yhteyden.
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[Summan derivaatta J

| ’/,(Funktion derivaatta]
1 2

[Polynomin derivaattaj \

6
7

[Aidosti monotoninenj

VVaheneva

Pohdinta C.2 Kosinin dariarvot
Kuvassa 1 ja 2 on esitetty rajattu osa funktion f(x) = cos(x) kuvaajasta. Kuvat 1 ja 2
esittivat samaa funktiota, mutta niissa on skaalattu x-akseli eri tavoilla.

2 1
-y 2 0 m
/2 0 m/
1 flz) =|cos(z)
f(x) = cos(x)
-1
kuva 1 kuva 2

1. Tee huomioita funktion f(x) = cos(x) kasvavuudesta/vihenevyydestd aluksi
vélilla -7 <x < 0.
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2. Tutki seuraavaksi funktion f(x) = cos(x) kuvaajaa vililld 0 < x < 7. Mita voit
tuolla valilla todeta funktion kasvavuudesta/vahenevyydesta?

3. Tutki kohtaa x = 0. Miti siind tapahtuu funktiolle?
4. Minkd arvon funktio saa kohdassa x = 0. Eli mikd on f(0)?
5. Saako funktio kohdan x = 0 ldhiympaéristossa

(a) vain suurempia arvoja

(b) vain pienempid arvoja?

6. Mikd on funktion derivaatan arvo kyseisessd kohdassa x = 0? (Jos derivaa-
tan arvoa on hankala hahmottaa suoraan kuvaajasta, voit halutessasi kayttaa
tehtdvan A.7 kuvaa apunasi.)

7. Millaisia arvoja funktion derivaatta saa ennen kohtaa x = 0 ja kohdan x = 0
jalkeen?

8. Lisdtehtdva: Avaa GeoGebra ja piirrd cos(x):n kuvaaja. Tee edelld olevaa vas-
taava tarkastelu tutkimalla kohtaa x = 7 ja sen lahiympéristoa.

Maairitelma C.3 Paikalliset ddriarvokohdat ja paikalliset ddriarvot

e Paikallinen maksimi

— Kohtaa xy, jossa funktio saa paikallisesti suurimman arvonsa, kutsutaan
funktion paikalliseksi maksimikohdaksi.

— Funktion arvoa paikallisessa maksimikohdassa kutsutaan funktion pai-
kalliseksi maksimiarvoksi.

e Paikallinen minimi

— Kohtaa xy, jossa funktio saa paikallisesti pienimman arvonsa, kutsutaan
funktion paikalliseksi minimikohdaksi.

— Funktion arvoa paikallisessa minimikohdassa kutsutaan funktion pai-
kalliseksi minimiarvoksi.

Lause C.4 Paikalliset ddriarvot ja derivaatta

Funktion derivaatta paikallisissa ddriarvokohdissa on 0, mikili derivaatta on olemassa.
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Huomautus C.5 Derivaatan nollakohta

Jos funktion derivaatta on jossakin pisteessd nolla, ei se kuitenkaan aina tarkoita,
ettd kyseessd olisi ddriarvokohta. Derivaatta saa arvon 0 huippujen lisdksi myos
”terassi”kohdissa. Esimerkiksi funktion f(x) = x° derivaatta kohdassa x = 0 on 0,
vaikka kyseessd ei ole dadriarvokohta.

Pohdinta C.6 Aiemmissa kappaleissa opittiin muodostamaan yksinkertaisten trigo-
nometristen funktioiden, kuten f(x) = sin(x) tai f(x) = cos(x), derivaattafunktioita.
Miten tilanne muuttuu, kun funktio saa muodon: f(x) = sin(ax), missd a on jokin
reaaliluku?

Avaa seuraava GeoGebratiedosto: https://www.GeoGebra.org/m/jhqfdkwn
Vastaa seuraaviin kysymyksiin tutkimalla aluksi tilannetta a = 2 (kuva 1):

1. Muistele funktion f(x) = sin(x) jaksoa sekd muotoa. Voit muistin helpottami-
seksi kokeilla muuttaa liukukytkinta tilanteeseen a = 1, jolloin f(x) = sin(1x).

2. Kuvaile funktion f(x) = sin(1x) eroa funktion f(x) = sin(2x) kuvaajaan. Mitd
huomioita teet funktion kuvaajan pisteisiin piirrettivien tangenttien kulma-
kertoimien muutoksista ja jaksosta?

3. Kuna = 2, millaisen arvelet derivaattafunktion kuvaajan olevan télle funktiol-
le? Entd mitd derivaattafunktion kuvaajalle tapahtuu, jos kasvatat a:n arvoa
entisestddn? Perustele kulmakertoimen avulla.

4. Aktivoi vasemmasta reunasta funktion f(x) = sin(ax) derivaatan kuvaaja f’(x)
ja n kuvaaja. (kuva 2)

L
o

w
o
]

w

f(x) = sin(ax) f(x) = sin(ax)

g(x) = cos(ax)

2 -2
{x), eli funktion sin(ax) todellinen derivaatta

kuva 1 kuva 2

5. Kokeile muuttaa liukusddtimelld a:n arvoa. Pohdi, paattelitko oikein, kuinka
f(x):n derivaatta f’(x) muuttuu a:n arvon muuttuessa.
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6. Vertaa f'(x):nja :n kuvaajia toisiinsa ja pdéttele, ovatko seuraavat vditteet
ja ajatusketjut totta vai tarua:
(a) Kun a:n arvo kasvaa, funktion f(x) = sin(ax) jakso lyhenee.
(b) Kuna = 0, funktion f(x) = sin(ax) derivaatta f’(x) on vakiofunktio.
(c) Lausetta A.5, jossa maédritettiin sinin derivaatta, voidaan soveltaa tilan-
teeseen f(x) = sin(ax) seuraavasti: f’(x) = cos(ax).
7. Tutki funktion f’(x) kuvaajaa, kun - < x < 7.
(a) Kuinka monta paikallista maksimia 10ydat maaritellylta valiltd, kun a =
1,5?
(b) Arvioi kuvasta paikalliset maksimiarvot, kuna =1, 5.

(c) Entd kuinka monta paikallista maksimia l0ydat maaritellylta valiltd, kun
a=23?

(d) Arvioi kuvasta paikalliset maksimiarvot, kun a = 3.

8. Paattele edelld olevaa pohdintaa hyddyntden funktion f(x) = sin(ax) derivaat-
tafunktio f’(x).

Funktion f(x) = sin(ax) derivaatan tasmdlliseksi laskemiseksi tarvitaan sisafunktion
késitettd, johon palataan myohemmin t&lld kurssilla.

Mallitehtava C.7 Paikallisten dédriarvokohtien Ioytdminen

Tutki, milloin seuraava funktio muuttuu aidosti kasvavasta aidosti viahenevéksi ja
aidosti vahenevistd aidosti kasvavaksi (hyddynna kuvaa 1). Laske funktion paikal-
liset ddriarvokohdat ja niitd vastaavat dédriarvot.

f(x) =x*—5x

F(z) = 2* b5z

kuva 1
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Lahdetddn etsimédén paikallisia ddriarvokohtia ja niihin liittyvia ddriarvoja derivoi-
malla funktio f(x):

f/(x) = 3x* = 5.

Etsitadn derivaatan nollakohdat, eli kohdat, joissa f’(x) = 0:

3x2=5=0
o 3x%=0+5
s 3x*=5
5
2
L= = —
Y73

- f
o fE

Sijoitetaan derivaatan nollakohdat funktion f(x) lausekkeeseen:

(g

9
—4,30331

5) 5
_10- V15

9
~ 4,30331.

&

~
|
W U1
N —
I

Nédhdédan kuvan 1 kuvaajasta, ettd kohdassa — \/g funktio muuttuu aidosti kasva-
vasta aidosti viaheneviksi sekd kohdassa \/g aidosti vahenevésta aidosti kasvavak-
Si.

Téten paikalliset ddriarvokohdat funktiolle f(x) = x*> — 5x ovat

x—\/g'ax——\/E
“ V3PPV
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ja ddriarvokohtiin liittyvat ddriarvot ovat

5] -10- V15
“=——x— 1
f[ 3J 5 ,3033
10- V1
o [y3) - s o

Huomaa, ettd jatkossa uusia tydvilineitd saataessa paikallisia ddriarvokohtia ei saa
endd perustella pelkdn kuvaajan avulla.

Pohdinta C.8 Harmoninen véréhtelija

Pitkd vieteri roikkuu katosta ja sen pddhdn on kiinnitetty punnus. Systeemi
laitetaan kuvan 1 mukaisesti vardhtelemddn pystysuunnassa. Kuvan 2 kuvaaja
kuvastaa vieterin paikkaa ajan funktiona.

paikka x (m) - i}

1
\!/ /\ aika t (s)
1 1 2 3 5 [ 7
*(t)=sin{wt)
~1

kuva 1 kuva 2

Vieterin paikkaa x (yksikko: metri) ajan ¢ (yksikko: sekunti) funktiona kuvaa funk-
tio x(t) = Asin(wt) + Bcos (wt), missd B = x(0) (kappaleen sijainti tarkastelun al-
kuhetkelld) ja A = x’(0)/w, v = kulmanopeus. Tarkastelu on aloitettu siten, etta
x(0) = 0, mistd seuraa, ettd B = 0. Lisdksi on valittu sellainen jousi ja sopivamassai-
nen punnus, ettd w saa arvon x’(0), jolloin A = 1. Funktio yksinkertaistuu muotoon:
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x(t) = 1-sin(wt) + 0, eli

x(t) = sin (wt) .

1. Etsi kuvaajasta silmdmadrdisesti yksi ajanhetki, jolloin vieteri on ddrimmilleen
venyneend, eli milloin punnus on kauimpana katosta?

2. Hyodynna tehtdvan C.6 GeoGebra-tiedostoa ja pohdi, miten kulmanopeus w
vaikuttaa funktion x(t)

(a) jaksonaikaan

(b) paikallisiin maksimi- ja minimikohtiin ja niitd vastaaviin arvoihin.

Kuvassa 3 esitetddn funktion x(t) derivaatan x’(t) kuvaaja.

paikka x (m)
| @
2
1
X (1)
aika t (s)/
1 2 5 B 7
—1-|x(t)=sin{wt)
-2

kuva 3

Pohdi méaéritelmda C.3 ja lausetta C.4 ja vastaa seuraaviin kysymyksiin:

3. Paattele funktion ja derivaatan kuvaajien perusteella, kumpi seuraavista pitaa
paikkansa kuvan 3 tapauksessa:

w <1
w > 1.
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4. Millaisia arvoja funktio x(f) saa derivaatan nollakohdissa?

5. Kuvaile, millaista punnuksen liike on derivaatan nollakohdissa, eli kohdissa
x'(0)?

6. Mita (t, x) -koordinaatiston derivaatta siis kuvaa?

7. Mind ajanhetkind punnus liikkuu nopeiten?

11. Seuraavassa on piirrettyna funktio f(x).

4

3

Milloin funktio on

a) kasvava

b) vaheneva?
Madadrita kuvan perusteella likiméddrdisesti funktion

i) paikalliset ddriarvokohdat ja niiden tyypit

ii) ddriarvokohtiin liittyvét ddriarvot.
12. Ryhmaé opiskelijoita piirtdd GeoGebralla koordinaatistoon sekd funktion f(x) =
cos(x) ettd funktion g(x) = sin(x) kuvaajat. Opiskelijat esittdvat véitteitd liittyen edel-

1 mainittujen funktioiden kuvaajiin. Tutki seuraavien vditteiden ja niihin liittyvien
perustelujen paikkansapitdvyytta.

a) Kun tutkitaan aluetta a < x < b, on mahdollista valita luvut a4 ja b siten, ettd
funktiolla f(x) on kaksi paikallista ddriarvokohtaa enemman kuin funktiolla g(x).

b) Ei ole olemassa matemaattista keinoa luetella funktion f(x) kaikkia paikallisia
maksimikohtia, silld niitd on ddreton maara.

c) Kaikki sekd f(x)m ettd g(x):n paikalliset minimiarvot ovat arvoltaan samat.
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13. Ainerajat ylittava tehtava.

Tutki pohdinnassa C.8 esitettyd vieterin vardhtelyd kuvaavaa kuvaajaa.

a) Mitd yksinkertaistuksia sisdltyy ajatukseen, jonka mukaan vardhtelyn paikalliset
maksimi- ja minimikohdat pysyvéat samoina vérdhtelyn jatkuessa pitkdan?

b) Hahmottele paperille, millainen vieterin liikettd kuvaava kuvaaja todellisuudessa
on? Mitd tapahtuu funktion paikallisille maksimi- ja minimiarvoille ajan kulues-
sa?

¢) Perustele hahmotelmaasi. Mitka seikat selittavat ilmiota?

14. Ryhmityd: Muodostakaa 3-4 hengen ryhmii ja kerratkaa kolmella edelliselld tun-
nilla opiskeltu aineisto seuraavia kertaamisen keinoja kdyttden:

a) Esittakaa toisillenne kysymyksid koskien esitettyjd méaaritelmid A.3, B.6 ja C.3.
Kiinnittdkaa erityishuomiota siithen, mitd mééritelmé todellisuudessa sanoo ja
keksikdd matemaattisia esimerkkejd, joiden avulla tutkitte méddritelmien merki-
tysta.

b) Luokaa yksiiso késitekartta, johon laitatte tarkeimpid kasitteitd kolmen edellisen
tunnin ajalta. Vetdkda viivoja kasitteiden vilille ja selittdkdd niiden vélinen yhteys
toisillenne joko suullisesti tai kirjallisesti.
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D Opettajan opas

D.1 Tuntijako

75 minuutin oppitunteja kdytettdessd suositellaan seuraavaa tuntijakoa, jota voi tarvit-
taessa muokata luokan tarpeitten mukaiseksi.

1. 1 oppitunti: Derivaatta funktiona, sinin ja kosinin derivaatat
2. 1 oppitunti: Summan derivaatta, monotonisuus

3. 1 oppitunti: Sovelluksia trigonometristen funktioiden derivaattaan, dariarvot

Jos ylimédédrédistd aikaa on kdytettdvissd, voidaan kahden ensimméisen oppitunnin ko-
konaisuus laajentaa kolmen oppitunnin mittaiseksi.

D.2 Tunti 1: Derivaatta funktiona, sinin ja kosinin derivaatat
Pohdinta A.1

Téamén lammittelytehtdvan tarkoituksena on edetd pisteittdisestd derivaatasta konk-
reettisen esimerkin kautta kohti derivaattafunktiota. Korosta opiskelijoille tehtdvassa
esitetyn mielikuvan ja esimerkin yhteyttd derivaattaan, jotta maapallo-mielikuvasta
saadaan mahdollisimman tehokas opetuksellinen hyoty.

Vastaukset

Miti kyseinen mielikuva (ja erityisesti kuva 4) opettaa sinulle pisteittiisesti derivaatasta ja sen
miidritelmiisti?

Kun zoomataan todella tarkasti johonkin derivoituvan kdyran kohtaan, tangenttisuora
ja kdyrd nayttavat samalta.

Matti lihtee kivelemdiin lautaa pitkin (kamerasta katsoen oikealle) pitkin matkan. Kuvaile,
miten kuvan 1 puulaudan (= kiiyrin tangentin) suunta muuttuu, kun kamera pysyy paikallaan?
Huomaako Matti muutosta?

Massaton ja taipumaton puulauta asettuu Matin jalkojen alla aina maapallon tangentin
suuntaisesti, jolloin kameran pysyessa paikallaan kdyran tangentista tulee kuvakulman
suhteen laskeva suora. Matti ei huomaa muutosta, koska hin elda aina omassa ”zoo-
matussa maailmassaan”, jossa tangenttisuora (lauta) ja kdyrd (maan pinta) ndyttavat
samansuuntaisilta.

Miten edeltiivi mielikuva laajentaa kiisitystdisi derivaatasta?

Ymmarrys kehittyy siitd, mistd tangenttisuorassa on todella kysymys. Samalla padstdaan
myos eroon pelkéstd pisteittdisestd derivaatan ajattelutavasta.
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Pohdinta A.2

Seuraavassa linkissd piirretty opettajaa varten pohdinnan graafinen esitys loppuun
asti: https://www.geogebra.org/classic/bw65ekpy

Tehtdvidssa aktivoidaan opiskelijoita ja hyddynnetddn useita eri aisteja. Opettajan on
suositeltavaa itse ndyttdd mallia, kuinka kdyrid tutkitaan sormen ja kdden avulla. Kdm-
mentd kdytettdessd tulisi korostaa, ettd kdmmentd on tarkedd pitdd suorana. Opiskeli-
joita, jotka ovat edistyneitd GeoGebran kayttdjid, voidaan pyytda ennen murtoviivan
piirtdmistd tutkimaan pisteitd esimerkiksi tuplasti ttheimmin: x = 0, o o %”, % jne, jol-
loin murtoviivakuviosta tulee entistd kuvaavampi. Lisdkysymysehdotus: "Miltd mur-
toviivakuvio néyttdisi, jos tutkittaisiin pisteitd jdlleen tuplasti tihedimmin? Entd taas

siitd tuplasti tthedimmin... jne?”

Vastaukset

Aseta suora kiimmen kuvan 2 mukaisesti kuvaajalle ja seuraa kiimmenelli kuvaajan reittiii liipi
vasemmalta oikealle. Miti huomiosi kertovat funktion derivaatasta kussakin kohtaa?

Kun sormet osoittavat ylospdin, on derivaatta positiivinen. Kun sormet osoittavat alas-
pdin, on derivaatta negatiivinen. Kun sormet osoittavat suoraan, on derivaatta nolla.

Murtoviivakuvion piirtimisen vaiheet ja sen vertaileminen cos x -kuvaajaan:

kulmakertoimet pisteind murtoviivakuvio vertailu cos x -kuvaajaan

Miti piitelmid voit tehdi piirtdmistisi murtoviivakuviosta verrattuna cosinin kuvaajaan?

Pisteet, joista murtoviivakuvio muodostuu, ovat cos(x) -kdyran pisteitd. Mitd tiheam-
maéstd pisteparvesta murtoviivakuvio on muodostettu, sitd tarkemmin kuviosta tulee
cos(x) -kdyrdn muotoinen.

Huomautus A.4

Huomautuksen tarkoituksena on muistuttaa sekd opettajaa ettd opiskelijoita pisteit-
tdisen derivaatan ja derivaattafunktioiden merkintdjen eroavaisuuksista. Pohtikaa yh-
dessd opiskelijoiden kanssa sitd, mitd derivaattafunktio tarkoittaa. Derivaattafunktion
madritelmén yhteydessd voit mainita seuraavan ajattelutavan: Derivaattafunktio f’(x)
on funktio, jossa x kuvautuu pisteeseen (x, f(x)) piirretyn tangentin kulmakertoimeksi.
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Pohdinta A.6

Tama pohdinta on tarkoitettu ensisijaisesti opiskelijan hyddyksi, mutta samalla myds
rohkaisemaan opettajaa todistusten kadyttdmiseen. Tehtdvdssd on kolme kategoriaa,
joista yhdistellddn toisiinsa liittyvat sisdllot. Tehtdavaan lisatyt kuvat ovat lisdtty vaikei-
den raja-arvojen kdytannon merkityksen ymmartdmisen selkeyttamiseksi. Auta opis-
kelijoita ymmartaméaan, kuinka raja-arvon voi ndissé tapauksissa ndhdé kuvista. Edis-
tyneimmat opiskelijat voivat halutessaan yrittdd johtaa todistuksessa kdytetyn tauluk-
kokirjasta 1oytyvan kaavan sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B). Opiskelijoiden
kanssa on lopuksi my06s hyvad pohtia todistuksen rakennetta ja sitd, kuinka todistusta
on ldhdetty tekemééan.

Vastaukset

e 1,d,iv

e 2,a,vi

3, ¢, iii

4,b, ii

5f v

6,e,1

Pohdinta A.7

Tehtdavan pédasiallisena tarkoituksena on 1oytdd kosinin derivaatta. Auta opiskelijoi-
ta ymmadrtdmadn, mitd tarkoitetaan x-akselin suhteen peilatuilla funktioilla, jotta sen
pohtimiseen ei kuluisi aikaa. Lisdtehtdavassa pyritddan soveltamaan opittua ja hahmot-
tamaan sinin ja kosinin symmetrisyytta. Lisdtehtdvan kaltaisia lisdakysymyksiad kannat-
taakin esittdd opiskelijoille, jotka kaipaavat tehtdvadn lisdhaastetta.

Vastaukset
1) Nimea funktio glx) = cos(x) h(x) = -sin(x)
2) Funktion g(x) = cos(x) g'(x) = h(x) = -sin(x) h*(x)
derivaatta

Johtopiitos: Pidttele timin graafisen esityksen avulla cosinin derivaatan kaava.
Katso A.8

Lisdtehtivi: Sovella kuviota ja taulukkoa: Mitd funktiota derivoimalla piddytiin funktioon

f()?

48



Derivoimalla funktiota

D.3 Tunti 2: Summan derivaatta, monotonisuus
Pohdinta B.1

Kertaustehtdva voidaan toteuttaa parikeskusteluna tai vaihtoehtoisesti myos isommis-
sa ryhmissad. Sen jdlkeen voidaan lyhyesti koota pohditut asiat koko luokan kanssa.

Vastaukset

Miti tarkoitetaan siirtymiselli pisteittiisesti derivaatasta derivaattafunktioon?

Derivaattaa ei endé tutkita ainoastaan yksittdisissa pisteissd, vaan muodostetaan uusi
funktio, jonka arvot kuvaavat alkuperdisen funktion derivaattaa kaikkialla, missa funk-
tio on derivoituva.

Pohdi ja perustele mihin sinin ja kosinin derivaattojen middritelmit perustuvat?

Tutkimalla pohdintoja A.2 ja A.7 saadaan graafisesti perusteltua sinin ja kosinin deri-
vaatat. Korosta, ettd graafisen esityksen lisdksi on tdrked linkittdd visuaaliset huomiot
teoriaan. Sinin ja kosinin derivaatat todistetaan tehtdvissa A.6ja 5.

Pohdinta B.2

Pohdinnan GeoGebra-tiedostoon on luotu liukusaddin, joka ilmaisee tutkittavan koh-
dan. Sdddintad sadtamalld lilkkuu samalla kaikki tutkittavat pisteet (A, B ja A + B) liu-
kusddtimen mukaiseen kohtaan. Tama helpottaa tutkimista, silld kaikkia kolmea pistet-
td ei tarvitse siirtdd tarkasti samaan kohtaan. Liukusddtimen kayttod ja sen merkitysta
kannattaa silti opastaa opiskelijoille yhteisesti ja yksittdin. Ehdotus: Jos aika sallii, opis-
kelijat voidaan jakaa ryhmiin tekemddn pohdinnan lopussa olevaa lisdtehtavaa, minka
jilkeen ryhmat voivat esitelld muodostamiaan funktioita ja niistd tehtyja huomioita
muille.

Vastaukset

Tutki kuvien tapauksia x = =3, x = =2,2 ja x = 2,3 yksi kerrallaan: Vertaa h(x):n tutkitta-
vaan kohtaan piirretyn tangentin kulmakerrointa f(x):n ja g(x):n kuvaajien vastaaviin kohtiin
piirrettyihin tangenttien kulmakertoimiin. Miti huomaat?

Tangentin kulmakerroin, joka liittyy /(x):n kuvaajaan on f(x)n ja g(x):n kuvaajiin liit-
tyvien tangenttien kulmakertoimien summa.

Johtopiiitds: Katso B.3
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Pohdinta B.5

Taman pohdinnan tarkoituksena on luoda pohjaa sille, mita tarkoitetaan kasvavuudel-
la ja vahenevyydelld. Kyseisid termejd ei kuitenkaan vield ole aiemmin esitelty, vaan
ilmiotd ldhdetdan tutkimaan ensin graafisesti. Mikali opiskelija tekee pohdinnan no-
peasti, hdntd voidaan pyytda tutkimaan useita muita pistepareja ja suorittamaan lisa-
tehtavan. Lisdatehtdvdssd tutkitaan ensimmdisen funktion x-akselin suhteen peilattua
funktiota, minka voi tuoda esille lisdtehtdvéda ja sen antia pohdittaessa.

Vastaukset

Millaisia arvoja tutkittava kulmakerroin saa? Miten timi voisi liittyi funktion kasvavuuteen?

Kulmakerroin saa ainoastaan positiivisia arvoja ja kahdesta pisteestd korkeamman x-
koordinaatin omaavan pisteen y-koordinaatti on aina toisen pisteen y-koordinaattia
suurempi. Taten funktion arvo kasvaa.

Lisiitehtiivii: Tutki GeoGebralla piirrettyi funktiota: g(x) = — f(x) = —2x7 + 2x?—1x. Millaisia
arvoja tutkittava kulmakerroin saa? Miten timi voisi liittyd funktion kasvavuuteen?

Kulmakerroin saa ainoastaan negatiivisia arvoja ja kahdesta pisteestd korkeamman x-
koordinaatin omaavan pisteen y-koordinaatti on aina toisen pisteen y-koordinaattia
pienempi. Taten funktion arvo vdhenee.

Huomautus B.7

Téamén huomautuksen avulla pyritddn selkeyttdmadan monotonisuuden ja aidon mo-
notonisuuden vélistd eroa. Kappaleen harjoitustehtdvid ja yleistd ymmartamistd varten
opiskelijoille kannattaa selittdd, ettd jokin funktio voi olla samaan aikaan seka kasvava
ettd vaheneva. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, jos joko kasvavuus tai vdhenevyys
tai molemmat ovat aitoja.

Pohdinta B.8

Edellistd huomautusta ja sitd edeltdvdaa madritelmaa sovelletaan tdssd pohdinnassa.
Tassa vaiheessa paloittain madriteltyd funktiota ei vield ole opittu, joten paloittain
madriteltyjen funktioiden kohdalla ei ole kyseistd termid tarpeen esitelld, vaan voi-
daan keskittyd ainoastaan tutkittavaan asiaan, eli monotonisuuteen. Opettaja voi aut-
taa opiskelijoita tekeméddn oikeita johtopdatoksid poimimalla pohdinnan B.5 mukaisesti
kuvaajista kaksi pistettd ja vertaamalla niiden y-koordinaatteja toisiinsa. Edistyneem-
maét opiskelijat voivat keksid lisdd kuhunkin kategoriaan sopivia funktioita.

Kuvan 1 tapauksessa kohdan x = 0 ympdristossd saattaa opiskelijoilla olla kuvan
perusteella hankalaa hahmottaa, onko funktio kasvava vai aidosti kasvava. Taméan
tutkimisessa avuksi tulee funktion yhtélo, johon voidaan sijoittaa mielivaltaisen ldhella
x = 0 olevia lukuja (esim. x = 0.001 ja x = —0.001). Taten voidaan paitelld kyseessa
olevan aidosti kasvava funktio.
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Vastaukset

e Kuva 1, f(x) = x%: (iii) aidosti kasvava

e Kuva 2, paloittain mééritelty funktio: (i) kasvava (ei aidosti), mutta ei kaikkialla
vaheneva

e Kuva 3, f(x) = x* — 2: (vi) ei mitdédn edellisistd
e Kuva4, f(x) = 2: (v) samaan aikaan sekd kasvava ettd viheneva

e Kuva 5, paloittain méaritelty funktio: (ii) vaheneva (ei aidosti), mutta ei kaikkialla
kasvava

e Kuva 6, f(x) = —3x + 1: (iv) aidosti vdheneva

D.4 Tunti 3: Sovelluksia trigonometristen funktioiden derivaattaan,
dariarvot

Pohdinta C.1

Pohdinnassa kerrataan edellisen oppitunnin antia. Kiinnitd opiskelijoita varten erityis-
td huomiota sithen, miten asiat linkittyvét toisiinsa. Taten opitut aihepiirit eivit jaa
irrallisiksi, vaan muodostavat yhtendisen kokonaisuuden.

Pohdinta C.2

Aiemmin on tutkittu kasvavuutta ja vihenevyyttd yleisesti. Tassd pohdinnassa tut-
kitaan kasvavuutta/vahenevyyttd annetuilla véleilld. Kiinnita erityistd huomiota, etta
opiskelijat ymmartiavat tamédn pohdinnan jdlkeen kyseisen eron. Tdmédn pohdinnan
avulla pyritddn samalla luomaan pohjaa paikallisten ddriarvokohtien ymmartamiselle.

Vastaukset
Vastaukset tehtdvéssa esitetyn kuvan alla oleviin kysymyksiin:

1. Kyseiselld valilld funktio on kasvava.

Kyseiselld valilla funktio on vaheneva.

Kohdassa x = 0 funktio f vaihtuu aidosti kasvavasta aidosti vdheneviksi.
f0) =1

Funktio saa kohdan x = 0 lahiympaéristdssd ainoastaan pienempid arvoja kuin 1.

SRS LI N

Kun funktio f vaihtuu kohdassa x = 0 aidosti kasvavasta aidosti vahenevéksi,
funktion derivaatan arvo on 0.
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7. Derivaatta saa positiivisia arvoja ennen kohtaa x = 0 ja negatiivisia arvoja kohdan
x = 0 jalkeen.

8. Funktio f vaihtuu kohdassa x = m aidosti vihenevastd aidosti kasvavaksi. Tdlloin
funktion derivaatan arvo on my®ds 0.

Huomautus C.5

Taman huomautuksen sisilto saattaa jaddd joskus liian pienelle huomiolle, minka vuok-
si se on tuotu korostettuna esiin tédssa kirjassa.

Pohdinta C.6

Kannusta tdssd pohdinnassa opiskelijoita lukemaan ohjeet huolella ja jarjestyksessa.
Avusta tarvittaessa GeoGebran kdytossd! Keskittykdd olennaiseen, eli sithen, miten
funktion ja sen derivaatan kuvaajat linkittyvét toisiinsa. Auta opiskelijoita tekemaan
padtelmia siitd, kuinka funktion ja sen derivaatan kuvaajien paikallisista maksimiar-
voista pystyy padttelemédn funktion derivaatan lausekkeen.

Vastaukset

1. Sinikdyrd on esitettynd myos tehtdvassa A.2.

2. Siirryttdessd sin(1lx) kuvaajasta sin(2x) kuvaajaan jakso lyhenee puoleen. Liséksi
jyrkimmissd kohdissa funktion kuvaajan pisteisiin piirrettyjen tangenttien kul-
makertoimien arvot ovat itseisarvoltaan selvésti kasvaneet.

3. An kasvaessa tangentin kulmakertoimen itseisarvot saavat funktion kuvaajan
jyrkissd kohdissa suurempia arvoja. Taten my0s derivaatan itseisarvot saavat
suurempia arvoja.

4. (tyhja)
5. (tyhjd)
6. (a) totta
(b) totta
(c) tarua
7. (a) 1
(b) Vilin ainoa paikallinen maksimiarvo on 1,5.
() 3

(d) Jokainen vilin paikallisista maksimiarvoista on 3.

Qo

. f'(x) = a- cos(ax)
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Pohdinta C.8

Tassd pohdinnassa jatketaan Esa Liinamaan pohjustamana harmonisen véaréhtelijan
kasittelyd. Tehtdvan alkuosassa on esitetty runsaasti selittdvaa tietoa, joka on tehta-
van ratkaisun kannalta irrelevanttia. Jos/kun opiskelijat tajuavat tdimén, heille on hyva
tdhdentds, ettd vastaavanlaisia tehtdvanantoja saattaa tulla vastaan ylioppilaskirjoituk-
sissa, mihin tdma tehtdvd myos osaltaan valmentaa.

Vastaukset
1. = 3,15stai~ 7,35

2. (a) Kulmanopeuden kasvaessa jaksonaika lyhenee.

(b) Maksimi-ja minimikohtia tulee tiheammin kulmanopeuden kasvaessa. Niitd
vastaavat maksimi- ja minimiarvot pysyvét kuitenkin samoina.

3. w>1

4. Derivaatan nollakohdissa funktio x(f) saavuttaa paikalliset maksimi- ja minimiar-
vonsa x(t) = £1.

5. Derivaatan nollakohdissa x’(t) = 0. Tall6in punnus on paikallaan.
6. (t,x) -koordinaatiston derivaatta x’(t) kuvaa punnuksen nopeutta.

7. Punnus liikkuu nopeiten derivaattafunktion x’(t) paikallisissa minimi- ja maksi-
mikohdissa.

E Tehtivien vastaukset

1
Huom: Kasiteltdava vali: 0 < x < 2m
i) ei koskaan
ii) joskus: kun 0 < x < y7jakun 27 < x < 27
iii) aina

iv) joskus: kunm < x < 2m

NI
2

v) joskus: kun x = imja kunx =

e
|

vi) joskus: kun x = g7 ja kun x =
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a) Matti voittaa suklaapatukan, silld hdnen viitteensa pitda paikkansa, mutta Siirin
vdite ei.
b) Muutetaan Siirin vaite kahdella tavalla oikeaksi:
i) Kun funktiota sin(x) derivoidaan kaksi kertaa, saadaan tulokseksi funktion

cos(x) derivaatta.

ii) Kun funktiota sin(x) derivoidaan neljd kertaa, saadaan tulokseksi funktion
— cos(x) derivaatta.

3
Pinta-ala (A) = 12,5.
4

Maapallon pinta ei todellisuudessa ole suora. Viite kuitenkin pitdd paikkansa, silld
maapallon pinnalla seisova henkild kokee sekd maan pinnan (vrt. funktio) ettd maan
pinnan seisomiskohdan tangentin (vrt. funktion kuvaajan pisteeseen piirretty tangent-
ti) suoraksi, koska kokonaisuuteen ndhden eletdan “zoomatuissa” olosuhteissa. Samoin
kun zoomataan funktiota tarpeeksi paljon, vaikuttaa siltd, ettd funktio ja sen tarkastel-
tavaan kohtaan piirretty tangentti ovat paikallisesti samansuuntaisia.

5

d
Zplcos()]
. cos(x + h) — cos(x)
=lim
h—0 h
lim cos(x) cos(h) — sin(x) sin(k) — cos x
h—0 h
L cos(h) — 1 . sin(h)
= %13(} cos(x) — sin(x) p
=cos(x) - 0 —sin(x) - 1
=0 — sin(x)
= — sin(x).
6

a) GeoGebralla saadaan havaittua, ettd tangentti on vaakasuora, kun x ~ 1.17. Tal-
16in f'(x) = 0.

b) f'(x) =2, kunx = 3.
o) f/(5) = 23.

a) esim. f(x) = 5x
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b) esim. f(x) = —xja g(x) =

) =
c) esim. f(x) = —2xja g(x) =2x+5
d) esim. f(x) =
) =

e) esim. f(x) =10

Q) f(1)=-
b) f(2) =

9

Matin funktio ei ole monotoninen, koska f(2) = 1, f(7) = 6ja f(8) = 5. Monotonisuuden
madritelma ei siten toteudu.

Tepon funktio voi olla joko monotoninen tai sitten ei. Tekstin perusteella ei voida tietaa.
10

a) Pitaa paikkansa.

b) Pitdd paikkansa.

c) Ei pida paikkansa. Aidosti kasvava funktio voi saada negatiivia arvoja, kunhan
madritelma B.6 toteutuu.

d) Pitda paikkansa.

e) Ei pida paikkansa. Esimerkiksi funktio f(x) = 5 on kasvava, mutta ei aidosti
kasvava.

11

a) Funktio on kasvava, kun -3 <x < -1jax <3.

b) Funktio on vidhenevd, kun —4 <x < -3ja-1<x<3.

i) Paikalliset 4driarvokohdat ja niiden tyypit:

e Paikallinen maksimi: x ~ —1

e Paikalliset minimit: x * -3 ja x = 3.

ii) Paikallisiin ddriarvokohtiin liittyvéat dariarvot:

e x~-1:3
e x~-3:1
e x~3:-2.
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(Kasvavien ja vdhenevien vélien vastauksissa oletetaan edelld mainittujen &ariarvo-
kohtien olevan tarkkoja. Todellisuudessa pelkdn kuvan perusteella on vaikea madrittaa
ddriarvokohtia tarkasti.)

12
a) Vaarin
b) Vidarin
¢) Oikein

13

a) Kyseinen ajatus yksinkertaistaa vieteri+punnus -systeemin ikiliikkujaksi, jossa
energiaa ei mene yhtdan hukkaan.

b) Vihitellen punnuksen paikalliset maksimi- ja minimiarvot ldhestyvit nollaa.

c) Liike-energiaa menee hukkaan (ilmanvastus vastustaa liikettd, energiaa muuttuu
lammoksi ja ddneksi...).

14

a) Hyva kysymys on sellainen, mihin ei 16ydy suoraa vastausta materiaalista, vaan
joka saa pohtimaan ja soveltamaan opittua.

b) Hyvissa késitekartassa on vedetty runsaasti linkkejad késitteista toisiin, jotta ko-
konaisuus ja eri késitteiden véliset yhteydet kdyvét hyvin selviksi.
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