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複素 3次関数写像のランダム性の解析

國末 浩
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概要

3次複素関数 J(Z)=Z叶 aZ+Cのフラクタル写像をおこな った．aの値はー1.0からー0.1まで0.11且11語で

変化させた．Cは複素平而上で実数部分はー3.25から＋3.25まで，虚数部分はー2.29から＋2.30までそれぞれ

0.01間隔で変化させた．写像結果を図形表示するために繰 り返しの回数，繰り返しを抜けたときの絶対値等を色

情報として処理した．この写像のストレンジアトラクターの部分を詳し〈調ぺるために，繰り返しの回数と色情

報を用いて 2つの関数を定義し，それらの関数の周期性やランダム性を調べた．

1. はじめに

繰り返し写像であるフラクタル写像 1)に現れる

ストレンジ ・アトラクター2,3)の性質を詳しく調

べるために，その写像から 2つのタイプの関数

を定義し，それ らの関数のランダム性について

の解析をおこなった．

フラクタル写像として 3次の複素関数f(Z)=

か十aZ+Cを採用した．aは実数係数であり写

像が X 軸および y軸に対して対象となるよう

に初期値の複素数 Cの値を変化させた．パラメ

ーター a値に対する写像は， Znew= Z3 + aZ + C 

を 1ループとし， 1ループごとに Znewの絶対値

を求め，設定した最大値または最小値の範囲を

越えたときのループの回数，および一定のルー

プ回数の計算をおこなっても設定した極大値ま

たは極小値を越えない場合は，ループを抜け出

たときの数値，によって初期値 Cに対応するス

トレンジ ・アトラクターの特性を 8色に色分け

し， Cに対応する複素平面上の点にプロットし

た．関数はこれらの写像から定義した．

この 3次関数は，数学的には 3次の複素関数
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の解と関係があり ，実数関数としては初等カタ

ストロフィー関数の内でコントロールの個数が

2個の「くさび」の分岐集合の型をしている．

カタストロフィー理論はトボロジーを数学以外

の科学の分野に応用することが可能であると考

えたジーマンやトムら叫こよって作られたもので

ある．「〈さび」の分岐集合の場合， トムの定理

では静的モテルのポテンシャルを

f:R以 R→R として

I (a, b, x)＝が／4+axツ2+bx 

ととる．ここで， （a,b)はコントロール平面 R2

の点で X が 見 の点である．

ポテンシャルを X で微分して 0とおくと

炉十ax+b=O ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (1) 

であり ，これをみたす (a, b, x)の点の集合が

トムの定理の曲面 M で，さ らにもう一回微

分して 0とおくと

3炉 十a=0 ・・・・・・・・・・・・・・ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (2) 

であり ，（1), (2)の両式を 同時にみたす コント ロ

ール平面の点 (a,b)の集合が「くさび」のカ

タス トロ フィーの分岐集合とな っている．これ

らの関係を図 lに表した．

これを応用した例として，ジーマンは心臓の

鼓動や神経インパルスの伝播について数値的に
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やる気あり

図 1 コントロール平面とその面上の点 (a, b)のポテ

ンシャルから得られる (a, b, x)空間中の〈さぴ

の曲面

解析している．野口 2)は平価の切下げ，恋愛心理，

ストラ イキと騒乱，また心理や行動科学の分野

によく現れる驚異の反転（突然の変心，決断）

への応用例としてセールスの決め手，恋愛心理，

教育ママのジレンマ等をとりあげている．その

中で教育ママのジレンマを引用して紹介するこ

とにする．図2でX軸は子供の学業成績を，横

軸がその子供のやる気を示し縦軸がママの尻押

しを示している．やる気のない子供を母親が強

引に尻押ししても，子供のやる気が変わら なけ

れば，尻押しすればするほど子供の成績は悪化

する（経路 R)．つぎにもし何らかの理由で母親

の尻押しに子供か反応してやる気を起こしてく

ると， コントロールは経路 Sのように入る．

しかし子供の成績は依然良くならない．コント

ロールの点 X で母親が尻押しをやめて突き放

したとすると，子供は点 Xで曲がり，点 Yで

カタストロフィーを起こして上曲面ヘジャンプ

して，好成績をとるようになる．

この論文の 目的は繰り 返し写像のランダム性

を解析する ことであり ，この研究の最終的な目

的としてこれらの関数を我々が日常経験する不

連続な現象や現実と空想による心理作用などに

図2 〈さぴのカタス トロフ ィーの応用

やる気のない子に良い成紹をとらせるには・・・・・・

適用して，その解析結果からこれらの関数が応

用できる自然現象を捜 し出して解明することに

ある．

2.研究方法

1)フラクタル写像と定義関数

3次複素関数の定数 aの値は一0.1から一1.0

まで0.1間隔で変化させた．初期値の複素数 C=

x+iyの実数部分は一3.24から3.24まで，虚数

部分はー2.29から2.30までそれぞれ0.01の間隔

で変化させた．最大値および最小値はそれぞれ

1.0X 1『および1.o x 10-• に設定した．最大値を

越える繰り返しの回数は100回以内であったが，

最小値の方はは5000回を越えて もその値を越え

なかったので，繰り返しの上限を500回とした．

複素平面の座標を X, y として，最大値を越え

た時は，繰り返しの回数 V(x,y)およぴ Vを

6で割った剰余数に 1を加えた値を色情報

C(x, y) として記録した．500回繰り返しても

最小値を越えない時は， V(x,y) = 5とし， Znew 

の絶対値に104を掛けた値を 6で割った剰余数に

1を加えた値を色情報 C(x,y) として記録し

た．
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図 3に表示した結果は色情報の値 0か黒とな

るようにして，定数 aの値を変えた場合の写像

である．図 4に表示した結果は図 3の中で定数

a=-0.1 

a= -0.2 

a=-0.3 

a=-0.4 

a=-0.1の場合のものと色情報をそのまま表示

したもので，中心部分を 3倍に拡大した写像で

ある．

a=-0.6 

a=-0.7 

a= -0.8 

a= -0.9 

a= -0.5 a=-1.0 

図 3 パラメ ーター aの名値に対する写像
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a=-0.l 
関数 ABZに採用したもの

a=-0.1 
関数 ABZCに採用したもの

図4 a=-0.1の写像； 中心部を拡大表示したもの

図 3に示した写像を用いてつぎの 2つの関数

を定義した．

タイプ 1 （関数 ABZ)
M-200 

Z(k)＝図 V(Mcos kaL, M sin kaり
M=0 

ABZ(n) = IZ(n)I 

タイプ 2 （関数 ABZC)
M=200 

'Z(k) = ~ C(M cos kaL, M sin kaL) 
M=O 

ABZC(n) = IZC(n)I 

タイプ 1の関数は繰り返しのループを抜け出

た回数をもとにし，タイプ 2の関数はループを

抜け出した時の色情報をもとにした．Mは中心

からの動径の大きさに， Kは X軸からの角度に

それぞれ対応している．冗の値は 3.1415とした．

2)関数の解析

先に定義した関数についての解析は，写像の

対象性から 1つの象限のみで行った．Kの値は

0から90XLまでの整数とし， Lの値は 1,2, 

3, 4とした．

図 5は a=-0.1,L= 1の値に対する 2つの

関数のグラフとそのフーリエ成分の絶対値をグ

ラフに表したものである．図 6はa=-0.1のと

きL=2, 3, 4に対する 2つの関数のグラフ

を表したものである．

aまたは Lの各値に対応する関数について極

大点の数 P を数え，ディメンション D を

D= (90XL+ 1)/P 

で算出した．極大点の間隔の度数分布を求め，

その平均値 M を算出した．

L= 1のとき算出したこれらの値を表 l，表 2

に，パラメーター aの値に対する変動の様子を

図 7に示した．また，L=1のとき変数 nの関
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図 5 関数 ABZとABZCのグラフとそのフーリフ成分の絶対値

数値 X(n)と X(n+1), X(n) と X(n+2) 

および X(n) と X(n+3)の関数値の間の相

関係数と 回帰直線の傾きを最小 2乗法で求めた．

図 8に a=-0.1のときの相関図と回帰直線を描

いた結果を，表 3から表 6にパラメーター aの

値に対する数値計算結果を，図 9, 図10にそれ

らをグラフで示した．

3.結果

これらを調べた結果から，関数について次の

ことが分かった．

関数 ABZ,ABZCのいずれについても aの

値が一0.1からー0.9の範囲で D と M の値変

化の様子はははぽ等しいといえる．

それぞれの関数の D と M に関して次の特

徴がみられた．

関数 ABZについて

aの値がー1.0からー0.8の範囲で単調減少し

ている．

aの値が一0.8から一0.6の範囲で単調増加し

ている．

aの値が一0.6から一0.4の範囲で単調減少し

ている．

aの値が一0.4から一0.1の範囲で 4を平均と

して振動している．

aの値が一0.2のところで最小値になっている．

aの値が一0.9からー0.7の範囲とー0.3から

-0.1の範囲で D>M である．

aの値が一0.6とー0.3の範囲で D<M であ

る．

関数 ABZCについて

aの値が一0.9からー0.7の範囲で単調減少し

ている．

aの値が一0.7からー0.5の範囲で単調増加し

ている．

aの値が一0.5から一0.1の範囲で3.6を平均と

して振動している．

aの値が一0.4のところで最小値になっている．

aの値が一0.6からー0.2の範囲で D>M で

ある．
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図 6 L=  2, 3, 4のときの関数 ABZと ABZCのグラフ

表 1 関数 ABZ:パラメーター a の次元 Dと極大間の平均間隔 M

a -1 00 -0 90 -0  80 -o 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -o 20 -0 10 

D 5 35 3 96 3 64 3 79 4 33 4 14 3 79 4 33 3 50 3 79 

M 5 50 3 86 3 54 3 78 4 35 4 24 3 83 4 35 3 32 3 70 

表 2 関数 ABZC パラメーター a の次元 Dと極大間の平均間隔 M

（／ 1 -1 oo -0 90 -0 80 -0 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -0 20 -0 lO 

D I 3 79 3 96 3 50 3 37 3 50 4 14 3 25 3 96 3 25 3 37 

M I 3 3o 3 95 3 48 3 35 3 52 4 05 3 15 3 95 3 19 3 42 
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表 3 関数 ABZ.パラメ ーター a と離散点間の相関係数

a -1 00 -0 90 -0 80 -0 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -0 20 -0 10 

X(n) X(n+J) 0 895 0 857 0 815 0.800 0 662 0 713 0 670 0 485 0.643 0 606 

X(n) X(n+2) 0 770 0 749 0 760 0 742 0 550 0 624 0 487 0 330 0 478 0 331 

X(n) X(n+3) 0 640 0 712 0 670 0 699 0 518 0 451 0 406 0 251 0 346 0 108 

表 4 関数 ABZ パラメ ーター a と離散点間の回帰直線の傾き

a -1 00 -0 90 -0 80 -o 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -0 20 -0 10 

X(n) X(n+l) 0 905 0 853 0 812 0 798 0 660 0 712 0 672 0 483 0 643 0 606 

X(n) X(n+2) 0 787 0 742 0 754 0 736 0 548 0 625 0 487 0 329 0 479 0 332 

X(n) X(n+3) 0 662 0 703 0 661 0 691 0 5[4 0 450 0 404 0 250 0 346 0 109 

表 5 関数 ABZC パラメ ーター a と離散点間の相関係数

a -I 00 -0 90 -0 80 -o 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -0 20 -0 10 

X(n) X(n+l) 0 550 0 655 0 793 0 813 0 806 0 786 0 853 0 854 0 867 0 867 

X(n) X(n+2) 0 496 0 459 0 710 0 723 0 734 0 756 0 790 0 760 0 818 0 819 

X(n) X(n+3) 0 426 0 393 0 604 0 619 0 678 0 700 0 775 0 772 0 801 0 801 

表 6 関数 ABZC バラメ ーター a と離散点間の回帰直線の傾き

a -I 00 -0 90 -0 80 -0 70 -0 60 -0 50 -0 40 -0 30 -o 20 -0 10 

X(n) X(n+l) 0 551 0 656 0 796 0 827 0 812 0 794 0 853 0 843 0 868 0 868 

X(n) X(n+2) 0 501 0 461 0 719 0 750 0 744 0 774 0 794 0 745 0 820 0 820 

X(n) X(n+3) 0 433 0 396 0 6l4 0 650 0 687 0 732 0 778 0 753 0 811 0 811 

c.c. 
X(nl :X(n+ll 
X(nl :X(n+2l 
X(nl :X(n+3l 1.0 

,.,.,.,.:.:.:.:.: 、 --9--し~―`‘:-、‘-―`‘`‘‘‘`‘`‘`‘へrー、r-、クー‘’ ―̀--̀‘一、し―̀ 0.5 

＂̂v
 a -1 -.9 -.B -. 7 -.6 -.5 -.4 -.3 -.2 -.1 a 

図9 関数 ABZ:パラメ ーター a と離散点間の相関係数との関係
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図10 関数 ABZC:パラメ ーター a と離散点間の相関係数との関係
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，
 aの値かー0.1で D<Mである．

離散点間の相関係数については次の特徴かみら

れた．

関数 ABZについて

aの値が大きくなるにしたかっていずれも下

降傾向があり ，相関の度合いは相隣りあう点の

間が一番強く ，つぎに 2離れた点の間， 3離れ

た点の間の順である．

関数 ABZCについて

aの値が大きくなるにしたがっていずれも上

昇傾向があり ，相関の度合いは相隣りあう点の

間が一番強く ，つぎに 2離れた点の間， 3離れ

た点の間の順である．ただ，a=-0.3のところ

でのみ 3離れた点の間の相関が 2離れた点の間

の相関より強くなっている．

3.結 語

パラメーター aの値を0.1間隔で変化させた

結果，いずれの関数も 一0.2でカオス3,4)の様子を

示し，色情報から作った関数は一0.4でもカオス

の様子を示すことが認められた．隣接する関数

値間の相関の度合いは aの値が一0.1に近づく

ほど強くなっていくことが認められた．この研

究によって，カオスの様子を示す aの値がどの

付近であるか確認出来たので，今後は aの値の

間隔を小さくしてその値の周辺を調べることを

これからの課題としたい．また，ー0.1から 0ま

での間についてもより微細に調べること ，ディ

メンジョンの振動が何故生じ るのか等について

もこれからの課題としたい．
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