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RESUMO

Buscando explicar a crescente concentracao de riqueza no mundo, diversos modelos su-
poem a existéncia de um viés favorecendo os mais ricos que provoca tal efeito. Modelos
inspirados na fisica estatistica dos gases, onde agentes econdmicos sao selecionados se-
quencial e aleatoriamente para efetuarem uma troca binaria de riqueza, porém, mostram
que dindmicas nao-viesadas, que nao privilegiam nem pobres nem ricos, podem elas mes-
mas produzir um viés, aumentando a desigualdade indefinidamente até chegar a uma
situacao onde um individuo concentra toda a riqueza disponivel. Além disso, o sistema
estd sempre fora de equilibrio até que a desigualdade perfeita do estado final seja atin-
gida, com o fim do fluxo de riqueza. Esses resultados indicam que um mercado imparcial,
dentro da hipotese de um mercado eficiente sem arbitragem, pode ser responsavel por
uma concentracao extrema de riqueza. Ainda nao existe, porém, uma prova geral de que
qualquer dindmica de trocas binarias nao-viesadas leva inevitavelmente ao aumento de
desigualdade e a diminui¢cao de mobilidade. Buscando cobrir essa lacuna na teoria da
econofisica, sera apresentada uma demonstracao analitica simples, mas rigorosa, de que

qualquer regra nao-viesada esta condenada a conduzir o sistema a desigualdade perfeita.
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ABSTRACT

Seeking to explain the growing concentration of wealth in the world, several models postu-
late the existence of a bias favoring the richest causing this effect. Models inspired by the
statistical physics of gases, where economic agents are selected sequentially and randomly
to effect a binary exchange of wealth, however, show that non-biased dynamics, which
favor neither the poor nor the rich, can themselves produce a bias, increasing inequality
indefinitely until reaching a situation where one individual concentrates all the available
wealth. In addition, the system is always out of balance until the perfect inequality of
the final state is reached, with the flow of wealth. These results indicate that a balanced
market, within the assumption of efficient market and without arbitrage, may be respon-
sible for an extreme concentration of wealth. However, there is still no general proof that
any dynamic of biased binary exchanges inevitably leads to an increase in inequality and
decreased mobility. Seeking to fill this gap in the theory of econophysics, we show here
a simple but rigorous analytical demonstration that any unbiased rule is doomed to lead

the system to perfect inequality.

Keywords: Econophysics, unbiased exchanges, Condensation.
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1 Introducao

O impressionante crescimento da concentraciao de riqueza ! no mundo nos primei-
ros vinte anos do século XXI tornou a desigualdade um tema recorrente na literatura
econdmica (CHANCEL, 2019). Como exemplo dessa realidade, a Fig. 1 mostra a evolu-
¢ao historica da fracao que o 1% mais rico dos Estados Unidos concentra de sua riqueza

nacional, passando de 22% em 1980 para 37% em 2015 (PIKETTY; SAEZ; ZUCMAN, 2018).

0.35 1

0.30 1

fracao da riqueza total

1980 1990 2000 2010

dano

Figura 1: Evolugao histérica da fragdo que o 1% mais rico dos Estados Unidos concentra
de sua riqueza nacional, entre 1980 e 2015. Dado retirado do World Inequality Database
wid.world, base de dados do artigo de Piketty et.al (PIKETTY; SAEZ; ZUCMAN, 2018).

Buscando explicar esse fenomeno, a fisica estatistica, em particular a teoria cinética

dos gases, fornece uma estrutura ttil para descrever a complexidade das interacoes de

! Segundo o Diciondrio de Economia de Ozford (BLACK; HASHIMZADE; MYLES, 2012), riqueza é soma,
do prego de todos os bens com registro, isto ¢, ativos legalmente reconhecidos como patrimoénio (iméveis,
terras, automoveis, entre outros) subtraida das dividas acumuladas.



mercado (SLANINA, 2013). Como um sistema fisico composto de muitas particulas tro-
cando sua energia com espalhamento binario, os modelos de troca cinética (ISPOLATOV;
KRAPIVSKY; REDNER, 1998; BOGHOSIAN et al., 2017; PATRIARCA; HEINSALU; CHAKRA-
BORTI, 2010) consideram um conjunto de agentes econémicos interagentes onde dois deles

sao sequencial e aleatoriamente escolhidos para efetuarem uma troca de riqueza.

A explicacdo dos determinantes dessa extrema concentracao, e como evita-la, ainda
promove importantes debates entre politicos e académicos (PIKETTY, 2014). De modo ge-
ral, se recorre a existéncia de um viés no sistema que privilegia os mais ricos durante essas
trocas (DIPRETE; EIRICH, 2006), produzindo assim um efeito bola de neve (MOUKARZEL,
2011). E claro que esse tipo de mecanismo promove o aumento da desigualdade (DIPRETE;
EIRICH, 2006; ISPOLATOV; KRAPIVSKY; REDNER, 1998; BOGHOSIAN et al., 2017), mas essa
andlise pode induzir a pensar que essa ¢ a Gnica origem possivel da crescente concentracao

de riqueza.

Modelos de troca cinética recentes mostram que, além das dinamicas enviesadas favo-
recendo os mais ricos (ISPOLATOV; KRAPIVSKY; REDNER, 1998; BOGHOSIAN et al., 2017),
dinamicas nao enviesadas, que nao privilegiam nem pobres nem ricos, podem elas mes-
mas produzir o caso mais desigual (HAYES, 2002; MOUKARZEL et al., 2007; CARDOSO;
GONCALVES; IGLESIAS, 2020; BOULEAU; CHORRO, 2017; BOGHOSIAN; JOHNSON; MARCQ,
2015; IGLESTAS; ALMEIDA, 2012), onde um individuo concentra toda a riqueza disponivel,

parando assim a circulagao de riqueza.

Esses resultados indicam que um mercado imparcial, sem arbitragem, pode ser res-
ponsavel por uma concentracao extrema de riqueza. Ainda nao existe, porém, uma prova
geral de que qualquer dinamica de trocas binarias nao enviesadas leva inevitavelmente ao
aumento de desigualdade e a diminuicao de mobilidade. Essa dissertagao tem por objetivo

cobrir essa lacuna na teoria dos modelos de troca cinética.

Esse resultado é particularmente importante porque mostra que um mercado impar-
cial, com iguais oportunidades e sem regulagao que vise a redistribuicao de riqueza, sempre
promove a concentracao de riqueza. Consequentemente, o seu controle s6 pode ser feito
mediante algum tipo de viés favorecendo os mais pobres, seja aumentando o poder de
barganha dos agentes mais pobres durante as trocas (MOUKARZEL et al., 2007; CARDOSO;
GONCALVES; IGLESIAS, 2020; IGLESIAS; ALMEIDA, 2012), seja por meio de uma taxagao
redistributiva (LIMA; VIEIRA; ANTENEODO, 2020; IGLESIAS; CARDOSO; GONCALVES, 2020;
BOGHOSIAN et al., 2017; BOULEAU; CHORRO, 2017; LI; BOGHOSIAN; LI, 2019).



10

1.1 Estrutura da Dissertacao

No capitulo 2 serao revisados os modelos de troca cinética, em especial os modelos
cuja dinamica é nao enviesada. Por meio de simulacoes, serao mostrados os principais
resultados para cada um desses modelos: a evolucao temporal da desigualdade e da mo-

bilidade.

No capitulo 3 serd introduzido, pela primeira vez, um sistema no limite termodinamico
(nimero de agentes tendendo ao infinito) que generaliza os modelos de troca cinética nao
enviesados. A partir de definicoes para esses sistemas, serd provado que todo sistema
com trocas binarias nao enviesadas inevitavelmente levam a maxima desigualdade e a
minima mobilidade. Assim, os exemplos desse fenomeno trazidos no Capitulo 2 sao casos

particulares de um fené6meno mais geral.
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2 Modelos de Troca Cinética

A primeira premissa de toda a histéria humana ¢é, evidentemente, a existéncia de
individuos vivos (MARX; ENGELS, 1972); para isso, no entanto, sdo necessarias condicoes
materiais de existéncia, como comida, vestimenta e moradia. Esses individuos quando
nascem, porém, entram em um contexto especifico, com regras e direitos de propriedade
ja consumados e independentes de suas escolhas. Para sobreviver, portanto, eles precisam
ol seguir essas regras ou, em momentos de ruptura histérica, promover coletivamente a

transformacgao das mesmas (BHASKAR, 2014).

Isso nao é diferente no mundo contemporaneo. Ao nascer, todos se deparam com a
realidade de que as condicoes materiais de subsisténcia tém um prego; para consegui-las,
portanto, é preciso compréa-las: é necessario ter dinheiro. Para isso, é preciso vender algo
antes, criando uma cadeia continua de trocas. Como fica evidente, a propria alimentacao
depende da troca; toda renda e transferéncia de riqueza so é feita mediante uma troca;
até mesmo a producao de mercadorias s6 existe porque elas tém a finalidade da troca.
O modo de producao capitalista ¢, em suma, um sistema onde ¢ compulsoério comprar e
vender (WOOD, 2002), ou seja, onde a troca é necesséria para a sobrevivéncia. Um estudo

criterioso desse sistema requer, entao, um estudo sobre a troca.

O que sabemos até entao, no entanto, é apenas que a troca é uma necessidade. Mas
de que maneira ela se efetua? Entre quais pessoas ela se opera? Todas as respostas a essas
perguntas necessariamente se reduzem as condicoes materiais e as motivacoes subjetivas
de cada individuo. Em sendo praticamente impossivel entender todas essas possiveis de-
terminacoes e influéncias que pesam sobre cada pessoa, o que restaria para milhoes ou
bilhoes? A tnica saida que existe é admitir nossa ignorancia frente a esses fendmenos
e seguir o Principio da Razao Insuficiente (SINN, 1980), assumindo um comportamento

uniformemente aleatorio (equiprovéavel) ao que nao conseguimos determinar.

Um caso classico desse principio é o lancamento de uma moeda. De fato, com a forca

e a dire¢do determinada (com precisdo quase absoluta), um lado especifico caira voltado
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para cima; devido ao desconhecimento dessas informacoes, contudo, a predicao do resul-
tado nao pode ir além das iguais probabilidades do resultado ser cara ou coroa. No caso de
um fluido complexo, representado por um sistema classico de muitas particulas, o mesmo
carater teorico se revela. O movimento dessas particulas é completamente determinado
pela suas posicoes, velocidades e forcas de interacao; em virtude da nossa imprecisao na
medida dessas grandezas, porém, ¢ necessario assumir que as interagoes ocorrem aleato-
riamente entre as particulas que ocupam uma mesma regiao do espago (MALEVANETS;
KAPRAL, 1999). Esses exemplos nos revelam, portanto, que a aleatoriedade esta na predi-
¢Go, e nao na natureza, de fenémenos cujas informagoes sao insuficientes para sua deter-
minacao. O tratamento probabilistico, portanto, apresenta-se puramente com um carater

metodologico.

De maneira andloga, surge a questao: como uma primeira aproximagao, poderia o
mercado ser entendido como um sistema de varios agentes econdmicos executando trocas
aleatorias de fracoes de suas riquezas? Essa é a pergunta que encorajou, e ainda encoraja,
fisicos a tentar descrever de maneira estatistica o sistema econoémico em que todos vivemos.

Inaugurou-se, assim, os Modelos de Troca Cinética.

2.1 Descricao do Modelo

Dada um economia artificial com N agentes economicos !, o estado do i-ésimo agente
é caracterizado por sua riqueza x; > 0. Conforme foi definido, o que se sabe sobre cada
agente nao nos diz nada sobre suas preferéncias individuais, proximidade geografica, ou
mesmo suas ocupacoes. Dado isso, a abstracao que foi feita nao leva em conta diversos
determinantes que regulam a rede de trocas entre as pessoas. I justificada, portanto,
a selecao aleatoria das duplas de troca, ji que a informagao sabida é insuficiente para

qualquer especulacao de sua determinacao.

Assim, supondo uma troca de riqueza entre agentes selecionados aleatoriamente i e j,
temos que

v =z + A e xp =1+ Ay, (2.1)

onde T} ;) € ariqueza apls a troca e A,y € o ganho estocéstico do agente i(j). Nos modelos
de troca cinética ¢ restrito que A; + A; = 0, ou seja, esses modelos sao um jogo de soma

N )
zero. Isso, por sua vez, resulta que X =) ." | z; é constante ao longo do tempo.

!Em geral, um agente econdémico ¢ qualquer unidade capaz de realizar compra e venda, seja ela
um individuo ou uma empresa. No contexto do presente trabalho, entende-se por agentes econémicos
exclusivamente individuos economicamente ativos.
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Com o modelo posto, é notavel que o mesmo pressupoe que a riqueza nao pode
ser produzida ou mesmo consumida, isto é, que ela é conservada. Esse comportamento
pode ser visto em duas escalas diferentes: por um lado, ¢ verdade que =} + 2} = z; +
x; e, portanto, estd implicita a conservagao local da riqueza; por outro lado, é verdade
que ZZN ;= ZZN r; = X = cte e, portanto, estd implicita a conservacao global da
riqueza (PATRIARCA et al., 2005). Por vezes esses dois pressupostos sao elencados como
desqualificadores do modelo para descrever a dindmica da riqueza (YAKOVENKO, 2016); o
presente trabalho, por sua vez, pretende se posicionar em favor da abordagem como uma

primeira aproximacao.

De maneira alguma esta se argumentando que a producao e o consumo de riqueza nao
tém influéncia em sua dindmica e, consequentemente, nos padroes de desigualdade. Um
fato, contudo, nao pode ser negligenciado: mesmo diante de sua nao conserva¢ao numa
economia real, o crescimento da desigualdade ocorre em varios periodos e paises com
diferentes padroes na dinamica da riqueza total. Isso revela que, muito provavelmente,
essa universalidade decorre do que é comum em todos as situacoes: o mecanismo de
troca, e ndo a quantidade total de riqueza (CHAKRABORTI et al., 2011). Nesse sentido, a
conservacao se mostra como uma boa aproximacao para o entendimento do mecanismo

de troca em si, isto ¢, do momento de circulacao de riqueza.

2.2 Indicadores Econdémicos

Devido ao imenso nimero de agentes de um sistema econdmico, se torna impraticavel
estudar individualmente o comportamento de cada um deles. Como acontece em um gas,
por exemplo, grandezas globais devem ser definidas e acompanhadas. FEm economia, tais
grandezas recebem o nome de indicadores econdémicos, que sao o objeto de estudo da

macroeconomia.

E o objetivo desse capitulo acompanhar a evolucdo temporal de grandezas associadas
a distribuicao da riqueza. Para isso, a escala de tempo usada é o passo de Monte Carlo
(MCS, sigla do inglés Monte Carlo Step), definido como o minimo nimero necessario
para que todos os agentes tenham a possibilidade de serem selecionados (ou seja, N/2).
Além disso, buscando médias dessas grandezas com acuracia estatistica, sao paralelizadas
K amostras que executam o modelo com condi¢oes iniciais aleatorias distintas (LANDAU;

BINDER, 2014).

Como configuracao inicial, todos os sistema contém N = 10* agentes e a riqueza inicial
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de cada agente é escolhida a partir de uma distribuicao uniforme entre 0 e 1. Todas as

medidas sao estimadas com médias sobre K = 10° amostras.

No que segue, apresentamos os indicadores utilizados nesse capitulo:

e Indice Gini: é uma medida da desigualdade de uma distribuicdo, que pode variar

entre 0 (igualdade plena) e 1 (maxima desigualdade), dada operacionalmente por:

Gl = sarg S k() = wi) X =Y wie) (2.2)

Na secao 3.2.1 seré formalmente deduzida a expressao operacional do indice Gini.

e Liquidez: é uma medida de mobilidade economica. Dado que a riqueza é conservada,
todo enriquecimento e empobrecimento de um agente é decorrente da troca. Assim,
a Liquidez é medida pela taxa de transferéncia de riqueza, sendo a razao entre tudo
que é trocado em certo intervalo de tempo de referéncia (1 MCS) e a riqueza total
disponivel (IGLESIAS; ALMEIDA, 2012). Matematicamente, é dada por:
;N

L(t) = X Z |zi(t) =zt =1 , X = Z%(t) (2.3)

2.3 Regras de troca

O primeiro modelo de troca cinética é a regra do perdedor (HAYES, 2002; ISPOLATOV;
KRAPIVSKY; REDNER, 1998; ANGLE, 1986), afirmando que

A =exr; — (1 —e)Ax;, e €{0,1}, Ele] = %, (2.4)

onde 0 < A <1 pode ser uma constante ou um numero aleatério. Esse modelo sempre se
equilibra num estado estacionario onde o indice Gini é menor que 1 e Liquidez é maior
que 0, isto é, ele converge para um estado estavel, como exemplificado na Figura 2. A
distribui¢ao acumulada de riqueza (Fig. 3) rapidamente converge para um estado estaci-
onario. Em geral, a distribuicao estacionaria para qualquer valor de A é muito préximo a

uma distribuigdo Gamma (YAKOVENKO; ROSSER JR, 2009).

Apesar do modelo se equilibrar em valores de Gini menor que 1 e Liquidez maior que
0, o que é socialmente desejavel, esse modelo foi criticado por Luz (LUX, 2005), observando
que este mecanismo E[A;] oc (z; — ;) favorece, em média, os agentes mais pobres. Assim,

é dificil explicar por que um agente racional, mais rico que o outro trocador, participaria
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Figura 2: Evolugao temporal do indice Gini (esquerda) e da Liquidez (direita) para a regra
do perdedor (Eq. 2.4) com A = 0.5.
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Figura 3: Distribuicdo acumulada de riqueza para a regra do perdedor (Eq. 2.4), em
diferentes tempos, com A = 0.5.

desse tipo de transacao. E importante notar que esta critica nao é sobre a existéncia de
uma dinamica de riqueza com viés aos mais pobres, mas a suposicao de que esse mecanismo

emerge das trocas livres no mercado.

Trabalhando no outro extremo, a regra de Ispolatov (ISPOLATOV; KRAPIVSKY; RED-
NER, 1998) modifica a regra do perdedor de modo que, selecionados dois agentes, o agente

mais rico da dupla sempre saird na vantagem. Em termos matemaéticos, é afirmado que
Ai = 6)\1‘3‘ — (1 — 6))\2@', € c {0, 1}, E[E] = Q(Qiz — LU]'), (25)

onde 0 < A <1 pode ser uma constante ou um nimero aleatorio e # : R — R representa
a funcao degrau. Como é esperado, esse modelo leva assintoticamente o sistema ao es-

tado condensado (ISPOLATOV; KRAPIVSKY; REDNER, 1998): um agente concentra todos



16

os recursos (méaxima desigualdade) e ndo ha mais riqueza circulando (mobilidade nula),
como exemplificado na Figura 4. Visto de outra maneira, a Fig. 5 mostra que o nimero
de agentes com riqueza positiva diminui monotonicamente com o tempo. E importante
notar que a critica de Lux também é valida para esse tipo de regra, porém de maneira
invertida: é dificil explicar por que um agente racional, agora mais pobre que o outro

trocador, participaria desse tipo de transacao.

11 r— 0.51
0.44
0.81

G 03
0.6 09
0.41 0.11

T T T T T 0_ \.\ T T T

0 2.5 5 7.5 10 0 2.5 5 7.5 10
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Figura 4: Evolugdo temporal do indice Gini (esquerda) e da Liquidez (direita) para a regra
de Ispolatov (Eq. 2.5) com A = 0.5.
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Figura 5: Distribuicdo acumulada de riqueza para a regra de Ispolatov (Eq. 2.5), em
diferentes tempos, com A = 0.5.

2.3.1 Modelos nao eviesados

Em contrapartida, outros modelos superam a critica de Luz propondo regras onde
o ganho de riqueza é um jogo nao enviesado, independentemente do agente ser rico ou

pobre. Em termos matemaéticos, um processo de troca de soma zero é nao enviesado se
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E[A;] = E[A;] = 0 (BOULEAU; CHORRO, 2017). O modelo nao enviesado mais conhecido
¢ a regra do minimo (HAYES, 2002)

Ai = 77/\ min(xiaxj)v n e {_17 1}7 E[U] = 07 (26)

onde 0 < A <1 pode ser uma constante ou um ntimero aleatoério.

Além disso, recentemente foi proposta uma versao nao enviesada da regra do perde-

dor (BOULEAU; CHORRO, 2017), afirmando que

T
9
x; + l’j

A;=edr; — (1 —e)dx;, e€{0,1}, Ele] = (2.7)

onde 0 < A < 1 pode ser um numero aleatério ou constante. Finalmente, o modelo de

Iglesias e Almeida (IGLESIAS; ALMEIDA, 2012) propoe que

Xy j

Ai=n—"E e (=11}, Blg] =0, 28)

T+

Apesar de superarem as criticas de Luz, com todos esses jogos nao enviesados o sistema
converge para o estado condensado (MOUKARZEL et al., 2007; IGLESIAS; ALMEIDA, 2012;
CARDOSO; GONCALVES; IGLESIAS, 2020; BOGHOSIAN et al.,, 2017; BOULEAU; CHORRO,
2017; LT; BOGHOSIAN; LI, 2019). Como exemplo dessa situagao, na Fig. 6 é mostrado a
evolucdo temporal do Indice Gini e da Liquidez para um caso particular da regra do mi-
nimo, onde percebemos que a desigualdade cresce quase que monotonicamente, chegando
ao valor maximo (G' = 1). De maneira similar, a mobilidade decresce quase que mono-
tonicamente, chegando ao seu valor minimo (L = 0). Visto de outra maneira, a Fig. 7
mostra que o nimero de agentes com riqueza positiva diminui monotonicamente com o

tempo. Evolugoes quase idénticas sao obervadas nas outras regras nao enviesadas.

Um ponto interessante é que no processo de condensacao, tanto da regra de Is-
polatov quanto nas regras nao enviesadas, a calda da distribuicao acumulada tem a
forma ~ log(1/x) ao longo do tempo. Esse ¢ um caso particular da distribui¢do de Pa-
reto (BOGHOSIAN, 2014), que se apresenta em praticamente todas as distribui¢oes empi-
ricas de riqueza(CHAKRABORTI et al., 2011).

2.4 Conjectura

Como exemplificado anteriormente, é intuitivo que sistemas que favorecem os mais

pobres sejam estaveis, isto, nao condensem; além disso, é também intuitivo que um sistema
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Figura 6: Evolugao temporal do indice Gini (esquerda) e da Liquidez (direita) para a regra
do minimo (Eq. 2.6) com A = 0.5.
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Figura 7: Distribui¢do acumulada de riqueza para a regra do minimo (Eq. 2.6), em dife-
rentes tempos, com A = 0.5.

que favorecga sistematicamente os mais ricos levem a condensagao. A incognita se reserva
no caso que tenta representar trocas livres de mercado: o caso nao enviesado. Os exemplos
anteriores mostram que mesmo nao favorecendo nenhum agente, as regras nao enviesadas
estudadas levam o sistemas & condensacgao. O proximo capitulo tem como objetivo provar
analiticamente que isso ocorre para qualquer regra nao enviesada, nao apenas as trés

estudadas no presente capitulo.
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3 Resultados

Nesse capitulo, serd introduzida a formalizacao dos modelos de troca cinética no limite
termodinamico, isto é, supondo N — oco. Dentre as contribuigoes do presente trabalho,
estd a generalizacao dos modelos de troca cinética nao enviesados nesse limite. Para isso,
sao necessarias algumas definicoes, antes de propriamente enunciar os resultados principais

dessa dissertacao (secao 3.2).

Definicao 1. Seja um sistema representado pela fun¢ao densidade de probabilidade f(x,t),
definida de modo que a fracao da populacao com riqueza entre x e x + dxr no tempo t é

f(z,t)dz. Essa funcio densidade de probabilidade apresenta as sequintes propriedades:

1. O sistema apenas permite riqueza nao negativa, isto €, para todo t temos que

r<0= f(z,t) =0. (3.1)

2. Para todo t, precisa ser normalizada
/ do f(z,t) = 1. (3.2)
0

3. A riqueza € conservada. Assim, para todo t, o primeiro momento da funcdao densi-

dade de probabilidade precisa ser constante

/000 dx x f(x,t) = (z). (3.3)

Definigao 2. A dindamica de f(x,t) pode ser representada pela Equagcao Mestra (ISPO-
LATOV: KRAPIVSKY; REDNER, 1998; BOGHOSIAN et al., 2017; BUSTOS-GUAJARDO; MOU-
KARZEL, 2016; YAKOVENKO; ROSSER JR, 2009; BASSETTI; TOSCANI, 2010)

Of (z,t

T) N / dl‘// dA{w[x+A,x’—A}—>[$7I’]f2(x +A 2" = A, t) —
0 —T

_w[ac,x’]%[x%»A,x’fA]fé(ma xlv t)}a (34)
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onde definimos

Wz, 2| = [z+A,z' —A] f2 ([E, Ilﬁ'/, t) dx dz’" dA (35)

como a taza de transferéncia da riqgueza no intervalo [A, A+dA] de um agente com riqueza
no intervalo (', ¥’ +dx’| para um agente com riqueza no intervalo [x, r+dx] (YAKOVENKO;
ROSSER JR, 2009). Todos os valores possiveis de A devem estar no intervalo —x < A <z

para manter a riqueza nao negativa, entao € restrita a normalizacao

!

/ dA W[az,x’}%[erA,x’fA} =1. (36)

—x

A funcio de densidade de probabilidade de dois agentes fo(x, 2’ t) = fola!,x,t) €
definida de modo que a fracdo das duplas de agentes com riquezas entre v e x + dx e x’

e 2’ +dx’ no tempo t é fo(x, 2’ t)dxdx’. Essa fungao densidade de probabilidade é tal que
/ dx’ fo(x, 2’ t) = f(x,t). (3.7)
0
Nesse trabalho serd assumido que as duplas de agentes sao nao correlacionadas, isto
é; fQ(Iax/at) = f(l’,t)f(flf/,t)

Definicdao 3. Sejam dois agentes com riqueza x e x' selecionados para efetuarem uma
troca. Essa troca bindria € dita nao enviesada se o valor esperado do ganho estocdstico
dos dois agentes envolvidos € zero (BOULEAU; CHORRO, 2017), isto é, se nenhum agente

€ sistematicamente favorecido. Assim, temos que

/

/ dA A w[x,m/]ﬁ[m_,_A’x/_A} =0. (38)

3.1 Exemplos

Para um melhor entendimento do significado da taxa de transferéncia, nessa se¢ao se-

rao representadas as regras revisadas no capitulo 2 na notagao introduzida nesse capitulo.

3.1.1 Regra do perdedor
A regra do perdedor (ISPOLATOV; KRAPIVSKY; REDNER, 1998) é representada por

%5(A —A\z') + %(5(A +Az) |, (3.9)

1
Wlz,z/|—=[z+A,z —A] :/ dA p(/\)
0
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onde p(\) é a fungao densidade de probabilidade dos valores de A, sendo degenerada no

caso em que A é constante.

Podemos ver que nessa regra o valor esperado do ganho estocastico de um agente com
riqueza x numa troca com outro agente com riqueza ' é

/ dA A W,z —=[z+Az' —A] =

:/x dA A /Old)\p()\) [%5(A—m’) +%5(A+Am)] —

—T

/

1

_ /0 ") B(m') + 2(—)\35)} _

_ %(/0 dx )\p()\))(:v’—x). (3.10)

Com isso, fica evidente que essa regra favorece o agente mais pobre durante a troca, como

enunciado no capitulo 2.

3.1.2 Regra de Ispolatov

No outro extremo, se encontra a regra de Ispolatov (ISPOLATOV; KRAPIVSKY; REDNER,
1998), afirmando que

1
Wi 2/ [o+ A, —A] = / dX p(\) {H(x —2)o(A = X2') +0(z' —2)0(A+ Ax)|, (3.11)
0

onde p(\) é a fun¢ao densidade de probabilidade dos valores de A, sendo degenerada no

caso em que A é constante.

Nessa regra, o valor esperado do ganho estocastico de um agente com riqueza x numa
troca com outro agente com riqueza x’ é

/

/_ A A Wiy o) sfosam o] =
= [Cann [Mia ot -0 ) o - a95(a 0] =
= [ oo 0 = 2)0") + 01— )| -

_ (/01 ) )\p()\)> 0 — o)’ —0(a' —m)z]. (312)

Ao contrario da regra do perdedor, nesse caso percebemos a regra de Ispolatov favorece o
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agente mais rico durante a troca.

3.1.3 Regra do minimo

A regra do minimo (HAYES, 2002) é representada por

! 1 1
Wiz,a'| = [z+Az —A] = /0 dA p()‘) |:§6<A - )‘min(xlvm)> + §5<A + Amm(x',as))] ) (313)

onde p(\) é a fun¢ao densidade de probabilidade dos valores de A, sendo degenerada no

caso em que A é constante.

Nessa regra, o valor esperado do ganho estocastico de um agente com riqueza x numa
troca com outro agente com riqueza x’ tal que x + 2’ >0 é

/

/ dA A W,z | = [z+Az' —A] =

—x

:/fﬂhﬁAiﬂp@ﬂ%ﬂA—Amm@Qw>+%%A+Amm5w»]:

= /01 dA p(N) B ()\ min(x’,m)) + %( — Amin(x',m))] =
=0. (3.14)

O valor esperado do ganho estocéastico no caso x = 2/ = 0 é trivialmente nulo, ja que o
dominio de integracao é o conjunto nulo. Com isso, mostramos explicitamente que a regra

do minimo é uma regra nao enviesada.

3.1.4 Regra do perdedor nao enviesada

Nessa versao nao enviesada da regra do perdedor (BOULEAU; CHORRO, 2017), temos
que

T /

5(A = ') +

T+ 2 r+a

1
W,z —=[z+Az' —A] = /0 dA p()\) |: 5(A + )\ZE) , (315)

onde p(\) é a fungao densidade de probabilidade dos valores de A, sendo degenerada no

caso em que A\ é constante.

Nessa regra, o valor esperado do ganho estocastico de um agente com riqueza x numa



23

troca com outro agente com riqueza x’ tal que x + 2’ > 0 é

!

/ dA A Wz, | =[z+A 2 —A] =

—XT

:/J:dAA/OId/\p()\){ L 5(A - + i 5(A+>\x)]:

T+ 2 x+a

_ /01 D p() [xfx (') + - fx,(— Ax)] _
— 0. (3.16)

O valor esperado do ganho estocéstico no caso x = 2/ = 0 é trivialmente nulo, ja que
o dominio de integracao é o conjunto nulo. Com isso, mostramos explicitamente que essa

regra é de fato nao enviesada, como seu nome diz.

3.1.5 Regra de Iglesias e Almeida

Finalmente, no modelo de Iglesias e Almeida (IGLESIAS; ALMEIDA, 2012), temos que

1 xx' 1 xx'
Wiz,a = [z+Az —A] = 55 (A - T+ Qf/) + 55 (A + . x/) . (317)

Nessa regra, o valor esperado do ganho estocastico de um agente com riqueza x numa
troca com outro agente com riqueza x’ tal que x + 2’ > 0 é

/

/ dA A W,z —=[z+Az' —A] =

:/ dA A

I
N | —
A/
S
Nk
8| -
—
+
N | —
T
|
8
+5
8| -
H\ll/

0. (3.18)

O valor esperado do ganho estocéstico no caso x = 2/ = 0 é trivialmente nulo, ja que
o dominio de integracao é o conjunto nulo. Com isso, mostramos explicitamente que a

regra de Iglesias e Almeida é uma regra nao enviesada.
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3.2 Indicadores Economicos

3.2.1 Desigualdade

Dada uma fun¢do densidade de probabilidade f(z,t), define-se a funcao distribuigao

acumulada F'(z,t) de modo que (SEN et al., 1997)

F(xz,t) = /Ol’ dxy f(xy,t) = /000 dxy f(x1,t) 0(x — 1), (3.19)

isto é, F'(z,t) é a fracdo de agentes com riqueza igual ou maior que x no tempo t. Além

disso, defini-se a fungao de riqueza acumulada Q(z,t) de modo que (SEN et al., 1997)

Q(z,t) = é /Oz dry xy f(xg,t) = é /000 dxy xy f(x1,t) 0(x — 1), (3.20)

isto &, Q(x,t) é a fracdo da riqueza total acumulada entre agentes com riqueza igual ou
maior que x no tempo t. A curva de Lorenz é definida por Q(F,t), ou seja, a fragdo da
riqueza total acumulada pela fragdo F' dos agentes mais probres no tempo ¢ (LORENZ,
1905). O caso de maxima igualdade é tal que @ = F. Na Fig. 8 se encontra um exemplo

de curva de Lorenz.

1 p
— Q(F) s

= == maxima igualdade ,

F

Figura 8: Exemplo de Curva de Lorenz.

O indice Gini no tempo t é definido como a razao entre a area delimitada entre curva
de Lorenz da distribuicdo em questdo Q(F,t) e da distribuicdo de maxima igualdade,

i.e fol dF (F — Q(F,t)), e a arca abaixo da curva de Lorenz da distribui¢do de maxima
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igualdade, i.e fol dF F (GINI, 1921). Assim, temos que

JydF (F=Q(F.t)) e
6t = B 2/0 dF Q(F.1). (3.21)

Pela Eq. 3.19, temos que dF = f(x,t)dx. Assim,
G(t) = 1—2/ dz (2, 1) Q(, b). (3.22)
0
Além disso, usando a Eq 3.20, concluimos que
2 oo (e.)
Gty =1 - U/ dz / day f(z,1) f(z1,8) 21 0( — 21). (3.23)
) Jo 0
Agora, notando que 20(z — x1) = 1 4 sgn(z — x1), onde sgn é a fun¢ao sinal, temos
1 o.@) oo
G(t) = @/ dx / dxy f(x,t) f(xy,t) 1 sgn(zy — x). (3.24)
0 0
Por simetria, é verdade que
1 o0 o0
G(t) = @/ dx / dxy f(x,t) f(x1,t) (—x) sgn(z; — x). (3.25)
0 0

Assim, pela média das duas expressoes, temos que

G(t) = ﬁ /O " /0 Ty flet) fon ) (11— ) sen(m — ). (3.26)

Com isso, temos a definicao operacional do Indice Gini:

Definigao 4. Para uma fun¢io densidade de probabilidade f(x,t), o indice Gini é dado
por (SEN et al., 1997):

G(t) = Tl@/()oo dx /000 dxy |x — x| fx,t) f(xq,t). (3.27)

O indice Gini pode variar entre 0 (igualdade plena) e 1 (mdzima desigualdade).

E importante notar que é dificil traduzir a nocdo de desigualdade maxima de um
sistema com nimero finito de agentes (uma pessoa tem toda a riqueza, enquanto todos
os outros tém riqueza nula) para uma fungao de densidade de probabilidade no limite

termodinamico, uma vez que existem “infinitos” agentes. Para um ntimero finito de N
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agentes, essa funcao densidade de probabilidade pode ser facilmente representada por

(@) = <1 _ %)5(@ + %5@ — () Nig). (3.28)

No limite termodinamico N — oo, se apresenta a problemética da representacao do
segundo termo. Esse problema foi estudado por Boghosian et. al. (BOGHOSIAN, 2014;
BOGHOSIAN; JOHNSON; MARCQ, 2015; BOGHOSIAN et al., 2017), mostrando que essa repre-
sentacao s6 pode ser feita por meio do limite explicito. Assim, defini-se a funcao densidade

de probabilidade de maxima desigualdade no limite termodinamico:

Definicao 5. A funcio densidade de probabilidade de mdzima desigualdade (G =1) é

Je(w) = d(x) + lim W_—]\M

)

1sto €, toda riqueza do sistema se concentra em uma parte infinitesimal da populagao.
Além disso, ela € a unica funcao densidade de probabilidade que satisfaz as sequintes

propriedades (BOGHOSIAN, 2014; BOGHOSIAN; JOHNSON; MARCQ, 2015)

1. fo(x) >0 <= =0
2. [ dx fo(z) =1
3. [ dxx fo(x) = (x)

4. para todo k > 1, [ dxz* f.(z) diverge.

De fato, propriedade 1 da definicao anterior diz que, com a funcao densidade de
probabilidade de méxima desigualdade, a probabilidade de existir agentes com riqueza
positiva é zero, isto é,

P(z > 0) = 0. (3.29)

[sso nao significa, porém, que nao existam agentes com x > (. Essa aparente con-
tradicao decorre da natureza de medidas de probabilidades em conjuntos infinitos, como
¢ 0 caso do limite termodinamico (N — o0). Para que a probabilidade seja zero, é su-
ficiente que haja um namero finito (SCHILLING, 2017), e ndo necessariamente nulo, de
agentes com riqueza positiva. No exemplo da maxima desigualdade, o nimero de agentes
que concentra toda riqueza é 1, independente do nimero total de agentes N. No limite
termodinamico, o conjunto total de agentes se torna infinito. Assim, como o conjunto de
agentes com riqueza positiva é finito (1 agente), a probabilidade desse conjunto existir é

Zero.
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3.2.2 Mobilidade

Mantendo a restricao de conservacao de riqueza, a mobilidade econémica s6 é possivel

por meio de trocas. Assim, definimos:

Definicao 6. A mobilidade dos agentes com riqueza x no tempo t € dada por

Z(QZ, Zf) = / da:’/ dA |A| w[m,xqﬁ[ﬁA’x/,A]f(éE/, t). (3.30)
0 —x

Definicao 7. Uma riqueza x é um estado absorvente se l(z,t) = 0 para qualquer t, isto,

uma vez que o agente se encontra com essa riqueza, ele nao pode mais sair dessa situagao.

Definicao 8. A mobilidade do sistema ¢ definida pelo indicador econdmico de Liqui-
dez (IGLESIAS; ALMEIDA, 2012; CARDOSO; GONCALVES; IGLESIAS, 2020), definida pela

fracao da riqueza que € trocada por unidade de tempo:

L(t) = — /000 dx l(z,t) f(x,t), (3.31)

onde o fator 1/2 anula a dupla contagem. A liquidez varia entre 0, que corresponde a
uma economia sem trocas, e 1, que corresponde & economia de troca plena (ou seja, toda

a riqueza € trocada por unidade de tempo).

3.3 Proposicoes

Proposicao 1. Um sistema de trocas bindrias nao enviesadas tem x = 0 como estado

absorvente.

A Proposicao 1 ja foi observada, considerando sistemas de tamanho finito, em todos
os modelos nao enviesados introduzidos no Capitulo 2 (MOUKARZEL et al., 2007; IGLE-
SIAS; ALMEIDA, 2012; CARDOSO; GONCALVES; IGLESIAS, 2020; BOGHOSIAN et al., 2017;
BOULEAU; CHORRO, 2017).

Proposicao 2. Em um sistema de trocas bindrias nao enviesadas, o indice Gini € mo-
notonicamente crescente:
dG(t)

— >. 3.32
o 2 (3.32)

A Proposicao 2 ja foi observada, considerando sistemas de tamanho finito, em todos
os modelos nao enviesados introduzidos no Capitulo 2 (MOUKARZEL et al., 2007; IGLE-
SIAS; ALMEIDA, 2012; CARDOSO; GONCALVES; IGLESIAS, 2020; BOGHOSIAN et al., 2017;



28

BOULEAU; CHORRO, 2017). No limite termodinamico, com metodologia similar a introdu-
zida nesse capitulo, o caso particular da regra do minimo foi provado por Boghosian et.

al. (BOGHOSIAN; JOHNSON; MARCQ, 2015).

Como consequéncia da Proposicao 2, o indice Gini pode ser considerado um funcio-
nal de Lyapunov de sistemas de trocas binarias ndo enviesadas (BOGHOSIAN; JOHNSON;
MARCQ, 2015).

Proposicao 3. Em um sistema de trocas bindrias ndao enviesadas, se x = 0 € o Unico

estado absorvente do sistema, entao

1. A funcao densidade de probabilidade estaciondria é da mdzima desigualdade:

0(x — (x)N
lim f(z,t) = d(x) + lim oo = @)N) (3.33)
t—o00 N—oo
2. A desigualdade, por tanto, é mdzima:
lim G(t) =1 (3.34)
t—o0
3. A mobilidade € nula:
lim L(t) =0 (3.35)
t—o0

A Proposicao 3 ja foi observada, considerando sistemas de tamanho finito, em todos
os modelos nao enviesados introduzidos no Capitulo 2 (MOUKARZEL et al., 2007; IGLE-
SIAS; ALMEIDA, 2012; CARDOSO; GONCALVES; IGLESIAS, 2020; BOGHOSIAN et al., 2017;
BOULEAU; CHORRO, 2017). Na secao 3.5 desse capitulo, serd demonstrado que essas trés

regras nao enviesadas tem, de fato, apenas z = 0 como estado absorvente.

3.4 Prova das proposicoes
Nessa secao serao provadas as proposicoes. Antes, porém, um corolario de um Lema
serd util no decorrer das demostragoes.

Lema 1. Seja g : [a,b] — R uma funcdo tal que fab dzg(z) = 1. Entao (ZABANDAN;
KILICMAN, 2013)

b bla| — alb bl —|a| [?
/ dz|z|g(z) < | b|—a| | + | b|_|a| dzzg(z). (3.36)

a
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Corolario 1. Em um sistema de trocas bindrias nao enviesadas, para todo t e x > 0,
temos que
[(z,t) < 2(z). (3.37)

Demonstracao. Dada a definicao de mobilidade, o Lema 1 implica que

l(x,t) = / dl‘l/ dA ’A‘ w[:p,m’]—)[m—i—A,x’—A}f(m/vt) S
0 —x

oo 2 / - x
< / dx’f(x’,t)[ S A / AA A Wi o) sforpar—a) |- (3.38)
0

x4+ x+a ),

Pela condigao de trocas nao enviesadas (Eq. 3.8), a integral no segundo termo é nulo.

Assim, temos que

I(04) < 2 / Sl f ) (3.39)
) = 0 ’ z+ : :
Agora, como x < x + 2/, finalmente provamos o corolario
I t) < 2/ do' f(a! 1) 2 = 2(z). (3.40)
0
m
3.4.1 Proposicao 1
Demonstra¢ao. Suponhamos que z =0 e 2’ > 0. Assim, a Eq. 3.8 implica que
/ dA A w[o7$/]_>[A’$/_A] =0. (341)
0

Como, nesse caso particular, o integrando sempre serd nao-negativo, a integral s6 serd
nula se

AW[O,x’}H[A,x’fA} =0 , VA € [O,Il]. (342)

Assim, dado que wyg/)[a,2—a] € normalizada (Eq.3.6), essa condicdo s6 é satisfeita
se

W02/ [Ae—a] = 0(A). (3.43)

Com isso, usando a defini¢do da mobilidade [(x,t) (Eq. 3.30), finalmente temos que

10,1) = /Oo i’ / A JA|5(A)f (', 8) = 0, (3.44)

isto é, x = 0 é um estado absorvente. O
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3.4.2 Proposicao 2
Demonstracao. Como visto anteriormente, o indice Gini no tempo t é dado por

G(t) = T{E)/OOO dx /000 dzy |z — x| f(2,t) f(x1,t). (3.45)

Assim, sua evolucao temporal é dada por

dG d [~ =
d—it):ﬁ%/o dx/o dry [z — 21| f(2, 1) f(21,1) =

LI B 0 . .
= M/o dx/o dzy |z — 2| azg[f(x,t)f(xl,t)zg] = (3.46)

1 o o0 Of (z,t) Of (z1,1)
m/o dx/o d:cllx—xl\[ g f(xl,t)—l—Tf(ac,t).

Como a integral é sobre as duas variaveis x e x1, podemos fazer a substituicao de x por
x1 no segundo termo da soma do integrando, simplificando essa expressao em

%ﬁw:é/ooodx/ooodxl |z — x| f(x1,1) 3f§;;,t)' (3.47)

Por simplicidade de notacao, definimos

o(z,t) = /000 dry |z — x| f(x, ). (3.48)

Agora, partir da Equagao Mestra df /0t (Eq. 3.4), temos que

1 0 % x’
Tdt (z) / dx/ dx// AA (2, t) Wi Aw-als e [ (@ + A ) f(2 = AT) —
0 0 —x

1 9] 9] x’
_E/ da:/ dm'/ dA ¢(z,t) Wi wsptawe—alf(z, ) f(a', ). (3.49)
0 0 —x
Podemos representar a primeira integral por

I = / d.I/ dﬂf,/ dA gb(..’[',t) W[I+A,x’fA]a[m,a:’] f(l’ + A, t)f(l'/ - A,t) =
0 0 -z

= /OO dx /OO dz’ /OO dA gb(m,t) Wz+A 2/ —A)—[z,2'] f(l‘ + A,t)f(l’/ - A,t) X
x0(x)0(x)0(A + 2)0(x" — A). (3.50)
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Definindo y =x+ A ey =2 — A, temos que

I= / dy/ dy// dA ¢(y - A? t) Wly,y'|—=ly—Ay +A] f(ya t)f(y/a t) X
x0(y — A)O(y + D)6(y)o(y). (3.51)

Fazendo uma nova substituicao de variavel, A’ = —A, a integral fica
I= [y [y [ an ol N wyyesn s 00500 %
x0(y + A0y — A)0(y)0(y) =

oo oo y'
/ dy / ay / AN $(y+ A1) @iy s o FanOFW1),  (3.52)
0 0 -y

na qual foi compensada a mudanca de sinal do diferencial com a permutagao dos limites

na integral sobre A’.

Comparando a integral 3.52 com a segunda integral da Eq.3.49, vemos que a tnica
diferenca no integrando, além dos nomes das variaveis, ¢ um sinal e o termo com a funcao

¢. Assim, a expressao para a derivada temporal do Gini, Eq. 3.49, fica

%it) - é /0"" o /Ooo d' f(x,) f(a',1) %

X Zgg{/v dA Wlz,a'|—=[z+A,x —A] ¢($ + A7 t) - ¢<$, t)lgg] (353)

Agora, retomando a defini¢ao de ¢ (Eq. 3.48), finalmente temos que

L _ % / " s / " / " daaf (e, ) 1), 1) %

X igg[/ AA Wz st aw—a] |2+ A — 21| = |2 — 21]igg]. (3.54)

Como a integral do valor absoluto é sempre maior ou igual que valor absoluto da

integral (HANSEN; PEDERSEN, 2003), a Eq. 3.8 implica que

/

/ dA Wz, 2| = [z+A,2' —A] |3j +A— $l| >

Z Zgg‘ / dA w[m,r’]—>[m+A,m’—A] (-T + A — :cl)zgg] = |~T - .’L’1|, (355)
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podendo finalmente concluir, pela Eq. 3.54, que

USIO (3.56)

3.4.3 Proposicao 3

Demonstra¢ao. Como o indice Gini ¢ limitado por G(t) < 1, ele vai crescer até chegar

ao seu valor estacionario G4 associado a funcao densidade de probabilidade estacionaria
fs(x), definidos por:

Gs = tli}m G(t) e fs(x)= tlim f(z,t). (3.57)

Também, para cada valor de z, definimos sua mobilidade estacionaria como

ls(z) = lim I(x,¢). (3.58)

t—o00

Como o integrando da Eq. 3.54 é sempre nao negativo, o estado estacionario so é atingido
quando

/

/0 dlegg[/ dAw[xw [z+Az"—A] ’$+A 301\—|x fﬂl"lgg]fs( )fs(x1>fs( ) (3 59)

—T

para todo z,z; € [0,00). Para isso, ndo pode existir x > 0 tal que fs(x) > 0, ja que o

integrando no caso paricular 1 =z é

[ [ b s ns sy M@ = LR, 360

sendo estritamente positivo caso ls(z) > 0 (isto ¢, supondo a ndo existéncia de outro
estado absorvente além do x = 0). Assim, o integrando é apenas nulo se fs(x) = 0 para
todo x > 0. A tnica funcao densidade de probabilidade que satisfaz essa condicao é a

funcao densidade de probabilidade de méxima desigualdade:

fs(z) = 0(z) + lim w, (3.61)

N—oo
associada ao valor de indice Gini G, = 1.
Finalizando, o valor estacionario da liquidez do sistema (Eq. 3.31) é dado por

L,= tlggo L(t) = %@ /000 dx ls(z) fs(z) = l8<2>) + le ]\}1_111)0 %lsig(N@)).
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O primeiro termo é nulo pela Proposicao 1. Além disso, pelo Corolério 1, temos que

1 . 1 1 2(z) 1
< — —_— < — —_— —_— =
0= gy i (V) < 575 Jim =5 = I =0
| R |
Isso prova que L, = 0. 0

Assim, concluimos as provas das trés proposicoes.

3.5 Estados absorventes

A partir das representacoes da regras nao enviesadas pela fungao taxa de transferéncia

w feitas na secao 3.1, serd mostrado que nos trés casos = 0 é o tnico estado absorvente.

3.5.1 Regra do minimo

A mobilidade de uma riqueza x na regra do minimo é dada por

l(x,t) - / d.T/ f(:E/,t)/ dA |A| w[x,x’}ﬁ[erA,x’—A] —
0 T

- /OOO d' f(',t) /_z dA |A /01 dA p() [%5@ - Amin(m/’@) - %5(A * Amin(m/’x))] B

0 1 1 1
:/ dx’f(x’,t)/ dA\ p(\) {5 (Amin(aj’,x)) - §<Amin(:c’,x))] —
0 0
1 0
= / d\ )\p()\)/ da’ f(2',t) min(z',z).  (3.63)
0 0
Assim, como o integrando é ndo-negativo, [(z,t) s6 pode ser nulo se

f(@',t) min(2',2) =0 , V' >0. (3.64)

Fica evidente que o caso x = 0 é um estado absorvente. Agora, assumindo que = > 0,
sempre havera =’ > 0 tal que f(2',t) > 0 (fora da situacdo de condensagio, que acontece

assintoticamente). Assim, ndo pode existir um z > 0 que seja estado absorvente.
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3.5.2 Regra do perdedor nao enviesada

A mobilidade de uma riqueza x nessa versao nao-viesada da regra do perdedor é dada
por

(1) :/ dx’f(x’,t)/ AA |A] Wi s [o+am—a] =
0 —x

/

00 ) ) z’ 1 T ) T B
:/0 dx f(x,t)/_mdA\N /0 d)\p()\)[ +$/5(A—)\x)+$+x/(5(A—l—/\x)} =

T

o ! 1 ez’ 1 Axa!
= dr’ f(a';t dAp(N) | = — =

1 00 LEI‘/
= dX\ Ap(\ dx’ ('t 3.65
[ v [ o S ee)
Assim, como o integrando é ndo-negativo, [(x,t) s6 pode ser nulo se
/ l‘x/ /
t = > 0. .
f(x’)x—}—x’ 0, Vx'>0 (3.66)

Fica evidente que o caso x = 0 é um estado absorvente. Agora, assumindo que x > 0,
sempre haverd =’ > 0 tal que f(2/,t) > 0 (fora da situacao de condensagdo, que acontece

assintoticamente). Assim, nao pode existir um z > 0 que seja estado absorvente.

3.5.3 Regra de Iglesias e Almeida

A mobilidade de uma riqueza x no modelo de Iglesias e Almeida (IGLESIAS; ALMEIDA,
2012) é dada por

/

(1) :/ dx’f(x’,t)/ AA |A] Wi [ota e —a] =
0

—x

&0 @' 1 xx' 1 xx'
= ! ! A|Al =6 A — —5( A =
/0 dx f(a:,t)/_md | ]{2(5< x+x’)+25< +x+:c/)]

oo 1 / 1 /
:/ dx' f(2',t) {— = oo }
0

2+ 2 §x+az’

oe] l,m/
= da’ f(2' ¢ . 3.67
| (3.67)
Assim, como o integrando é ndo-negativo, [(z,t) s6 pode ser nulo se
/ xx/ /
t =0, V' >0. 3.68
f(@'t) e , Va' > (3.68)

Fica evidente que o caso x = 0 é um estado absorvente. Agora, assumindo que = > 0,
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sempre haverd =’ > 0 tal que f(2/,t) > 0 (fora da situacao de condensagao, que acontece

assintoticamente). Assim, ndo pode existir um = > 0 que seja estado absorvente.
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4  Consideracoes finais

A concentracao de riqueza no mundo estd aumentando. Tradicionalmente esse processo
é entendido como derivado unicamente de um favorecimento aos agentes mais ricos. Esse
pensamento, porém, induz erroneamente que dinamicas nao viesadas, que concedam as

mesmas chances a ricos e pobres, levem a estabilizacao da desigualdade.

4.1 Principais contribuicoes

A presente dissertacao mostra que um sistema de trocas binarias nao enviesadas,
dentro das limitacoes trazidas na proxima secao, inevitavelmente condensa, isto é, seu
estado estacionario ¢ de maxima desigualdade e mobilidade nula. Isso foi feito no limite
termodinamico, onde o nimero de agentes tende ao infinito. Isso nao quer dizer que a
desigualdade numa economia real inevitavelmente va crescer no decorrer do tempo, mas
que dinamicas nao enviesadas podem explicar seu eventual aumento, como acontece no

caso particular exemplificado nos Estados Unidos (Fig. 1).

4.2 Limitacoes

As limitacoes do presente trabalho sao de duas ordens: a primeira diz respeito ao
se provar apenas no limite termodinamico, e ndo para um nidmero finito de agentes; a
segunda diz respeito aos proprios modelos de troca cinética, que nao consideram trocas
entre mais de dois agentes, a dupla de troca é nao-correlacionada, nao prevem crescimento
de riqueza e desconsideram outras varidveis que caracterizariam os agentes além de sua

riqueza.



4.3 'Trabalhos futuros

No futuro, pretende-se estender os resultados superando as limitacoes elencadas.
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