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MATEMATIKA

kde e je Eulerovo ¢islo, 7 je ro¢ni urokové sazba a t je ¢as vyjadieny
v letech. Obdobnym zptsobem jako u pravidla 72 odvod’te konstantu 69
pro spojité uroceni. Jaky ma na vysledek dopad ro¢ni drokova sazba i a
proc?
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Geometricka feseni algebraickych aloh MO

Vojtéch David, Wichterlovo gymndzium

Abstrakt. Algebraické ulohy zadavané v Matematické olympiadé byvaji samy
0 sobé Casto na prvni pohled neintuitivni a jejich autorské reSeni matematicky
prilis deduktivné dokonala. Nékteré z nich ale maji i svou geometrickou inter-
pretaci, u které je poté mozné najit feSeni pouhym vhledem. V tomto ¢lanku
jsou uvedena dvé takovato FeSeni k iloham, které se objevily v krajskych kolech
68. a 64. roéniku Matematické olympiady kategorie A.

V krajském kole 68. ro¢niku byla zadana nasledujici tloha:

Najdéte mazimdlni hodnotu vijrazu
a?+ b2+ ¢
pro redlnd ¢isla a, b, ¢ takovd, Ze vSechna t¥i ¢isla a+b, b+ c, c+a jsou
z intervalu (0, 1).

Reseni. Autorské fesent najdete na webu matematické olympiady:
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5433615/a68ii.pdf

Zajimavy vhled do tilohy nam miZe poskytnout nasledujici geomet-
ricka interpretace:
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A a Ag Bp b B

Obr. 1: Geometricka interpretace tlohy — vysrafovana ¢ast zachycuje obsah,
o jehoz maximalizaci usilujeme

Méjme rovnostranny trojihelnik ABC' o strané délky 1. Zvolme na
jeho strané AB bod Ap a nasledné na jeho strané AC uvazme bod
Ac tak, aby AAgAc byl rovnostranny trojuhelnik o strané délky a.
Analogicky definujeme trojihelniky BBcBa a CC4Cp (viz obr. 1).

Vsimnéme si, Ze kdyz jsou tyto ti trojiuhelniky disjunktni, plati pod-
minka ze zadani, tj. soucty a + b, b+ ¢, ¢+ a jsou z intervalu (0, 1).

Nyni se podivejme na jejich obsahy. Soucet obsahii téchto tii trojuhel-
nikd S je roven

3 3 3 3
VB V3 V3. V3

4 4 4 4
Je tedy ziejmé, ze vyraz a® + b? + ¢® bude maximalni, kdyZ bude maxi-
mélni obsah trojahelniki AAgAc, BBoBa a CC4Cp. Vzhledem k pod-
mince, Ze trojihelniky musi byt disjunktni, je zfejmé, Ze nemohou mit
dohromady vétsi obsah nez trojuhelnik ABC o strané 1. To nastane,
bude-li jedna z proménnych rovna 1 a zbylé dvé 0. Z tohoto davodu je
V3 V3

2 2 2
= — < = —.
S 4( +0b" +c¢*) < Sapc 1

Tedy a? + 0% + 2 < 1.

S (a® 4+ b* + ).
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MATEMATIKA

Zbyva pouze vytesit piipad, kdy je jedno z ¢isel a, b, ¢ zaporné (dve
¢isla zaporna ziejmé byt nemohou, nebyla by splnéna podminka ze za-
dani).

Necht a = —n, kde n je kladné ¢islo. Hledany soucet druhych mocnin
bude mit potom stejnou hodnotu jako v pfipadé a = n. Proto staci
pro nasi analogii s obsahy dokézat, Ze se trojuhelnik se stranou délky n
»vejde“ do trojuhelniku ABC spolu s trojuhelniky o stranich délek b
a c. Na toto ale uz sta¢i jenom jednoduchy heuristicky pohled, pokud si
uvédomime, Ze pro splnéni podminky ze zadani musi byt n rovno nejvyse
mensimu z &isel b, ¢ a trojihelnik se stranou této délky se do ABC jiz
vesel.

V krajském kole 64. ro¢niku byla zadana nasledujici tloha:
Pro kladnd redlndg ¢isla a, b, ¢ plati:

ab+ bc+ac=16, a > 3.

Najdéte nejmensi moznou hodnotu vijrazu 2a + b+ c.

Reseni. Autorské fesent najdete na webu matematické olympiady:
http://www.matematickaolympiada.cz/media/1681650/a64ii.pdf

Stejné jako u predchozi tlohy interpretujme zadani geometricky:

b a

b a

Obr. 2: Geometricka interpretace tlohy — vysrafované ¢ast ma podle zadani
konstantni obsah 16
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Uvazme obdélnik o stranach délky a + b a a + ¢ (viz obr. 2). Jeho
obsah S bude
S = ab+bec+ ac+ a® = 16 + a’.

Podle podminky a > 3 dostavame S > 25.
Nyni se podivejme na jeho obvod o:

o=4a+2b+2c=2(2a+ b+ c).

Zjistujeme, Ze zkoumany vyraz 2a + b + ¢ je roven poloviné obvodu
atvaru, sta¢i tedy minimalizovat obvod tohoto obdélniku. Zredukovali
jsme tedy ulohu na problém nalezeni minimalniho obvodu obdélniku
o daném obsahu.

Jak je znamo, feSenim této tlohy je ¢tverec. Toto tvrzeni lze dokazat
s vyuzitim AG nerovnosti

%(a+b+a+6) > V(a+b)(a+c),

pri¢emz rovnost nastava pravé pro a + b = a + ¢, tj. pro b = c.
Plati 0 > 4v/S > 20, a tedy 2a + b+ ¢ > 10.

Vyse popsana tvaha nam také opét prezentuje existenci takovéto tro-
jice a, b, c¢. Nejmensi mozna hodnota vyrazu 2a + b + ¢ nastane pro
20+b+c=10,a=3ab=c. Protoa=3ab=c=2.

Geometricky vyznam Eulerova ¢isla e

José Marcial Ndjares Romero, ZS Gutova, Praha

Abstrakt. V ¢lanku se budeme vénovat geometrickému vyznamu déisla e.
Hlavnim cilem bude ukézat konstrukci tsecek, jejichz délka se blizi hodnoté e.

Eulerovo ¢islo e patii mezi nejvyznamnéjsi matematické konstanty. Je
pojmenovano po Svycarském matematikovi Leonhardu Eulerovi. O his-
torii tohoto ¢isla & vypoctu jeho ¢islic si muzete piecist napiiklad v [IJ.
Je znamo, ze ¢islo e je iracionalni a je dokonce transcendentni, coz zna-
mené, Ze neni kofenem zadného polynomu s racionalnimi koeficienty.
Dalsi neméné dilezitou konstantou v matematice je Ludolfovo ¢islo T,
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