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PREAMBULO

En este capitulo se hard un repaso de conceptos y elementos de adgebra, geometria, geometria
analitica, trigonometria y escaas, para hacer mas sencillo el entendimiento de los conceptos
topograficos que se van aestudiar en € transcurso del libro.

Matematicas usadas en topografia

Veamos ahora algunos axiomas, corolarios y férmulas necesarios en los célculos y gercicios
topogréficos.

1.1 GEOMETRIA

El vocablo geometria, tiene sus origenes en las raices griegas, geo que significatierray metria que
viene de metrén que significa medida, por lo tanto podemos inferir que la geometria es la ciencia
de medir la tierra. Se dice también que la geometria es la parte de las mateméticas que trata de las
propiedades y medidas de la extension, estudiando la forma y dimensiones de las figuras

geomeétricas.

» Laextension eslamedidadel espacio ocupada por un cuerpo.
» Unafigurageométricaes un espacio cerrado por puntos, lineas o superficies.

Ahora veamos unos axiomas y corolarios muy importantes en geometria sobre lineas, angulos,
triangulos, poligonosy circunferencia.

1.1.1 El Punto

Solo tiene posicion, no posee longitud, anchura, ni espesor. Es la unidad basica de todas las figuras
(dimension cero).

1.1.2 Lineas

Podemos concebir la linea como la huella que dgja un punto en movimiento, teniendo longitud y
direccidn pero sin poseer anchura ni espesor (dimensién dos).

Existen variostipos de lineas:

a) Linearecta.lineas sin curvas
b) Lineacurva: lineasin partes rectas.
C) Linea mixta: Posee partes rectasy partes curvas.

d) Linea quebrada: También llamada poligonal, es la que esta formada por segmentos de recta
unidos por sus extremos.
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También podemos clasificar las lineas de acuerdo con su posicion:

> L inea horizontal

> Lineavertical

> Linea oblicua \

Hablemos de las Rectas

Larectaes“ilimitada’, se considera prolongada indefinidamente.

Dosrectas solo se cortan en un solo punto 0 son coincidentes.

Dos rectas son paraldlas s a pesar de prolongarlas indefinidamente nunca se llegan a
cortar.

Si dos rectas se cortan, sus perpendiculares también lo haran.

Lalinearecta es ladistancia mas corta entre dos puntos.

Una semirecta 0 rayo es una porcién de recta que se forma cuando sobre una recta se traza
un punto que la divide en dos semirectas.

VVV VYVV

Hablemos del Segmento

Se llama segmento a conjunto de puntos comprendidos entre dos puntos de una recta.

Todo segmento tiene unalongitud > O.

Dos segmentos son consecutivos s tienen un punto extremo en comun.

Dos segmentos son iguales si tienen la misma longitud.

Dos segmentos son colineales s se encuentran en la mismarecta

Dos segmentos son adyacentes, si son colinealesy consecutivos a mismo tiempo.

YVVVVYVYY

1.1.3 Plano

Lo podemos entender como la huella que deja una linea a desplazarse, teniendo longitud y ancho,
sin presentar espesor (dimensién dos). Un plano es aquel que puede contener una linea recta en toda
su extension.

Un plano con curvatura es una superficie

1.1.4 Espacio

Cuando desplazamos un plano se genera €l espacio, en € que tenemos longitud, ancho vy
profundidad (dimension tres)
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1.1.5 Angulos

Un angulo es la interseccién Cenit

de dos rayos o semirrectas. pY
Los rayos se llaman lados del
angulo y € punto de unién
recibe e nombre de vértice.

Un angulo se obtiene por la
rotacién de un rayo alrededor
de su origen y lo podemos
identificar por tres letras
donde la de  centro Zi

corresponde a vertice y las %

Py

otras a puntos cualquiera de Ladio terminal Pz

las  semirrectas, también
podemos identificarlos
utilizando letras del afabeto

Lada inicial

SEMtico de gira

griego en su interior.

Figura 1

Existen cuatro elementos bésicos que determinan un angulo, estas son:

VVV VYV ¥V VVVVVYYVY VY VYV VY

& Lado origen

& El sentido de giro
& Magnitud

& vertice

Un angulo recto es aquel que tiene sus lados perpendicul ares entre si, su medida es de 90°.

Un angulo agudo tiene una abertura menor a la de un éngulo recto, su medida esté entre 0° y
90°.

Un angulo obtuso es aquel con una abertura mayor ala de un angulo recto, su medida esta dada
entre 90° y 180°.

Un angulo con una abertura de 180° es denominado angulo llano, esta formado por semirrectas
opuestas.

Angul os complementarios son aquellos cuya suma es igual a 90°.

Angul os suplementarios son |0s que cuya suma es igual 180°.

Angulos explementarios, son aquellos que sumados miden 360°.

Alternosinternos: Son losinternos no adyacentes a diferente lado de la secante.

Alternos externos: Son los externos no adyacentes a diferente lado de la secante.

Los angulos gue comparten el vértice y uno de sus lados es comin, y ademéas sus lados no
comunes son colinea es, reciben el nombre de angul os adyacentes.

Los angulos congruentes son los que tienen la misma medida; a superponerlos coinciden sus
lados.

Dos angulos que tienen sus lados respectivamente perpendiculares, son iguales o
suplementarios.

Dos angulos son consecutivos si tienen un lado y el vértice en comin.

Dos angul os que posee sus |ados respectivamente paralel os, son iguales o suplementarios.

Dos rectas que son cortadas por una secante, forman ocho angulos que dos a dos se denominan:
alternos externos, alternos internos, correspondientes y suplementarios.
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» Correspondientes. uno interno y otro externo, no adyacentes al mismo lado de la secante
» Dos rectas que se cortan forma cuatro angulos iguales, dos a dos que se [laman opuesto por €
vértice.

Figura 2
Opuestos por el vértice: I=32=45=70=8
Correspondientes: I'yp3 256 357 458
Alternos internos: fpeiyps
Alternos externos: Iy7. 2yé

Al cortar dosrectas paralelas, r y s, por otra recta secante ¢ (figura 3) 10s angulos gque nombramos
anteriormente son iguales dos a dos en el mismo orden que en los reglones anteriores:

Figura 3
> La magnitud de un angulo solo depende de la mayor o menor abertura de sus lados 'y no de
lalongitud de éstos.
> Lalinea que divide un &ngulo en dos partes iguales se Ilama bi sectriz.
> Dos angulos iguales tienen complementos y suplementos iguales.

1.1.6 Triangulos

Es una figura geométrica que posee seis elementos; tres lados y tres &ngul os.
Partes de un tridngulo
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a) Lados: Sonlaslineas quelo limitan.
b) Vértices: son €l lugar donde se unen los lados.

Los triangul os |os podemos clasificar segin sus angulos o sus lados

» Equilédtero: Es aguel quetiene sustresladosiguales. i j

Equildtero

» |Isosceles: Es aguel que posee dos lados iguales. A

Isdsceles

» Escaleno: Es aguel en el que todos sus lados son desiguales.

Escaleno

Segun sus angulos

Tridngulo rectangulo: ES aguel que tiene su angulo mayor recto o de 90°.
Tridangulo acutdngulo: Es aquel en e que los tres dngulos son agudos.

Triangulo obtusdngulo: ES aguel que tiene su dngulo mayor obtuso o mayor de 90°.
Triangulo oblicudngulo: Puede ser acutdngulo u obtusangulo.

Tridangulo equidngulo: Este posee sus tres dngulos iguales.

YVVVYY

Acukangulo Rectangulo Obtusangulo

Figura 4

Estudiemos ahora | os principios fundamental es sobre congruencia de triangul os

» Dos triangulos son congruentes s dos de sus lados (L) y e angulo (A) incluido de uno son
respectivamente iguales a del otro. (LAL)

» S un en un triangulo rectangulo los catetos son respectivamente congruentes a los catetos de
otro tridngul o rectangul o entonces estos son congruentes. (LAL).

» Dos triangulos son congruentes si dos angulos y el lado incluido de uno esigual a  los dos
angulosy el lado del otro tridngulo. (ALA)
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» Si en un tridngulo rectangulo uno de sus angulos agudos y su cateto adyacente son congruentes
alos del otro triangul o rectdngul o estos son congruentes entre si. (ALA)

» Dos triangulos son congruentes si 1os lados de uno son iguales a los lados del otro tridngulo.
(LLL)

» Dos triangulos son congruentes si dos de sus angulos y un lado de uno, son respectivamente
congruentes a dos angulosy un lado incluido del otro.(AAL)

» Enun triangulo isdsceles los angulos de |a base son iguales, siendo la base el lado de magnitud

diferente.
f‘ahje'j'atr'z Mediatriz: Es la perpendicular que pasa por € punto medio de
N un lado en un tridngulo. El punto de interseccion de las
;,f" “xh mediatrices recibe el nombre de circuncentro.
- s
.'__z' \R i
A E
FA=FEB
o g A
Figura 5
. A E

Mediana: Es €l segmento trazado desde un vértice hasta el punto =
medio del lado opuesto. El punto de interseccién de las medianas
de un triangulo recibe el nombre de baricentro. Figura 6

El baricentro cortalas medianas en un punto situado a 2/3 de su longitud a partir del vértice.

c AM = % AN
BM =2/ BO
I %
CM = %CP
A I
Figura 7

Bisectriz: Es la recta notable que divide un angulo interno en dos angulos iguales. El punto de
interseccion de estas rectas recibe € nombre de incentro.

Altura: Se llama base de un triangulo a cualquiera de sus lados. El segmento perpendicular desde un
vértice a la base opuesta 0 su prolongacion se llama altura. Un triangulo tiene, pues, tres bases a, b,

¢, y tres alturas correspondientes, h,, hy y he.

En un tridngulo rectdngulo & cuadrado de la altura sobre la hipotenusa esigua a producto de los
dos segmentos en que la divide:

W=m-n ¢
Estarelacion seconoce como teorema de la  dtura 2l
Lastresalturas de un triangulo (o sus prolongaciones) se cortan en
A E
Figura 8
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un punto llamado orrocentro. Si € tridngulo es acutangulo, € ortocentro esinterior.

En untridngulo rectdngulo, cada cateto puede ser considerado como base y como atura El
ortocentro es, por tanto, €l vértice del angulo recto.

Si d triangulo es obtusangulo €l ortocentro se obtiene, prolongando las dturas, fuera del triangulo.
Figura9.

[y Figura 9

o

1.1.6.1 Propiedades de los angulos de un triangulo

En un tridngulo isbsceles la mediana trazada desde € angulo formado por los lados iguales; es
bisectriz, altura, mediatriz’y medianaamismo tiempo.

La suma de las medidas de los angul os internos de un triangulo esigual a 180°.

La sumade las medidas de los &ngul os externos de un triangulo esigual a 360°.

En los tridngulos en generd, se cumple que a mayor lado se opone un mayor angulo, y a menor
lado se opone un menor éngulo.

En todo tridngulo se cumple, que solo uno de sus angul os puede ser recto u obtuso.

L os éngul os agudos de un triangul o rectangul o son complementarios.

La medida de cuaquiera de los angulos exteriores de un triangulo es igual ala suma de las
medidas de |os angulos interno no adyacentes a él.

En un triangulo cualquiera, uno de sus lados sea €l que sea es menor que la suma de los otros
dos lados y mayor a su diferencia.

YV VVV VVV V

Una propiedad especial del triangulo

» Larecta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es paralela al tercer lado y su
medida es la mitad de éste.

Hablemos de la semejanza de triangulos

» Dos tridngulos en los cuales sus tres angulos sean congruentes entre si, son iguaes o
semejantes.

» Si dos triangul os poseen angul os respectivamente iguales son semejantes.

» Dos triangulos son semejantes cuando tienen un angulo congruente comprendido por lados
proporcionales.
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Planimetria

» Dostriangul os son semeg antes cuando tienen sus lados homologos proporcionales.

1.1.7 Cuadrilateros

Figura de cuatro lados, Son cuadrilateros: los paraldogramos, cuadrados, rombos, rectdngulos y
trapecios.

» Un paraelogramo es un cuadrilatero que tiene sus lados opuestos iguales y paraelos, como lo
son € cuadrado, el rombo, y el rectangulo.

» Las diagonales de un paralelogramo se bisecan y dividen el paralelogramo en dos tridngulos
congruentes, igual sucede en el rombo, el cuadrado y € rectangulo.

» En el cuadrado todos los angulos y los lados son iguales.

» En €l rectdngulo los dngulos son iguales y su medida es de 90°, los lados opuestos son iguales.

CUADRILATEROS

Paralelogramo

Rectangulos Rombos
Cuadrados o

Figura 10

» En el rombo, los cuatro lados son iguales y sus angulos opuestos son iguales (dos de ellos
mayores de 90°).
» Lasdiagonales de un rombo se cortan formando un angulo recto.

dfz

Figura 11

» En € paralelogramo los lados opuestos son paraelos e iguales y sus angulos opuestos son
iguales

Figura 12

» Enlos paralelogramos dos angul os consecutivos son suplementarios.
» Un trapecio es un cuadril&tero que tiene dos lados paral el os.
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» Enel trapecio laaturaeslaseparacion entre | as bases.

Trapecio isdsceles  Trapecio rectangulo
Figura 13

» La paraela a las bases de un trapecio trazada por € punto medio de uno de los lados no
paralelos esigua ala semisuma de | as bases.(base media)

1.1.8 Poligonos

Poligono es unafigura plana que estaformada por los ladosy |os puntos que unen dichos lados.
» Ladiagonal de un poligono es un segmento gque une dos vértices no adyacentes.

» Existen poligonos regulares, irregulares, convexos, no convexos o estrellados.
» Poligono regular es aquel que tiene sus angulosy sus lados iguales.

A

TRIAMGLLD REGLL AR OCTAGOND
[EQUILATERD) REGUL &R
Figura 14

Poligono convexo €saguel gue tiene por 10 menos un angulo interno mayor de 180°.

Poligono no convexo €saquel en el gue sus angulos internos son menores de 180°.

Angulo de deflexion de un poligono es aquel que se forma por uno de sus lados y la
prolongacion del inmediatamente anterior.

no-convexo '

Figsura 15

YV V
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» La suma de los angulos de deflexion de un deflezion

poligono es de 360°.

» Poligono estrellado esen € que dos 0 més de sus lados se cursan. Ver figura.

paligono estrellado

Figura 16

» El &ngulo de deflexidn es suplementario a angulo interior adyacente.

» La suma de los dngulos internos de un poligono es igual a (n-2)180°, n es  numero de
vértices.

» Lasumadelos dngulos externos de un poligono esigual a (n+2) 180°.

» Un vértice solo puede tener dos segmentos de recta de un poligono.

» El perimetro de un poligono es igual ala suma de las magnitudes de sus lados.

1.1.9 Circunferencia

Curva plana cerrada en la gue cada uno de sus puntos equidista de un punto interior fijo, llamado
centro de la circunferencia. No se debe confundir con e circulo (superficie), aunque ambos
conceptos estén estrechamente relacionados. La circunferencia pertenece a la clase de curvas
conocidas como cénicas, pues una circunferencia se puede definir como la interseccion de una
superficie cénica con un plano perpendicular asu ge.

Circunferencia

ﬁngu]n

‘-\\'cent ral

b
F

Centro  Didmetro

Figura 17
Cual quier segmento rectilineo que pasa por € centro y cuyos extremos estén en la circunferencia se
denomina didmetro. Un radio es un segmento que va desde € centro hasta la circunferencia. Una
cuerda es un segmento rectilineo cuyos extremos son dos puntos de la circunferencia. Un arco de
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circunferencia es la parte de ésta delimitada por dos puntos. Angulo en el centro es aquel cuyo
vértice es € centro de circunferenciay cuyos lados son dos radios. El centro de la circunferencia es
centro de simetria, y cualquier didmetro es gje de simetria. Una semicircunferencia es cada una de
las partes determinadas por el didmetro. Un sector circular es una porcién de circulo determinada
por dos radios y un arco. El semicirculo es una porcion de circulo limitada por la
semicircunferencia.

La coronacircular es figura plana comprendida entre dos circul os concéntricos.

Corona

Figura 18

1.1.9.1 Posiciones Relativas de una Recta y una Circunferencia

Unarectay unacircunferencia pueden ser exteriores, si no se cortan (no tienen ningin punto en
comun), tangentes si sélo se tocan en un punto (punto de tangencia), y secantes s tienen dos puntos

yagrap

Exteriores Tangentes Secantes

Una recta tangente a una circunferencia es perpendicular a radio que une el centro con € punto de
tangencia.

1.1.9.2 Posiciones Relativas de dos Circunferencias

Dos circunferencias también pueden no tocarse, ser tangentes 0 ser secantes, seguin tengan ninguno,
uno o dos puntos comunes, respectivamente. Sin embargo, se pueden precisar méas las posiciones
relativas de dos circunferencias segln la distancia entre sus centros, d, y las longitudes de sus
radios, ry y r:

» Exteriores: S notienen puntos comunes y la o
distancia entre sus centros es mayor que la
suma de sus radios. a3 T
dx=n+5

» Tangentes exteriores: S tienen un punto comun y la distancia
entre sus centros esigua alasumade sus radios.

d=r+s 11
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» Secantes: S tienen dos puntos comunes. l

L-hedan+y

» Tangentes interiores: S tienen un punto comin y la distancia entre sus
centros esigual aladiferencia de sus radios.

d=r5-5

> Interior una alaotra si no tienen ningln punto comin y la distancia
entre sus centros es menor que la diferencia de sus radios.

g 54

> Concéntricas: s tienen € mismo centro.

d=1
Ademas:

Dos circunferencias solo se cortan en dos puntos no o hacen en més.

Por tres puntos que no se encuentren colineales (linea recta), se puede hacer pasar una
circunferencia.

Cuando dos circunferencias son secantes, la linea que une los centros es perpendicular a la
cuerda comin en su punto medio.

Todo radio perpendicular a una cuerda la biseca, lo mismo que al arco que ésta subtiende.

En un circulo o en circulos iguales, dos angulos iguales en el centro comprenden arcos iguales;
amayor angulo mayor arco. También cuerdas igual es subtienden &ngulosiguales.

VV VYV VYV

1.1.9.3 Circunferencias y Poligonos

Lacircunferenciainscrita en un poligono regular es la que tiene su centro en e del poligono y es
tangente a todos sus lados. Su radio esigual alaapotema™ del poligono.

! Apotema: perpendicular trazada desde el centro de un poligono regular a uno cualquiera de sus lados
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Los tridngul os, aunque no sean regulares, tienen siempre circunferencia inscrita (tangente a sus tres
lados) y circunscrita (que pasa por sus tres vértices).

1.1.9.4 Angulos en la Circunferencia

Un angulo central de una circunferenciaes el que tiene su vértice en € centro de ésta. La medidade
un angulo central esigua aladel arco que abarca.

Un angulo inscrito en una circunferencia es aquel cuyo vértice esta sobre ela y cuyos lados la
cortan en sendos puntos. La medida de un angulo inscrito eslamitad de la del arco que abarca.

Figura 19

Un angulo seminscrito en una circunferencia es aquel cuyo vértice, 7, esta sobre ella, uno de sus
lados la cortay € otro es tangente en V. La medida de un angulo seminscrito es la mitad de la del

arco que abarca.
o
v
B

F=o]2

Figura 20

En una circunferencia, un angulo interior es el que tiene su vértice en e interior de la misma. Su
medida es la mitad de la suma de la medida del arco que abarcan sus lados con € arco que abarcan
Sus prolongaciones.
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_ o+
o= 2
Figura 21

Un angulo exterior auna circunferencia es € que tiene su vértice en el exterior de la misma. Su
medida es la semidiferencia de los dos arcos gue abarcan sus lados sobre la circunferencia.

Figura 22
1.1.10 Areas

Es la superficie comprendida dentro de un perimetro. Podemos definirla también como la extension
de una superficie.
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Tabla 1 (libro topografia plana de Leonardo casanova)
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1.2 ALGEBRA
Ecuaciones lineales, cuadrdticas y sistemas de ecuaciones

1.2.1 Ecuacion de primer grado

La ecuacion de primer grado también conocida como ecuacion linea eslasiguiente:
AX+BY +C=0

Donde A y B sonlos coeficientes deslas variables X y Y, siendo C € termino independiente
Otraforma de presentar este tipo de funcion es:

A B Donde conociendo un valor de x se puede conocer su correspondienteen y.
y=—7X"=
B C

1.2.2 Funcion Cuadratica

Es el segundo tipo de funcién algebraicay esta definido por una ecuacién de segundo grado.
y=ax’+bx+c

Donde a, by ¢ son constantes y a#0.
Resolucién de Ecuaciones Cuadréticas

Para resolver una ecuacion de segundo grado o ecuacion cuadrética, existen métodos gréaficos que
no son tan precisos. Por tal razon se utilizan métodos como el de descomposicion en factores, €
cual tiene € inconveniente de no poderse utilizar en todas las ocasiones; encontrandose un método
mas practico para darle solucién a una ecuacioén de segundo grado este recibe el nombre de
ecuacion cuadrética

_ —bx-/b*-4ac
x pu
2a
\V eamos a continuacion como darle solucion a un sistema de 2 ecuaciones simultaneas.

También para darle solucién a un problema de este tipo existen diferentes métodos como:

» Método de reduccion

» Método de sustitucion

» Método deigualacién

» Método de determinantes
En este capitulo solo trataremos el método de determinantes por ser un método practico y muy
preciso ala hora de dar solucidn a un sistema de ecuaciones simultaness.

El método de determinantes consiste en formar matrices con los coeficientes de las incognitas y 1os
términos independientes de la siguiente forma:
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Ax+By=C

Dx+Ey=F
C B ‘A C‘

x:|F E|:CE—BF )= Ij ’; _AF-CD
A4 B| AE-BD ‘ ‘ AE - BD
- b &

Este método también 1o podemos emplear para sistemas de tres ecuaciones simultédneas de la
siguiente forma:

Ax+By+Cz=D
Ex+Fy+Gz=H
Ix+ Jy+ Kj=L

1.3 GEOMETRIA ANALITICA

Rama de la geometria en la que las propiedades de las lineas rectas, las curvas y las figuras
geométricas se representan mediante expresiones agebraicas y numeéricas (ecuaciones). Se suele
[lamar geometria cartesiana ala geometria analitica.

La geometria analitica se ocupa de dos tipos clasicos de problemas. El primero es: dada la
descripcion geométrica de un conjunto de puntos, encontrar la ecuacion algebraica que cumplen
dichos puntos. El segundo tipo de problema es. dada una expresién algebraica, describir en términos
geométricos el lugar geométrico de los puntos que cumplen dicha expresiéon. Por gemplo, una
circunferencia de radio 3 y con su centro en el origen es e lugar geométrico de los puntos que
satisfacen x*+3%=09.

Sistema de coordenadas cartesiano

4"
5 —+
4 —+
z + ——12,3
| e
2T | i (r,«
e | ® T
- - =
u]
S-4-Z-2-11+1 2 Z 4 5 Pals \
Eje polar
_2 —+
-T T+
-4 T+
_5 —+
Y
Coordenadas cartesianas bidimensionales Coordenadas polares
Figura 23
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En mateméticas se utiliza este sistema para dar la posicion de un punto en un plano. Que es un
arreglo de rectas reales que llamamos gjes, uno de estos se considera @ primario y €l otro es €
secundario, dicho ges se interceptan en un punto al que denominamos origen de coordenadas (0,0),
separando |os valores positivos y negativos en cada gje.

En este sistema la direccién de unalinea se da por medio de un &ngulo medido del ge primario a
secundario que recibe e nombre de pendiente.

1.3.1 Coordenadas polares

Sistema para especificar la situacién de un punto refiriéndolo a un &ngulo y a una distancia desde un
punto fijo que se denomina polo y la distancia a punto dado se llama radio vector; €l dngulo indica
laposicion del radio vector con relacién alalineainicial.

Para escribir las coordenadas en sistema polar de cualquier punto, se escribe primero la distancia
(D) y luego el angulo (B) encerrados entre paréntesis y separados por una coma como o podemos
apreciar en el g emplo siguiente:

(D,B) (4,90°) oenlasguienteforma paraexpresarlo enradianes (4, 172)

F=

Figura 24
1.3.2 Coordenadas cartesianas

Un caso especial de coordenadas cartesianas utiliza como sistema de referencia, es el del sistema
de ges ortogonales, también llamados sistema de g es coordenados rectangulares. Existiendo un
gje primario (X) y un gje secundario (y).

L
'e
=
74
b
5
y
3
=

-——

Figura 25
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En la grafica anterior podemos ver |os dos gjes ortogonales, € ge delas X o ge delasabscisasy €
gedelasY o gedelasordenadas.

Cuando vamos a dar la posicion de un punto debemos tener en cuenta que cualquier punto del plano
se puede localizar con respecto aun par de gjes dando las distancias del punto a cada uno delos ges
(abscisa, ordenada). Asi s quisiéramos localizar un punto lo que tendriamos que ser, es contar en €l
gedelasx en numero de unidades que indica la abscisay por este punto trazar una linea paralela
a gedelasy, luego contar la unidades determinadas por la ordenaday trazar unalinea paralela a
gjex por dicho punto. Enlafigural, e punto 4 (5,4).

TABLA DE SIGNO DE LOS CUADRANTES

CUADRANTE ABSCISA ORDENADA
I + +
I - +
Il - -
v + -

En el caso de topografia se trabaja con un sissema NE donde € € e que aparece de primero es el ge
primario, en € cual los cuadrantes estan nombrados conservando el sentido del €e primario a
secundario. En €l sistema europeo se trabaja como Y X

A Norte

Este

A
v

v

Figura 26

Y a en éste sistema las coordenadas se escriben (N,E) y la direccion de unalinea no se da através
de la pendiente sino de un azimut (Az); medido a partir del e de las nortes en sentido de las
manecillas del relgj.

1.3.2.1 Distancia entre dos puntos

Para conocer la distancia entre dos puntos, de los cuales conocemos sus coordenadas empleamos la
siguiente formula:

En €l sstema X,Y

Universidad del Quindio 19




Planimetria

Distancia= \/(Yz Y+ (X, - X,)°

En € sistema Norte — Este
Distancia= \/(Nz - N1)2 +(E, - E1)2

1.3.2.2 Relacion entre sistema Polar y Rectangular

El sistema polar y rectangular se encuentran relacionados por las siguientes formulas que permiten
conocer la proyeccién de una linea sobre los g es empleando e angulo que hace con € ge primario
y lalongitud de lalinea de referencia.

X(AB) =ABcosa Y(AB) =ABsena
PM(AB) = AB cosAz PP(AB) = AB sen Az

X(AB) yY(AB) sonlasproyeccionesen el sistema coordenado XY.
PM(AB) y PP(AB) son las proyecciones en € sistema coordenado NE.

Ladireccion delalinea se determina mediante la formula
a = actan{Y(AB)/ X(AB)} Az =arctan {PP(AB) / PM(AB)}
En esta formula se debe tener en cuenta |os signos.

numerador >00 E

numerador <0 W

denominador >00 N
denominador <00 S

NOTA: Cuando empleamos las coordenadas para calcular la direccion de una linea es muy comin
gue se cometa €l error de confundir el sentido en que se pretende hacerlo, presentdndose problemas
en el reemplazo de las variables en laformula, por g emplo:
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X FI
? Figura 27 %
Si pretendemos calcular la direccién (A;B), se reemplaza en laformula de la siguiente forma:
o = arc tan Te—Ta
Hp— X
Si pretendemos calcular ladireccion (B;A), el reemplazo seria de la siguiente forma:

Ta—¥g

o =atc tan == -5

Ha—¥p

1.3.3 La Linea Recta

Figura 28

En general, una linea recta se puede representar siempre utilizando una ecuacion linea en dos
variables, x e y, delaforma Ax + By + C = 0. Siguiendo con e gemplo anterior, todos los puntos
gue pertenecen alalinea recta que pasa por 4 y B cumplen la ecuacién lineal x+y = 5; en generadl,
Ax + By =-C.

Casos especiaes:

* Si A=0, laecuacion se convierteen BY + C =0y lagréficaes unarectaparalelaal ge X.
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* SiB=0, setieneque AX +C =0y su graficaesunarecta quecortaa e X y espardelaa geY.

* Si C=0, laecuacion queda AX +BY =0, y la gréfica es la de una recta que pasa por € punto
origen.

Cuando lalinea esta representada por la ecuacion y=- A Y- B

B C
El segundo término es una cantidad constante, correspondiendo en la ecuacion alas unidades en €
ge de las ordenadas de una recta que pasa por € origen aumentadas o disminuidas en C/B segln €l

signo que posea este termino.

La pendiente de una linea la podemos definir como |la tangente que la linea forma con el ge de las
X tomando el dngulo en sentido horario y se puede calcular empleando la siguiente formula:

T- 1

=3
Para encontrar la ecuacion que pase por dos puntos determinados podemos emplear

in =

Y,—Y1=m(X,—X;) Ecuacion Punto-Pendiente

Ejemplo:
Encontrar la ecuacion de larecta que pasa por los puntos A (1,4) y e punto B (5,0).

0-
-1

N

m= O m= -1

(¢]

Yo=Yi=m(Xo=X1) O Yo—4=-1(X,—1) O Y=-X+1+4 O
Y=-X+5

La forma punto — punto: la ecuacion de la recta que pasa por P1(X1,Y1) ¥ Pa(X5,Y,) esta dada por
el siguiente determinante:

A |
£ ¥101
oYl

=0

Si desarrollamos |a determinante de |os el ementos de su primera fila obtenemos:
X (Yi=Y2)=Y(X1—X3) + (XY= XY, =0
Que esequivalente a
(Y=Y1)Xoa=X1) = (X=X)(Y2-Y,1) =0
y, s X, — X3 £ 0, es equivalente a la ecuacion punto — pendiente. Si X; = X, entonces ha de ser

verdadero que Y- Y, # 0, en consecuencia, la ecuacion punto-punto se reduce a X=X, que es una
ecuacion de unarecta vertical.
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1.3.3.1 Posiciones Relativas de dos rectas
» Dos rectas son paralelas s tienen la misma pendiente.
m=m, 0 a;=d, 0 Az=Az
» Dos rectas son perpendiculares si € producto de sus pendientes esigual a —1.
mm, =-106 Tana; Tana,=-1 O Tan Az; TanAz,=-1

» Dos rectas coinciden si tienen la misma pendiente y en comun € intercepto con e gje.

1.3.3.2 Angulo entre Lineas

Para determinar €l dngulo que existe entre lineas que se interceptan, se puede aplicar la siguiente
ecuacion:

Tan 6 Tan @y — Tan o

Tan § = M2 —M1
1+ Tan o = Tan oy 1+ m; —my

1.3.4 LAS CONICAS

Se les denomina cénica debido a que se forman cuando un cono es cortado por planos en distintas
posiciones. Un conjunto de puntos se dicen que son de una conica, s satisfacen una propiedad
geométrica (la distancia de uno de ellos a un punto fijo es proporcional aladistanciadel punto ala
lineafija).

Figura 29

1.3.4.1 Circunferencia

Es el lugar geométrico de los puntos (x,y) de un plano que cumplen la condicién geométrica de
estar alamismadistancia de un punto Ilamado centro y su ecuacion es:

(x —h)?+ (y—k)®> =r* con centro en coordenadas (h,k)
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x?+y?=r? cuando € centro estaen (0,0)

Si p =90° lainterseccion del plano con la superficie conica es una circunferencia.

3
_PES S s ope

1.3.4.2 Elipse Figura 30

Figura 31

Es & conjunto de puntos (X, y) cuya suma de las distancias a dos puntos fijos distintos (focos) es
constante, o sea igual. La recta que une los focos y que corta a la ipse en dos punto (vértices) se
[lama g/e mayor y su punto medio es € centro de la elipse lalinea perpendicular a el g e mayor que
pasa por € centro es e ge menor:

Figura 32
dl+d2=K

La ecuacién general de unaelipse, con centro en (h,k) y gjes mayor y menor de longitudes2ay 2b,
dondea> b, es:

2 2
(x-h) + (y-k) =1 El e mayor es horizontal
a2 b2
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, . 2
En éste |os focos se encuentran a ¢ unidades del centro, con ¢t =al b

Si sesittan los gjes ordenados del siguiente modo: €l ge X coincidiendo con €l e mayor de la
elipsey € ge Y coincidiendo con € e menor, la ecuacion de la €lipse adopta la forma siguiente:

1.3.4.3 Parabola

La pardbola se puede definir como €l lugar geométrico de los puntos (x,y) del plano que equidistan
de un punto fijo llamado foco, y de unarectafijallamada directriz.

Figura 33

Ademas del foco, F, y de ladirectriz, d, en una parabola destacan |os siguientes elementos:

> Ejee
Vértice, V.
» Disgtanciade F ad, p.
ol
= K EF
LR
Figura 34

La parabola no tiene asintotas. Su excentricidad es, siempre, 1.

Si unrayo espardeo d gedelaparabola, sereflgjaen ésta pasando por su foco. Y, viceversa, s
pasa por su foco, sereflggaen lapardbolay se algaparaeo a ge.

V eamos ahora la ecuacion de la pardbola
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(y —k)?=4a(x—h) con centro en (h,k)
Con el geparalelo ax y abiertaaladerechaFoco=(a+ h, k)

Abiertaalalzquierda
(y —k)?=—4a(x —h)

Foco=(h—a, k)
Abierta Arriba
(x—h)?=4a(y—k) concentroen(hk)y e gepardeloay.

Foco=(h, k +a)
Abierta Abajo
(x—h)>=—4a(y -k

Foco = (h. k—a)
Con Centro en el origen

Y?=4aX , focoen (a 0)
Y?=—4aX , foco en (—a, 0)
X?=4aY , foco en (0, a)
X?=-4aY , foco en (0, -a)

1.3.5 Coordenadas en el espacio2

1.3.5.1 Cartesianas

A los g es coordenados utilizados en geometria plana se les adiciona un tercer gje Z perpendicular a
los dos iniciales, concurriendo dichos gjes en un punto que es tomado como origen de coordenadas.
Cada dos ges forman un plano que se

cada uno existe un ge

4 denomina plano de coordenadas y se
designa por las letras que representan los
ges que lo conforman, de esta manera los
planos seran XY, YZ,

ZX, donde para
primario que esta

dado por la primera letra 0 para €l caso de
topografia aungue son NE, EH y HN.

Tenemos pues que € espacio quedara

Y +  dividido en ocho octantes

| Para dar la posicion de un punto en €
| espacio se emplean entonces tres
| coordenadas determinadas que son (X, Y,
| Z) y reciprocamente ningln otro punto
A |z puede tener las mismas tres coordenadas.

Ver fig 35 .
Figura 35 Perspectiva caballera del dstema tridimensiona

% Tema Extraido del libro Mateméticas para Ingenieros y Técnicos. R. Doerfling
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1.3.5.1.1 Distancia entre dos puntos

Al igual que en d plano es posible Para conocer la distancia entre dos puntos por medio de sus
coordenadas Aplicando:

Dist. = \[(Y, = ) +(X, = X,)* +(Z, - Z,)°

Figura 36

1.3.5.2 Coordenadas Polares en el espacio

La situacién de un punto en el espacio con relacion alos tres g es coordenados rectangulares puede
definirse también por las siguientes magnitudes: radio vector, o distanciar entre el puntoy el origen
de coordenadas, €l dngulo ¢ que es vertical formado con el ge Z y el angulo horizontal a que la

proyeccion del radio formada en e plano X,Y hace con el gedelas X, asi pues estos tres valores se
denominan coordenadas polares en el espacio y se escriben (a,¢,r).

Para sefialar todos |os puntos del espacio se necesita para a toda la graduacion desde 0° a 360°, para
el angulo ¢ tan solo de 0°a180°y parar todos los valores desde O hasta oo .

En estas coordenadas (0) es el polo, (ox) el gepolar y (0z) el gje dd polo.

Larelacién entre las coordenadas polares y las rectangulares de un punto en € espacio se deducen
delafigura26y son:

X =rsen@ cosa y = rsen@sena zZ =rCos¢

Reciprocamente teniendo en cuentalos signos de X,Y,Z

VA X
rE+X2+Y?2+ 272 cos¢ == cosq = ————
7 + /X2+Y2

Y

+/JX2+Y2

1.3.5.3 Ecuacion General del plano

senqa =

Todo plano que se encuentre en el espacio quedara perfectamente definido por medio de la
siguiente ecuacion:
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Ax+By+Cz+D=0

Donde A, By C son constantes; X,Y y Z son variablesy D es e termino independiente que nos

indicalas unidades que el plano esta por encima o por debagjo del origen.

Observemos unos casos especiales de las ecuaciones del plano:

» A=0 entonces la ecuacion queda By + Cz + D = 0, asi la norma a plano y e ge X seran
perpendiculares por lo tanto el plano serd paraelo adicho ge.

» B=0laecuaciéon quedaAx + Cz+ D =0; lanormal a planoy €l ge Y seran perpendicularesy €
plano por ende seraparaelo a geY.

» C=0 tenemos que Ax + By + D = 0, donde la normal a plano queda perpendicular al e Z y €
plano por tal razon serd paralelo aeste gje.

» D=0 la ecuacién queda definida como Ax + By + Cz = 0y representa a un plano que pasa por €
origen.

» Si son dos los coeficientes que estan nulosya se A, B 0 C, 0 sea el plano serd pardelo d plano
formado por los dos €es que fatan en la ecuacion; esto quiere decir que e plano sera
perpendicular al € e correspondiente a la coordenada que queda en la ecuacion.

1.3.5.4 Ecuacion de una linea en el espacio

Xr/ Figura 37
Unalinea en el espacio esta definida por la propiedad geométrica de que dos planos se cortan segiin
una recta nos dicen que dos ecuaciones de primer grado en (x,y,z) determinan una recta en d
espacio.

A, x+By+Cz+D =0
EAZX"'Bzy"'CzZ"'Dz =0

Donde A4, B, C'y D son 4 nimeros realesfijos
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Cada una de estas ecuaciones representa un plano, luego los valores de las coordenadas (x,y,z) que
satisfagan simultaneamente a las dos ecuaciones corresponderan a puntos comunes a los dos planos,
es decir alarecta de interseccion de los mismos.

1.4 TRIGONOMETRIA PLANA

Rama de la matemética que estudia las propiedades y aplicaciones de las funciones circulares o
trigonométricas.

1.4.1 Longitud de Arco

En una circunferencia de radio (R) un angulo central 6 radianes
determina un arco de longitud (s), €l cual podemos calcular:

s=r@ L

1.4.2 Funciones Trigonométricas

hipotenusza
Argul« Lado opu=sto al dngulo
[altura Hdel edificial

Lads aduacerte 4l anqule
[distancia [ 4 12 3aze del edificia)

Figura 38

Las funciones trigonométricas, son
relaciones que existen entre los angulos
y los lados de un triangulo recténgulo;
las cuales son: seno (sen), coseno (cos) Yy
tangente (tan) que son las bésicas

Para comenzar a hablar de estas veamos
primero € teorema de Pitégoras, €l cua
nos dice que la magnitud de su
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hipotenusa, (lado més largo), a cuadrado esigual alasumade |os cuadrados de sus otros lados.

¢ = hipotenusa
a= cateto opuesto A= + K
b= cateto adyacente

1.4.2.1 Funcion seno

Como vemos en €l grafico a comienzo de la pagina, dado el angulo 6 del triangulo se puede decir
gue e seno de este esigual alarazdn entre su lado opuesto y |a hipotenusa del triangulo

a
senf = —
c

1.4.2.2 Funcion coseno

Para el caso del mismo grafico, € coseno del &ngulo 8 esigual alarazdn de su lado adyacente con
la hipotenusa ddl triangulo

cosd = é
C

1.4.2.3 Funcion tangente

Latangente del anhgulo 6, esigual alarazon del 1ado opuesto con € lado adyacente del triangulo

tané?:ﬁ

Existen otras funciones como o son la funcién cotangente que es € inverso multiplicativo de la
funcion tangente, la funcion secante que es € inverso multiplicativo del coseno y la funcion
cosecante que es el inverso de lafuncién seno.

Signo de las funciones trigonométricas de acuerdo al cuadrante

adrante | 11 111 1V
funcion

sen0

cosO

tan0

1
|+
1

cotd

secO - - +

o S S R
1

csco + - -

NOTA: Esde gran importancia mencionar que la anterior tabla nos muestra los signos de acuerdo
a la disposiciéon de los cuadrantes para las mateméticas, pero en topografia la disposicion es
diferente los cuadrantes estan numerados en sentido horario a diferencia gue en las mateméticas lo
estén en sentido contra-horario, por tal motivo los signos cambian un poco, quedando de la
siguiente forma
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adrante NE SE SW NwW
funcion

sen0

cosO

tan0

cotd

secO

N Y
1
+ |+
1

cscO

1.4.3 Ley de senos
En todo tridngulo los lados son proporcionales al seno del dngulo opuesto

[

a _ b _ c
sn4 snB snC

Figura 40
1.4.4 Ley de cosenos

En todo triangulo el cuadrado de un lado es igual ala
suma de cuadrados de los otros dos lados, menos el ¢
doble producto de €elos por € coseno del angulo que
forman.

a’?=b?>+c*-2bccos A

En todo triangulo se cumple también que €l coseno de A
cualquier &ngulo es igua ala suma de los cuadrados de ’
los lados que loa forman menos el cuadrado del lado

opuesto, sobre & doble producto de los lados que forman

el angulo.

Figura 41
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1.4.5 Identidades trigonométricas bdasicas

V eamos algunas de las identidades trigonométricas esenciales para el topdgrafo

_ 1 _ 1
0 s W

_sin(x) .
()= 0=

1.4.5.1 Angulos opuestos
sen(=x) = —sen(x) cos(—x) = cos(x)
tan(-x) = —tan(x) cot(-x) = —cot(x)
asenX +bCos Y = W Sen(y —@) ; @= —arctan(%)
1.4.5.2 Teorema de Pitigoras
sen®(x)+cos®(y) =1
tan® (x) +1=sec®(x)
cot’(x) +1=csc”(x)
1.4.5.3 Identidades de suma de dngulos
sin(x £ y) =sin(x)cos(y) £ cos(x)sin(y)
cos(x % y) = cos(x) cos(y) +sin(x)sin(y)

tan(x) * tan(y)
1+ tan(y) tan(y)

tan(xy t y) =

1.4.5.4 Identidades para dangulos complementarios

sin(90 - x) = cos( )
cos(90- x) =sin(x)
tan(90 - x) = cot(x)
csc(90 - x) = sec(x)
sec(90 - ) = —csc())
cot(90 - x) =tan(x)
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1.5 ESCALAS

Se denomina escala (E) alarelacion constante que existe entre una longitud que es medida en un
plano y su correspondiente longitud medida en el terreno. Mateméticamente se puede expresar con
lasiguiente férmula:

Las escalas pueden ser de reduccion o de ampliacion las escalas de ampliacion nos permiten
dibujar objetos pequefios para verlos de mayor tamafio, y las escalas de reduccion nos permiten
Ilevar objetos grandes a tamafios mas pequefios ya sea en dibujos 0 en maguetas.

Un g emplo de una escala de ampliacién es 3cm= 0.00001lm o 1/0.0003 = 3333/1

Existen dos tipos de escalas, numéricao gréfica

Escala numérica: Para este tipo de escala existen dos clases. la escala verbal que presenta
unidades como 1cm = 1Kmy la escalafraccionaria que no presenta unidades.

Escala verbal: Es la escala en donde se emplean las unidades para especificar, la relacion que se
presenta entre las medidas redizadas en el terreno y sus correspondientes dibujadas en €l plano,
gjemplos:

2cm: 10m

lin:1M

lcm: 7.50m

Escalas fraccionarias: ES aquella que se representa por medio de una fraccion, que tiene como

numerador una unidad, os gjemplos de ésta son 1/1000, 1/200, 1/3300. Estas escalas se pueden leer
como una unidad medida en el plano representa D unidades en € terreno.

E=1/D

Igualando las dos razones gque se tiene hasta e momento de escala se puede expresar de la siguiente

1I/D =P/T

Donde

P = unidades medidas en €l plano
T = unidades medidas en €l terreno
D = denominador de la escala

Nota 1: Paraque unaescala verbal pueda se utilizada en célculos se debe transformar dicha escala
auna de tipo fraccionaria, haciendo uso del método de conversion de unidades:

Eje
lcm: 33m

Para eliminar las unidades debemos convertir [os 33m a centimetros asi:
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33 100em _ 3300em
T

Quedando de estaforma que laescala verbal esigua a

lcm: 3300cm por lo tanto la escalafraccionaria es 1/ 3300

Nota 2: para pasar una escala de ampliacion a una forma fraccionaria solo se debe aplicar la
formula general de escala, por ggemplo si tomamos laescalacon laque sedio é gemplo de escalas
de ampliacion (3cm = 0.00001m) y queremos expresarla en formafraccionaria debemos hacer:

D=PT = 1/D=Zcm/ 0.00001m == Dzimlﬂgcﬂ
111

Como no se pueden operar cantidades de diferente unidad se debe convertir 1os 0.0000lm acm vy
luego realizar la operacion.

0.001¢em
D- 3ot = 0.0003 Quedando la escalafraccionaria asi: 3333/1

Escalas graficas: La escaa grafica es unalinearecta dividida en tramos que corresponden a cierto
nimero de unidades de longitud en €l terreno. Estas escalas nos son muy Utiles ya que nos permiten
conocer la longitud de una linea en un plano directamente sin tener que aplicar formulas como las
que se vieron anteriormente y ademés cuando se reduce o se amplia un plano la escala grafica sufre
el mismo cambio o variacion. quiere decir que se conservalarelacion del planoy €l terreno Siendo
asi, no es necesario hacer otra escala sino que ésta se pude seguir utilizando.
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M U.S. Geological Survey Map

Muestra el empleo de |as escalas graficas en cartografia y topografia

Construccion de escalas: El proceso de construccion de una escala grafica es simple; utilizando la
formula 7= PxD se calculalalongitud que en e papel representa un nimero adecuado de metros
o de kilémetros, de acuerdo con la magnitud de la escala que se este construyendo.
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Capitulo 1: Preambulo

Ejemplo: Dibujar |a escala grafica correspondiente ala escala numérica 1: 100.000, sobre unalinea
de 11cm

T= Pxi) p=r/n _ 1000m x 1000cmflm  _ qopm

1ooo.oao
Con esto ya se sabe que 1cm en el papel representa 1IKm del terreno.

En e momento de dibujar la escala se dga 1cm a la izquierda para dibujar 10 que se denomina
como cabeza o talén, que es una fraccién de la escala que se encuentra dividida en partes més
pegueiias que & cuerpo de 10cm como lo vemos en lafigura

ESCALA 1: 100.000

1 @ i 2 3 | 5 ] 7 | a 10 Km,

T T T LT T O T e T T T I il T T,
|_ | I | !I ! I I_I |I|II|III! |I||||| ||III|IIII...I|III ..|.|II|I|||I.. I|I|II!II.
0 | 2 3 4 5 7 8 9 10 11

T rmrmrnc——a s rmm

Muestra la escala grafica de 1:100.000

Escalas diagonales: ES un tipo de escala grafica que por la caracteristicas de su construccién nos
permiten medir subdivisiones de la unidad mas pequefia de la escala, con una precision
considerable. Para comprender mejor miremos el siguiente gjemplo.

Supongamos que tenemos un plano aescala 1/500, y queremos construir un a escala que ademas de
permitirnos medir los metros, nos de la posibilidad de medir las décimas de metro; lo que se tiene
gue hacer es trazar una linea base del cuerpo en escala 1:500 que nos represente 50m y un talon de
10m que para esta escala seria dos centimetros a la izquierda. Luego se trazan una lineas
perpendiculares a cada division de la linea base (cuerpo y taldn), éstas lineas también con una
magnitud de 10m, el paso siguiente es dibujar una paralelas a la linea base que crucen las lineas
perpendiculares cada metro como vemos en la figura x. como ya se dijo la parte del talon debe ir
en fracciones mas pequefias de |a escala para este caso |o dividiremos cada metro, tanto en la linea
de la base como en la linea superior y las numeramos en la forma que se ve en e grafico; ésta
divisiones comienzan a ser unidas dos a dos por medio de diagonales, quedando unidas en

—

[ B e I -~

10 0 10 20 30 40 50

Esta forma la division cero de la base con la division uno de la linea superior, ladivision uno de la
base con la dos de lalinea superior.

El fundamento de estas escalas es que al trazar las diagonales en el talon, 1o que estamos generando
son tridngulos semgjantes con las lineas paralelas a la base, que hacen que s se bgjaran lineas
perpendiculares a la base que pasen por el punto de corte, dividirian los segmentos de é talon
exactamente en decimetros ver grafico anterior.
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