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Abstract

The aim of this project is to be able to identify, understand and describe the main
properties of a time-homogeneous Markov chain. A discrete stochastic process which the
future only depends on the present and not the past is called Markov chain. If, in addition,
it is satisfied that the probabilities that determine the chain are time independent, then
we talk about time-homogeneous Markov chains. We will focus on these ones, introducing
the most relevant concepts and related results. The theoretical concepts will be completed
with some examples to ease the comprehension.

Resum

El proposit d’aquest projecte és que el lector pugui identificar, entendre i descriure les
principals propietats d’'una cadena de Markov homogenia. Un procés estocastic discret
que compleix que el futur depen tnicament del present i no del passat s’anomena cadena
de Markov. Si, a més, les probabilitats que determinen la cadena sén independents
del temps, parlem de cadenes de Markov homogenies. Ens centrarem en aquestes, tot
veient-ne els conceptes i resultats relacionats més destacables. S’intentara acompanyar el
desenvolupament teoric amb exemples per a una millor comprensié.
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1 Introduccio

Els conceptes més basics de teoria de les cadenes de Markov van ser introduits per Andrey
Markov 'any 1906, de qui van heretar el nom. Des de llavors, diversos matematics han
treballat en el desenvolupament de la teoria d’aquest tipus de procés estocastic. Al llarg
del projecte, tractarem tinicament amb processos de variable temporal discreta. En aquest
cas parlarem de cadenes de Markov; aixi mateix, s’anomena procés de Markov quan
tractem amb el cas continu.

Les cadenes de Markov sén considerades el model matematic de fenomens aleatoris tem-
porals més simple. Tot i aixi, es troba present en diverses disciplines, com ara biologia,
economia, fisica o enginyeria. A més, aquesta simplicitat fa possible un estudi més detallat
del seu comportament.

La principal caracteristica d’aquest tipus de procés aleatori és que no té memoria. Amb
aixo entenem que el seglient pas (futur) depén exclusivament de lestat en que ens tro-
bem actualment (present), sense importar el cami usat per arribar-hi (passat). Dins del
conjunt de cadenes de Markov, ens centrarem principalment en les cadenes de Markov
homogeénies que son aquelles que la probabilitat de passar d’un estat a un altre és inde-
pendent del temps. Aquestes propietats, com veurem, ens permetran formalitzar diferents
conceptes i resultats, com per exemple, predir com es comportara una cadena i calcular
les probabilitats que quantifiquen aquest comportament.

L’objectiu d’aquest projecte és fer un estudi de la teoria de les cadenes de Markov ho-
mogenies discretes. Aixi, s’ha fraccionat el treball en diversos blocs.

- Inicialment, presentem els conceptes de teoria de probabilitats necessaris pel desen-
volupament d’aquesta nova teoria.

- A continuacid, es defineix formalment que és una cadena de Markov (i homogenia),
tot veient-ne les principals propietats. Aixo ens permetra descriure la coneguda
equacié de Chapman-Kolmogorov.

- Seguidament, veiem una primera classificacié dels estats d’una cadena, donant lloc
a noves nocions i propietats, necessaries en els blocs posteriors. Estudiarem, també,
la probabilitat i el temps mitja que tarda la cadena en arribar a un conjunt d’estats
determinat.

- Durant el segiient bloc, el capitol 5, presentem una segona manera de classificar els
estats, aquesta vegada tenint en compte ’evolucié temporal de la cadena.

- L’altim bloc, que consta dels capitols 6 i 7, ens proposem estudiar el comportament
de la cadena a llarg temps, fent necessaria, com veurem, la presentacié d’un tipus
concret de distribucions.

En cada bloc s’intentara complementar la part teorica amb exemples, ja siguin de situa-
cions que ens podriem trobar a la vida quotidiana com exemples purament didactics.



2 Conceptes basics
El principal objectiu d’aquesta seccié és presentar els conceptes de teoria de probabilitat

més rellevants i necessaris pel desenvolupament de la teoria de les cadenes de Markov.

Definicié. Un espai de probabilitat és una terna (2, A, P) on

1.  s’anomena espai mostral i és un conjunt que correspon als diferents resultats que
es poden donar en un experiment: w € €.

2. AcP(Q) té estructura de o-algebra, és a dir, es compleix

(a) Qe A
(b) A és estable per pas a complementari: si A € A, llavors A° e A.

(c) A és estable per unions numerables: si {A4,,n>1} c A, llavors U A, € A.
nx1

Aquesta estructura ens permet descriure tots els esdeveniments possibles.
3. P s’anomena probabilitat i és una aplicacié P : A — [0, 1] que satisfa

(a) P(2)=1

(b) Si {4, :n>1} és una successi6 de conjunts d’A disjunts 2 a 2, llavors

P( G An) - gjlp(An).

Seguidament, se citaran les propietats més importants i ttils en el calcul de probabilitats
d’esdeveniments:

1. P(@)=0.

2. Siguin Ay, ..., A, € A disjunts 2 a 2, se satisfa P(

ﬁc:

An) - S P(A,).
1 n=1

3. Per a tot A € A, es compleix P(A°) =1- P(A).
4. Si A, B € A tal que A € B, aleshores P(A) < P(B).
5. Per a tot A € A, tenim que 0 < P(A) <1.

6. Si A,B e A, llavors P(AuB) = P(A) + P(B)- P(AnB).

7. Siguin Ay, ..., A, € A, se satisfa P( Lrj An) < ZP(An).
n=1

n=1
8. Sigui {A,:n>1} € A, tenim
(a) Si la successié és creixent, P( [LJ An) = lim P(Ay).
n=1 n—oo
(b) Si la successié6 és decreixent, P( ﬁ An) = lim P(A,).
n=1 n—oo

Se la coneix com Propietat de continuitat seqiiencial de la probabilitat.



Probabilitat condicionada i independéncia

En aquesta secciod, es definira el concepte de probabilitat condicionada, tot donant-ne els
resultats més rellevants. També, es presenten les nocions d’independencia i independencia
condicional, estudiant la relacié de la segona amb el que es coneix per familia de Markov.

Definicié. Siguin A, B € A tal que P(B) > 0, la probabilitat condicionada d’A per B es

defineix com
P(AnB)

P(B)
P(A| B) representa la probabilitat que es doni ’esdeveniment A sabent que ha passat B.

P(A|B):=

Observacid. L’aplicacié P( -| B) : A — [0, 1] és una probabilitat sobre (£2,.4).

Teorema 2.1 (de les probabilitats totals). Sigui {Bi,...,Bp} €A una particié de € tal
que P(B;) >0, per a tota i € {1,...,n}. Aleshores, per a qualsevol A € A,

P(4) = ﬁ;P(A "B, - §P<A | B)P(B).

Teorema 2.2 (de les probabilitats compostes). Siguin {A1,...,A,} esdeveniments com-
plint P(Ayn...nA,-1) >0, llavors

P(AlﬂﬂAn)ZP(Al)P(A2|A1)P(An|A1ﬂﬂAn,l)

Teorema 2.3 (Regla de Bayes). Siguin {A1,...,An},{B1,...,Bm} € A dues particions
de Q, on cada esdeveniment té probabilitat no nul-la, aleshores

P(A)P(B; | Ai)) _ P(A)P(B; | Ai)
P(B;) iP(Bj | Ag) P(Ag)
pr}

P(A;| Bj) =

Com s’ha dit, tot seguit s’introduira el concepte d’independéncia d’esdeveniments.

Definicié. Dos esdeveniments A i B sén independents si P(An B) = P(A) - P(B).

Observacid. Siguin A, B € A tal que P(A), P(B) > 0.

A'i B s6n independents < P(B|A)=P(B) i P(A|B)=P(A).

La definicié anterior es pot estendre a families d’esdeveniments:

Definicié. Sigui I un conjunt arbitrari. Un conjunt d’esdeveniments {A;:i €I} ¢ A sén
independents si se satisfa

per a tot {i1,...,ix} € I.

Definicié. Donats els esdeveniments A, B i C' amb P(C) > 0, diem que A i B sén
condicionalment independents a C si

P(AnB|C)=P(A|C)P(B|C).



Notem que aquesta nocié expressa la independéncia de A i B respecte P( - | C).

Definicié. Es diu que els esdeveniments A, B i C formen una familia de Markov si
P(AnB) >0 i se satisfa
P(C|AnB)=P(C|B). (2.1)

Observacio. Aquests esdeveniments s’han d’entendre com una seqiiencia cronologica, és a
dir, A designa el passat, B el present i C' el futur. Aixi, doncs, la relacié descrita a (2.1)
es tradueix a dir que només existeix dependencia del present i no del passat.

Proposicié 2.4. A, B i C sén condicionalment independents si, i només si, formen una
familia de Markov.

Variables aleatories discretes i Esperanca

En aquest apartat definim el concepte de variable aleatoria. Més concretament la de tipus
discret, que sera de gran importancia en el segiient capitol. Abans, pero, cal introduir la
o-algebra de Borel, B, que és aquella generada pels conjunts oberts de R. Considerarem
lespai de probabilitat (£2,.4, P).

Definicié. Una variable aleatoria és una aplicaciéo X : 2 — R que satisfa
X' B)={weQ:X(w)eB}ec A
per a tot B € B.

Definicié. La llei (o distribucid) d’una variable aleatoria X, Px, és la probabilitat sobre
(R, B) definida com

Px(B) = P(X™'(B))
per a tot B eB.

Definicié. Una variable aleatoria és discreta si X (€2) és finit o numerable.

Observacid. X () es pot representar com {xz; : i € I ¢ N}. Aixi, doncs, la llei d’'una
variable aleatoria discreta queda determinada per Px({z;}) = P(X =x;), per a tot i € I.

Definicié. Una familia de variables aleatories discretes X7, ..., X, es diu que és indepen-
dent si per a qualssevol z1,...,x,, es compleix

n
P(X1=$1,...,Xn=$n)ZHP(XiZI‘Z‘).
i=1

Finalment, tanquem el capitol donant la definicié d’esperanga matematica d’una variable
aleatoria discreta.

Definicié. Diem que una variable aleatoria discreta X té esperanca, E(X), si, i només
si,

Z|:ri|P(X =1x;) <00

iel
i en tal cas,

B(X) =) 2| P(X = ;).
iel

Proposicié 2.5. Per a qualsevol variable discreta X, se satisfa

oo oo k oo 0o [
E(X) =kZ_:1k:-P(X=k) =S P(X=k)=).YP(X=k)= Z;P(er).

k=1r=1 r=1k=r



3 Cadenes de Markov

El principal objectiu d’aquesta seccid és presentar les cadenes de Markov, concretament un
tipus especific: les cadenes de Markov homogenies. En veurem els resultats més rellevants,
seguit d’una serie d’exemples per a una millor comprensié. Finalment, es tancara la secci
introduint el que s’entén per probabilitat de transici6 en n etapes fins a arribar a descriure
I’equacié de Chapman-Kolmogorov.

Per tal de poder definir amb rigor la nocié de cadena de Markov, necessitem introduir el
segiient concepte:

Definicié. Considerem l'espai de probabilitat (£2,.4, P). Un procés estocastic és una
familia de variables aleatories indexades

{Xp:teT}

on per a cada index t, X;: Q) — R.

A partir d’ara, considerarem només el cas discret, és a dir, quan T' ¢ Z* = {0,1,2,...}.
Aixi, quan parlem de procés estocastic, ens referirem a {X,, :n >0}, amb X, :Q - I. On
I és un conjunt finit o numerable, que nomenarem conjunt d’estats i cada valor i € I sera
un estat. Cada variable aleatoria X, té associada una distribucié que, per ara, denotarem
per ¥, és a dir, per a cada i € I,

Y ({i}) =i = P(Xn = 1).
Definicié. Diem que una matriu II = (p;;); jer és una matriu estocastica (o matriu de
transicid) si compleix
(a) pij €[0,1],
(b) Per atotiel, Y p;=1.
gel

Observacions.

(i) Amb la definicié anterior, estem dient que cada fila de la matriu, (p;j)jer, és una
probabilitat. A cada valor p;;, se I'anomena probabilitat de transicid.

(ii) Existeix una correspondeéncia bijectiva entre aquest tipus de matrius i el diagrama
que es forma després d’identificar els estats amb vertexs i cada probabilitat de
transicié no nul-la amb arestes.

L’exemple seglient servira per acabar d’entendre la bijeccié descrita anteriorment.

1 2 3

140 1 0
2 ( 0 1/2 1/2) 2// \
5 \2/3 1/3 0

3 = - =z 2 JD 1/2
1/2
Si tenim p;; > 0, aleshores farem una fletxa de pes p;; que connecti l'estat 7 amb j. Per
exemple, com que pi2 = 1, tindrem una ﬂetxa de pes 1 que connecti I'estat 1 amb 'estat
2. De la matelxa manera, com que pa3 = > 0, tindrem una fletxa sortint de ’estat 2 fins
a 3 amb pes . T aixi, amb tots els valors pij > 0.



3.1 Cadenes de Markov homogenies

Ara que ja sabem que és un procés estocastic, podem procedir a definir cadena de Markov.

Definicié. Un procés estocastic {X,, : n > 0} que pren valors en un conjunt d’estats I,
diem que és una cadena de Markov amb distribucié inicial ¥° =y = {v; : i € I} i matriu de
transicio II = (p;j)i jer, si per a qualssevol g, ..., ip-1,%,5 € [,n > 1 se satisfa

(i) Xo té llei~, és adir,peraiel, P(Xg=1)=";.
(11) P(Xn+1 =J | X0 =10, Xn-1=1ln-1,Xn :i) :P(Xn+1 =7 | Xn :i).

La segona condicié de la definicié anterior s’anomena propietat de Markov i ens indica
que el futur (X,,+1) només depen del present (X,,), i no del passat.

Definicié. Una cadena de Markov es diu que és una cadena de Markov homogénia si es
compleix
P(Xps1 =7 | Xn=1) = pij,

peratoti,jelin>0.

Aquesta igualtat és coneguda com propietat d’homogeneitat i ens diu que I'evolucié del
sistema és independent del temps: la probabilitat condicionada de I'estat j en l'instant
n + 1 per 'estat ¢ en l'instant n és independent d'n.

A partir d’ara, ens centrarem unicament en les cadenes de Markov homogenies.

Teorema 3.1.1. Un procés estocastic {X,, : n >0} que pren valors al conjunt d’estats I
és una cadena de Markov homogénia amb distribucid inicial vy i matriu de transicio 11 si,
i només si, per a tot ig,...,in €I i per a tot n >0 se satisfa

P(XO = io, e ,Xn = Zn) = ’Yiopioil .. 'pin—lin' (311)

Demostracid.

Mirem, primer, la implicacié directa. Suposem que {X,, : n >0} és una cadena de Markov
homogenia i volem veure que es compleix la igualtat (3.1.1). Tenim

P(Xo=igy.0y Xpn=in) = P(Xo=1i9)P(X1 =141 | Xo=1ip) x...
coox P(Xy =i | Xo =10y, Xn1=1in-1)
=P(Xo=i0)P(X1=11|Xo=10) x...x P(Xp, =ipn | Xpn-1=1n-1)
= YigPigiy - - - Pin_1in-
On en la primera igualtat s’ha utilitzat el teorema de les probabilitats compostes, en la

segona, la propietat de Markov i finalment, en la tercera, la propietat d’homogeneitat
d’una cadena de Markov homogenia.

Reciprocament, si considerem n = 0, tenim que per a tot i € I, P(Xg =1i) = 7;, per tant
Xo té llei v. Aixi, es compleix la primera condicié de la definicié de cadena de Markov.
Falta per veure, doncs, que se satisfan les propietats de Markov i homogeneitat.

D’una banda, per la definicié de probabilitat condicionada i la igualtat (3.1.1), tenim

P(Xo =0, ..., Xn+1 = In+1)
P(Xo=10,...,; X = ip)
_ YioPigiy - - - Piniins1

YigPioiy « + - Pin_1in

P(XTH—I:Z.TH—I |X0:i0;---7Xn:in):

= pinin+1 N



D’altra banda, fent servir el teorema de les probabilitats totals i la igualtat (3.1.1), resulta

P(Xn =, Xnt1 = Z'nJrl)
P(X,, =ip)
2 P(X():Z.O,---7Xn:in,Xn+1 :in+1)

10,eneyin_1€l™ 1

E P(X(]:’L.O?"')Xn:in)

§0y0nnyin_1€l™ "t

Z YioPigiy « - - Pinini1

7;07~~~7in—161n_1

P(Xn+1 = in+1 | Xn = Zn) =

- o . ] = Piningr-
2 Vloploll .. 'pln,lln

Infl

i0yenmyin_1€
Per tant, hem obtingut
P(Xps1 =in+1 | Xo =10y, Xn =in) = P(Xps1 =in+1 | Xn =n) = Dininey-
O

Notacio. Com s’ha pogut observar amb el resultat anterior, una cadena de Markov ho-
mogenia queda determinada per la seva distribucié inicial i la matriu de transicié, per
aix0, aquest tipus de cadenes de Markov es denoten per CM H (v, 1I).

Proposicié 3.1.2. Sigui {X,, :n >0} una CMH(~,11), aleshores {Xp+m :m >0} és una
CMH(L(Xn),IT), on L(Xy,) €és la llei de la variable aleatoria discreta X,.

Demostracio. Fent servir el teorema de les probabilitats totals, i el teorema anterior a
CMH (~,1I), obtenim:

P(X0+m :j07-- . aXn+m :]n) =
= Z P(XO = iOa"'aXm—l = im—laXm :j(]a" ~7Xn+m :]n)

io,...,im,lélm’l

= > YioPigir - - Pim-1joPjoj1 - - Pn-1n

10yeeeyim—1 €M1

= Pjoj1 -+ - Pin-1jn Z YioPigi1 + - - Pim_170

i07-~~774"m—161m_1

= P(Xm =J0) Pjoji - - Pin-rijn-

Per tancar la seccié, donarem alguns exemples de cadenes de Markov homogenies.

Exemples.

(i) Passejada aleatoria sobre Z

Sigui una particula que es mou en linia recta fent passos d’una unitat. Un pas és
una unitat a la dreta amb probabilitat p € (0,1), o bé, una unitat a I’esquerra amb
probabilitat g =1 — p.

Considerem X = 0 la distribucié inicial, és a dir, la posicié inicial de la particula.
Aix{, definim la posicié a l'etapa n com: X,, = Xo+& +...+&,, on {&, :n>1} sén



variables aleatories independents i identicament distribuides tals que P(&,=1) =p
i P(&, =-1) =q, per a qualsevol n. Aixi, &, designa el desplagament a ’etapa n.

Passem a veure que {X,, : n > 0} és una cadena de Markov homogenia. Utilitzant
que {&, : n > 1} s6n variables aleatories independents i ideénticament distribuides,
per a tot n i qualssevol ig,...,%,-1,%,5 € I, tenim

P(Xn+1 Zj’X():Z‘(],...,Xn_lzin_l,XnZi):
_ P(Xo =40, s Xn-1=in-1,Xn =1, Xps1 = j)
- P(Xo=i0,..., Xn-1=in1,Xp=1)
_ P(Xo=10,61 =1 —d0,...,{n =1 —in-1,&ns1 = j — 1)
- P(Xo=i0,61 =01 =00, &p =1 —in_1)
_ P(Xo=10,81 =11 ~%0,...,&n =0 —in1)P({ns1 = — 1)
- P(Xg=i0,&1 =01 =00y &n =1 —in_1)
= P(&na1 =7 —1).

D’altra banda,

P(Xn=4,Xp1=J
P(Xus1 = | X, =) = D2 Kot 2J)

P(X, =)
_ P(Xy =iy €1 =~ 0)
P(X,=1)
(X = )P(Eu = i) o
- P(Xn:Z) _P(fn+1—3_z)'

Aixi, es compleix la propietat de Markov i com que P(&,+1 = j — 1) = p;; no depen
d’'n, tenim que {X,, :n >0} és una cadena de Markov homogenia.

Ara, podem donar-ne la matriu de transicié:

0 p 000
qg 0 p 0O
II={--- 0 g 0 p O
00 qgq 0 p
0 00 q O

Notem que el diagrama de la cadena és el segiient:

Cal destacar que en cap moment durant la justificacié anterior s’ha utilitzat la llei
de &, amb n > 1. Aixo déna lloc al segiient resultat:

Proposicié 3.1.3. Sigui {Y,, : n > 1} una successié de variables aleatories inde-
n
pendents 1 idénticament distribuides tal que Y, : Q — I. Definint X, = Y Y;,
i=1
{Xn:n >0} és una CMH.

I encara podem donar una generalitzacié de la proposicié anterior:



Proposicié 3.1.4. Sigui {Z,, : n > 1} una successid de variables aleatories inde-
pendents i idénticament distribuides que prenen valors a I. Sigui f : I xI — I
una aplicacid i Xy : Q@ —> I una variable aleatoria independent de {Z, : n > 1}.
Aleshores, si definim X1 = f(Xn, Zns1), ambn >0, tenim que {X,, :n >0} és una
cadena de Markov homogénia.

Demostracié. De manera similar que s’ha fet en 'exemple (i), utilitzarem el fet
que {Z, :n > 1} sén variables aleatories independents i identicament distribuides i
independents de Xj:

P(Xpe1=7|Xo=10,...,Xn-1=tp-1,Xp=1) =
_ P(XO :Z.O’...’Xn_l :Z.n_l,Xn :i’Xn_'.l :J)
P(Xo=10,.-, Xn-1=tln-1,Xp=1)
_ P(Xo =i, f(io, Z1) =1, fin-1,Zn) =4, f (4, Zn+1) = j)
- P(Xo =0, f(i0,21) = 0155 f(in1,2n) = 1)
_ P(Xo =i, f(i0, Z1) =1, fin-1,Zn) =) P(f (i, Zns+1) = )
- P(Xo =0, f(i0s Z1) =015, f(in-1, Zn) = 1)
:P(f(i,Zn+1) :,7)

D’altra banda,

P(X,=1,Xpns1=7)

P(Xps1=j] Xp=i) =

P(X, = 1)
— P(Xn Z'i,f(i,Zn+1) :j)
P(X, = 1)
_P(Xn:i)P(f(i7Zn+1):j)_ . .
= P(Xn - Z) = P(f(l, Zn+1) = j).

Aixi, doncs, se satisfa la propietat de Markov i com que P(f(Xy,, Zp+1) =j) = pij no
depen d’n, tenim que, a més, es compleix la propietat d’homogeneitat i, per tant,
{Xn :n >0} és una cadena de Markov homogenia. i

Passejada aleatoria sobre Z amb barreres absorbents

Siguin dos jugadors A i B jugant a cara i creu amb capital a i b, respectivament.
Es diu que el joc ha finalitzat quan un dels dos jugadors es queda sense capital. En
cada partida, cada individu aposta 1 unitat del seu capital, on el perdedor ha de
cedir la seva moneda al guanyador. El jugador A llenca una moneda, de manera
que és el guanyador si toca cara i perd si toca creu, amb probabilitats p € (0,1) i
q =1 - p, respectivament.

Entenem {X,, : n > 0} com el procés que descriu 'evolucié del capital del jugador
A. Tenim Xg=ai Xp41 =Xy +&pe1, amb X, : Q@ —{0,1,...,a+b} i &41 com s’ha
definit en 'exemple anterior. Aleshores, {X,, : n >0} és una CM H (~,1II), on:

(a) v =04y es coneix com la Delta de Dirac i satisfa P(Xo=a) =11 P(Xo #a) =0.



(b) La matriu de transicié (c+1) x (c+1), amb c=a+b, és:

100 ... 000
g 0 p ... 000
0 g 0 ... 000
Im=]: : + -~ = i
000 ... 0p O
0 00 ... g O
000 ... 001

El joc comenca a l'estat a. Si després d’m partides, el jugador A té un capital
de k ¢ {0, ¢}, aleshores, en la proxima partida, el capital d’A pot passar a k+ 1
amb probabilitat p, o bé, k — 1 amb probabilitat ¢. Quan k € {0,c} (el jugador
A o el B s’ha arruinat, respectivament) el joc s’acaba i cap jugador pot canviar
de capital, és a dir, pgg = pee = 1.

Donem el diagrama de la cadena:

p p p p
— — — — P
1CO<71$T2...Q—1%/ a  Zarl.oes2 c-1 -5 ¢

(iii) Passejada aleatoria sobre Z amb barreres reflectants

Ens trobem en la mateixa situacié que abans, pero ara quan un dels jugadors es
queda sense capital, rep 1 unitat per part de ’altre jugador per tal de mantenir el
joc. Ara, la matriu de transicié és:

010 ... 00O
q P 0 00
0 ¢ O 0 00
m=l: : -
0 0O 0 p O
0 0O qg 0 p
0 0O 010
I el diagrama de la cadena:
A By L LA Py L
0%1%2...a—1 - a - a+1...c—2ﬁ/c—1 : c

3.2 Probabilitat de transicié en m etapes: Eq. de Chapman-Kolmogorov

En I'anterior seccié hem estudiat les probabilitats de transicié p;;, que indiquen el pas
d’un estat al segiient, ara ens preguntem: quina és la probabilitat que després d’m etapes,
la cadena estigui en un estat determinat?

Sigui {X,, :n > 1} una CM H (~,1I), definim
pz(;n) i= P(Xpm =j | Xn =1)

per atot nm>01i14,5¢€l. Es coneguda com la probabilitat de transicio en m etapes i
indica la probabilitat que partint de ’estat ¢ arribem a ’estat j en exactament m passos.
Aixi mateix, tenim que la matriu de transicié en m etapes és

IL,, = (pg;l))z’,jel
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Observacions.

(i) Si m =0, tenim pg.)) = P(X,, =7 | X, =1), que només té sentit quan i = j, és a dir,
(0) _ st 1=]
Pij = 0 si itj
D’aquesta manera, Iy = Id.

o a (1)
(i) Sim =1, tenim p;;

seccio 3.1.

= P(Xy41 =J | Xn =1) = pij, que és el cas que hem vist en la
Proposicié 3.2.1. Sigui {X,, : n > 1} una CMH(~,11) i I1,,, la matriu de transicid en
m etapes, amb m > 0. Aleshores, I, =II" =11 - m) 1.

(m) _ -1)

Demostracié. Es suficient veure que es compleix: D;j Z pzk Pkj per m > 2, que es
tradueix a dir que II,, = II,,,_1II. D’aquesta manera, 1terant successivament, obtindrem
O, = Mypoll - =...=10-™ 1L Efectivament, fent servir la definicié de probabilitat

condicionada, el teorema de les probabilitats totals i que {X,, : n > 1} és una CM H (,1I),
tenim

P(Xn+m ]7 n:Z)

P = P(Xem = | X = 10) =

P(X, =1)
_ Zk:e] P(Xn+m = .ijn+m—1 =k, Xp = 7/)
P(X, =1)
_ ZP(XTH—m .77Xn+m 1= k X :Z) . P(Xn+m—1 = kan :7')
S P(Xpem = by X = 1) P(X, =1)
= Z P(Xn+m = .7 | Xn+m—1 = k;p Xn = l)P(Xn+m_1 = k | Xn = /L)
kel
_ Zp(m 1) Dij-
kel

A partir d’aquest resultat, obtenim

1. II,, és una matriu estocastica.

2. Sabent que Il;,; = II; - II, amb k,l > 0, podem donar el que es coneix per Fquacid
de Chapman-Kolmogorov:

p§]l+k) Zp(l)pl(;;)

3. Repetint iterativament ’equacié de Chapman-Kolmogorov, resulta

-1
(m) Z pz(:? )p’Ll] = Z Diii Piyio =+ -+ " Pip-13-

21€ il,...,im,lE]

Amb el que sabem fins ara, donada una cadena de Markov homogenia {X, : n > 0},
podem donar-ne la llei de X,:

Proposicié 3.2.2. Sigui {X,, :n >0} una CMH (v,1I). Denotem ™) = 41L,. Aleshores,
per a tot kel,

P(X, = k) =",

11



Demostracio.

P(X,=k)= Y P(X, = k| Xg=h)P(Xo=h) = 3 P(Xo = h)p" = 3 7).

hel hel hel

Com a conseqiiencia de la proposicié anterior, tenim:

Corol-lari 3.2.3. Sigui {X,,:n >0} una CMH(~,II). Es compleizx

(i) P(Xiui=1) = 2 P(Xpek =i | X1 = )P(Xi = §) = 270V, és a dir,
jel jel
AR — O],

(i) 1\ = P(Xn =)= w0y =S X Wbhis - Pinr-
hel heliy,...,in-1€l

Amb el resultat segiient, donem les distribucions del procés en dimensio finita:

Proposicié 3.2.4. La distribucio inicial v i la matriu de probabilitats 11 d’una cadena
de Markov homogénia {X,, : n > 0}, determinen la llei del vector aleatori (Xp,,...,Xn,)
amb0<ny<...<ng.

Demostracié. Estudiem, primer, el cas (X, ..., Xk), és a dir, quan hi ha una tnica etapa
entre un estat i el segiient. Usant la férmula de les probabilitats totals, obtenim

P(X0=i0,...,Xk=ik) ZP(onio)P(Xl =i1|X0=io)><...
Lo X P(XkZik|X0=Z'0,...,Xk,1=ik,1)

= YigPigiq - - - Pig_1p -

Ara, de manera més general, estudiem el cas (Xp,,..., Xy, ) amb nj <... <ng, és a dir
quan es pot donar que hi hagi més d’una etapa entre estats.

P(Xp, =i1,.... Xy, =) =
=P(Xp, =01)P(Xp, =i | Xp, =01) x ... x P(Xp, =ik | Xy =015, Xy, = 1)
_ Z,th(m) (n2-n1) (nk—nk—l)_

hir Pivio D i
hel

Per concloure el capitol, donem dos exemples senzills per veure’'n el calcul de pgy) .

(i) Considerem la cadena que donats «, 8 > 0, té per matriu de transicié i diagrama:

1_ (e}
H:( S 1%) l_aclqzjm

Com que per n > 1 es compleix: II,, = IT,,_11I, tenim

(n) _ (n-1) (n-1)

-1 -1
P11 =P P11 +p13 (n-1) (n ).

pa1=(1-a)py; ’+Bpiy

12



7 / . N . 1
A més, com que II,_; és una matriu estocastica, es compleix pgl b + pgn ) -

Aixi, queda
PP =1 -a-p)pl " +

Per tant, obtenim la relacié de recurrencia segiient:

P =(1-a-p)pT" + 5,
pgl)—l.

Iterant, obtenim la segiient expressio:

pﬂl)—pn)(l a-p)" +BZ(1 - B)k

k=0

Finalment, resolent la serie geometrica, resulta

ny_ P
P _O<+B a+ﬁ(1 =B

Observem que si considerem valors d’n prou petits, com que 11 té dimensi6 2, podem
(n)

trobar I'expressié de Py calculant directament II, = II". Considerant n =2, tenim

I - a?-20+aB+1 -a?+2a-af
27\ -p2-aB+28 BPraBf-28+1
I efectivament,

2 B
pgl) =

OC_FB+OéOéTﬁ(l—oz—,B)z=042—2a+oz,6’+1.

Mutacio d’un virus

Suposem que un virus pot existir en /N varietats diferents. En cada generacid, pot
mantenir-se en la mateixa varietat, o bé, pot mutar-ne a qualsevol altra d’aquestes
amb probabilitat « € (0,1). Ens preguntem, quina és la probabilitat que la varietat
de la n-essima generacié sigui la mateixa que ’original?
Es tracta d’una cadena de Markov homogenia amb estats {1,..., N}, aixi II és una
matriu N x N, complint
l-a, =3
Dij :{ o

N L#J

Aleshores, el problema es tradueix en saber quant val pr). Cal tenir en compte

que en algun moment, el virus passara de l’estat inicial a un dels restants amb
probabilitat «, i que també, en un altre instant, es donara la transicié d’un dels altres
estats a I'inicial. Per tant, com que els N —1 estats restants tenen un comportament
simeétric, podem entendre’ls com un tnic i estudiar la cadena de només 2 estats

segiient:
1o Cl/zmczal restan@
o — 1- 52

o
N-1

Observem que és la mateixa cadena estudiada en I'exemple (i) amb 3 = 15, per
tant, obtenim

_o n _ n
pg?)—aN‘l T (1—a— a ):%+M(1— aN).




4 Estructura de classes

En aquest capitol, veurem una manera de classificar els diferents estats d’una cadena de
Markov, podent aixi determinar la irreductibilitat de la cadena. Seguidament, analit-
zarem la periodicitat d’aquestes classes, que ens permetra descriure el que es coneixen
per subclasses cicliques. Finalment, es presenten les nocions de probabilitat i temps mig
d’absorcid, estudiant, aixi, I’evolucié temporal de la cadena. En cada cas, es donaran
diferents exemples per acabar d’entendre els conceptes donats.

Com fins ara, considerem que {X,, : n >0} és una C M H (~,II), on cada variable aleatoria
discreta X, pren valors a I finit o numerable i IT = (p;;); jer-

4.1 Comunicacié entre estats

De vegades, es possible fraccionar una cadena de Markov en peces més petites, de manera
que es pot estudiar el comportament de cada una d’aquestes per a una millor comprensié
del total. En aquesta seccié farem aquest estudi.

Definicié. Un estat j € I és accessible des d’un 'estat i € I si existeix n > 0 tal que
P = P(Xn=j| Xo=i)>0.
En aquest cas, escrivim ¢ — j.

Definicié. Diem que dos estats i,7 € I es comuniquen i ho denotarem per i «— 7, si se
satisfa ¢ — j i j —> 1.

Observacions
1. Per a qualsevol n > 1, es compleix pg.l) = Z Diiy Pivis - - - Pin_1j- Aixi, doncs,
11 ,eespn—1€l
n . . ’ . . . s . . . . . .
pgj )50 si, 1 només si, existeix almenys un cami ¢ = ig, 1, ...,in_1,%, = j des de ¢ fins

a j, de manera que Dy, Diyis - - - Pip_qj > 0.

2. La relaci6 <— és d’equivaléncia al conjunt d’estats I:

e Refleriva: Tenim p(p) =1>0, per tant i < 4, per a qualsevol 7 € I.

(n)

#9501 p{ > 0. Per tant,

o Simétrica: Sii<— j, existeixen n,m > 0 tal que p ;

Jj 1.
e Transitiva: Suposem que i < j i j < k. Sabem, doncs, que existeixen
n,m >0 tal que pg.L) )
Kolmogorov obtenim

P = e 2 > 0.
hel

>01i pgrkn > 0. A més, fent ts de 'equacié de Chapman-

Aixi, i — k. Analogament, obtindrem k — 4. Per tant, i < k.

3. La relacié anterior genera una particié disjunta d’l en classes d’equivaléncia: els
elements d’una classe seran els estats que es comuniquen entre ells. Aixi, és possible
comencar en una classe i entrar-ne a una altra amb probabilitat positiva, perod no
es pot tornar a la inicial, perque implicaria que dos estats de classes diferents es
comuniquen.
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Definicio. Una classe C és tancada, si donat i € C tal que ¢ — j, aleshores j € C'. En
altres paraules, C' és una classe de la qual no se’n pot sortir. A més, se satisfa Z pij = 1.

jeC
Definicié. Un estat i € I es diu que és absorbent (o tancat) si {i} és una classe tancada.
Tenim, doncs, que es compleix p;; = 1.

Definicié. Una cadena és irreductible si hi ha una tnica classe d’equivaléncia, és a dir,
que tots els estats es comuniquen.

Definicié. Un estat i € I es diu que és de pas (o no essencial), si existeixen m>11jel
(m) s o (n)

tal que Py > 0, pero pj;

Amb aix0 estem dient que, a partir d’un cert instant, si ens trobem a l’estat ¢, és pos-

sible sortir-ne, perd no tornar-hi mai més. Per contra, entenem per estats essencials als

restants, és a dir, aquells dels quals se’n pot sortir, pero eventualment tornar-hi, incloent

en aquest conjunt els estats absorbents.

=0, per a tot n > 1.

A continuacié, donarem uns quants exemples per acabar d’entendre aquestes definicions:

Exemples. Quan s’estudien les diferents classes d’una cadena, el valor de les probabilitats
de transici6 deixen de tenir importancia: només interessa identificar les que no sén nul-les.
Aixi, als diagrames només s’il-lustraran les fletxes corresponents a les p;; > 0.

(i) Considerem la cadena que té associat el segiient diagrama:

3

1 \
\ | j

- Els estats 2, 3 i 4 sén accessibles des de 1, i alhora, podem accedir a 1 des de
qualsevol d’aquests tres estats. De la mateixa manera, tenim que 2 comunica

amb 314, i que 3 comunica amb 4. Aixi, obtenim que aquests estats pertanyen
a la mateixa classe.

O

v
.

Y ———— W\

WE—

- Partint de l'estat 5 (resp. 7), 'inic estat del qual podem tornar-hi és el 7 (resp.
5). Per tant, l'estat 5 només es comunica amb el 7, i viceversa.

0) _

- L’estat 6 no es comunica amb cap altre estat a part de si mateix, pgs’ = 1, per
tant {6} és una classe. Notem que no és tancada, ja que pgs = 0.

- Una vegada arribem a l’estat 8 ja no podem sortir-ne, és a dir, 8 és un estat
absorbent i, per tant, {8} una classe tancada.

Per tant la cadena té 4 classes: {1,2,3,4}, {5,7}, {6} i {8}, i no és irreductible.

Observem que discutir quins estats sén essencials o de pas, pot reduir-se a fer aquest
estudi per classes, ja que el raonament usat per a un estat de la classe sera aplicable
a un altre pel fet de comunicar-se.

- Tenim que py5 > 0, pero des de 5 no podrem tornar mai a 4, per tant 4 és un
estat de pas, i conseglientment, els estats 1, 2 i 3, també.
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- L’estat 8 és accessible des de 5, pero com que 8 és absorbent no es pot retornar
a 5. Per tant, 5 i 7 també sén estats de pas.

- Com que pgg =1 > 01 8 és absorbent, tenim que 6 és un estat de pas.

- L’tnic estat essencial de la cadena és el 8 per ser absorbent.
(ii) Passejada aleatoria sobre Z

_ — g —— ] —
2 -1 720 71~ 2..
Tots els estats es comuniquen entre ells, per tant tots ells sén essencials. La cadena
és irreductible, ja que tenim una tunica classe formada per a tot i € Z.

(iii) Passejada aleatoria sobre Z amb barreres absorbents

—

_ N-1— N D)

Clarament, els estats 0 i N sén absorbents, aixi que sén estats essencials i cada un
forma una classe tancada. Pel que fa a la resta d’estats, tenim que donat un estat
ie{l,...,N -1} podem accedir a qualsevol altre j € {1,...,N -1}, i viceversa.

Tenim, doncs, que C = {1,. —1},{0} i {IN} sén les classes de la cadena i, per

(n) _

tant, no és irreductible. Notem a més, que pig > 0, pero py;” = 0 per a qualsevol

n > 1, per tant els estats de la classe C' sén de pas.

4.2 Periodicitat i classes cicliques

En algunes ocasions, ens interessara estudiar el comportament periodic d’una cadena de
Markov. Per exemple, considerem la passejada aleatoria sobre Z amb p € (0,1). Sigui Cy
el conjunt dels estats parells i C'; els senars, tenim que I = Cy u C] i necessariament en
cada etapa passem d’un conjunt a l’altre. Aixi, després de dues etapes tornarem a estar
al conjunt inicial. En aquesta seccié estudiarem aquest fenomen de manera més rigorosa.

Definicié. Sigui i € I un estat essencial. El periode d’aquest estat es defineix com
di =med{n >1: p >0}
Diem que un estat i € I és aperiodic quan d; = 1.

Proposicié 4.2.1. Si dos estats i,j € I es comuniquen, aleshores d; = d;.

Demostracio.

Sii=j és evident. Suposem que ¢ # j, aix{ el fet que es comuniquin implica que existeixen
,n>1 tal que p( ™ 50 i pg.i) > (0. Si considerem k > 1 tal que p( )

Chapman Kolmogorov, en traiem

> 0, de 'equacié de

Pi; pi] p]J pﬂ >O’
(m+n) (m) (n)
pm ’L] p_]’L > 0.

Per definici6 de d;, obtenim que d; | m+k+nid; | m+n, per tant d; divideix la diferéncia,
ésadir: d; | (m+k+n)-(m+n)=k Com que haviem considerat qualsevol k tal que

(k)

pj;’ > 0, tenim que d; | dj. Analogament, intercanviant ¢ per j, obtenim d; | d;. Per tant,
d = dj. O
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Aquest resultat ens permet parlar de periode d d’una classe (respecte la relacié «—), aixi
direm que una classe és periodica si d > 1, o bé, aperiodica si d = 1.

Sigui d el periode d'una classe C' i siguin ,j € C. Siguin r, s i t nombres naturals tal que

pg) >0, pz(-;) >01 pg.? >0, amb 7 # s. Tenim,

¢ t
pi 2o >0,
t t
S
D’aquesta manera, com que d |7+t id|s+t, tenim d | r—s, és a dir, r—s = d. Amb
aixo estem dient que si r = ad+b, amb a i b enters tal que 0 <b < d -1, aleshores existeix
un enter ¢ tal que s = cd +b. Conseglientment, si j és accessible des de ¢ en n passos, se
satisfa n = b (mod d) on 0 <b<d-1 depén de i i j, perd és independent d’'n. En altres
paraules, qualsevol camf que uneixi ¢ amb j amb probabilitat no nul'la, tindra longitud b
modul d. D’aquesta manera, cada parella i, € C' determina un element b € Z/d.

Dit aixo0, fixat ¢ € C', podem definir

Co={je C:pg) >0 implica n =0 (mod d)}
Ci={jeC :pgl) > 0 implica n =1 (mod d)}

Ca-1={jeC :pg;z) >0 implica n =d -1 (mod d)}

d-1

Els conjunts Cy,...,Cy_1 s’anomenen subclasses cicliques i compleixen C' = |J Cf. Con-
k=0

siderem Cy = Cy, per tant C,, = Cy, si u = v (mod d).

Proposicié 4.2.2. Sigui C una classe de periode d. Sij € Cy i pjr >0, aleshores k € Cy,1.

(n)

Demostracio. Sigui n > 1 tal que P> 0. Tenim que es compleix

1
i > p > 0.

Per tant, com que n =b (mod d), tenim que n+1=b+1 (mod d), i aixi k € Cp1. O
Amb el resultat anterior, diem que si sortim de 7 € Cy, la cadena es trasllada d’una

subclasse (', a Cp,1 en una etapa.

Exemples.

(i) Passejada aleatoria sobre Z amb Xo =0

La cadena té una tnica classe essencial {...,-2,-1,0,1,2,...} i té periode 2. Efec-
tivament, partint de I’estat 0, la cadena hi podra tornar al cap de 2,4,6, ... etapes.
Aixi, dy = 2. A més, com que hem provat que el periode és una propietat de classe,
es té d = 2. Tenim, doncs, dues subclasses cicliques:

Co={jeC:py >0 implican=0 (mod 2)} = {0,£2,+4,...},
Cy={jeC:p§ >0 implican=1 (mod 2)} = {£1,£3,...}.
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Notem que la descripcié de les subclasses cicliques depen de I’estat de referencia que
agafem. FEn aquest cas, hem considerat ¢ = 0, que coincidiran per a qualsevol altre
estat parell. Si considerem, pero, ¢ = 1, tindrem

Co={jeC:p{Y >0 implican =0 (mod 2)} = {£1,23,...},
Cy={jeC:pY >0 implican=1 (mod 2)} = {0,+2,+4,...}.

(ii) Passejada aleatoria sobre Z amb barreres absorbents

Les diferents classes d’aquesta cadena sén: {0},{N}i{1,..., N—-1}. La definici6 de
periode només té sentit per estats essencials i ja hem vist que només els estats 01 IV
ho sén, per tant només cal estudiar la periodicitat d’aquests. Prenent ’estat 0, com
que pgo = 1, tenim que per a qualsevol n > 1, p((]g) =1>0. Aixi, dg = 1. El mateix
raonament és valid per la classe tancada { N}, per tant és una classe aperiodica.

(iii) Considerem la cadena de Markov homogenia que té per matriu de transici6 i dia-
grama associat segiients:

A EZANY
1/2 1/2 0 0
x /

1/2 1/2 0 0

Tots els estats es comuniquen, per tant la cadena és irreductible, tenint com a tnica
classe {1,2,3,4}. Estudiant el periode de l'estat 1, obtenim que podem tornar-hi
després d’'un nombre parell d’etapes, per tant dy = 2, i consegiientment, d = 2. Les
subclasses cicliques per a aquest estat sén:

Co={j€{1,2,3,4} :p{?) > 0 implica n = 2} = {1,2},

Cr={je{1,2,3,4}:p{?) > 0 implica n =2+ 1} = {3,4}.

4.3 Temps d’entrada i probabilitats d’absorcié

En aquesta seccid estudiarem quan una cadena de Markov entra a un cert subconjunt del
conjunt d’estats I i el temps mig que tarda en arribar-hi.

Definicié. Sigui {X,, : n >0} una cadena de Markov homogenia amb conjunt d’estats I
finit o numerable i matriu de transicié II. El temps d’entrada a un conjunt A c I és una
variable aleatoria Hy : @ — Nu {0} definida com

Hp(w)=inf{n>0: X, (w) € A},

de manera que assumirem inf{@} = co. La probabilitat que partint de l’estat i, la cadena
entri a A és
M = P(Hp < o0 | Xo=1i).

Quan A és una classe tancada, diem que )\;4 és la probabilitat d’absorcio.
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Observacions.

e Si A és una classe tancada i i € A, aleshores )\24 =1.
e Si B és una classe tancada tal que An B =g i€ B, aleshores )\;4 =0.

Definicié. El temps mitja que necessita {X,, : n > 0} per arribar a A s’anomena temps
mig d’absorcid i es defineix de la manera segiient:

mi = B(Ha | Xo=1)= Y. nP(Ha=n|Xo=i)+o00P(Hy =00 | Xg=1).
n=1
Cal destacar que I'expressié coP(H 4 = oo | X = i) és purament notacional. S’utilitza per
denotar que val 0 quan P(Hy = o0 | Xg=14) =0, i oo altrament.

A partir d’ara considerarem A c I una classe tancada, A4 = {)\f :4 € I} les probabilitats
d’absorcié i m4 = {m;4 4 € I} els temps mig d’absorcid. Estudiarem els resultats generals
de com calcular-los.

Teorema 4.3.1. La probabilitat d’absorcié \* és la solucid minimal no negativa del
sistema d’equacions lineal
=1, ieA
/\;4 = Zpij)\f, 1 ¢ A
jel

Per minimal entenem que si x = {x; 20:i€ I} és una altra solucid del sistema, aleshores
xiz)\f‘, per a tota i€ l.

Demostracio. Primer, cal provar que A4 satisfa el sistema d’equacions anterior. Suposem
Xo=1i¢€ A, aleshores H4 =0, que implica )\24 = 1. Suposem, ara, que Xg =1 ¢ A, aleshores
H,4 > 1. Aplicant la propietat de Markov, obtenim

P(Ha<oo|Xg=i,X1=j)=P(Ha<oo|X;=5)=X"

Aixd,
M =P(Hp< 00| Xg=1) = P(HA<OO’X0:Z) :ZP(HA<°°7X0 :.ZaXl =)
P(X():Z) jeI P(X[):Z)
:ZP(HA<°°,X0=Z}X1=J')'P(oni,X1=j)
4 P(Xo=1i,X1=7) P(Xo=1)
=Y P(Ha<oo| Xg=i,X1=j)P(X1=j|Xo=1)= ) piA}.
Jel jel

Ara que hem vist que efectivament A és solucid, passem a veure que és la minimal. Sigui
x ={x; >0:i€ I} una altra solucié del sistema. Se satisfa /\g4 =x; = 1, per a qualsevol
i€ A. Suposem, ara, i ¢ A, aleshores

T = Zpijﬂcj = Zpij + Zpijf’fj'

jeI jeA jEA
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Observem que ;4 pi; denota la probabilitat d’arribar a A des de ¢ en una tnica etapa.
Substituint z; obtenim

Ti = sz'j + Zpij (ijk"‘ ijkwk)

jeA jEA keA k¢A

=P(X1 EAlXOZi)+P(X1¢A,X2€A|X0=i)+ Z Zpijpjkxk'
JEAk¢A

Fent la substitucié anterior repetidament n vegades, obtenim 1’expressio segiient
ZL’iZP(XlEA|X0:i)+...+P(X1¢A,...,Xn_1¢A,Xn€A|X0=i) +
+ Z Z PijiPjija -+ - Pjn-1jnTin =

J1¢A  jn¢A
=P(Ha=1|Xg=i)+...+ P(Ha=n|Xo=i)+ Y = Y DijiPjrjo---Pin-1jnLjn
J1EA jngA
= P(HA <n | Xo :i) + Z Z Pij1Pjrje -+ - Pin-1inLin-

Ji1¢A  jngA
Com que xj, >0, tenim x; > P(H4 <n | Xg=1), per a tot n. Aixi,

2;> lim P(Hy<n|Xo=i)=P(Hp<oo|Xg=1)=X"
n—00

Passem a veure el resultat analeg aplicat als temps mig d’absorcié.

A

Teorema 4.3.2. El temps mig d’absorcic m” és la solucié minimal no negativa del sis-

tema d’equacions lineal

mi =0, ieA
mf: 1+ Epijmf, Z¢A
JEA

Demostracié. Primer, cal provar que m 4 satisfa el sistema d’equacions anterior. Suposem
X =1i¢€ A, aleshores Hy =0, que implica mf‘ = 0, obtenint aixi la primera expressio del
sistema. Assumim, ara, que Xo =7 ¢ A. Poden donar-se dos casos en funcié del valor de
P(Hy=00|Xy=1):

Suposem que P(H, = oo | Xg =14) > 0, aleshores m* = co. Sii¢ A ipi; >0, tenim m

A _
7 j =

7 Y
per tant se satisfa la igualtat mZA =1+ 3 pijmf = o0.
JgA

Considerem, ara, el cas que P(Hy = oo | X =4) = 0. D’aquesta manera, tenim

P(Hy<oo|Xg=i)=1=) P(Hp=n]|Xo=1).

n>1
Aplicant-ho a la definicié de mf‘, ens queda

mit =Y nP(Hy=n|Xo=i)=1+ > (n-1)P(Hs=n|Xo=1)
n>1 n>1
=1+ Z(n—l)P(Hg(}Z’j(;:i) =1+ Z(n—l)P(HA :;(’)‘21:5’)(0 =)

nx1 jel n>1
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Ara, usant la definicié de probabilitat condicionada i la propietat de Markov tenim

P(HAZR,XOZi,Xl Zj).P(X():Z’,Xl 2])

A
m: =1+ (n-1) : - .
' ]Ze;nzz:l P(Xo=1i,X1 =) P(Xo =1)
=1+ Y Y (n-1)P(Ha=n|X1 =) pi =1+ mipy =1+ mipi.
jel n>1 gel JEA

Ara només falta veure que m* és minimal. Sigui y = {y; >0:i € I} una altra solucié del
q gulr y Y

sistema. Se satisfa mf =1y; =0, per a qualsevol i € A. Suposem, ara, i ¢ A, aleshores

yi=1+ Zpijyj=1+2pij(1+ ijkyk)

J¢A JEA k¢A

=P(Ha>1|Xo=i)+P(Ha>2|Xo=4)+ Y. Y DijpPjkV-
JEAkEA

Repetint el procediment anterior n vegades, amb n > 1, obtenim

inP(HA21|X0=i)+...+P(HAZn‘X0=i)+ Z Z Pirjgo ++  Pjn-1nYjn -
J1#A  jn¢A

Com que yj, >0, tenim y; > P(Ha >1| Xg=14)+...+ P(Ha >n| X =1), per tant si fem
n — oo, queda

yi> Y P(Ha2n|Xg=i)=E(Ha| Xo=1)=mj.
n=1

Passem a veure alguns exemples per aplicar els resultats estudiats.

Exemples.

(i) Considerem la cadena de Markov que té per matriu de transici6 i diagrama associat

segiients:
1 0 0 0 /
2/3
1/3 0 2/3 0 IC LB, — 3 2 51
0 1/2 0 1)2 12
0 0 0 1

Ens proposem respondre les preguntes:

e Partint de I'estat 2, quina es la probabilitat d’absorcié de ’estat 47

e QQuantes etapes, de mitjana, sén necessaries per tal que la cadena sigui absor-
bida pels estats 1 o 4, si I'estat inicial és 27

Notem que té sentit parlar de probabilitat d’absorcié de 4, ja que és un estat absor-
bent, i per tant una classe tancada. Escriurem A\ = A4

Per resoldre el primer problema, ens cal calcular Ag. El sistema lineal d’equacions
descrit al Teorema 4.3.1 per A és el segiient:

Ao = %)\1 + %)\3
/\3 = %)\2 + %)\4
=1



Aixi, substituint expressiéo de A3 a Ay queda: Ag = %)\1 + %

El sistema no ens ha donat informacié sobre A1, perd com que sabem que A és la
solucié no negativa minimal, necessariament A; = 0. D’aquesta manera, obtenim
Ao = % Acabem aixi, responent la primera pregunta. Passem a respondre la segona.

Escrivint m = m{4}, el segon problema es tradueix a calcular el valor de mo.
Considerem el sistema d’equacions lineal descrit al Teorema 4.3.2 aplicat a m:

m1=0
_ 2
m2—1+§m3

m3:1+%m2

my =0

Tenim mo =1+ % (1 + %mg), per tant mo = g

Un jugador és a un casino amb un capital inicial de ¢ euros. Aposta una unitat
en cada etapa, de manera que guanya un altre euro amb probabilitat p € (0,1),
i perd 'aposta amb probabilitat ¢ = 1 — p. Suposant que el capital del casino és
il-limitat, es tracta d’una variacié de I’exemple Passejada aleatoria sobre Z amb
barreres absorbents, tenint com a tnica barrera l'estat 0. Estudiem la cadena que
determina ’evolucié del capital que té per diagrama associat el seglient:

p p p
160(71%/2'”%1 2o el

Volem calcular la probabilitat que el jugador s’arruini, és a dir, calcular la probabi-
litat d’absorcié de l’estat 0, )\;.{0}. Per aixo, usarem el Teorema 4.3.1 per \ = A0

A =1
Xi =phis1 +qhic1,  1=1,2.3...
La solucié general d’una recurrencia del tipus ax,1 + bz, + cxyp_1 =0 és

| Aa™+ Bp", a+f
"l (A+nB)a", a=p

amb o i § arrels de ay? +by+c =01 A i B constants que venen donades per les
condicions inicials de la recurréncia. Aplicant-ho al nostre cas, obtenim

7
p)'
q

- Si p < ¢, aleshores > > 1, pero \; < 1, per tant B = 0, i consegiientment,
Ai = A =1, per a qualsevol i € I. Aix0 significa que independentment del
capital inicial, el jugador acabara arruinat.

e Sip#q, tenim com a solucié

S

)\i:A-i-B(

Estudiem els dos casos:
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- Sip>gq: Sabem Ay =1= A+ B, per tant substituint B =1- A a I'expressié
de la solucié queda

A=A+ (1-A) (]%) :A(l‘ (%)) " (%)

Per tal que A sigui solucié no negativa, necessariament cal que A > 0, pero

1
com que, a més, és minimal, tenim que A = 0. Aixi, \; = (%) .
e Sip=¢q-= %, tenim com a solucié
)\z‘ = A+ Bi.

Sabem \g=A+0-B=A=1. A més, com que 0 < \; <1, cal que B =0. Per
tant, A\; = 1, per a qualsevol 7 € I. D’aquesta manera, tot i que es tracti d’un
joc just, el jugador també acabara arruinat.
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5 Estats recurrents 1 transitoris

Aquest capitol esta dividit en tres parts: en la primera presentem una nova manera de
classificar els estats d’una cadena de Markov; estats recurrents i transitoris. Definim,
entre d’altres, conceptes com el primer instant en que la cadena visita un cert estat o
la probabilitat de retorn a 'estat inicial. Seguidament, en la segona part, veurem com
determinar si un estat és recurrent o transitori mitjancant la probabilitat de retorn i els
fets que en resulten. Finalment, la tercera i ultima part del capitol, consisteix en una
serie d’exemples per acabar de completar ’estudi.

Considerem l'espai de probabilitat (2,4, P). Sigui {X, : n > 0} una CMH(v,II), on
cada variable aleatoria discreta X,, pren valors a I finit o numerable i II = (p;;); jer-

5.1 Introduccié

L’objectiu principal d’aquesta seccio és definir els conceptes i presentar els resultats técnics
més rellevants necessaris per 'estudi que es fara en les seccions segiients.

Definicio. Un estat i € I és recurrent si

P(X,, =i per infinits n | Xo =1) = 1.
Alternativament, diem que és transitori si

P(X,, =i per infinits n | Xo =14) =0.

En altres paraules, sempre s’acaba retornant a un estat recurrent, pero a partir d’un cert
moment, ja no es torna més a un estat transitori. Notem, doncs, que un estat absorbent
és recurrent.

Un dels proposits del capitol és provar que la definicié anterior parteix el conjunt d’estats
en dos de disjunts, és a dir, que un estat és transitori, o bé, recurrent. Com que aquests
conceptes tracten amb la cadena a llarg termini, és necessari estudiar-ne ’evolucié tem-
poral. D’aquesta manera, comencarem definint diferents conceptes i demostrant petits
resultats fins a tenir totes les eines necessaries per complir el nostre objectiu.

Entenem per primer instant en que la cadena visita 1’estat ¢ € I com la variable aleatoria
definida per
Ti(w) =inf{n >1: X, (w) =1},

de manera que w € Q i inf{@} = co. Inductivament, podem definir el r-éssim instant en
que 'estat ¢ és visitat per la cadena com

TZ-(O)(w) =0,
Ti(l)(w) =Ti(w),
T (w) =inf{n>T" ™ +1: X, (w) =i}, 7> 2.

Aleshores, es pot definir el temps de la r-éssima excursid com

S(T) ~ ,Tz(r) _ ITZ»(T_I), ffi(r—l) < 00.
‘ 0, altrament.
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Notem que si Ti(T_1 < 00, podem escriure SZ(T) =inf{n>1: X, = i}.

La segiient grafica, que podrem trobar també a [1], ajuda a acabar assimilar aquestes
definicions de manera més visual.

Xn A

(i e D @ ~a
T; T; ;.
< > SO

st sP  s® W

Observacié. Notem que a diferencia del temps d’entrada a i, H {i}, el primer instant que
la cadena visita ¢, T;, no considera l’estat inicial com a visita. Es a dir, si la cadena
parteix de l'estat ¢, T; sera la segiient etapa que la cadena es trobi a i.

A continuacié, ens proposem descriure la propietat forta de Markov. Abans, pero, cal
definir el concepte d’instant d’aturada d’un procés estocastic.

Definicié. Una variable aleatoria T : Q@ — {1,2,3,...} U {oco} diem que és un instant
d’aturada d™un procés estocastic {X,, : n > 0} si, per a cada n > 0, I’esdeveniment {7"=n}
només depen de Xg, ..., X,.

Observacio. Les variables aleatories Ti(r) i SZ.(T) son instants d’aturada. En efecte, {Ti(r) = n}
significa que X,,(w) =14, i que abans d’arribar a letapa n, la cadena ha passat per l'es-
tat ¢ exactament r — 1 vegades més. Per tant, {Ti(r) = n} depen només de Xy, ..., X,.

Conseglientment, Sl.(r) és un instant d’aturada.

En la seccié 3.1 descriviem per primera vegada la propietat de Markov, dient que per a
cada instant m, condicionalment a X,, = i, el procés després d’aquest instant, comenca
de nou des de l'estat i. La propietat forta de Markov ens mostra que la propietat anterior
es manté per instants d’aturada.

Teorema 5.1.1 (Propietat forta de Markov). Sigui {X,, :n >0} una CMH(v,1I) i T un
instant d’aturada de la cadena. Aleshores, condicionalment a T < oo 1 X7 =1, es té que
{X7in:n >0} és una CMH(9;,I1) i independent de Xo, X1,..., X7, tal que 6; = (0i5)jer
complint 6;5 =1, sii=7,10;;=0, si ¢ #j.

Demostracid. Sigui B un esdeveniment determinat per Xg, X1,..., Xp. Aleshores, es té
que Bn{T =m} dependra només de Xo, X1,..., X;,. Aixi, tenim
P({Xr =jo, X141 =741, s X14n = Jnt N B {T =m} n{Xrp =i})
:P({Xm =70y Xm+1 = J1s+ -+, Xman :jn}an{T:m}n{Xm :Z})
=P(Xm=J0, - s Xmin=Jn | BO{T =m}n{X,, =i}) - P(Bn{T =m}n{X,, =1i}).
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On en la dltima igualtat hem fet servir la definicié de probabilitat condicionada. Ara,
com que 'expressio del primer factor del producte esta en termes de X,,, podem aplicar-
hi la propietat de Markov a l’instant m, i posteriorment, la propietat d’homogeneitat.
D’aquesta manera, ens queda

P({ X7 =jo, X141 =715, X1in = Jn} N B {T =m} n {Xp =i})
= P(Xn = jor s Xonan = g | Xom =4) - P(BO{T =m} 0 {Xpn = i})
=P(Xo=7J0,-- - Xn=Jn|Xo=1) - P(Bn{T =m}n{X,, =i}).

Seguidament, sumarem des de m = 0 fins a infinit als dos cantons de la igualtat, obtenint

P({XT =j0,XT+1 =j1,...,XT+n=jn}ﬂBﬂ{T<OO}ﬂ{XT:i})
=P(Xo=Jjo,-., Xn =jn| Xo=1) - P(Bn{T < oo} n{Xp =1i}).

Finalment, dividint 'expressié per P({T < oo} n{ X7 =1i}) queda

P({XTZjo,XT+1 =j1,...,XT+nZjn}ﬂB|T<OO,XT=i)
ZP(XOZjo,...,XTL:jn|X0=i)-P(B|T<OO,XT=i).

D’aquest resultat en traiem que { X7, : n >0} és una cadena de Markov homogenia amb
matriu de transicié II i que és independent de Xy, X1q,..., X7. O

Passem a enunciar un lema que utilitza els conceptes que hem definit i que usarem en de-
mostracions més endavant. Per a demostrar-lo, farem servir la propietat forta de Markov
que acabem de descriure.

)

Lema 5.1.2. Per cada r > 2, condicionalment a Tz.(r_1 < 00, Si(r) és independent de

{Xm:m< Ti(r_l)} i se satisfa
PS8 =n | T < o0) = P(Ty=n| Xo = i).

Demostracio.

Es evident que si T = Ti(r_l) < oo, aleshores X1 =14. Ara, apliquem la propietat forta de

Markov a l'instant d’aturada 7' i obtenim que, condicionalment a T' < oo, { X7, :n >0}
(r)

és una C M H (6;,1T) i independent de Xo, X1,..., Xp. D’aquesta manera, com que Sir
només depen de Xp,, amb n > 1, tenim que SZ(T) és independent de Xg, X1,..., X7.
A més, tenim

S = inf{n > 1: Xp,p = i}.

Per tant, estem dient que SZ.(T) és el primer instant en que el procés { X7, : n > 0} es
troba a l’estat i, és a dir,

P(S =n | 1D < o0) = P(T; = n | Xo =1).
O

Una altra nocié imprescindible per a demostrar el que ens haviem proposat al principi del
capitol és la de probabilitat de retorn a un estat.
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Definicié. Partint de ’estat i, la probabilitat que la cadena visiti 'estat j és
pz‘jZP(Tj<OO‘X0=i).
Aixi, podem definir la probabilitat de retorn a l’estat i com p;; = P(T; < o0 | X =1).

Un concepte que va molt lligat amb la definicié anterior és el segiient:

Definicié. El nombre de visites, N;, que fa la cadena a I'estat ¢ es defineix com
Ni(w)=#{n>1: X, =i} = > Ty, 5.
n=1
Corol-lari 5.1.3. A partir de la definicio anterior obtenim

E(N;| Xo=j)= E(Zﬂ{Xni} | Xo :j) =Y E(Lix,-iy | Xo=j) =Y, P(Xn=i| Xo=7j)
n=1 n=1 n=1

()
=205
n=1
Per tant, E(N; | Xo=1) = Y024 pz(in)'

La manera de relacionar els ultims dos conceptes definits és a partir del lema segiient.

Lema 5.1.4. Perr > 1, la probabilitat que partint de l’estat i la cadena passi per un estat

j almenys r vegades és
P(N;>71|Xo=1)=pijp};".

Demostracid. Notem que si X = i, aleshores {N; > r} = {Tj(r) < oo}. Dit aix0, provarem
el resultat anterior per induccio.

Considerem el cas inicial r = 1. Efectivament,
P(N; 21| Xo=i) = P(T} < o0 | Xo =) = pij.

Suposem que la igualtat se satisfa per r i passem a veure que es compleix per r + 1. Fent
servir la definicié de Ti(T) i probabilitat condicionada obtenim

(r) (r+1) .
_P(Tj < 00, 5! <oo,X0—z)

P(Xo=1)
P(Tj(’”) < 00,88 < 00, X = z) P(Tj(’“) <00, X = z)
) P (T].(T) <00, X = z) ' P(Xo=1)

:P(SJ(.”U <oo | T <oo,X0:z')-P(Tj(’“) <oo|X0=z')
- r+1 T .
:[Z;P(Sj(. i ):n|Tj( ) <oo)]-P(NjZT|X0:z)
Ara, usant el Lema 5.1.2 i la hipotesi d’induccid, obtenim
P(Nj2r+1|Xo=1i) = [ZP(E=”|Xo:j)]'pijP§}l = P(Tj <00 | Xo = j) - pijl;"
n=1

= Pij Py
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Observacio. En particular, tenim

P(N; 20| Xg=1) =1,
P(N;2r|Xo=1)=p;, r>Ll

5.2 Criteris de classificacio

Una vegada assumides els nocions definides en 'anterior seccid, passem a treballar amb els
resultats més destacables relacionats amb aquests conceptes. El que interessa, sobretot,
és que una vegada acabat aquest apartat siguem capacgos d’identificar facilment el conjunt
d’estats recurrents (resp. transitoris) d’una cadena de Markov homogenia.

Teorema 5.2.1. Sigui {X,, :n > 1} una cadena de Markov homogeénia, tenim

(i) Si pi; = P(T; < o0 | Xg =1) =1, llavors i és un estat recurrent i, a més, Zp;.n) = 0.
n>1

(11) Si pii = P(T; < 00 | Xg=1) <1, llavors i és un estat transitori i, a més, sz(in) < oo,
nx1

Demostracio. Suposem que p; = 1. Usant la propietat de continuitat seqiiencial de la
probabilitat i el Lema 5.1.4, obtenim

P(N; = 00| X = 1)

lim P(N; >r| Xg=i) = lim P(N; 27+ 1| Xg=1) = lim p/;!
T—>00 r—>00 r—o00

lim 1=1.

r—>00

Estem dient, doncs, que el nombre de vegades que la cadena visita ’estat ¢ és infinit, per
tant 7 és recurrent i, a més,
S i = B(N; | Xo =) = oo,

i
n>1

Suposem, ara, que p;; < 1. Utilitzant la Proposicié 2.5 i el Lema 5.1.4, obtenim

Zpgin):E(Ni\X():i):ZP(Nin]XOZi):ZpZ: Pii o

n>1 r>1 r>1 1= pii

El fet que Z pgl) < 00, significa que hi ha un nombre finit de vegades que la cadena visita
n>1

Pestat i, per tant P(NN; = oo | Xg =4) =0 i l'estat i és transitori. ]

Notem que a partir de les definicions d’estat recurrent i transitori, obtenim que el reciproc
també és cert. A partir d’aqui, podem afirmar que tot estat d’una cadena de Markov
homogenia és transitori o recurrent. A més, hem obtingut dos criteris per determinar la
recurréncia o transitorietat d’un estat: un en termes de probabilitat de retorn i un altre
en probabilitats de transicio.

A continuacié, citarem diferents eines que ens poden ser 1tils a I'hora d’identificar quins
estats d’una cadena sén recurrents i quins transitoris.
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Teorema 5.2.2. Sigui C' una classe. Tots els estats de C' son recurrents, o bé, tots son
transitoris.

Demostracio.

Siguin 4,7 € C'. Suposem que ¢ és un estat transitori, es tracta de veure que j també ho
és. Com que 7 i j es comuniquen, existeixen naturals n i m tal que pgb) >01 pg.zn) > 0.
Sigui r > 1, tenim

(n+r+m)
(n+rem) o (n) (r), (m) (r) «
Pij 2Py Py Py - = Py S (n) (m)
ij Pji

Llavors,

(r) (n+r+m)
ijj s (n) (m) Zpii <o
PP,

ii Pji r>1
On la ultima desigualtat és certa pel teorema anterior aplicat a 'estat ¢. Ara, com que
Yl pg ]) < oo, tornant a aplicar el Teorema 5.2.1 per j, en traiem que j és transitori.

Consegiientment, com que ser recurrent és complementari de ser transitori, si un estat
d’una classe és recurrent, necessariament la resta ho han de ser. O

Hem vist, doncs, que el fet que un estat sigui recurrent o transitori és una propietat de
classe. Aixi, a partir d’ara, podem parlar de classes recurrents o transitories.

Teorema 5.2.3. Sigui ¢ € I un estat recurrent. Si i —> j, aleshores j és un estat
recurrent. FEn altres paraules, un estat transitori no pot ser accessible des d’un estat
recurrent.

Demostracio. Com que j és accessible des de i, sabem que existeix un natural n tal que
pz(]n) > 0. Per tant, com que i és recurrent, la cadena hi retorna infinites vegades, i en
cada una d’aquestes, existeix una probabilitat fixa positiva tal que després de n etapes,
la cadena es trobara a j. Aixi, la cadena passara infinites vegades per j, és a dir, j és

recurrent. a

Teorema 5.2.4. Tota classe C recurrent és tancada.

Demostracio. Suposem que C' és una classe no tancada, volem arribar a contradiccié. Si
C no és tancada, significa que existeix un estat i € C' tal que ¥ ccpij <11 existeix k ¢ C
tal que p;r > 0. Altrament dit, que sortim de la classe C'. Com que 7 és recurrent i i — k,
pel Teorema 5.2.3 tenim que k — i, i per tant k € C, arribant aixi a contradiccié. |

Teorema 5.2.5. Tota classe C' finita i tancada és recurrent.

Demostracid. Sigui C una classe finita i tancada. Suposem que partim d’un estat d’a-
questa classe. Per definicié, la cadena no pot sortir-ne. Si tots els estats son transitoris,
significa que cada un és visitat cap o un nombre finit de vegades, pero aixo no és possible
tenint en compte que la cadena es queda a C per sempre. Per tant, existeix almenys un
estat recurrent a C'. Sabem, pero, que la recurréncia és una propietat de classe, aixi C' és
una classe recurrent. O
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Observacions. A partir dels resultats anteriors i els plantejaments que s’han fet servir per
demostrar-los, podem afirmar:

e Tota cadena de Markov homogenia finita té almenys un estat recurrent.
e Si existeix un estat i € I tal que i — j, perd j —~ i, aleshores j és transitori.

e Si [ és finit, aleshores j € I és transitori, si, i només si, existeix un estat i € I tal que
i —> j, perd j —~i.

5.3 Exemples

Tanquem el capitol amb una serie exemples per acabar d’entendre el que s’ha explicat
durant aquest.

(i) Passejada aleatoria sobre 7

Sabem que la cadena és irreductible, és a dir, que té una tunica classe. Com que
el conjunt d’estats és infinit, no podem afirmar que la classe és recurrent, per aixo
estudiarem el cas de l’estat 0, i usant el Teorema 5.2.2, podrem estendre el resultat
a la classe. I consegiientment a la cadena, ja que la classe és tota ella.

Observem que per tal que la cadena torni a 0 cal que faci els mateixos passos a

I’esquerra que a la dreta. Per tant, per n=1,2,... tenim
(2n-1) _
Poo =0,

2n 2n n n
péo)=(n)-p (I-p)".

Per la complexitat de les expressions, donarem una demostracié poc rigorosa, fent
servir calculs aproximats. Aixi, fent s de la férmula de Starling! tenim

(2n) _(2n)! (2n)*e ?dmn 2%
~ (n!)2 n2ne=2n2mn, NS

n
Llavors,

n 22” 7 n 1 n

@) p"-(1-p)"=—=4p(1-p))".

Poo ™

Volem calcular 77, p(()g)

N

per poder aplicar el Teorema 5.2.1 i determinar si I'estat
0 és recurrent o transitori. Com que p(()gn) = 0 per m senar, només cal considerar els

m parells.

e Suposem que p = %, tenim
@2n) 1

Poo o

Sl = Sl = oo

Aixi, 0 és un estat recurrent, i per tant la cadena també.

aleshores

Férmula de Starling: n! ~ n™e ™\/2mn quan n s’acosta a infinit.
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(i)

(iii)

e Suposant que p # % tenim que 4p(1 —p) < 1. Aplicant el criteri del quocient?

2n . N . .
amb a, = p(()0 ) obtenim que la serie convergeix, és a dir,

Zp(n) Zpoo < o0.

Per tant, la cadena és transitoria, per ser-ho ’estat 0.

Puassejada aleatoria sobre Z. amb barreres reflectants

En capitols anteriors hem vist que la cadena té tres classes: C' = {1,2,...,N — 1},
{0} i {N}. Tant 0 com N sén estats absorbents, per tant sén recurrents i les
seves respectives classes també. Pel que fa a la classe C, és suficient en veure el
comportament d’un tnic estat. Considerant 7 = 1, tenim que ¢ — 0, perd 0 — 4,
per tant 1 és un estat transitori, i consegiientment, la classe C' també.

Considerem la cadena de Markov que té per matriu de probabilitats i diagrama
associat els seglients:

1/3
)
/2 0 1/2 0 0 3

iy 2/3
0 1/4 0 3/4 0 \
H: 0 0 1/3 O 2/3 1/QC 1 i 5 51/3

1/4 1/2 0 1/4 0 i
/3 0 1/3 0 1/3 12
mCaz =2 Dw

3/4

Tenim dues classes: {2,4} i {1,3,5}. Tenim que 1 és accessible des de 4, pero 4 no
ho és des d’1. Aixi, 4 és transitori i, per tant, {2,4} també. Com que la cadena és
finita, no pot ser que tots els estats siguin transitoris, aixi, doncs, {1,3,5} és una
classe recurrent.

Ara, ens preguntem: Si la cadena inicialment es troba a 'estat 4, quina és la pro-
babilitat que la cadena retorni a ’estat 4 almenys 15 vegades?

Es tracta de saber quant val P(Ng > 15 | Xy = 4). Pel Lema 5.1.4, tenim que
P(Ny>15]| X =4) = pi3, per tant només ens cal determinar pyy.

(n)

Denotem p,,” com la probabilitat de retornar per primera vegada a l'estat 4 en
exactament n etapes havent sortit de 4. Aixi,

paa= %)
n=1

Estudiem el valor de pfﬁ) pels diferents valors de n.

- n = 1: Partint de 4, per tal de retornar-hi en una tnica etapa cal que no s’hi
mogui, és a dir, 94(1}1) = D44 = }1.

- n = 2: Per fer-ho en dues etapes, és necessari primer passar a 2 i després, tornar

a 4. Esadir7
(2) 1.3
Pay =P42 P24 = 5 1

2Criteri del quocient: Si existeix L = hm |a’” 1| < 1, aleshores la serie Z an convergeix absolutament.

n=0
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- n > 3: El primer retorn a l'estat 4 es pot fer en n etapes si: primer es fa una
transicié de 4 a 2, en les segiients n — 2 etapes ens mantenim a 2, i finalment

en I'iltima etapa retornem a 4. Per tant,

(n) -

n =p ‘pn—Q_p :1,(1)71_2.%
Pag 42 * P29 24 5 \1 1

D’aquesta manera, ens quedaria

DR VEDIAESEDY
n=1 n=2 n=2

1 13 1 3

| =
N | —

() -3-
4 4

N | —

Per tant, partint de 'estat 4, la probabilitat que la cadena hi retorni almenys 15

vegades és pl} = (%)15 ~ 0.013.
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6 Distribucions invariants

Com es comporta una cadena de Markov a llarg termini? Generalment, la cadena no
pot convergir a un unic estat degut a ’atzar que presenta i que hem descrit a la matriu
de transicié. Podem pensar, pero, que la cadena tendeiz a una distribucié en concret.
Efectivament, sota unes condicions especifiques, la distribucié de X, s’estabilitza.

En aquest capitol, treballarem amb un tipus de distribucié: les distribucions invariants.
N’estudiarem l’existéncia i unicitat, presentant els conceptes de regularitat i ergodicitat
d’una cadena de Markov homogenia. Veurem, finalment, que la distribuci6é que equilibra
la cadena és unica i invariant. En tot moment, complementarem els conceptes teorics
amb exemples per a un millor seguiment.

Com en altres capitols i fins que no es digui el contrari, considerem ’espai de probabilitat
(2,4, P). Sigui {X,, : n >0} una CMH(~,II), on cada variable aleatoria discreta X,
pren valors a I finit o numerable i IT = (p;;); jer-

6.1 Distribucions invariants

En aquesta seccié ens proposem fer un estudi preliminar d’una cadena de Markov ho-
mogenia a llarg temps, és a dir, treballar amb

lim p(n).

n—oo” 4

Definirem el concepte de distribucié invariant, n’estudiarem l’existéncia i veurem la relacié
que té amb el limit anterior.

Definicié. Sigui II una matriu de transicié. Una distribucié de probabilitat v sobre [
diem que és una distribucid invariant (o estacionaria) per II si se satisfa

v =vIl.

D’aquesta manera si considerem el vector fila v = (1;);er, tenim per a cada i € I,

vi =)V Dii

jel

Iterant n vegades la primera expressié de la definicié obtenim v = vIl, per a qualsevol
n > 1. A més, donada una cadena de Markov homogenia {X,, : n > 0}, a la Proposicié
3.2.2, vam poder provar que la llei de cada X, era

P(Xn = k) = Vign) = (PYHn)k-

Per tant, si tenim una C'M H (+y,1I) on la distribucié inicial és invariant per II, és a dir,
v = ~vII,,, obtenim

P(Xn=k) =" = (M) =
Aixi X,, té distribucié v independentment de n. Amb aixo estem dient que si una cade-

na comenca amb una distribucié estacionaria, continua amb la mateixa distribucié per
sempre. D’aqui se’n dedueix el seglient resultat:

Teorema 6.1.1. Sigui {X,, : n > 0} una CMH(~,II) amb v una distribucid invariant
per I1. Aleshores, {Xpim :n >0} és una CMH(v,II) amb m > 1.
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Hem definit un tipus de distribuci6, perd no tenim la certesa que existeixin. Amb el
seglient teorema passem a estudiar-ne I’existencia.

Teorema 6.1.2. Tota matriu de transicio II corresponent a una cadena de Markov ho-
mogeénia amb conjunt d’estats I finit, té almenys una distribucid invariant.

Demostracié. Sigui v una probabilitat sobre I. Aixi, si v = (v1,...,v)7) on [I]| = #I,
aleshores v; € [0,1] 1 ¥, v; = 1. Ara, per a cada n > 1 definim
iel

(n) 1”2_:1
v\ = 2y I,
L3y

(n)

Anem a veure que v(™ també és una probabilitat sobre I. Es clar que v; ~ >0 per a tot
i € I. Cal veure, també, que la suma de ’Ui(n) sigui 1:
() 1 n—1 ) 1 n—1 *) 1 n—1 1 n—1
Yo 155 Sl - LT T | S| 1 - L
iel T iel k=Ohel M i=0her  Liel T j=0hel " =0

A més, com que el conjunt de probabilitats sobre I és un conjunt tancat i acotat de [0, 1]'1 3

existeix una subsuccessié que convergeix feblement® a un element del mateix conjunt, pel
Teorema de Bolzano-Weierstrass*. Altrament dit, existeix una probabilitat v sobre I tal
que per alguna subsuccessio {v(”k)}kzl es compleix

(™) —

k—o0
Llavors,
( ) ( ) 1 nk—l nk—l 1
v\ R = — vIl; - vl | = — (v -211,,).
o % lZO o )

Ara, fent tendir k£ a infinit obtenim

.1
v—-vIl=lim —(v-vll, ) =0.
k—oco M
On en I"iltima igualtat hem fet servir el fet que {v —vIl,, }x>1 és una successié acotada.
Aixi, v és una distribucié invariant. O

Gracies al resultat anterior podem afirmar que el sistema v = vII té solucié sempre i quan
II sigui finita. No podem assegurar, pero, que aquesta solucié sigui una probabilitat ni
que sigui unica. Pel que fa el cas infinit, no podem dir-ne res.

Exemples.

(i) Si v i e sén distribucions invariants per II, aleshores qualsevol combinacié lineal
convexa de vy 1 vp també ho és. Es a dir, per a A € [0,1], Ay + (1 = Ny és una
distribucié invariant.

3Una successié de variables aleatories {Xn}n>1 amb distribucions {Fy, }n>1 convergeix feblement (o en
llei) a una variable aleatoria X amb distribucié F si lim F,(z) = F(z), als punts z € R on F' és continua.
n—oo

4 . .z . .
Teorema de Bolzano-Weierstrass: Tota successié que pren valors a un conjunt S ¢ R" tancat i acotat,
té una subsuccessié convergent a un element de S.
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(ii) SiIl=Id, llavors tota distribucié és invariant.

(iii) Passejada aleatoria sobre Z amb barreres absorbents

Com en altres capitols, estudiem aquest exemple considerant el conjunt d’estats
I={0,1,...,N} i matriu de transicié (N +1) x (N + 1) seglient

100 ... 000
qg 0 p ... 000
0 g O 0 00
Im=]: : + -~ = i
000 ... 0p O
0 00 ... q Op
000 ... 001

Volem trobar les distribucions invariants per aquesta matriu. Per aix0, imposem la
igualtat v = vII i obtenim

Ww=vp+vi-q

vy =va-q

Vi =Vj-1-ptVj1-q, j:2,...,N—2
UN-1=VUN-2"DP

VN =VN+VUN-1"D

D’on se’n treu que vy =2 = ... = vy_1 = 0. No tenim cap restriccié per vy i vy,
pero sabem que per tal que v sigui una distribucié s’ha de complir v; > 0 per a
tot element j del conjunt d’estats i, a més, Y ;c;v; = 1. Per tant, vg + vy = 1 amb
vo,vn > 0. Aixi, per a A € [0,1], obtenim la familia de distribucions invariants per
II segiient:

v=_(\0,...,0,1-X\).

(iv) Estudiem un altre exemple que també tenim vist, la cadena de dos estats «, 3 € (0,1)

de matriu de transicio
- 1-« o
g 1-p

Imposant la igualtat que determina una distribucié invariant, obtenim les expressi-
ons

vi=vi(l-a)+p
Vo =1o+ Vg(l —5)

que es redueix a l'equacié via = 9. Imposant que v és una distribucid, obtenim
una unica distribucié invariant per II

V:(af,@’aiﬁ)'

El segiient teorema ens permetra veure la relacié que hi ha entre les distribucions invariants
. . n
i lim p( )

n—oo Z]

quan tractem amb cadenes finites.

Teorema 6.1.3. Sigui I un conjunt finit. Suposem que per a algun i € I se satisfa

pg.l) —— vj, per a tot jel.

n—oo

Aleshores, v ={vj:jel} és una distribucid invariant per IIL.
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Demostracio. Cal veure que v és distribucié i que és invariant per II. Veiem, primer, que
és distribucié sobre I. Tenim
: (n)
vi=lim p;.” >0.
J nﬂoopz]

I a més,

>vi= . im pif? = lim 3l = 1.
jel jer e N0 Gel

On en la segona igualtat hem pogut fer 'intercanvi de limit i sumatori gracies a la finitud

de I. Ara només falta demostrar que v és invariant. Per aix0 ens cal veure que v = vII.
Efectivament, obtenim

. . -1 . -1
vy = Tim p{i) = lim 3 pl ™ Vpe; = Y- lim pl ™ iy = Y vy
kel kel

n—>oo ke[

Hem obtingut, doncs, que v és una distribucié invariant per II. O

Exemple.

Considerem ’exemple de la cadena de dos estats «, 5 € (0,1). Anteriorment, hem vist que
hi ha una tnica distribucié invariant per la matriu de transicié que determina aquesta
cadena:

=(Gep avs)

Passem a veure-ho fent 1s del Teorema 6.1.3. Hem vist en altres capitols que

(ny_ P o n
= 1_ -

pll Oé+5+04+5( «a /8) )

(n)_ (0] -

= +
P12 a+f a+pf

(I-a-p)"

Ara, fent tendir n a infinit, ens queda

i (™ = B
Jim iy =
lim p{n) = .
n1—>nolop12 a+pf
Aplicant el Teorema 6.1.3 per i = 1, obtenim
_ (P @ )
V= (V17V2) - (Oé‘f'B’Oé"‘B

és distribucié invariant per II.

6.2 Ergodicitat

En la seccié anterior hem provat 'existencia de distribucions invariants quan tractavem
amb cadenes de Markov homogenies amb conjunt d’estats finit. En aquest apartat n’es-
tudiarem la unicitat. Per aixo, cal que préviament tinguem assumides les segiients defi-
nicions.

36



Definicié. Una matriu de transicid Il és regular si existeix un nombre enter ng > 1 tal
que
(no) o

min
i,j5el pl

Aixi, diem que una CM H (~y,1II) és regular si la seva matriu de transici6 ho és.

Una manera d’interpretar la definicié anterior és que direm que una cadena de Markov
homogenia és regular si existeix una poténcia de la matriu de transicié II de manera que
tots els elements sén estrictament majors a 0.

Definicié. Una cadena de Markov homogenia es diu que és ergodica si per a tot ¢ € I
existeix el limit
lim p(”)

n—oo

que és independent de i i defineix una distribucié no degenerada sobre I. En altres
paraules, que se satisfa

()—I/Jtalque ZVJ—11VJ>Operat0tj€I

gel

hm 0 p

Cal observar que si apliquem el Teorema 6.1.3 a la definicié anterior, obtenim que sempre
i quan el conjunt d’estats de la cadena, I, sigui finit, la distribucié que ve definida per
lergodicitat és invariant.

Dit aixo, podem enunciar el teorema que es coneix per Teorema ergodic per cadenes de
Markov homogénies finites.

Teorema 6.2.1. Sigui {X,, : n >0} una CMH(~,II) amb conjunt d’estats I finit. La
cadena és reqular si, i només si, €s ergodica.

Demostracié. Comencem demostrant la implicacié directa. Vegem, primer, que existeix

(n) _

v = (vj)jer tal que per a tot i€ I, hm 0 ;i = Vi Per aix0, definim per n > 1,

(n) _ (n) (n) _
m; I{lellnp i M nllgxp

(n)

Utilitzant la I’equacié de Chapman-Kolmogorov obtenim

(n+l) _ . (n+l) _ (n)
my"" = minp; ) = min me Py

> mm szk mlnp( " - mmpl(w) = mgn).

De manera analoga podem obtenir que M

(n+1) ¢ j(n). Per tant, {mgn)}nzl és una

successié creixent acotada superiorment i {M j(n)}nzl és una successié decreixent acotada
inferiorment. Al ser successions acotades, sabem que existeix limit que denotarem per m;
i Mj, respectivament. Notem que és suficient veure que per a j € I,
(n) _ o (m)y
T}LIQO(M m; ") =0. (6.2.1)
En efecte, si es complis la igualtat descrita, obtindriem que m; = Mj, i com que per

definicié tenim m§n) < pz(jn )< M ](n), passant al limit quan n s’apropa a infinit, quedaria

lim p( ") - =vj,
n—o0
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on Vj:mj:Mj7perjEI:{]'?"'?N}'

Passem a veure, doncs, que se satisfa la igualtat (6.2.1). Com que la cadena és regular,

existeix un enter ng > 1 tal que min p( no)

NS
I’equacié de Chapman-Kolmogorov, obtenim

= S = Z O - )+ A
_kze;( (no) ( ))p]E:])+6p§j )'

Com que, per definicio, € < pg;()) ip§ ") 1, tenim p( o) epgz) > 0. Aixi, podem afirmar

> 0. Sigui € aquest valor. Aleshores, fent servir

pl(]"‘)*") > m(”)z ( (no) 6p§Z)> + ep(Q") (1- e)m(n) + ep(Qn).
kel

Aplicant minims a ’expressio resultant queda
+ 2
mym ") > m§n)(1 —€)+ epgjn).
Analogament, obtenim la segiient expressié pel maxim
M("Om) < M(n)(l €) + 6p(2n).

Per tant,
(no+n) (no+n) (n) (n)
Mj 0 —mjO S(l—e)(Mj —-m; )

Ara, iterant i usant que € és positiu i acotat per 1, obtenim

0 < M) (o) ¢ (1 - ek (M - m V) — 0.

J n—00

Tenim, doncs, que existeix una subsuccessié {n}x>1 tal que

Jim (M = g™ = 0.

Ara bé, la successié {M j(n) - mgn)}nzl és monotona decreixent, aixi obtenim el resultat
que voliem
() _ )y _
Jim (M5 =m;™) = 0.
Per acabar de provar la implicacié directa, ens cal veure que efectivament v és una dis-
tribucié no degenerada sobre I.

(n) _

Com que hem vist lim P’ = Vi tenim
n—o00
>y Z%
el n—oo £

i, a més, Zjefpl(.;l) =1, per tant } erv; = 1.

(n) 5 mgno) >e> 0, per tant

A més, tenim que per a tot n > ng, se satisfa m;

= lim m§n) >e>0.

n—oo
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Hem obtingut que v és una distribucié no degenerada sobre I. A més, com que [ és finit,
v és invariant. Finalitzem, aixi, la demostracié de la implicacié directa. Ara, suposem
que la cadena és ergodica i volem veure que és regular.

gl) =v; >0, llavors per a qualsevol j € I existeix

(nj)

Com que, per a tot i € I se satisfa lim p
n—o00o
(n)

un enter n; tal que si n > n;, tenim P> 0, Vi € I. En particular, ni1€ilnpij > 0. Ara, si
considerem ng = max(nq,...,ny), tenim
(o)
minp,. ~ >0
iel p” ’
per qualsevol j € I. Per tant, II és regular, i conseglientment, ho és la cadena. |

La proposici6 segiient ens confirma la unicitat d’una distribucié invariant sota les hipotesis
imposades en 'anterior teorema.

Proposicié 6.2.2. Sigui {X, :n >0} una CMH(v,11) reqular amb I finit. Aleshores,

(a) La distribucié que defineiz l’anterior teorema és unica.

(b) La llei de X,, convergeix feblement a la distribucid invariant de la cadena quan n
s’acosta a oo, independentment de la v considerada.

Demostracio.

(a) Com que la cadena és regular i té conjunt d’estats finit, aplicant el Teorema 6.2.1,
tenim que la cadena és ergodica i defineix una distribucié invariant. Volem veure
que és tnica, per aixo suposem que n’hi ha una altra o = () je;. Ha de complir

A~ A~

v =rvll,,

és a dir, per a tot j € I tenim
D = Zﬁkp,(;;).
kel

Fent el limit de I'dltima expressié quan n s’apropa a infinit i fent servir que I és
finit, obtenim

U= Zﬁk lim p](g) = Zﬁkl/j =vj.

n—oo

kel kel

(b) Usant que I és finit, la llei de X,, descrita a la Proposicié 3.2.2 i el primer resultat
d’aquesta la proposicid, obtenim el que voliem

Tim P(X,, = j) = lim (711,); = lim Y 5p{}” = (Zw)iif; p =v;.
iel iel

O

Cal destacar que el reciproc del primer resultat de la Proposici6 6.2.2 no és cert. Es a dir,
pot donar-se el cas que existeixi una unica distribucié invariant per II finita, pero que la
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CM H (+,1T) no sigui ergodica. Per exemple, considerem la cadena de Markov homogenia
que tingui per matriu de transicié la segiient:

01
()
Imposant la condicié v = vII amb v = (v1,12), obtenim

V1 =y,

Per tal que sigui distribucié cal que v; + v = 1. D’aqui, obtenim que la cadena té una
unica distribucié invariant v = (%,% .

D’altra banda, per induccié podem veure que per a tot n > 0,

0 1 . 1 0
H2n+1:(1 0) i H2n=(0 1)-

« . n . . . ’ N .
Aixi, doncs, lim pgj) no existeix i la cadena no és ergodica.
n—oo

Hem vist, doncs, que una cadena de Markov amb I finit, té una tinica distribucié invariant,
pero no és ergodica.

D’altra banda, del segon resultat de la proposicié anterior podem extreure’n que si tenim
una cadena de Markov homogenia finita i regular, podem trobar la llei de X,, de manera
aproximada calculant la distribucié invariant de la cadena, v. Es a dir, resolent el sistema,
lineal v(Id-1I) = 0.

De vegades pot ser complicat determinar si una cadena és regular o no. El segiient criteri
ens sera util quan tractem amb cadenes irreductibles.

Lema 6.2.3. Sigui {X,, : n > 0} una cadena de Markov homogénia finita i irreductible.
Si existeix k € I tal que pgr > 0, aleshores la cadena és regular.

Demostracid. Fixem dos estats ¢, € I. Com que la cadena és finita i irreductible, existeix

un enter n;; =n(i,7) > 1 tal que pgnij)

> 0. Considerem n = maxn;; i m = 2n — n; — ng;.

i,jel
Es compleix
2 n; s
pl('jn) —Pl(k k)pkk m) pkkpl(sjkj) >0.

Aixi, tots els elements de la matriu de transicié Ily,, sén estrictament positius, per tant
la cadena és regular. O

Tanquem la part teorica de la seccid estudiant la relacié entre estats transitoris i distri-
bucions invariants.

Proposicié 6.2.4. Sigui {X,, : n >0} una cadena Markov homogénia finita. Sii eI és

un estat transitori i v una distribucio invariant, aleshores v; = 0.

Demostracio. Com que v és una distribucié invariant, tenim
o (1)
v = Z”J Py -
gel
A més, el fet que ¢ sigui un estat transitori, implica lim pg.?) =0, ja que a partir d'un
n—o0

instant, una vegada sortim de 7, ja no hi tornem més.
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Usant aix0 i que [ és finit, obtenim

vi= Jim vi = i 3ovips? = 3o Jim pi =0
jel jel

O

Es pot demostrar que el resultat anterior s’estén a I numerable. D’aqui, podem concloure
que si una cadena de Markov homogenia finita té algun estat transitori, llavors no pot ser
ergodica. Podem observar, també, que si una una cadena és irreductible i existeix una
distribucié invariant, necessariament ha de ser recurrent.

Exemple. Considerem la cadena de Markov homogenia que té com a matriu de transici6
associada i diagrama segiients:

0 1/3 0 1/3 1/3 1

M AR | EZINY
AR BN 74

La cadena és finita, aixi que té almenys una distribucié invariant pel Teorema 6.1.2. Per
afirmar que la distribucié és tnica cal veure que la cadena és regular. D’aquesta manera,
aplicant el Teorema 6.2.1, obtindrem que la cadena és ergodica, i conseglientment, que la
distribuci6 que defineix és tinica per la Proposici6 6.2.2 (a). Vegem, doncs, que la cadena
és regular.

Notem que encara que la cadena sigui irreductible, no podem fer servir el criteri que hem
donat al Lema 6.2.3, perque tots els elements de la diagonal sén 0. Tenim, pero, que

11/36  1/12 11/36 1/12 2/9
1/12 11/36 1/12 11/36 2/9
My =|11/36 1/12 11/36 1/12 2/9
1/12 11/36 1/12 11/36 2/9
16 1/6 1/6 1/6 1/3

Hem obtingut, doncs, una potencia de II amb tots els elements estrictament positius,
per tant la cadena és regular. Ara, la distribucié que trobem resolent el sistema v = vII
sera Unica, i a més, la llei de X, tendira feblement a aquesta quan n s’acosti a infinit.
Imposant v = vII queda

v = %(1/2 +ug) + iVE,,

vy = 5(v1 +13) + s,

v3 = %(1/2 +ug)+ %Ly5,

vy = %(1/1 +U3)+ %Vg),

Vg = %(1/1 + V9 + 13 +V4).

Resolent el sistema imposant que v compleix la condicié de probabilitat Y v; = 1, obtenim
iel
que la tnica distribucié invariant per aquesta cadena és
3 3 3 31

v= (V1)V27V3,V45V5) = (Ea Ea Ev 1_671) .
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7 Comportament al limit

A llarg d’aquest capitol continuarem amb ’estudi del comportament a llarg termini d’una
cadena de Markov homogenia, que ja haviem iniciat previament. Més concretament,
definirem el concepte de temps mitja de recurrencia d’un estat, tot veient-ne la relacié
amb les distribucions invariants definides en ’anterior capitol.

Recordem que hem vist que sota unes condicions concretes, la distribucié limit d’una
Cadena de Markov homogenia coincideix amb 1'tinica distribucié invariant per II. En
aquest apartat, veurem la generalitzacié d’aquest fet.

7.1 Comportament en mitjana

Sigui {X,, : n >0} una cadena de Markov homogenia irreductible i recurrent. El proposit
principal d’aquesta seccié és fer un estudi del comportament mitja de la cadena a llarg
temps, o sigui, analitzar el segiient limit

N (k
lim z()
n—oom + 1 £ 1

Al Corol-lari 5.1.3, provavem que el nombre de vegades esperat que la cadena visiti 'estat
7 és Yo pgf). D’aquesta manera, intuitivament, podem pensar que la successié que hem

definit anteriorment, pot estar relacionada amb la versié finita de N;. Efectivament, si
definim el temps d’ocupacio de ’estat j en les n primeres etapes com

N #{0<k<n: Xy =j) = Igﬂ{xk:j}v
tenim

E(N{™ | Xq=1i) = §E<n{xk:j} | Xo=1i) = kZOP(Xk =j| Xo=1i)= ];Opgy.

Aixi, podem dir que s’espera que, en mitjana, el temps d’ocupacié de l'estat j sigui
LBV X i) = 3
n+1 J 0 n+1lfz"

Veurem, més endavant, que per complir 'objectiu que ens hem proposat a l'inici de
I'apartat és necessari que tinguem entesa la segiient nocié:

Definicié. Es defineix el temps de retorn esperat (o temps mitja de recurréncia) de 'estat
J com
& N (k
myj = E(Tj| Xo=j) = Y kP(T; = k| Xo=35) = Y kpl.
k=1 k=1
Recordem que pl(;l) designa la probabilitat de visitar per primera vegada l’estat j en
exactament n etapes partint de l’estat 4, és a dir, pgf) =P(Tj=n|Xo=1).

Donem un resultat relacionat amb el concepte anterior i que necessitarem més tard.
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Proposicié 7.1.1. Per a tot n > 1, se satisfa
(n) _ (k) (n-k)
Pij Zp ij Pjj
Demostracié. Usant la definicié de T} i de probabilitat condicionada, obtenim

n
p” = P(X,, j|X0=i)=P(Xn=j,Tan|X0=z’)=;P(Xn=j,Tj=k:|X0=i)

n
Z =j|Tj=k Xo=i)P(Tj=k| Xo=1)
"
Z (X _.] |X0_7' Xl :#.]7"'7ka1 ¢J7Xk:j)P(T7 :leOZi)~

Ara, aplicant la propietat de Markov al primer factor de I’expressié resultant, ens queda

vy ZP(X =J | Xk =5)P(Tj =k | Xo=1) = pr D p®),
O

Convé destacar que m;; indica el temps esperat que tarda la cadena en retornar a j per
primera vegada. Aixi de manera poc rigorosa, podem dir que en n etapes, el nombre de
retorns a j sera ——. D’aquesta manera, si considerem n prou gran, tindrem

.7]

E(N™ | Xo = j) ~ ——.
’ mjj

Per tant,

1
E(N(") | Xo =)~ —.
n+1 mj;
Cal recalcar que l'estat de partida de la cadena és irrellevant, ja que una vegada hem fet
la primera visita a l'estat j, el passat deixa de tenir importancia.

Seguidament, passem a veure formalment que el plantejament anterior és valid. Per a
poder-ho demostrar, és necessari que abans enunciem el segiient resultat de series de
potencies (conegut com un dels teoremes de Hardy i Littlewood):

Teorema 7.1.2. Sigui A(z) = ¥ anz" amb a, > 0. Suposem que la série convergeix per
n=0

0< z<1, aleshores

lim Z ay = hm A(2)(1-2).

neeen+15

Ara si, podem enunciar el teorema que ens proporcionara el valor del limit que hem
presentat al principi de la seccié.

Teorema 7.1.3. Sigui {X,, : n > 0} una cadena de Markov homogénia irreductible i
recurrent. Llavors, per a j € I se satisfa

lim Z pl(Jk) 1

n>eon+ i mjj
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Demostracio. Definim les segiients series de potencies en R

Py(2) = Zp(”) "
(n)n
Rij(2) = Zp :

Notem que com que 4, j € I sén recurrents, usant el Criteri de I’arrel® en series de potencies,
obtenim que les dues séries sén convergents per |z| < 1.

A més, fent servir la Proposicié 7.1.1 obtenim

Py(z)=p) + 3 (prf)pﬁ k)z’“) F=p® 4 Zp(k) k(Zp(" R g k)

n=1 \k=1

A S (S -4+ BIP)

Observem que el cas que i = j, de Pexpressi6 anterior en traiem Pj;(z) = ﬁ, per tant
77

Pii(z) = pl(o) e
’ 7 1= Ry(2)

Ara bé, si apliquem el Teorema 7.1.2 amb A(2) = P;;(z), obtenim

lim —— Zp(k) = hm(l - 2)P;j(2) = p( ) hm(l 2) + hm

n—eon + 17

1-
Tﬁ(z) (7.1.1)

On en I'dltima igualtat hem fet servir que tot estat de la cadena és recurrent, aixi que

lim R;;(z) = Ri;(1) = o =py=1.
n>1
De fet, com que el primer sumand de (7.1.1) val 0 per a qualssevol 4,5 € I, només cal
determinar el valor del segon. Notem que com que tota série de poteéncies és infinitament
diferenciable en |z| < R, amb R el radi de convergencia, i les seves derivades resulten
de derivar la serie original terme a terme, podem aplicar la Regla de I’'Hopital al segon

sumand obtenint
1- 1 1
lim z =lim =lim——+——— (7.1.2)
z—11— R]](z) z—1 R' (z) z—1 > kp( ) k- 1
k>1

Finalment, aplicant el Teorema d’Abel® al denominador de (7.1.2) tenint en compte que
la derivada d’una serie de poténcies convergeix en el mateix interval que la serie original,
ens queda
1-2 1 1
lim

=11- Ryj(2) > ko) " my;
k>1

o
1 n
——————, aleshores anz” per a |z| < R.
limsup ¥/lan]’ nZ::O n® P g
STeorema d’Abel: Sigui F(z) = ¥;.0axz" una seérie de poteéncies de coeficients reals convergent per
|z| <11 tal que Y50 ar és convergent, aleshores lim,_,1- F'(2) = Y ;50 G-

SCriteri de 'arrel: Si existeix radi de convergéncia R =
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Com que la cadena és recurrent, tenim m;; > 0, per tant el limit (7.1.2) existeix i ha
tingut sentit aplicar I’'Hopital. Aixi, doncs, ens queda

g _ 1
hm— Z() .
nocom+ 15 my;

7.2 Temps mitja de recurrencia i distribucions invariants

L’objectiu d’aquesta seccid es veure quina relacié hi ha entre el temps mitja de recurrencia
i les distribucions invariants que haviem definit al capitol anterior. Aixi, suposem que
tenim una cadena de Markov homogenia amb matriu de transicié II i conjunt d’estats
finit I ={1,...,M}. Definim per a cada j €I,

Amb el seglient teorema, veurem que sota unes condicions especifiques, el vector que
acabem de definir w = (w;)jer és la tnica distribucié invariant per IIL.

Teorema 7.2.1. Sigui {X,, :n >0} una CMH (v,1I1) finita i irreductible, aleshores w és
una distribucid invariant no degenerada sobre I. A més, qualsevol altra solucio de x = xll
és maultiple de w.

Demostracié. Veiem, primer, que efectivament w és solucié del sistema x = xII. Usant
I’equacié de Chapman-Kolmogorov, obtenim

LZPSI” Z (pr Pyk) 2 (n 5

n+1i3 Lizg\jet el

Zpg))pjk. (7.2.1)
=0

D’una banda, podem escriure la primera expressio de la seglient manera

1 1 0
Ly R R L R B N S W O '
n+1lig ik n+l n+li7 Fon+l n+1lig |

Aixi, si fem el limit quan n s’acosta a infinit resulta

1 ik n—oom + 1 1= g ’
=0
On en la peniltima igualtat hem fet servir que el primer sumand val 0 i el Teorema
7.1.3. D’altra banda, si considerem la segona expressi6 de (7.2.1) i en fem el limit quan

n s’apropa a infinit, tenint en compte que I és finit, obtenim

Jg?oz(mlzp )pj’fzz(hm ZP )pjk-

oy n—eon + 11

Ara, aplicant el Teorema 7.1.3 resulta

lim Z( Zp )pjk = Z%pﬂc = D Wibjk.

N0 el jer s jel

n+1
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Per tant, hem obtingut
Wg = ijpjk.
jel
Veurem, ara, que w és una distribucié no degenerada sobre I. Aixi, amb el que acabem
de veure podrem afirmar que és invariant. Una altra vegada fent servir el Teorema 7.1.3
i la finitud de I tenim

Yoy = 2t 5 3%l0) -

gel jgel neon+ 1

DY g o Ry

”_’°°”+1zoge1 nooo it s

Aixo implica que existeix un estat jo € I tal que wj, >0. A més, com que tots els estats
es comuniquen pel fet que la cadena sigui irreductible, tenim que donat un k € I, existeix

(n )

un enter n = n(k) tal que Pjoi > 0. Per tant, tenim

wjopjok + Zp]k w; > 0.
J#jo

Aixi, doncs, hem vist que w és una distribucié invariant no degenerada per II. Només,
ens falta veure que si v € RM és solucié de x = 11, llavors v és multiple de w. Tenim, per

a qualsevol n > 0,
Y=
v = vll
13 n+1li3

Es a dir, per a cada k€ I,

w_z%(

gel

>0t)

n+1

Finalment, fent tendir n a infinit, obtenim

W_z%(ml Z“ﬁ z%%_w(z%)

ja " \neen+ g jel jel

Aixi, vy, = awy, amb a = ¥ ;1 v;. O

Tanquem ’apartat amb un exemple recollint el que s’ha estudiat.

Exemple. En una fira, un nen es troba en la situacié que pot pujar infinitament als
cavallets, pero en cada viatge ha de canviar de cavallet, podent anar al de davant o al
de darrere amb probabilitat p € (0,1) i ¢ = 1 — p, respectivament. Ens preguntem, quant
temps, en mitjana, esta a cada cavallet si n’hi ha N i s’hi esta H hores?

Podem entendre la situacié anterior com una passejada aleatoria finita, I = {1,...,N}, i
ciclica amb matriu de transicié i diagrama segiients:

0 p O 0 0 ¢ pSéZl‘ZBjE)p
g0 p ... 000 / q’%
0 g0 ..000 9 k1 ¢
000 ...0poO 3 Q
000 ... ¢g 0 p \q V
p 00 ... 0 g0 XN,Q %8%
Y
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Notem que tant la suma dels elements de les files com la de les columnes és 1. Aquest tipus
de matrius s’anomenen biestocastiques i satisfan que si N = |I|, aleshores la distribuci6
v =(Vj)jer amb v = % és invariant. En efecte, com que hem dit que la suma dels elements
de les columnes és 1, per a j € I tenim

1 1 1

Vi=+ = —sz‘j = Z_pij = 2 ViPij-

N N el iel N i€l
Destaquem, també, que tots els estats es comuniquen, per tant la cadena és irreductible.
Aixi, doncs, podem aplicar el Teorema 7.2.1, obtenint que la distribucié w = ( %)jgl és

79

la Unica invariant per II. Ara bé, haviem vist que v també és distribucié invariant, per
tant

D’altra banda, en la seccié 5.2 veiem que tota cadena de Markov finita ha de tenir almenys
un estat recurrent. A més, la recurrencia és una propietat de classe, i en el nostre exemple
estem tractant amb una cadena irreductible. Aixi, la nostra cadena és recurrent i podem
aplicar-hi el Teorema 7.1.3. D’aquesta manera,

| R SR S (SN (n) :
“iE N S e = o ey = S PO X =),

Recordem que %E(Nj(n) | Xo =) designa, en mitjana, el temps esperat d’ocupacié de
I'estat 7. De manera que si el nen s’esta H hores als cavallets, haura passat, en mitjana,
%H hores en cada un. Per exemple, si hi ha 12 cavallets i s’hi esta 3 hores, direm, que
en mitjana, estara 15 minuts en cada un.

7.3 Distribuci6 limit 1 distribucions invariants

Com bé indica el titol d’aquesta seccid, estudiarem la relacié que hi ha entre la distribucié
limit d’una cadena de Markov homogenia i les distribucions invariants.

A la Proposicié 6.2.2 provavem que si tractem amb una cadena finita i regular (i con-
segilientment, ergodica), aleshores la distribucié limit de la cadena era 1'inica distribucié
invariant. Amb el segiient teorema generalitzem aquest resultat.

Teorema 7.3.1. Sigui {X,, : n >0} una CMH(~,I1) tal que per a tot i,j € I, existeix
v = (vj)jer independent de i, complint

lim p(n)

=UVj.
n—oo” W J

Llavors, 0 bé, ¥ jerv; =0 i en tal cas no existeir cap distribucio invariant, o bé, ¥ ey vy =1
1 v és lunica distribucio invariant.

Demostracio. Vegem, primer, que Y v; € {0,1}. Notem que se satisfa v = vII. En
efecte, cal tenir en compte que estem tractant amb valors reals, aixi, com que existeix
el limit lim,, o pl(c?) = v;, aleshores coincideix amb el limit inferior. Aquest resultat es

pot trobar a [2]. Dit aixd, usant, a més, el Lema de Fatou per Sumes’ i I'equacié de

"Lema de Fatou per Sumes: Sigui X un conjunt finit o numerable i f,, : X —> [0, 0c0) una successié de
funcions, aleshores
Z liminf f,, < liminf Z fn-
n—oo n—oo xEX

zeX
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Chapman-Kolmogorov, obtenim
ZV'LP'LJ Z hm pkz ng Z hHl 1nfp( )pij < hIIilDf Zpl(g Dij = hm 1nfp("+1) vj.
iel iel " iel n—oco

Volem veure que és una igualtat, per aix0 suposem que existeix algun jg € I pel qual
Yiel ViPijo < Vjo- Tenim

Zyj > ZZVipij = ZW Zpij = ZW-

gel jeliel iel gel iel
Per tant, hem arribat a contradicci6 i tenim Y ,.;v;p;; = vj. Ara, fent un raonament
similar a ’anterior, en resulta

0<2:VZ Z hmp thlnfp( )<hm1nf2p( )= 1.
iel el
Fins ara, hem vist que ¥ ;.;v; € [0,1] i que se satisfa v = vII,,. Per tant, en particular,
|y2p | Svji Yjev; <1 < oo Aixi, podem fer servir el Teorema de Convergencia
Dommada per Sumes® amb funcié dominant g = v;, obtenint

vj = hm 0 vj = hm Zuzp Z:VZ hm p (Zyl) vj.

iel
Per tant, Y,y v; € {0,1}. Ara, ens interessa estudiar aquests dos casos.

Suposem que v = (vj)jer és una distribucié invariant. Per a qualsevol j € I, se satisfa

= lim v; = hm Zv,p Zv, hm p (sz) vj = Vj.

n—oo
iel

On hem usat el Teorema de Convergencia Dominada per Sumes per poder fer I'intercanvi
entre sumatori i limit.

D’una banda, si Y ,.;v; = 0, com que v = v, tenim que Y ,.;v; = 0, que contradiu el fet
que v és una distribucié. D’altra banda, si > ,.;v; = 1, com que v = vII, llavors v és una
distribucié invariant, que és Unica, ja que haviem considerat v una distribucié estacionaria
qualsevol. O

Abans hem dit que aquest resultat generalitzava la Proposicié 6.2.2. Efectivament, si

(n)

suposem que I és finit i que per a cada 7,5 € I existeix v; hm Pij independent de ¢,

ZVJ Z hm p = hm Zp(n) =1.

gel Je Al

aleshores

D’aquesta manera, aplicant el teorema que acabem de demostrar, tenim que v és la
distribucié limit de la cadena i és 'inica que és invariant.

Cal destacar que a diferencia del que haviem vist en la Proposicié 6.2.2, fent servir aquest
nou resultat no estem demanant que v; sigui estrictament positiva, sin6é que és suficient
que existeixi i sigui independent de 7. Aixi mateix, aquest teorema és valid per cadenes
infinites.

8Teorema de Convergéncia Dominada per Sumes: Sigui f,, : X — C una successié de funcions, tal que
per z € X in >0, existeix el limit lim f,(z), i una funcié dominant g : X — [0, c0) tal que | fn ()| < g(z)

1Y ,ex |9(x)] < oo. Aleshores,

lim > fa(x) = 3 lim fu(2).

xeX zreX
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8 Conclusions

Com es va dir a la introduccié, el proposit del projecte era desenvolupar la teoria de
les cadenes de Markov homogenies. Una vegada finalitzat el treball, considero que era
un objectiu bastant ambicids. Tot i tractar exclusivament amb un tipus de cadenes de
Markov, i algunes vegades, fins i tot, restringir I’estudi al cas finit, hi ha molts temes que
no s’han pogut explorar i documentar, ja que se sobrepassava el que s’espera d’aquest
treball. Aixi mateix, s’hagués pogut estructurar el projecte de manera que es toqués
superficialment cada tema, pero aixo hagués implicat no entrar en detall en alguns altres
aspectes, fent, possiblement, que es perdi el fil del que s’esta estudiant o fer un estudi
incomplet.

Cal recordar, també, que en tot moment treballavem tinicament amb processos de variable
temporal discreta. Amb tot aixo, és evident que 'estudi de cadenes (o processos) de
Markov és molt extens i el fet que tingui tantes aplicacions en altres ciencies, en destaca
la seva importancia.

M’hagués agradat poder donar més exemples que ens puguem trobar a la vida quotidiana,
pero degut a la complexitat d’aquests fenomens aleatoris, m’ha estat dificil i he hagut
d’optar per presentar exemples didactics per complementar la part teorica.

Durant la memoria, a partir del que ja coneixiem de probabilitats, hem pogut construir
i definir el que entenem per cadena de Markov homogenia. Pas a pas, hem edificat
una solida estructura amb la qual treballar i poder provar grans resultats. Hem estat
capacos d’estudiar les propietats dels estats, podent-los classificar segons la comunicacio,
i posteriorment, segons I’evolucié temporal de la cadena; en estats recurrents i transitoris.
Un dels grans estudis que s’ha fet és veure’n el comportament a mida que avancavem en el
temps; arribant a la conclusié que per cadenes finites i regulars, la cadena s’equilibra, de
manera que la distribucié limit coincideix amb la tinica distribucié invariant que existeix
per la matriu de transicié de la cadena.

Pel que fa a I’ambit personal, a més de presentar-me un nou mén el qual desconeixia
com és el de les cadenes de Markov, el que destacaria és la millora en la capacitat de
formalitzar i descriure amb rigorositat i claredat les idees exposades, que durant els anys
de grau no s’havia pogut aprofundir.
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