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стемах координат для решения ряда задач структурной биологии, а именно: разложения по плоским волнам (при 
этом плоские волны представляются в виде разложения по сферическим функциям). Приводятся аргументы в поль-
зу этого разложения в сравнении с другими разложениями по суперпозициям специальных функций. Получено бо-
лее общее обоснование корректности данного разложения, чем существующие в настоящее время. Предложен спо-
соб представления групп атомов в виде Фурье-объекта и рассмотрены его возможности. Обсуждаются перспективы 
применения Фурье-анализа в структурной биофизике.
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Фурье-анализ является одним из самых распространенных методов интегральных преоб-
разований, который широко применяется при анализе сложных процессов и пространственных 
структур, в первую очередь при анализе сигналов и явлений волновой природы. Кроме того, он 
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обладает рядом важных математических и вычислительных особенностей, позволяющих полу-
чать или упрощать решение математических задач, связанных с дифференцированием и инте-
грированием, в частности, реализовывать на его основе вычисления in silico. Однако подобное 
применение Фурье-анализа требует использования специальных приемов по адаптации его ба-
зисного аппарата при поиске решения конкретных задач. 

В предлагаемой статье рассмотрены особенности адаптации Фурье-анализа к задачам совре-
менной структурной биологии, проведено подтверждение ее основного принципа и обсуждены 
несовершенства и пробелы, предложен вариант получения Фурье-образа многоатомного объек-
та, проанализированы некоторые приемы работы с такими объектами и изучена применимость 
и перспективы Фурье-анализа в молекулярной биологии.

В настоящее время опубликовано значительное количество работ по представлению макро-
молекулярных объектов в виде разложений по комбинациям различных специальных функ-
ций [1–7]. Обычно эти подходы преследуют цели, связанные с оценкой пространственной сим-
метрии в белковых структурах [2], сравнением профилей поверхностей молекул [3, 4] или же 
решением задач поиска мест посадки / избирательного контакта [5–7]. В таких задачах для бы-
стрых пересчетов возможных вариантов взаимной ориентации весьма привлекательными явля-
ются методы, основанные на использовании сферических систем координат и сферических гар-
моник как специальных функций разложения исходных функций. 

Наиболее перспективным в этом направлении является Фурье-разложение в силу ряда ма-
тематических свойств Фурье-объектов и возможностей Фурье-анализа. В этом качестве Фурье-
разложения в сферических координатах предлагается разложение по плоским волнам (простран-
ственным компонентам стоячих плоских волн), суть которого сводится к тому, что коль скоро 
в решение волнового уравнения входит пространственная функция 

2 ,i re− π ξ
 

то решение такого уравнения в сферических координатах является формой Фурье для него. 
Следует отметить ряд исследований, в которых в сферических координатах производятся разло-
жения по комбинациям сферических гармоник, отвечающих за угловые координаты, с самыми 
разными функциями, отвечающими за радиальную компоненту. Следует упомянуть полиномы 
Лежандра, различные вариации функций Лагерра, полиномы Цернике и т. д. Более того, подоб-
ные разложения нередко продолжают именовать Фурье-преобразованием, хотя весьма сомни-
тельно, что их можно каким-либо образом свести к Фурье-преобразованию в сферических си-
стемах координат.

Для последующего рассмотрения будем использовать соотношение [1]

	

2
2 (cos cos sin sin cos( ))2

0 0 0

( , , ) sin ( , , ) ,irk k k k
rF k k k r dr d e f r dθ θ ϕ

∞ π π
π θ + θ ϕ−

θ ϕ = θ θ θ ϕ ϕ∫ ∫ ∫
	

(1)

связывающее исходную функцию в сферических координатах ( , , )f r θ ϕ  и ее Фурье-образ 
( , , ),rF k k kθ ϕ  зависящий от волнового вектора, который в свою очередь выражен опять же в сфе-

рических координатах. 
Формула (1) пригодна для аналитического и прикладного использования лишь для узкого 

круга задач. Если при применении прямоугольных систем координат трехкратный интеграл 3D 
Фурье-преобразования существенно упрощен тем, что ядро преобразования позволяет разде-
лять переменные, то в случае криволинейных координат использование таких интегралов, как 
правило, существенно осложнено, а применение ограничено. Для упрощения в случае исполь-
зования сферических координат нами рассматривается вариант, когда исходная функция пред-
ставима в виде произведения радиальной и угловой составляющих. Как показано в работе [8] 
(см. также [1] и Приложение к настоящей статье), важным для рассматриваемой задачи является 
соотношение 
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где (cos ) imkm
nP k e ϕ−

θ  и (cos ) imkm
nP k e ϕ−

θ  – ненормированные сферические и комплексно-сопряженные 
им функции соответственно. 

Полагая возникшие при выводе уравнения (2) переменные kφ и kθ азимутальной и полярной 
компонентами волнового вектора, а также в результате сравнения (2) с (1), выявляется способ 
выражения Фурье-объектов в сферической системе координат в виде разложения по комбина-
циям сферических функций и функций Бесселя полуцелого порядка. Согласно (1) и (2), если ис-
ходная функция представима в виде разложения по сферическим функциям с коэффициентами 
Cm,n(r), то Фурье-образ также представим в таком виде, но с коэффициентами 
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что в случае сферической симметрии исходной функции приводит к известной формуле Фурье-
преобразования сферически-симметричной функции. Сравнивая представленный вывод с обыч-
ными подходами, исходящими из возможности разложения 2 i k re− π

 

 по комбинациям соответству-
ющих функций [8], отметим идентичность результатов, хотя случай разложения по плоским 
волнам требует для приведения к форме Фурье-преобразования еще и использования свойств 
ортогональности сферических гармоник и функций Бесселя. 

Из подобных представленному выводу можно упомянуть также варианты, изложенные в об-
разовательных курсах [9, 10], однако они не учитывают угловые координаты, и поэтому их ре-
зультаты ограничиваются лишь случаями, где исходные функции зависят только от радиуса. 

С учетом обобщения известного выражения для энергии электростатического взаимодей-
ствия открываются возможности решения физических задач в Фурье-представлении с отличны-
ми от координатного представления вычислительной сложностью и идеологией:  

31 2
2

( ) ( ) ,F q F qU d q
q

= ∫

где F1(q) и F2(q) – Фурье-образы, q – волновой вектор, U – энергия взаимодействия.
В случае со структурной биологией все это может оказаться необходимым, поскольку вычис-

ления в координатном представлении по огромному числу частиц и вариантов взаимного рас-
положения требуют больших вычислительных мощностей даже при низкой точности, что чаще 
всего приводит к неустойчивым решениям. 

Отметим, что Фурье-анализ в структурной биологии применяется либо исключительно для 
ускорения расчетов, либо для получения формальных пространственных характеристик в рам-
ках задач сравнительного анализа. Данное разложение по таким специальным функциям по-
зволяет перейти к некоторому аналогу дискретного Фурье-преобразования, который ограничен 
в силу отсутствия представления об атомарном устройстве макромолекул, для которого можно 
применять некоторые обобщения быстрых Фурье-преобразований с целью быстрого пересмо-
тра различных взаимных расположений. Использование коэффициентов разложения для при-
мерной оценки корреляции дает возможность получить альтернативный инструмент, к при-
меру, для избирательной молекулярной стыковки, сравнимый по времени и качеству с подхо-
дами, основанными на координатном представлении, но при неизбежной потере наглядности. 
Просматриваются перспективы конструирования из этих коэффициентов поворотных инвариан-
тов с целью «картографирования» молекулярных поверхностей опять же с потерей наглядности. 
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В связи с этим речь больше идет о задаче схожести и определении возможного взаимодействия 
по подобию.

Формулирование задач о трехмерном меж- и внутримолекулярном взаимодействиях в случае 
биомакромолекул со степенями и иерархиями регулярностей, а также о соответствии структу-
рированных частей и целого может быть реальным в более общем Фурье-анализе с учетом ато-
марного устройства, локальных конформаций и укладки цепей.

Для демонстрации математических приемов, возникающих в таких задачах, рассмотрим 
пример поиска оптимального наложения атомарных структур. Самый простой вариант решения 
задачи – использование представления атомов как сфер различных радиусов. Фурье-образ от 
сферы, согласно соотношениям (1) и (2), имеет вид:
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где R – радиус сферы, k – длина волнового вектора. Фурье-образ ансамбля сфер с использовани-
ем суммирования векторов можно представить как
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где Rn – радиус n-го атома, nr
 – вектор к центру n-го атома, k



 – волновой вектор. При этом вы-
полнять преобразование, соответствующее параллельному переносу в сферических системах 
координат (ССК), можно по следующим выражениям:
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где (R, θ, φ) – исходные координаты в ССК, (Rt, θt, φt) – координаты вектора переноса, (R′, θ′, φ′) – 
новые координаты.

Согласно аналогу теоремы о свертке в Фурье-анализе [11, гл. 6], пространственная корреля-
ция двух атомарных структур может быть представлена через их Фурье-образы:
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C учетом (4) при использовании двойного интеграла Гегенбауэра типа Пуассона [8, гл. 3.33], 
получим
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где nr
  – радиус-вектор к n-му атому первой структуры,  mr

  – радиус-вектор к m-му атому второй 
структуры, , n mR R  – радиусы сфер, представляющих эти атомы, , , k k kθ ϕ  – координаты волнового 
вектора в ССК. Подынтегральное выражение в (5) содержит три функции Бесселя. Произведение 
двух функций Бесселя одного порядка можно преобразовать, согласно интегралу, полученному 
в [8, гл. 11.41]:
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где υ  – произвольная цилиндрическая функция, Γ – гамма-функция. Подставляя (6) в (5) и ме-
няя порядок интегрирования, получим
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   Несобственный интеграл по k в (7) является вариантом частного случая 
разрывного интеграла [8, гл. 13.42]:
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В результате искомая пространственная корреляция приводится к следующему виду:

	 ( )
 3

3 3
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2 cos

n m
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n m n m

K r R R d
R R R RΘ

ϕ′ = π ϕ
+ − ϕ

∑∑ ∫


	

(8)

где Θ – пересечение отрезка [0, π] и области, в которой выполняется условие 

2 2 2 cos ,n m n m nmR R R R R+ − ϕ <

если таковая есть.
Последний интеграл в (8) берется при замене переменной интегрирования φ на cos  φ. 

Подобное выражение, вероятно, возможно получить и без применения Фурье-анализа – через 
перекрывающиеся объемы сферических сегментов при наложении структур. С другой стороны, 
для более сложных задач (к примеру, поиска экстремумов корреляции или в случае представле-
ния атомарных плотностей более сложными комбинациями сферических функций) продемон-
стрированный подход явно предпочтительнее.

В заключение отметим, что простота преобразований Фурье-образов, соответствующих 
трансляционным смещениям в пространстве координат, наличие ротационных инвариантов, 
таких как характеры неприводимых представлений групп вращений и функций, зависящих от 
угла между векторами и разлагаемых по биполярным гармоникам, обеспечивает высокие вы-
числительные преимущества использования сферических функций и Фурье-объектов в зада-
чах, для которых «узким местом» является взаимное расположение взаимодействующих объ-
ектов.
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Приложение

Исходим из частного случая v = 1 / 2 гегенбауэровского обобщения интеграла Пуассона [8, 
гл. 3.32]:

	
( )( )

1/
0

2 ( ) ( ) cos( ) sin( ) ,
2

n izcos
n nJ z i ez P dϕ
+

π

= − ϕ ϕ
π

ϕ∫
	

(П.1)



502	 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 4, рр. 496–503

где 1/2 ( )nJ z+  – функция Бесселя полуцелого порядка, Pn (x) – полином Лежандра.
Первая часть доказательства проведена подобно тому, как в [8, гл. 3.33] проводится доказа-

тельство двойного интеграла Гегенбауэра типа Пуассона. Рассмотрим очевидное следствие ин-
теграла (П.1):

	
( )z
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где sin в нулевой степени записан для согласования с доказательством в указанном источнике.
На следующем шаге, рассматривая угловые координаты как широту и долготу, с переходом 

в декартову систему координат, обозначив направляющие косинусы вектора интегрирования как

[ cos( )sin( ),  sin( )sin( ),  cos( )]L M N= ϕ θ = ϕ θ = θ

и учитывая, что элемент поверхности 

sin( ) ,d d dΩ = θ θ ϕ

приводим (П.2) к следующему виду:
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С учетом того, что в (П.3) один из интегралов охватывает полный период подынтегральной 
функции по координате φ, можем поступить так:
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Снова повторяя предыдущие операции по циклической перестановке орт, получим

21

2

( cos sin )

02
( ) ( ) ( cos sin ) ,n

n

iz L k M k
n

N

J z
z

i e P L k M k dθ θ

+

−
θ θ

≥π
= − + Ω∫∫

21

2

( cos sin )

02
( ) ( ) ( cos sin ) ,n

n

iz N k L k
n

M

J z
z

i e P N k L k dθ θ

+

−
θ θ

≥π
= − + Ω∫∫

	
21

2

(cos cos sin sin cos )

0 0

( ) )
2

( (cos cos sin sin cos )sin( ) .n

n

iz k k
nJ z i

z e P k k d dθ θ

+

π π
θ + θ ϕ

θ θπ
= − θ + θ ϕ θ ϕ θ∫ ∫

	
(П.5)



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 4. С. 496–503	 503

Воспользуемся на данном этапе теоремой суммирования сферических гармоник, точнее, сле-
дующим ее видом:
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где m
nP  – обобщенный полином Лежандра

В итоге можно записать выражение (П.6) как
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Вынося суммирование и множители, содержащие независимые переменные, за знак интегра-
ла, и используя формулу Эйлера, получаем соотношение (2) основного текста.
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