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Resumen

En el presente trabajo se estudia la propagacién de una onda monocromatica

polarizada linealmente a través de un medio eléctricamente anisotropico, obteniendo
como resultado los vectores de desplazamiento eléctrico transversales a la direccion
de propagaciéon de la onda y que constituyen los modos normales que describen la
propagacion dentro del sistema y que forman el antecedente para entender y describir
el fenémeno de actividad Optica que se presenta en medios Oépticamente activos. Los
cuales se caracterizan por tener moléculas quirales, podemos mencionar diversos
ejemplos en donde podemos encontrar moléculas quirales, sin embargo, para este
estudio se eligieron medios cristalinos, que presentan actividad optica.
Debido a la importancia que tiene la actividad o6ptica en areas de estudio como la
quimica, biologia y fisica, en este trabajo se realiza un estudio detallado de este
fenémeno, basandonos en el modelo clasico que trata la actividad optica como la
interaccion de dos osciladores armoénicos acoplados que caen en planos separados
dentro de la onda electromagnética.
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Capitulo 1

Introduccion

La actividad optica es tal vez una de las propiedades mas conocidas pero menos
comprendidas, aunque es tratada en muchos textos, rara vez, se explica mas all4 de
que su comportamiento esta relacionado con la birrefringencia circular y la falta de
simetria tipo espejo [1]. El interés por los medios quirales se remonta a la antigiiedad
en campos de estudio como la quimica, biologia y otros campos de investigacion,
como es la propagacion de ondas electromagnéticas en medios cristalinos.

La actividad optica puede explicarse comparando lo que le sucede a un haz de luz
polarizada linealmente cuando pasa a través de una solucién de moléculas aquirales,
con lo que le ocurre cuando pasa por una soluciéon de moléculas quirales. Casi to-
das las moléculas sean quirales o no quirales, son teéricamente capaces de producir
una rotaciéon al plano de la luz polarizada. La direccién y magnitud de la rotaciéon
producida por una molécula individual depende, en parte, de su orientacién en el
momento en que se encuentra el haz de luz.

Para cada encuentro con una determinada rotacién habra otro con una molécula que
esté colocada en una orientacion refleja (correspondiente a la imagen reflejada por
un espejo), el resultado de todos estos encuentros sera tal que las rotaciones produ-
cidas por las moleculas individuales se anulen (moléculas 6pticamente inactivas).
Cuando un rayo de luz polarizada linealmente pasa a través de una solucién éptica-
mente activa no hay ninguna molécula presente que pueda servir como orientaciéon
especular exacta de otra. Por lo tanto, no se presenta la anulacion exacta de rota-
ciones y, se observa una rotacién neta del plano de polarizacion.

La quiralidad en moléculas lleva a un gran nimero de interesantes estructuras, al-
gunas muy simples y regulares (cristales) y otras de gran complejidad (sistemas
bioldgicos).

En el campo 6ptico se ha desarrollado la propagacién de una onda en cristales, sin
embargo, existen muchos problemas en la 6ptica de cristales quirales, que atin no han
sido resueltos, ya que las propiedades opticas de tales medios estan ligados dentro
del marco de modelos homogéneos.

Los principales problemas se derivan de la asimetria intrinseca de estos medios y de
la naturaleza no local de la actividad 6ptica, que estan reflejadas en la gran cantidad
de ecuaciones constitutivas usadas para describir medios 6pticamente activos. Cual-



CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.1. OBJETIVO GENERAL

quier conjunto de ecuaciones constitutivas define un posible modelo macroscépico
para estructuras periddicas reales. La relacion entre los diferentes modelos ha sido
discutida largamente en la literatura especializada, pero solamente en los tltimos
afios ha sido mas o menos bien esclarecida. |2]

1.1. Objetivo general

Estudiar y analizar el comportamiento del campo electromagnético en medios
anisotropicos e isotrépico, para comprender los fendmenos que se presentan en una
sustancia 6pticamente activa.

1.2. Objetivos especificos

= Realizar el desarrollo analitico de la propagacion de la luz polarizada lineal-
mente a través de un medio anisotrépico.

= Estudiar y explicar teéricamente la importancia que tiene el tensor dieléctrico
en medios anisotropicos y su relaciéon con medios opticamente activos.

1.3. Contenido de la tesis

El desarrollo del presente trabajo se estructura en 5 capitulos, en los cuales
explican desde los conceptos fundamentales de la teoria electromagnética, hasta los
desarollos matematicos para poder entender de manera mas clara el fenémeno de
actividad o6ptica. Se muestra un indice general, indice de figuras, y las referencias
bibliograficas que nos permitieron llegar a nuestros objetivos. Al final de este
trabajo se muestran tres apéndices que nos van a permitir tener mayor claridad en
las herramientas fisico-matematicas utilizadas en nuestros desarrollos.

Capitulo 2: Repasamos los conceptos béasicos de la teoria electromagnética
abordando inicialmente con las ecuaciones de Maxwell y las relaciones constitutivas,
las cuales son la base de este trabajo. Ademas se realiza una revision de ondas y
polarizacion de la luz.

Capitulo 3: En este capitulo estudiamos el tensor dieléctrico para describir la
propagaciéon de una onda plana monocromatica dentro de un medio anisotrépico.

Capitulo 4: Se describe el fénomeno de actividad optica, el cudl esta relacionado
con la derivadas espaciales del campo eléctrico, dando como resultado un término
adicional en el tensor dieléctrico, de tal manera que la propagaciéon una onda pla-
na monocromatica en un medio 6pticamente activo puede ser descrito empleando
los resultados del capitulo tres que estan relacionados con los modos normales del
sistema. Conclusiones: Se presentan las conclusiones de este trabajo.




Capitulo 2
Teoria Electromagnética

El electromagnetismo es una rama de la fisica que estudia y unifica los feno-
menos eléctricos y magnéticos. Ambos fenémenos se describen en una sola teoria,
cuyos fundamentos fueron sentados, entre otros investigadores, por Michael Fara-
day y formulados por primera vez de modo completo por James Clerk Maxwell. La
formulacion consiste en cuatro ecuaciones diferenciales (o integrales) vectoriales que
relacionan el campo eléctrico, el campo magnético y sus respectivas fuentes materia-
les (corriente eléctrica, polarizacion eléctrica y polarizacién magnética), conocidas
como las ecuaciones de Maxwell.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Desde finales del siglo XVIII diversos cientificos formularon leyes cuantitativas
que relacionaban las interacciones entre el campo eléctrico E'y la induccion magné-
tica B y las corrientes sobre conductores. Entre estas leyes estan la ley de Ampere,
la ley de Faraday o la ley de Lenz, pero fue James Clerk Maxwell quien lograria
unificar todas estas leyes en una descripcion coherente del campo electromagnético.
Para describir el efecto del campo E y B sobre objetos materiales fue necesario

=

introducir el siguiente conjunto de vectores, densidad de corriente eléctrica (J) des-

—

plazamiento eléctrico (D) y vector de campo magnético (H).

Forma Diferencial
Ley de Gauss para Campo Magnético V-B=0
Ley de Gauss para Campo Eléctrico V-D= Plibre
Ley de Faraday VxE= —%—f _

- - 0D
Ley de Ampere-Maxwell VxH=J+ %

Tabla 2.1: Ecuaciones de Maxwell



CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.1. ECUACIONES DE MAXWELL

privre - densidad volumétrica de carga libre,

L oondue : corriente de conduccion.

La respuesta dinamica de los &tomos y las moléculas en el medio de propagaciéon
es tomada en cuenta mediante las relaciones constitutivas:

D =¢E, (2.1a)
J =0E, (2.1b)
B =uH, (2.1¢)

donde las constantes € es la constante dieléctrica del material, o es la conductividad,
1 me indica la permeabilidad, estas tres constantes contienen la descripcion del
material.

Frecuentemente se escribe D y B como ;

D=¢eE+P, B=puH+ M, (2.2)
donde P es la polarizaciéon y M la magnetizacion. Su formulacion enfatiza que el
campo interno de un material se debe no solo al campo aplicado, sino también a un
campo creado por los 4tomos y moléculas que forman el material. Al manipular las
ecuaciones de Maxwell, podemos obtener varias propiedades del campo electromag-

nético: como su naturaleza ondulatoria, el hecho de que es una onda transversal y
la relacion entre los campos E'y B.

Si la luz se esta propagando en un medio que tiene las siguientes propiedades:
1. Uniforme: € y p tienen el mismo valor en cualquier punto.

2. Isotropico: € y i no dependen de la direcciéon de propagacion.

3. 0=0, entonces J=0.

4. Libre de cargas: p=0

5. No dispersivo: € y p no estan en funcion de la frecuencia o amplitud.

dicho medio se le llamaré espacio libre. Por tanto, las ecuaciones de Maxwell y las
relaciones constitutivas se simplifican de la siguiente forma:




CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.2. ECUACION DE ONDA

V-E=0, 2.3a)
V-B=0, 2.3b)
. . 0B
E=-=" 2.
V x 5 (2.3¢)
. - 9D
H="= 2.3d
B =uH, (2.3¢)
eE =D. (2.3f)

2.2. Ecuacion de Onda

Para encontrar como la onda electromagnética descrita por las relaciones an-
teriores (2.3) se propaga en el espacio libre, las ecuaciones de Maxwell deberan
reorganizarse para mostrar explicitamente la dependencia temporal y espacial.

Iniciamos tomando el rotacional de la ecuacion (2.3¢) y eliminamos la dependencia
del campo magnético para reescribir la ecuacién de la siguiente manera

L .. 0 .
VX(VXE):—&(VXB),
Utilizando las relaciones constitutivas (2.3e) y (2.3f), podemos reescribir la ecua-
cion anterior de la siguiente manera

—

VX(ﬁxE):—%M(vXﬁ), (2.4)

La suposicion de que p es independientes del tiempo y tomando la relacion (2.3f)
permite que la ecuacion sea reescrita de la siguiente manera;

0%FE

ﬁx(ﬁxﬁ):—euﬁ,

usando la siguiente identidad vectorial;
V x (ﬁx) =V (6) — V?
la ecuacién se reescribe como;

—

\Y <V : E) — V2E = —e,u%g—f,

Como en el espacio esta libre de carga entonces V-E=0 por tanto;

2E

V2E = pe——.
e

(2.5)




CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.2. ECUACION DE ONDA

Realizando el mismo procedimiento lo obtenemos para el campo magnético;

- 9B
V2B = je—. 2.6
HE— s (2.6)
Estas son las ecuaciones del movimiento ondulatorio y sugieren la existencia de las
ondas electromagnéticas propagandose con una velocidad:

1
Ve

Como en un material la velocidad de la luz es menor que ¢, entonces podemos ca-
racterizar un material definiendo el indice de refraccion, la relacion entre la velocidad
de la luz en el vacio y su velocidad en un medio.

(2.7)

v =

2.2.1. Ondas Escalares

En un medio homoégeneo libre de cargas y corrientes, cada componente rectan-
gular V(r,t) de los vectores del campo satisfacen de acuerdo a las ecuaciones (2.3)
v (2.4), la ecuacion de onda homogénea. [3]

VAV — LoV 0. (2.9)
v? Ot?
Ahora examinaremos brevemente la solucion méas simple de esta ecuacion.

Ondas Planas

Una onda de luz se puede describir en un momento dado en un punto en el

espacio por su frecuencia, amplitud, direccion de propagacion, etc., pero eso no nos
dice mucho acerca de la perturbacién oOptica existente en un area extendida del
espacio. [5]
La onda plana es quizas el ejemplo més simple de una onda tridimensional. Existe en
un momento dado, cuando todas las superficies en las que una perturbacién tiene una
fase constante forman un conjunto de planos, cada uno generalmente perpendicular
a la direccion de propagacion. Sea 7 =(x,y,z) un vector de posicion en el punto P en
el espacio y § un vector unitario fijo, cualquier solucion de la ecuacion (2.6) puede
tomar la forma

V=V(51). (2.10)




CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.2. ECUACION DE ONDA

Se dice que representa una onda plana debido a que en cada instante de tiempo, V
es constante en cada uno de los planos, descritos por la ecuacion

7 - § = constante,

y, a la vez dichos planos son perpendiculares al vector unitario §.

Ondas Armonicas

En un punto ry en el espacio, la perturbaciéon de la onda solo estara en funcién
del tiempo
V(re,t) = F(t) (2.11)

El caso cuando F' es periddico es de particular interés, por lo tanto consideramos el
caso cuando F tiene la forma

F(t) = acos(wt + ) (2.12)

donde a es conocida como la amplitud y el argumento (wt +0) de la funciéon coseno
se le conoce como la fase. La frecuencia representa el numero de vibraciones por
segundo y se puede expresar de la siguiente manera;

w 1
V= o= (2.13)
w es conocida como la frecuencia angular que es el angulo recorrido durante el giro
por unidad de tiempo. Dado que F permanace sin cambios cuando t es reemplazada
por (t+T') donde T es el periodo de las vibraciones. Las funciones de onda (es decir,
las soluciones de la ecuacion de onda) de la forma (2.11) se dice que son armonicas
respecto del tiempo.
Primero vamos a considerar una funciéon de onda la cual representa una onda armo-
nica plana propagandose en una direccion especifica de vector unitario 5. Reempla-
zando ¢ por t — - §/v en (2.11):

V(F,t) = acos {w (t - —) + 5] (2.14)

La ecuacion (2.13) permanece sin cambios cuando 7+ § es reemplazada por 7+ § + A

donde 5
A=v" =T (2.15)
w
El termino A es conocido como longitud de onda. También es ttil definir una longitud

de onda reducida Ay como

Ao =T =nA (2.16)

Esta es la longitud de onda que corresponde a una onda armoénica con una misma
frecuencia propagandose en el vacio. Es de suma importancia introducir el concepto
de numero de onda, el cual esta definido como el nimero de longitudes onda en el
vacio por unidad de longitud:




CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.2. ECUACION DE ONDA

_1_
=5

Por tanto también es conveniente definir los vectores kg y k£ en la direccion de
propagacion §, cuyas longitudes respectivamente son

v
-. 2.1
. : (217

2r w
ko =2k = — = — 2.18
0 K )\0 C7 ( )

]{?:nko— \ =
c

El vector k=k& es conocido como el vector de onda o vector de propagaciéon en el
medio, kg—Fkqs siendo el vector correspondiente en el vacio.
El concepto de longitud de trayectoria [, el cual esta definido por

Vs A5 Doy (2.20)

w 2 2mn

27 nw w
= — = = — (2.19)
v

Consideremos ondas armonicas de forma més complicada. Una onda escalar ge-
neral, real, armonica de frecuencia w se puede definir como una solucién real de la
ecuacion de onda, de la forma

V(7 t) = a(F)cos[wt — g(7)], (2.21)
a(> 0) y siendo g funciones escalares de posicion. Las superficies
g(7) = constante

son llamadas superficies de onda. En contraste con el caso anterior, cuando las super-
ficies de onda con amplitud constante no coinciden, en general, con las superficies
de fase constante. Se dice que tal onda es inhomogénea. Los calculos con ondas
armonicas se simplifican mediante el uso de funciones exponenciales en lugar de
trigonométricas, la ecuacion (2.22) se puede escribir como

V(7 t) = RU(F)e ™ (2.22)
donde
U(7) = a(7)e™ (2.23)

y R indica la parte real.
Sustituyendo (2.21) en la ecuacion de onda se encuentra de que U debe satisfacer
la ecuacion

VU + n’k3U =0 (2.24)

U se le conoce como Amplitud compleja de la onda.
En particular, si la onda es plana, uno tiene que

g(F):w(E>—5:k(F-§)—5=z-f—5

v

6



CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA
2.3. ONDAS VECTORIALES

Si las operaciones en V son lineales, uno puede omitir el simbolo R y operar
directamente con la funcién compleja, la parte real de la expresion final sera la que
represente la cantidad fisica en cuestién.

2.3. Ondas Vectoriales

2.3.1. Ondas Transversales

Robert Hooke en el siglo XVII, postuld que las ondas de luz podrian ser trans-
versales pero esta idea fue olvidada posteriormente. Young y Fresnel tuvieron la
misma idea en el siglo XIX y acompanaron su postulacién con una descripciéon teo-
rica de la luz basada en ondas transversales. Cuarenta anos mas tarde, Maxwell
logr6 demostrar que la luz se comporta como una onda transversal. En este aparta-
do se demostrara que la luz es una onda electromagnética transversal sustituyendo
la soluciéon de una onda plana en la ecuaciéon de onda utilizando la ley de Gauss.

Sabemos que

- - O0F, O0FE, O0F

V. E= 240 272

ox dy 0z

Ahora se debe considerar la divergencia de la componente eléctrica de la onda
plana por lo que examinaremos a detalle la divergencia en la componente x

= 0. (2.25)

6;;?; _ % [onei(wt—k.7~+¢)} _ Z.Emcez'(wt—k-r—l—aS)%(wt — k1 — k:yy — k2 + ¢)
Para la obtencion de cada componente se desarrolla el mismo procedimiento y ob-
tenemos resultados idénticos lo cual nos permlte que la divergencia de E pueda ser
reescrita como un producto punto entre k y E.La ley de Gauss para el campo eléc-
trico establece que la divergencia de E es cero, lo que para una onda plana puede

ser escrita como

V-E=—ik-E=0, (2.26)
si el producto punto entre dos vectores E y k es cero, entonces los vectores E y k
deben ser perpendiculares entre si. De la misma forma este procedimiento se aplica
para el campo magnético, introduciendo la solucion de la ecuaciéon de onda como
una onda plana dentro de V - B = 0 esto produce que k-B = 0, por lo tanto,
las ecuaciones de Maxwell requieren que la luz sea una onda transversal, es decir,
que los desplazamlentos vectoriales de E y B sean perpendiculares a la d1recc10n de
propagacion k.

2.3.2. Interdependencia de Ey B

Si observamos detenidamente, los campos eléctrico y magnético no son indepen-
dientes, como podemos ver en las soluciones de ondas planas de las ecuaciones de
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Maxwell. .
Primero, calculemos las derivadas parciales del campo B

OB 0 = . ¢ _ - _
E _ aBOez(o.)t—l~<:~7“-i-¢>) — 285((«025 —k-r4+ ¢) = in7 (227)
de la misma forma lo aplicamos para E por tanto

0E . =
5 = iwkE. (2.28)

La expresion del rotacional de E esté compuesto de la siguiente forma

- = aEz aEﬂy 2 aEx aEZ o 8Ey aEl’ I
VXE_(@y 8z)z+(82 8$>‘7+<8x ay)k‘

Los términos que componen la componente x del rotacional son

86EZ _ Eozaﬁei(wt—é.ﬁaﬁ) — —ikyEZ,
Y Y
por tanto

oF .

a—zy = —Zk’zEy.

Por la evaluacion en cada componente, encontramos que el rotacional de E para una
onda plana es

V x E=—ik x E, (2.29)
similarmente se aplica para el campo B por lo que tenemos
V x B = —ik x B. (2.30)

Con estas operaciones vectoriales en una onda plana definida, podemos evaluar

(2.2¢). El lado izquierdo de
- OB
VxE=-2
ot
es remplazado por (2.27) y el lado derecho por (2.25) resultando en una ecuacion
que conecta el campo eléctrico y magnético

—ik x E = —iwB,

utilizando la relacion entre £ = ¢ y la relacion de la velocidad de onda en términos
de las propiedades electromagnéticas del material (2.5), podemos escribir

%géxﬁzé, (2.31)
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y la segunda relacion entre los campos magnéticos y eléctricos puede generarse uti-
izan mismo pr imien r ribir iguiente maner
lizando el mismo procedimiento, para escribirlo de la siguiente manera

ﬁxézue—.

Para una onda plana
—ik x B = ie,uwﬁ,

—

1 — —
kxB=-E. (2.32)

k\/Jie

Por la definicién del producto cruz vemos que los campos eléctrico y magnético
son perpendiculares entre si, se encuentran en fase y forman un sistema de coorde-
nadas siguiendo la regla de la mano derecha con la direccién de propagacion de k.
ver la figura (2.2)

7
E B_//’//’

D :

Figura 2.1: Representacion grafica de una onda plana electromagnética. Tomemos en cuenta que
E y B son perpendiculares entre si e individualmente perpendiculares al vector de propagacién 12,
estan en fase y forman un sistema de coordenadas que siguen la regla de la mano derecha segin
las ecuaciones por (2.29) y (2.30).

Ahora, si solo nos interesan las magnitudes de los campos E'y B podemos escribir

n|E| =c|B|, (2.33)
en el vacio se toma n=1 de la relacion (2.31), por tanto
E|=¢|B|, (2.34)
para nuestra onda plana, la relacion de las magnitudes entre los campos es
3 0 (2.35)
Al Ve
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2.4. Polarizacion

En los capitulos previos se ha visto que la luz puede ser considerada como una
onda electromagnética transversal.
El desplazamiento de una onda transversal es una cantidad vectorial. Por lo tanto,
debemos especificar no solo la frecuencia, la fase y la direccién de propagacion de la
onda, sino también la magnitud y la direcciéon del desplazamiento. La direccion del
vector de desplazamiento es conocido como direcciéon de polarizacion y el plano que
contiene la direccion de polarizaciéon y el vector de propagacion es conocido como
plano de polarizacion. L
Por nuestro estudio de las ecuaciones de Maxwell, sabemos que E y H, para una
onda plana en el espacio libre, son mutuamente perpendiculares y se encuentran
en un plano normal a la direccién de propagacion, k. También sabemos que, dado
uno de los dos vectores, podemos usar (2.29) para obtener el otro. La convencion
requiere que usemos el vector eléctrico para etiquetar la direccién de la polarizacion
de la onda electromagnética.

2.4.1. Polarizacion lineal

Considérese una vibracion cosenoidal eléctrica propagéndose en direccion k con
componentes transversales E,(z,t) y E, ,(2,t) que pueden representarse como [6]

E,(z,t) = Eggcos(kz — wt + ay)i, (2.36)

Ey(z, t) = Foycos(kz — wt + ). (2.37)

Teniendo que: £ =v = =, k = nkp, con ¢ = ,%0 Siendo a, y oy, desfasamientos.
En notacién compleja . ' R
Ey(z,t) = Egge'hemwitos), (2.38)

Ey(z,t) = Ep e ih=wttan)j (2.39)

Factorizando la dependencia espacial se obtiene,

E,(2,t) = 1B,e™; E,(2) = Eyge~ikeee), (2.40)
E,(z,t) = JE, e, E,(2) = Egye "= tew), (2.41)

Los Correspondlentes Campos magnéticos pueden hallarse con la 1ey de induccién de

Faraday VxE= _W7 o su simplificacion de onda plana kx E =wB.
El campo eléctrico - . .
E(z,t) = E,(2,t) + Ey(z2,1), (2.42)

10
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Figura 2.2: Superposiciéon de ondas ortogonales, con desfasamientos a,/k y o, /k

Es una superposiciéon de ondas colineales (k;; = k?y = /{:/2:) y ortogonales.
En notacién real se observa que,

E.(z,1) E,(z,1)
=7 —cos(kz —wt + ay) = =222 2.43
o — cos( )= 2 (243
cuando o, = oy,
De modo que
Ey(zt)  Eoy
= = tana, = cte. 2.44
Fa(ed) ~ Bos ana, = cte (2.44)

siendo o, el dngulo de inclinaciéon del vector resultante, que tiene la caracteristica
de ser independiente de la posicion y del tiempo. Esto significa que el campo total
permanece en un so6lo plano, inclinado ahora respecto al eje x por el &ngulo a,.
Cuando esto sucede, se dice que el campo estéd linealmente polarizado y resulta de la
superposicion de dos campos también linealmente polarizados, ortogonales colineales
y en fase. El campo B formaria un angulo a, + 3 respecto al eje x, como se muestra
en la siguiente figura.

11
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.J'.:.,.
A
E
E?
B
o ql
- 7 E :':.1.
E?

Figura 2.3: Campo linealmente polarizado y angulo de inclinacion de E y B

2.4.2. Polarizacién circular

Otros casos importantes ocurren cuando Fo, = Ey, = Fyy oy = ap = 3 Consi-
derando las ecuaciones (2.40) y (2.41), puede escribirse para este caso

E,(z,t) = Eycos(kz — wt + ag)i (2.45)
y - X
E,(z,t) = Eycos(kz —wt + a, £ 5)] = FEpsen(kz — wt + a,) 7, (2.46)

siendo (-) para +7/2 y (+) para —m/2. Los cocientes analogos al caso anterior
son

E
— = cos(kz — wt + ay), (2.47a)
Ey
E
2 = sen(kz — wt + ), (2.47Db)
Eq

cocientes que difieren entre si, revelando que el campo resultante E 1o es linealmente
polarizado. Pero atendiendo a las ecuaciones (2.47),

1 = cos?(kz — wt + ag) + sen?(kz — wt + a)
E.N\®  (E,\’
1=(= -
(EO) i (E0> ’
por lo cual, los campos cumplen con la ecuacién de una circunferencia de radio Ejy

El+E2=E] (2.48)

12
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las dos ecuaciones anteriores se identifican como las ecuaciones paramétricas de una
circunferencia y el campo resultante traza un circulo. Si a, = o, + 7/2, el giro

es contrario a las manecillas del reloj, cuando el observador recibe a k, mientras
que si oy, = o, — m/2,gira en sentido de las manecillas. El primer caso se conoce
como giro izquierdo o levogiro y el segundo caso como giro derecho o dextrégiro. Si
a, =0y a, = +7/2 se obtiene polarizacién circular izquierda, en otro caso, cuando
a, = —m/2 el estado de polarizaciéon resultante circular es derecha.

Figura 2.5: Polarizacion circular. Giro derecho.

2.4.3. Polarizacién eliptica

Considerando el caso general de superposicion en notacion real, de las ecuaciones
(2.36) y (2.37)
E, = Eggcos(kz — wt + ay)i (2.49)

~

E, = Egycos(kz — wt + ay)) (2.50)

si Aa = oy, — a, entonces

— ~

E, = Ey,j(cos(kz — wt 4+ ay)cosAa — sen(kz — wt + a,)senAa)

— ~

E, = Ey,j(cos(kz — wt + a,)cosAa — [1 — cos®(kz — wt + a,)]*senAa)

13



CAPITULO 2. TEORIA ELECTROMAGNETICA

( )
EOCL’

E, E, < E, )1/ 2
— — cosAa=—|1— senA«
EOy E()ac < EOJ:

Elevando ambos miembros al cuadrado y tras reducir términos semejantes, resulta

E.\’ ( E, )2 E.E
)+ (=L ) -2 cosAa = sen*Aa 2.52
(EOx) Eqy Eog Eoy ( )

1/2
senAa | . (2.51)

— ~ E{L’
E, = jEy, - cosAa —

Obteniendo,

ecuacion que representa a una elipse centrada en el origen y rotada. Algunos casos
particulares son los siguientes.

1. Aa = %7, la ecuacion (2.52) se reduce a

(é)Z - (EE—J =1 (2.53)

que representa una elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados, con caso
particular al circulo, si Ey, = Ey, = Ey. La ecuaciéon (2.53) corresponde a la
polarizacion eliptica.

Tanto B como E trazan elipses en sentidos levogiro o dextrogiro.

Figura 2.6: Polarizacion eliptica: campos E y B

2. Aa =0, la ecuacion (2.52) se reduce a la igualdad (senAa = 0, cosAa = 1)
E.\* (E,\° 2E.E E, E,\°

( >+( y)_ y:( _ y) —0 (2.54)
EO:E EOy EOxEOy EO:): EOy

14
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de donde
Be 5 _, (2.55)
= — =tana, .
EOz E()y
que es la ecuacion correspondiente a la polarizacion lineal.
3. Aa =, la ecuacion (2.52) se reduce a la igualdad (senAa = 0, cosAa = —1)
E. E,\°
~ + —y> =0 2.56
(EOJC EOy ( )
de donde 7 B
EZ = _E_Z = —tana,

que también es un caso de polarizaciéon lineal.

15






Capitulo 3

Anisotropia

En el tratamiento con cristales se deberé generalizar las ecuaciones de Maxwell
y las ecuaciones constitutivas para tomar en cuenta la anisotropia, la cudl es la
capacidad de tener propiedades con diferentes valores cuando se mide a lo largo de
los ejes en diferentes direcciones.

3.1. Tensor Dieléctrico

En un medio isotropico las ecuaciones de Maxwell estdn descritas en el cuadro
2.1 y las ecuaciones materiales como:

En la mayor parte del capitulo se considerard que el medio es homégeneo, no
conductor (0=0) y magneticamente isotropico, pero permitiremos la anisotropia
eléctrica, es decir, consideraremos sustancias cuyas excitaciones eléctricas dependen
de la direccion del campo eléctrico. 3]

En general, el vector D no estara en la direccion del vector E.

En lugar de la relacion D= eE consideramos que la relacion entre D y E tienen la
forma mas simple la cual toma en cuenta el comportamiento anisotrépico, de manera
que cada componente de D esta linealmente relacionada con las componentes de F,

D, = €. By + €4y By + €. E, (3.1a)
Dy = ey By + ey 5y + €. ., (3.1b)
D,=¢e,E,+e By +eE,. (3.1c)

Las nueve cantidades - Cams €y SO constantes del medio, y constituyen el tensor
dieléctrico; el vector D es el producto de este tensor con E.

D, = ZeklEl = D) = ek, donde k=uxy,z; l=ux,9y,z2

17
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El signo de sumatoria serd omitido en la notaciéon tensorial formal. La ocurrencia
del indice | en dos lugares en el producto sera entendido como una instrucciéon para
sumar sobre todas las I’s.

Sin embargo, se retendra el signo de sumatoria y esto ayudara a evitar ambiguedades.

3.2. Propagacién de una onda plana monocromética en un
medio anisotrépico

La variacion temporal y espacial de un campo monocromatico con frecuencia
angular w,

E = E_’»w(r)efm,
estd descrita por la ecuaciéon de onda.
Aplicando VX en (2.3¢) y tomando en cuenta (2.3d) y (2.8).

V x (V x E,) — wpoeoe(w)E, =0 (3.2)

El principio de superposicion lineal es valido para las componentes monocromaticas
de campos arbitrarios. Un caso particular es el de un medio isotropico que satisface
la ecuacion de Helmholtz

V2E, 4+ wpeoe(w)E, = 0 (3.3)

3.2.1. Consideraciones Geométricas

En esta seccién consideraremos una onda plana monocromética en un material
anisotropico.
Primero analizaremos las orientaciones relativas de los vectores de onda. Podemos
representar el campo eléctrico y el campo magnético en notaciéon compleja de la
siguiente manera

E(7,t) = EelFme) (3.4a)
H(7t) = He'Fr= (3.4b)

después de sustituir las ecuaciones (3.4) dentro de las ecuaciones de Maxwell (2.3c)
v (2.3d), obtenemos

(3.5a)
wD = —k x H (3.5b)

Las relaciones de ortogonalidad (3.5) junto con la expresion del vector de Poynting
que caracteriza el flujo de energia

S=ExH, (3.6)

18



CAPITULO 3. ANISOTROPIiA
3.2. PROPAGACION DE UNA ONDA PLANA MONOCROMATICA EN UN MEDIO
ANISOTROPICO

determina las direcciones relativas de todos los vectores involucrados. En el caso
de un medio 1sotr0p1co forman una triada trirectangular E H S debido a que E
es paralelo a D, y S es paralelo a k. Sin embargo, en medios anisotropicos, no
hay vectores paralelos generales y forman dos triadas trirectangulares diferentes
(ﬁ, D, E) y (]:7, E, §) Ademas, como H es perpendicular a todos los demas vectores,
estos son vectores coplanares El hecho de que S y k ya no sean paralelos implica
que el frente de onda k y la energfa § progresan en diferentes direcciones dentro del
cristal. Estas direcciones forman el mismo angulo que el formado por D y E. Ademas,
solo los vectores D y H pero no E vibran en las superficies de fase (perpendlcular

a k). [7]

o

Bl

=\

el
i

Figura 3.1: Orientacién relativa de los vectores de campo, vectores de onda y vector de Poynting
para un medio isotrépico (lado izquierdo) y medio anisotropico (lado derecho)

3.2.2. Ecuacién de onda: Eigenmodos

Ahora, para obtener la ecuacion de onda para ondas planas monocromaéticas,
tomaremos de referencia nuestra expresion (3.5a) y procederemos a despejar H para
obtener la siguiente expresion

— — 1 —
kxE(—) =H, (3.7)
WHo

reemplazando H en (3.5b) y multiplicando ambos lados por (-1)

k x (E x E (L)> = —wD, (3.8)
WHo

multiplicando ambos lados de nuestra ecuacién por wu nuestra expresion se expresion

se reduce a . L .
kx (kxE)=—w?uyD, (3.9)
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lo cudl si colocamos en funci desarrollando nuestra expresion de lado izquierdo y
utilizando la propiedad del doble producto cruz

k(k-E)—E(k-k) = —w’uoD, (3.10)
por lo tanto nuestra expresion (3.10) queda de la siguiente manera
—Ek? 4+ k(k - E) = —w*uoD, (3.11)

si dividimos (3.11) entre k? y utilizando nuestra relacion constitutiva para D nuestra
ecuacion queda de la siguiente manera

—

= (k : E) = B~ S pocE. (3.12)
Cabe mencionar que nuestra relaciéon constitutiva utilizada anteriormente D =¢E
podemos generalizarla a lo largo de nuestras direcciones principales o nuestras cons-
tantes dieléctricas principales a lo que la expresion para la j-ésima direccion podria

expresarse como 9]
Dj = GjEj. (313)

Para realizar una interpretacion fisica, se evaluaran las componentes de la ecuacion
vectorial a lo largo de las tres constantes dieléctricas principales, por lo tanto, la
expresion (3.12) para la j-ésima componente se reduce de la siguiente manera

ki (- = w?

2 .
tomando en cuenta que ¢ = %4 n? v factorizando para E; obtenemos
k2 j

I{Zj P C2M0€j

2 (k : E) - <1 = 1 (3.15)
multiplicando ambos lados por la j-ésima componente de k

k.o 2 lioe;

k—g(k -E) = (1 - J) Ejk;, (3.16)

despejando Ejk; nuestra expresion se reduce a

k3 -
Ejk}j == J (k : E), (317)

g (1-249)

si realizamos la suma sobre las 3 componentes a lo largo de los ejes principales

3 12 o o
;kz (1—]%> B =5 (3.18)
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por lo tanto, considerando (k- E) # 0 y haciendo que ¢2 = 1/1¢o nuestra sumatoria
se reduce a

3 kQ
> ——————| =1 (3.19)
=1 k? (1 - e;?)
Ahora, si multiplicando ambos lados de nuestra expresion (3.19) por 1/n? obtenemos
3 2
S L . (3.20)
prl <n2 _ E‘é) n

Procederemos a definir los indices de refraccion principales mediante la siguiente
expresion
E .
nt=9,
€o

reescribiendo la ecuacion (3.20) y aplicando la definicion anterior podemos reescribir

nuestra expresiéon como
3 k2 1
S (3.21)
jzl k2(n? — n?) n?

La ecuacion (3.21) es conocida como la La ecuacién de Fresnel y nos permite
el calculo para los indices de refraccion en una direccion arbitraria.
Desarrollando la sumatoria de la expresion (3.21) obtenemos
k2 k2 k2 k2
L+ 2+ = —, (3.22)

(n*=ni)  (n*—=n3)  (n*—n3) n

Después de desarrollar la expresion (3.22), la ecuacion caracteristica proporciona los
valores propios (n?), los cual se escribe de la siguiente forma;

n kY + nak; + ngks]
—n’[kini(ng + ng) + kana(ny + ng) + kgng(ng +n3)]
+k*ninini = 0.

Hay que tener cuenta que los términos de sexto grado en el indice de refraccion n
desaparecen al desarrollar la expresion (3.22), y solo queda la ecuacion de segundo
grado en (n?), por lo tanto, solo hay dos valores propios para (n?) y dos vectores
propios para E. . ~
El origen fisico de este resultado es la relacion de ortogonalidad D_Ln. Hace que D
oscile en el plano de fase, permitiendo solo dos vectores independientes. La ecuacion
de Fresnel (3.22) predice la ocurrencia de dos ondas de luz que viajan a diferentes
velocidades (vfy,vs2) con diferentes polarizaciones (Ej, Es). (La indeterminacion en
el signo de los valores n y v asociados a un valor propio dado n?, se elimina por la
direccion k impuesta por la onda incidente)
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3.2.3. Propagacioén a lo largo de direcciones arbitrarias.

Para obtener los valores propios explicitamente para cualquier direccién de pro-
pagacion arbitraria, escribamos la ecuacion de Fresnel (3.22) en la forma abreviada

An* — Bn® 4+ ¢ =0, (3.23)
donde los coeficientes A, B y C se deducen facilmente de la ecuaciéon de Fresnel.
Entonces, los dos valores propios asociados a una direccion dada son

., _ B VBP-4AC

N9

27 94 24

Esta expresion también proporciona la dispersion material n = n(w) a traves de las
constantes dieléctricas €;(w)(i = x,y, 2).

Ahora, si deseamos obtener los dos eigenvectores correspondientes, entonces, toman-
do la ecuaciéon 3.12 y multiplicando ambos lados por ulg; obtenemos la siguiente
expresion

(3.24)

K2 /- o KXE 4
y <l<: - E) - 1= _¢E, (3.25)
How How
tomando nuestras direcciones principales podemos reescribir de la siguiente manera
k? k2E,
—cte = —— — €ieo L. (3.26)
How How

Ahora si factorizamos de lado derecho E; y ademas dividimos ambos lados por ¢
obtenemos la siguiente expresion

k? k>
L cte = — € El (327)
€ofow? Ho€ow?
Despejando E;
2.
E; = cte (;2—) : (3.28)
w2z

por tanto, si reescribimos nuestras relaciones anteriores podemos obtener la siguiente
expresion

} : (3.29)

E, = cte v , (3.30a)

Ey =cte | =+ : (3.30b)
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Estos dos vectores (Ec. 3.30a y 3.30b) determinan las direcciones de oscilacion
o polarizaciéon asociadas con cada modo de propagacion. Como son vectores reales,
la polarizacion plana o lineal se encuentra en ambos modos y, en general, no son
ortogonales entre si.
La ecuacion de Fresnel se puede representar mediante una superficie tridimensional
en n espacio (espacio de momento, ya que n = k/ko). Esta superficie se conoce
como la superficie normal y depende particularmente del material, es decir, de los
valores principales €,, €, €.

3.3. Analisis de la polarizacién

La polarizacién de las dos ondas propagandose en un medio anisotropico es
determinada por los vectores E; y Ey de la expresion (3.30). Para un medio trans-
parente ambos vectores son las dos ondas reales que estan linealmente polarizadas,
sin embargo, es conveniente trabajar con el vector de desplazamiento D en lugar de
E, debido a que D es perpendicular a k.

Partiendo de la ecuaciéon 3.11 podemos obtener D despejandole de dicha expre-
sion, por tanto obtenemos

1
w? ko

factorizando k2 en el segundo miembro de la igualdad, obtenemos

P~ () (-5 E-9)

finalmente podemos obtener que

D=-—

[—EkQ + k(k - E)] :

D = (n*e) | E— ik B)| (3.31)

donde se han utilizado las relaciones (k2 /w?po = n%ey) y k/k = k.
En un sistema de ejes (X’,Y7,Z’) tal que Z’ sea paralelo a k, la componente D,
desaparece y el problema se simplifica a dos dimensiones, D,» y D,,. Entonces k =

~

k. =(0,0,1) y la ecuaciéon (3.31) puede ser escrita como,

Dy = n*egEy, (3.32a)
D =n2eE. . (3.32b)

donde E,| es la proyeccion de E en el plano X'Y’. Ahora se puede obtener la
correspondiente ecuacion para el plano X'Y’.
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aonzﬁ D
41
Eo lEl
b ]
Z
- “—_- >
o B o Y,
en E-u u k

Figura 3.2: Orientacion relativa de E,ﬁ y E al elegir Z’ a lo largo de la direccién de propagacion
k (D, =0).

En medios anisotropicos 'y D estan relacionados por medio de la ecuacion

E = (le—lﬁ) : (3.33)

€0

donde €' es el inverso del tensor dieléctrico (Tensor de impermeabilidad) de manera
que al sustituir esta expresion en la ecuacion (3.32) y escribirla a lo largo de las
direcciones X’,Y’, se obtiene:

Di/ = n2€0Ei/,

1 -
b=t (2) 9,5.]

al multiplicar ambos lados por (1/n?) y reacomodando términos, obtenemos

n2

[(e—l)i,j, - (%) 5,-,]-,} Dy =0, (3.34b)

1
( ) Di’ = (G_I)i/j/Dj/7 (334&)

Introduciendo el tensor de impermeabilidad como

s = { (Darar (Vv } | 3.35)

por tanto la ecuacion (3.34) puede escribirse como
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_L YO !
im0 .
2

T]x/y/ ny/y/ — n— Dy/

Nuevamente para que existan soluciones no triviales el determinante de la matriz
debera desaparecer

! _l a4
AR .

nw’y’ ’]7y/y/ — ?

resolviendo el determinante de la expresion (3.37)

/ 1 1 2
Ny — ﬁ My'y' — E = Nty = 0,

1

1 2
T]:E’:E’ny’y’ — ﬁ (T]:E’:E’ —'— ny/y/) + ﬁ — ’r]m,y, e 0’

1 1
nt (Nwrar + Nyryr) (ﬁ) * (nx’x’ny’y/ - ni’y’) =0,

haciendo un cambio de variables para simplificar la expresion anterior con A = 1,
B = — (Nt + Nyy) ¥ C = (Narwrtyry — 02, ) » Obtenemos la siguiente expresion:

A (%)2 +B (%) p— (3.39)

De la ec. (3.38) obtenemos dos eigenvalores que son (n%) y (%), correspondien-
1 2

do a los dos modos propagandose a lo largo de 2’. La ecuacion (3.36) proporciona
dos eigenvectores asociados D, v D, y estos dos eigenvectores deberan ser ortogo-
nales, D - Dy = 0, debido a que el tensor n;;; es simétrico. El resultado descrito
solo permite usar la elipsoide de indices para encontrar graficamente los dos indices
de refraccion y las dos direcciones correspondientes de D asociadas a una direccion
arbitraria IZ, en el cristal.

Debido a que el tensor inverso (e1);; estd asociado con la elipsoide de indices, el ten-
sor bidimensional n;; en la ecuacion (3.35) estard asociado con la elipse resultante
de la interseccion de la elipsoide de indices (Ver Apéndice A) y el plano perpendicu-
lar a k 1 2. Una vez que el tensor es diagonalizado, los dos semiejes de la elipse son
iguales en longitud a n; y ns, y las direcciones de los vectores Dy y Do son paralelos
a los ejes de la elipse.
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Figura 3.3: En esta figura, se ha dibujado la elipse resultante de la intersecciéon del indice del
elipsoide y el plano perpendicular al vector de onda k. Los ejes principales de la elipse determinan
las direcciones de oscilacion de los vectores D; y 52, y las longitudes de sus semiejes determinan
los valores ny y no del indice de refracciéon correspondiente.

Figura 3.4: Orientacion relativa de los vectores E D S Y. k para dos modos de propagacion a | lo
largo de la direccion k = k/ k. Mientras que los vectores D1, D2 son ortogonales, los vectores El,
E2 no lo son.
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Capitulo 4

Actividad Optica

Alrededor de 1812, Jean-Baptiste Biot observé la rotacion del plano de polariza-
cion de un haz de luz al atravesar un cristal de cuarzo cortado paralelamente a su eje
optico, también observo que ciertos compuestos organicos, ya sea en estado solido,
liquido, gaseoso o disueltos, rotaban el plano de polarizacion, independientemente
de su estado de agregacion. El azticar es dextrogira tanto en forma cristalina como
en disolucion, sin embargo, el cuarzo fundido, no produce tal efecto. Biot lleg6 a la
conclusion de que la rotacion del plano de polarizacion de los compuestos organicos
es una propiedad molecular, es decir son asimétricas, mientras que la rotaciéon del
cuarzo serfa debido a ordenamientos asimétricos de moléculas simétricas. En len-
guaje actual las moléculas asimétricas en el sentido de Biot se denominan quirales,
y las asimétricas, aquirales.

Hoy sabemos que no existen moléculas (Si03) ni en forma cristalina , ni en el cuarzo
fundido, por lo que no puede ser quiral. Anos despues, John William Herschel descri-
bi6 la existencia de caras hemiédricas en los cristales de cuarzo, es decir, cristales en
los que s6lo aparecen la mitad de las caras para la méaxima simetria que permite el
sistema cristalino. Herschel descubrié que existen dos tipos de cristales hemiédricos,
los que solo tienen caras hemiédricas izquierdas y los que solo tienen caras hemié-
dricas derechas, y que son imagenes especulares unos de otros. Herschel correlacion6
la rotacion optica del plano de polarizacion con la hemiedria. Los cristales izquier-
dos eran levégiros y los derechos, dextrogiros. Esto supuso la primera confirmacion
independiente de la relaciéon estructura molecular- actividad optica propuesta por
Biot.

Este capitulo ofrece una introduccion a la actividad 6ptica con un enfoque especial
en su descripcion teoérica, no se puede ofrecer una revision completa del tema, pero
se trata de ser lo suficientemente detallados como para lograr tener una comprension
bésica de las caracteristicas fisicas de la actividad 6ptica.

4.1. Descripcion teoérica

La teoria de la actividad Optica desarrollada en esta secciéon se basa en una des-
cripcion de la interaccion de la luz obteniendo los modos normales del sistema.
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La actividad optica se puede definir como la rotacién de la polarizaciéon de una onda
electromagnética polarizada linealmente a medida que pasa a través de una sus-
tancia quiral. Este comportamiento se relaciona directamente con la birrefringencia
circular, es decir, los diferentes indices de refracciéon para la radiaciéon polarizada cir-
cularmente hacia la izquierda y hacia la derecha. Para una propagaciéon en direccion
z, los vectores de campo eléctrico pueden escribirse como

— 1 ~ ~ -
Err=—=FEy(i £ij)e e 4.1
= (i) (4.1
donde ¢p p = wt — kr rz y k = £ng g, donde igualmente np r es el indice de refrac-
cion del medio para la polarizacion a izquierda y la polarizacion a derecha.[11]
Ahora, si superponemos dos ondas electromagnéticas polarizadas circularmente ha-
cia la izquierda y hacia la derecha tendriamos un campo total de la siguiente forma

5@ o 1 5 —iw(t—12

FE = EL + ER = E2EOZ€ (t ¢ ) (42)
Dicho resultado nos representa luz polarizada linealmente del doble de la magnitud
individual y que oscila en el plano a lo largo de la direcciéon del vector 1.

La quiralidad fué concepto introducido por Lord Kelvin para describir objetos

geométricos que carecen de simetria de espejo, estd presente en el mundo natural y
da como resultado propiedades opticas sensibles a la polarizacion (dicroismo, birre-
fringencia) de los materiales.
Un medio quiral tiene diferentes indices de refraccion para las componentes izquierda
y derecha de la luz polarizada circularmente, por lo tanto, una de las componentes
viaja mas rapido que la otro causando una diferencia en sus fases. La superposiciéon
entre estas dos componentes dan como resultado

pa—y pa—y pa—y E A A . nrz A A . n z
E=FE,+Ep= 7% [(z + ij) e~ (=) 4 (z - ij) e*’“(tf%)} . (43)

donde podemos desarrollarlo de la siguiente manera:

Sea, npz
¢ =t — —= (4.4)
c
Y NRz
Opr=1— — (4.5)
entonces

|: e—io.)(Z)L :| EO |: 6—iw¢R :| B EO |: 6—7qu§L+€—iw¢R
ie WL -

Ly
V2
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factorizando

E() e—iwd)TL <6_iW¢TL + 6—7Lw¢r+iw¢TL
0 4.7
\/§ ie_iwd)TL <€—iw¢TL _ e—iwcf)R+iw¢TL) ( )
E e—iw%—iw% (6—zw%+zw% + e—zw%—&-zw%
0
(4.8)

\/5 ie—iw%—iw% <e—iw¢TL+iw¢TR _ e—iwd)TR+iw¢TL)

Al llegar a este punto, podemos factorizar la parte exponencial de la siguiente
—iw

manera = (¢r + ¢r) y =2 (¢, — ¢r). Por tanto, utilizando las expresiones (4.4) y

(4.5) ademés de las relaciones n = "2 y An = n;, — ng obtenemos:

. 5 %Anz _T:”Anz
@e-w(f-c@{ e C ] (4.9)

\/5 An Anz

utilizando las relaciones de Euler para las funciones seno y coseno, obtenemos:

1 R z2wAn A 2wAn
= —2F, |1 —7 4.1
7 0 lzcos ( o» ) jsen < o )1 , (4.10)

donde An es la diferencia entre los indices de refraccion asociados a la rotacion
izquierda y derecha y n = “.3"& su promedio. Mientras pasa a través de un medio
quiral, la radiacién incidente permanece polarizada linealmente, pero su plano de
polarizacion es girado por « (ver figura 4.1 ). En resumen, se observa actividad
6ptica cuando el medio presenta birrefrigencia circular.

je2 A% _ jeac

a=-An. (4.11)
2c
El 4ngulo de rotaciéon « es proporcional a la diferencia de los indices de refraccion.
Para o > 0, es decir, ng < ny la muestra es llamada Dextrogira y para o < 0
ng > ny Levogira.
Por tanto nuestra ecuacion 4.10 se puede reescribir de la siguiente manera

o= z(nL—nR), (4.12)

A
la cual es similar a la ecuaciéon que Biot ajusté a su experimentos. Dado que la
refraccion y la absorcion son fenémenos intimamente relacionados, significa que un
medio 6ptico activo no solo tiene que dispersar, sino que también absorbe la luz po-
larizada circular derecha e izquierda de manera diferente. La luz absorbida comienza
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Figura 4.1: Vector de campo eléctrico de luz polarizada linealmente descompuesta en sus compo-
nentes polarizadas circularmente a la derecha e izquierda (izquierda), vector de campo eléctrico
girado después de su paso a través de un medio 6pticamente activo (centro) y polarizacion eliptica,
especificada por el dngulo v, descompuesta en componentes polarizados circularmente izquierda y
derecha de diferente amplitud (Derecha).

a tener una polarizaciéon de forma eliptica, la cudl esta representada por luz polari-
zada circularmente hacia la izquierda y hacia la derecha con diferentes amplitudes,
como se indica en la figura 4.1 (Derecha). Podemos introducir ahora el termino de
elipticidad ¢ el cual se puede obtener tomando la relaciéon entre el eje mayor y el
menor de la elipse, que son simplemente la diferencia y la suma de las amplitudes
de las dos componentes circulares de la radiacién incidente

(4.13)

si F'r es mayor que Ey, la elipticidad se define como positiva y el vector del campo
eléctrico es atenuado por el medio. La atenuacion se describe mediante el indice de
absorcion n’. La amplitud de un campo electromagnético polarizado linealmente que
se propaga en direccién z, sobre una distancia [ sigue la ley de Beer-Lambert

27l 7

E = Epe 37, (4.14)

entonces la elipticidad (Eq. 4.13) puede ser escrita como

tany) = 5

2wl 7 ) (415)

— tanh Rl (n!, — m] | (4.16)

donde n’, y n), son los indices de absorciéon para la luz polarizada circularmente
izquierda y derecha respectivamente. Si utilizamos la aproximacion para pequenas
elipticidades es posible reescribir como

T

VP = X (np —nf). (4.17)

Esta ultima expresion muestra que la elipticidad en funcion de la diferencia entre los
indices de absorcion (ny —n’ ), en otras palabras, el dicroismo circular del medio.
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4.2. Materiales Opticamente Activos

Los materiales 6pticamente activos son materiales con simetria quiral, es decir
carentes de simetria de algtin plano espejo cristalino, de manera que al enviar un
haz de luz con polarizacion lineal se observa una rotacion en el plano de vibracion
del vector de campo eléctrico E durante la propagacion del haz de luz. La rotacion
0 es proporcional a la longitud de trayectoria recorrida a través del material y la
cantidad de rotacion por unidad de longitud es conocida como potencia rotaroria
especifica, definiéndola como:

0
l

p=-, (4.18)

la cual es dependiente de la longitud de onda (es decir tiene un comportamiento
dispersivo). A la actividad 6ptica algunas veces se le conoce como rotacion natural,
para distinguirla de la rotacion magnética (efecto Faraday).

De acuerdo al sentido de la rotacion y con respecto al vector de propagacion, uno
puede distinguir materiales dextrogiros y levogiros la rotacion de E en el sentido de
las manecillas del reloj para un observador que recibe la luz), siendo p positivo y
negativo respectivamente.

Dentro de los medios quirales isotropicos, los vectores de campo electromagnéti-
co describen una hélice, esto es una consecuencia del hecho de que los indices de
refraccion para las ondas polarizadas circularmente derecha e izquierda difieren li-
geramente. Considerando estos hechos, Fresnel propuso que la forma quimica de los
cristales quirales y en particular del cuarzo cristalino es esencialmente helicoidal.
Respecto a esta suposicion se debe mencionar que el cuarzo fundido es 6pticamente
isotropico, mientras que el cuarzo cristalino es 6pticamente activo, asi también como
birrefringente, aunque el cuarzo cristalino presenta dos estructuras cristalinas: una
del tipo dextrogira y otra levogira.

Investigaciones posteriores confirmaron el postulado de Fresnel, encontrando activi-
dad optica en el cuarzo cristalino. La forma de mano derecha del cuarzo cristalino
es mostrada en la figura 4.2

Si el paso de la hélice es més pequeno que la longitud de onda, el medio periédico
puede ser tratado en 6ptica como macroscopicamente homogéneo. Muchos problemas
en Optica de cristales quirales estan todavia sin resolver, debido a que las propiedades
de tales medios son dificilmente incorporadas en el sistema de referencia de los
modelos homogéneos. Las dificultades principales vienen de la falta de simetria de
estos medios y de la naturaleza no local de la actividad optica.

Para un nimero de substancias y rangos de longitudes de onda, la dependencia de
p(A) puede ser aproximada mediante la relacion de Cauchy:

B
p=A+;. (4.19)
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\\ 3 TS A
~,
c = @ Silicon
O Oxygen
A
Figura 4.2:

4.2.1. Introduccién al tensor ¢;; (w, E)

El tensor dieléctrico o de permitividad €;; (E, w), toma en cuenta la dispersion es-

pacial que se aplica a los cristales. Se muestra que la formulacion del tensor ¢;; (lg, w)

y su uso dentro del marco de la electrodinamica macroscopica son posibles solo bajo
la condiciéon ka << 1, siendo a la constante de red (El parametro de red hace refe-
rencia a la distancia constante de las celdas unitarias o "dimension de cada celdagon
respecto a su estructura cristalina). Por tanto, la dispersion espacial es débil en la

optica de cristales, y la funcion e;; (E,w) 0 €ji (E, w) puede ser reemplazada por

una expansion en serie en potencias ka. Se discute la forma del tensor e; (k;,w)

para cristales gyrotropicos en las siguientes secciones.

4.2.2. Dispersion temporal y espacial

Para describir la actividad 6ptica, no es suficiente apoyarse en la dispersion tem-
poral, la cual es la dependencia entre € y w.
Hay una dependencia adicional de e respecto del vector de onda k que se conoce
como dispersion espacial, la cuél permite describir la birrefrigencia circular.
Al incluir la dependencia de € en funcién de k y w se tiene:

p— (E w) . (4.20)

Puede mostrarse que las propiedades de €;; son:
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Realeza : €;; <E,w> =€} (E, —w) (4.21a)
) =i

Onsager : € (E,w = € —E,w) (4.21Db)
Hermitianicidad : €;; </g7w) =€ (E, w) (4.21c)
4.2.3. Tensor de impermeabilidad
De la relacion lineal
se puede obtener
Ej = [E_l]ijDz‘. (423)

Al tensor inverso del tensor de permitividad se le conoce como tensor de imper-
meabilidad, y se denota por

ey = 5[(671)71]@- (4.24)

Nij
Al incluir las dos dispersiones mencionadas, el tensor dieléctrico se escribe

€ij (E,w) = €5(w) + iy (w)ki, (4.25)

donde el primer termino describe la dispersion temporal y el segundo, la disper-
sion espacial de primer orden.
Aplicando esta notacion al tensor de impermeabilidad, se describe éste en forma
compleja y considerando que no hay atenuacion, entonces:

Nij (E,w) = i (w) + iviji(w)k;. (4.26)

El factor ik; del segundo término equivale a la derivada parcial respecto a la
coordenada z;, es decir 0, para una onda armonica plana. Esto es:

— 1 — d
E; (k,w) = gmj <k,w> D; <k‘,w>
1 )
= o (i (w) + ikyyiz(w)] D,
1 ) 1
= —nij(w)D; + (ik)) —vij(w) D;
€o €0

1 1
= —n;;(W)Dj + —ij(w)aD;
€0 €0

_ %mj(w)pj (E w) + %%ﬂ(w)a%Dj (E w) . (4.27)
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Indicando una dependencia adicional con 9;D; en la generalizacién al caso de la
onda plana.

Las propiedades de simetria de ¢;; corresponden a las propiedades de 7;; (E, w)

Por tanto la hermitianicidad para n es n;; (E, w) =15 (E, w) , €N consecuencia

77;1‘ (EM)) = nji(w) + ikl%il(w)

= 1ij(w) — ki (w). (4.28)
donde:
—%{jz = Yij
entonces
—Yji(w) = Yiji(w)

y 7y resulta antisimétrico respecto a ¢ y j.

4.2.4. Tensor y Vector girotropico

El tensor girotropico G se define como

k
Gsl (ka CU) = 577;]'1 (w>€5ij

V231 Y232 Y233
k=1 v Y12 713 |, (4-29)
Y121 Y122 7123

donde v, €4; = 15 con solo 9 componentes distintas.
Vemos que se considera la secuencia 1,2,3 del siguiente modo: para 23 el siguiente
indice es m=1, para 31 m=2 y para 12 m=3. De esta manera podemos formar el
tensor 7, ,, que presenta una reduccién de componentes.
La contraccion puede hacerse porque de 3% elementos distintos, la simetria respecto
a 1,j los reduce en 3%, o sea 3° — 3% = 18. De estos se deben excluir también a los
111,112,113,221,222,223,331,332,333, lo cual sélo deja 9 componentes.
El segundo término de nij(lg, w) se puede considerar como una perturbacion An;;, o
sea,

. 1
Anij = ik = é%ﬂeijsesijkl

— %Gsl(ka <"))€z'j'skl
iGSleijSul (430)

donde u; = Lk;.
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El vector girotropico g(k,w) = G(k,w) - @ incluso se puede indicar como

Js = asuy. (4.31)

Asi
Anij = €575 (4.32)

Puede tomarse el caso en que @ || é3. Entonces =3 tomando a @ como unitario.

Sabemos que

gs = Gszus, s=1,2,3 (4.33)

lo cual si aplicamos cada subindice s podemos obtener la siguiente expresiéon
matricial

G G Gi3 0 Gi3
G=| Ga Gz Gz 0= Gz (4.34)
Gz Gz G 1 Gis3

Y en ese mismo caso se tiene que:
Anij = i€ijsGs- (4.35)
Donde obtenemos los siguientes valores de forma matricial

iGQg —iGlg 0
Si la simetria del medio impone que €; = €j;, 17;; = 1;i Pero Vi = —;i1, Por lo

que v = 0y G = 0 entonces esto nos llevaria a que no habria actividad 6ptica
en el medio.

Si tomamos como ejemplo un material diélectrico ideal o centrosimetrico tenemos
la siguiente expresion

. 1 . ' .
Ei (k’,u]) = _77ij<w)Dj (k:,w) -+ ikl’)/ijl(W)Dj (k,w) y (437)
€0 €0
de la ecuacién
1

Anjj = ;kl%jl(w)- (4.38)

Obtenemos la siguiente expresion

. 1 . ; .
Ei (k,w) = —’I]ij(W)Dj <k,w> + ieijsgsDj <k,w> N (439)
€o €o

o podemos reescribirla de forma vectorial
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E <E,w) = é [n(w)] D (E, w) — ég x D (E, w)
~ L p (Ew) + 1P (E w) X §. (4.40)

€0 €o

Si el vector de propagacion fuera paralelo al vector de propagacion k entonces

0
G
como Gi3 = Gz = 0.
Entonces tenemos
0 1Gs3 0
0 0O O

Cuya expresion corresponde a la estructura del tensor en el cual se mencion6
como ejemplo un material dieléctico isotropico.

4.3. Ondas planas monocromaticas en medios 6pticamente
activos

Ahora vamos a considerar una onda plana monocromética con su vector de onda
correspondiente £ = kk propagandose por un médio isotropico opticamente activo.
La ecuacion bidimensional de los eigenvalores esta descrita de la siguiente manera

0= D, {(el)lj ! (54 : (4.43)

n2

Para un meédio isotropico y k propagéandose a lo largo de Z,

% iGss 0
(e M)y = | —iGss % 0 |, (4.44)
0 0 %

entonces la ecuacion (4.43) puede ser escrita como

n

1 _ 1 ;
o (G HD1 } = 0. (4.45)

: 1 1
—iGi33 w n? Dy

La ecuaciéon de compatibilidad es
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4.3. ONDAS PLANAS MONOCROMATICAS EN MEDIOS OPTICAMENTE ACTIVOS

L — = G

€ n? _
® G 11| 0. (4.46)
cuyas soluciones son
1 1
= = G 4.47
n% € 335 ( a)
1 1
_ = = 4 G, 4.47b
TL% € + G ( )

tomando en cuenta que G33 < 1/€y, por tanto la ecuacion (4.47) se reescribe
como

1

ny =mng+ §n0€0G33, (448&)
1

N9 = Ng — §TLO€0G33, (448b)

siendo ng el indice de refraccion en ausencia de actividad 6ptica.
Tomemos en cuenta que solo la componente (G35 del tensor girotrépico, que pertenece
a su parte simeétrica, determina los valores del indice. Por lo tanto, a menudo se hace
referencia a esa parte simétrica de G;;, como el tensor girotrépico.
Los vectores propios correspondientes son los siguientes. Para n=n;:

representando un giro dextrogiro D en el plano XY. Del mismo modo, para n=ny
D1 - ZD2 == 0, (450)

correspondiendo a un sentido levégiro de D.

En resumen, los modos normales de polarizacion para una onda monocromatica
plana propagandose en un medio opticamente activo son dos ondas polarizadas cir-
cularmente de signo opuesto, con diferencia de indices An = ny — ny = ngegGss.
La diferencia de indices esta relacionada con la birrefrigencia circular que influ-
ye para lograr una rotacion en el plano de polarizacion dado por la ecuacion 4.11
a = 5zAn. De esta manera con los resultados anteriores se puede concluir que un
medio que esta descrito por el tensor de impermeabilidad descrito por la ecuacion
4.39 producird una rotacion en el plano de polarizacion de la onda onda polarizada
linealmente incidente.

Si el cristal es uniaxial y la luz se propaga a lo largo del eje 6ptico, se aplican los
mismos resultados.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizdé un estudio teérico de los modos electromagné-
ticos que pueden existir en un médio anisotropico, en el cual se estudia la polari-
zacion de sus campos electromagnéticos, y asi mismo esta teoria permitio describir
la actividad optica en funcién de estos modos normales realizando previamente una
generalizacion del vector de desplazamiento en fucién de el campo eléctrico lo que
condujo a obtener el tensor girotropico el cual describe matematicamente dicho fe-
némeno.

Se describi6 la propacion de una onda mocromatica plana en un cristal 6pticamente
activo de modo que la actividad optica es el resultado de la interacciéon entre el mé-
dio y y la superposicion de dos ondas planas polarizadas circularmente a izquierda
y derecha , las cuales se propagandose de manera independiente a diferentes veloci-
dades, siendo absorbidas de manera diferente en algunas regiones de frecuencia Se
utilizaron las relaciones constitutivas que definen algunas propiedades 6pticas de los
cristales junto con las ecuaciones de Maxwell que explican el fenénemo de la birre-
fringencia por la interacciéon de los campos eléctricos y magnéticos con el medio a
través de la anisotropia del tensor dieléctrico.

Se realiz6 un estudio sencillo de la propagacion de ondas electromagnéticas en un
medio uniaxial lineal, homogéneo y sin pérdidas que es Opticamente activo y se
coloca en un campo magnético constante, en dicho medio la rotaciéon de polariza-
ciéon lineal es una consecuencia de la birrefrigencia circular la cudl es el resultado
de la diferencia entre dos indices de refracciéon asociados a cada polarizacion circu-
lar izquierda o derecha, ademéas cabe mencionar que el elipsoide indice o indicatriz
Optica se puede considerar como una construcciéon geométrica para visualizar los
parametros de propagacion de una onda.
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