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С. М. Дюндик, О. В. Кісь 

 

Наведено результати теоретичних досліджень динаміки машинно-

тракторного агрегату з урахуванням впливу профілю опорної поверхні. Вста-

новлено, що в процесі роботи машинно-тракторний агрегат піддається впливу 

безлічі зовнішніх факторів, що призводять до зміни вертикальних наванта-

жень на ходову частину та двигун. Складено математичні моделі динаміки 

трактора та машинно-тракторного агрегату у складі трактора шарнірно-

з’єднаної компоновки і причіпної сівалки. Такі моделі дозволяють досліджува-

ти динаміку та коливальні процеси багатоелементних агрегатів. Сформовано 

математичну модель динаміки колеса трактора. Визначено швидкості руху 

та кути орієнтації елементів машинно-тракторного агрегату у просторі. Ро-

зраховано вплив профілю опорної поверхні на елементи агрегату при русі по 

полю, що підготовлено під сівбу та полю після оранки. Теоретичні дослідження 

впливу профілю опорної поверхні на динаміку машинно-тракторного агрегату 

виконано на прикладі трактора ХТЗ-242К та сівалки Vega-8 Profi (Україна). 

При русі рама сівалки має меншу амплітуду віброприскорень ніж трактор. 

Відповідно, трактор має більшу енергію коливань тому, що трактор спира-

ється на ґрунт через колеса, які мають відповідну жорсткість. Сівалка руха-

ється із заглибленими робочими органами у ґрунт, що приводить до зниження 

амплітуди коливань. Найбільша енергія амплітуди віброприскорень рами сівал-

ки у вертикальному напрямі спостерігається на частотах 15,9; 23,44; 35,3 та 

42,87 Гц. Визначено, що підвищення робочих швидкостей руху сільськогоспо-

дарських агрегатів призводить до того, коливання всіх складових елементів 

досягають значних величин. Це тягне за собою підвищення динамічних наван-

тажень на ґрунт, і як наслідок, переущільнення. 

Ключові слова: машинно-тракторний агрегат, коливання елементів рами, 

математична модель колеса, профіль опорної поверхні, амплітуда віброприс-

корень, спектральна щільність висоти профілю. 

 

1. Вступ 

На робочий процес машинно-тракторного агрегату (МТА) впливають без-

ліч зовнішніх факторів, які призводять до виникнення додаткових вертикальних 

навантажень на ходову частину та двигун агрегату. Наприклад, це неоднорідно-

сті фізико-механічних властивостей оброблюваного ґрунту, нерівності дорож-

нього полотна, нерівномірність тягового опору з боку агрегатованої сільського-

сподарської машини. Ці впливи носять випадковий характер і описуються ви-
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падковими функціями. Крім того, сам машинно-тракторний агрегат, його дви-

гун або трансмісія також є джерелами коливань та вібрацій. 

Коливання трактора викликають переущільнення ґрунту, що ускладнює 

пророщування рослин і призводить до зниження родючості ґрунтів. Окрім цьо-

го, коливання призводять до порушення агротехнічних вимог, створення не-

сприятливих умов вирощування рослин (порушується глибина обробітку ґрун-

ту, закладення насіння, тощо). Коливання знижують тягово-зчіпні властивості 

трактора, погіршують умови праці водія працездатність, надають шкідливий 

вплив на роботу механізмів, викликаючи їх передчасний знос. Тому досліджен-

ня, які присвячені оцінці впливу профілю опорної поверхні на динаміку ма-

шинно-тракторного агрегату, є актуальними. 

 

2. Аналіз джерел інформації та постановка проблеми 

В роботах [1, 2] конструкцію трактора досліджено, як велику кількість інер-

ційних мас, з'єднаних валами, зчепленням, пружними муфтами та іншими пруж-

ними елементами з різною тангенціальною жорсткістю. Ці деталі конструкції 

утворюють складні інерційно-пружно-дисипативні коливальні системи, взаємо-

дія яких здійснюється за допомогою пружних і дисипативних елементів [3]. 

Пружні елементи мають здатність накопичувати потенційну енергію. Пру-

жні властивості мають всі пружинні елементи конструкції та пневматичні шини 

– колеса, що піддаються радіальній та тангенціальній деформаціям. 

Дисипативні елементи мають властивість дисипації (розсіювання) енергії. 

Дисипація енергії відбувається за рахунок розсіювання тепла, викликаними си-

лами внутрішнього тертя, що виникають від тертя поверхонь деталей конструк-

ції або гідравлічним (в’язкостним) тертям рідини об стінки гідросистеми вна-

слідок механічної роботи. 

Скласти найбільш повну динамічну модель трактора або агрегату з висо-

кою достовірністю результатів є складною задачею. Розрахунок вертикальних 

прискорень та динамічних навантажень в системі «агрегат-трактор-трансмісія-

двигун-остов» виконується через дослідження спрощеної динамічної моделі 

ідеалізованого трактора або агрегату.  

В такому випадку, замість реального МТА приймається еквівалентна в ди-

намічному відношенні розрахункова схема (фізична модель). До складу моделі 

входять інерційні маси, які замінюють окремі рухомі маси, пружні елементи, та 

елементи що характеризують податливість деталей трансмісії [4]. 

Для теоретичних досліджень і розрахунків коливань елементи трактора та 

агрегату схематизуються та спрощуються з урахуванням того, що елементи які 

мають незначний вплив на поведінку коливальної системи в цілому не врахо-

вуються [5]. Необхідно зазначити, що в роботі не досліджено вплив різних 

профілей опорної поверхні на коливальні процеси. 

МТА є складною системою для аналізу, тому для її спрощення приводять 

всі жорсткості пружних зв'язків, моменти інерції і коефіцієнти демпфірування 

до одного елементу, зазвичай до колінчастого валу двигуна [6]. Однак в роботі 

не досліджено просторові коливання елементів МТА. 
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Для визначення коефіцієнтів демпфірування в механічних системах зазви-

чай використовуються емпіричні результати, які засновані на спостереженнях 

за затухаючими коливаннями [7]. 

Математичні моделі технічних об'єктів повинні відображати фізичні влас-

тивості об'єктів, при цьому моделі повинні бути якомога спрощеними, але такі 

математичні моделі повинні бути адекватними. Модель вважається адекватною, 

якщо відображає результати з прийнятною точністю або узгодженістю теорети-

чного та експериментального результатів. 

Але залишилися невирішеними питання, пов'язані з розробкою математич-

ної моделі МТА, що неминуче пов'язане з ідеалізацією досліджуваного об'єкта. 

Одним з основних зовнішніх впливів, що впливають на виникнення дина-

мічних зусиль на ґрунт при русі мобільних агрегатів, є нерівності поверхні [8]. 

Суттєвою особливістю нерівностей поверхні ґрунту є те, що вони відносяться 

до категорії випадкових в ймовірносно-статистичному сенсі. Фактичні значення 

і характер зміни можуть бути визначені тільки експериментально. Випадковий 

характер нерівностей полів являє собою головну особливість умов руху мобі-

льних агрегатів і, отже, динамічних зусиль, що передаються рушіями на ґрунт. 

Відповідно, динамічні зусилля на ґрунт матимуть також випадковий характер. 

Зі збільшенням швидкості руху агрегатів частота збурюючого впливу нерівнос-

ті ґрунту підвищується [8]. В роботі досліджено частоти збурюючих впливів 

нерівностей ґрунту та їх вплив на елементи МТА в одній площині. 

Підвищення робочих швидкостей руху машино-тракторних агрегатів – один з 

найважливіших резервів зростання продуктивності праці в сільському господарст-

ві. З підвищенням швидкості руху машин в умовах проведення сільськогосподар-

ських робіт коливання їх досягають значних величин, що тягне за собою підви-

щення динамічних навантажень на ґрунт, а отже, збільшення ущільнення [9]. 

В роботі [10] визначено вплив нерівностей полів на плавність ходу сільсько-

господарських машин. Розраховано статистичні властивості нерівностей полів [8]. 

Встановлено, що значення статистичних параметрів та характеристик змінюються 

в широких межах в залежності від ґрунтового фону та напряму обробки [11]. 

Однак попередніми дослідженнями не враховувались коливання елементів 

машинно-тракторних агрегатів у просторі, тобто досліджувались коливання 

лише в одній площині. 

Таким чином, дослідження динаміки МТА з урахуванням впливу профілю 

опорної поверхні є перспективними через урахування коливань в трьох вимір-

ному просторі та висоти профілю опорної поверхні для окремого колеса. 

 

3. Мета та завдання дослідження 

Метою дослідження є оцінка динаміки машинно-тракторного агрегату з ура-

хування впливу профілю опорної поверхні. Це дає можливість розробити методи 

зниження коливань елементів агрегату, покращити керованість та стійкість.  

Для досягнення поставленої мети необхідно виконати такі завдання: 

– скласти математичні моделі динаміки трактора та МТА у складі трактора 

шарнірно-з’єднаної компоновки; 
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– скласти математичну модель колеса трактора, що враховує висоту профі-

лю опорної поверхні; 

– визначити вплив висоти профілю опорної поверхні на динаміку трактора 

та агрегату;  

– підтвердити адекватність розробленої математичної моделі трактора та 

агрегату проведенням експериментальних досліджень. 

 

4. Матеріали та методи дослідження динаміки машинно-тракторного 

агрегату з урахування впливу профілю опорної поверхні 

Дослідження динаміки трактора з шарнірно-з’єднаною рамою, що врахо-

вують нерівності опорної поверхні, потребують складання кінематичних схем, 

динамічних та математичних моделей досліджуваної машини. 

При складанні математичних моделей трактора та агрегату були прийняті 

наступні припущення: елементи МТА досліджено, як абсолютно тверді тіла та 

весь агрегат симетричний щодо поздовжньої площини. Коливальні процеси в 

елементах агрегата створюються нерівностями (профілем) опорної поверхні та 

неоднорідностями фізико-механічних властивостей ґрунту. 

Не враховувалися процеси, які відбуваються в гідроприводі рульового керу-

вання; втрати тиску в гідросистемі; фізіологічні особливості організму оператора. 

Також не враховуються процеси, які відбуваються в трансмісії; не враховува-

лися динамічні характеристики двигуна в процесі розгону та гальмування агрега-

ту. Бічні зусилля на шинах обмежені зчепленням коліс з опорною поверхнею. 

 

4. 1. Динамічна та математична модель трактора 

Розв’язання проблеми динаміки трактора та агрегату з урахуванням коли-

вань в трьох вимірному просторі потребує складання кінематичної схеми 

(рис. 1) та динамічної моделі трактора з шарнірно-з’єднаною рамою (рис. 2). 

На схемах (рис. 1, 2) та математичній моделі динаміки трактора та МТА 

використано наступні позначення. XOYZ – глобальна система координат. xoyz – 

зв’язана система координат. т. о – центр мас трактора та т. О – центр глобальної 

системи координат. Кути повороту трактора навколо відповідних осей x, y, z 

позначено як α, β, γ. Маса першої та другої піврами трактора m1, m2. Приведені 

моменти інерції першої та другої піврами трактора щодо відповідних осей – J1x, 

J1y, J1z, J2x, J2y, J2z. Поступальну швидкість руху трактора позначено v, акут зла-

му піврам трактора – ψ. Висота профілю опорної поверхі переднього лівого ко-

леса h11, переднього правого h12, заднього лівого h21, заднього правого колеса 

h22. Геометричними параметрами трактора є відстань від центра мас до осі пе-

редніх коліс l1, відстань від центра мас до осі задніх коліс l2. Передні та задні 

осі трактора мають колію b1 та b2.Відстань від центра мас трактора до осі пе-

редніх і задніх коліс по осі z – hfaz, hraz. Радіус переднього лівого колеса r11, пе-

реднього правого r12, заднього лівого r21, заднього правого колеса r22. Дотичну 

силу тяги на передньому лівому колесі позначено, як Pк11, передньому правому 

Pк12, задньому лівому Pк21, задньому правому Pк22. Крутний момент на перед-

ньому лівому колесі Mк11, передньому правому Mк12, задньому лівому Mк21, зад-

ньому правому Mк22. Сила опору коченню переднього лівого колеса Pf11, перед-
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нього правого Pf12, заднього лівого Pf21, заднього правого Pf22. Сила бічного від-

ведення переднього лівого колеса Pδ11, переднього правого Pδ12, заднього лівого 

Pδ21, заднього правого Pδ22. Приведена жорсткість шини переднього лівого ко-

леса Cш11, переднього правого Cш12, заднього лівого Cш21, заднього правого Cш22. 

Приведений коефіцієнт демпфування шини переднього лівого колеса позначено 

як kш11, переднього правого kш12, заднього лівого kш21, заднього правого kш22. 

 

 
 

Рис. 1. Кінематична схема трактора з шарнірно-з’єднаною рамою 

 

В якості керуючого впливу на трактор прийнято кут зламу піврам трактора ψ. 

Метод складання математичних моделей та кінематичних зв’язків багатое-

лементних агрегатів наведено у роботі [7]. 

Без урахування неголономних зв’язків рама трактора має, як тверде тіло, 6 

ступенів свободи та 6 незалежних швидкостей ,X  ,Y  ,Z  ωx, ωy, ωz. З урахуван-

ням кута ψ та неголономного зв’язку, як миттєвого центра швидкостей у пло-

щині xy, кількість незалежних швидкостей стає 4 – ,X  ,Y  ,Z  ωy. 

Розглядаючи випадок руху трактора без буксування та з урахуванням обе-

ртання коліс число ступенів свободи зростає ще на 4. Формула визначення ку-

тової швидкості обертання коліс без урахування буксування має вигляд: 

 

,
ij

ij

C xy

ij

C

v

Z
    (1) 

 

де 
ijCZ  – апліката центра колеса в абсолютній системі координат. 
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Рис. 2. Динамічна модель трактора з шарнірно-з’єднаною рамою 

 

Рух трактора у складі машинно-тракторного агрегату по полю підчас вико-

нання технологічних операцій виробництва продукції рослинництва супрово-

джується буксуванням ведучих коліс [12]. Буксування коліс трактора знахо-

диться у межах від 0 до 15 %, тому необхідно його враховувати при досліджен-

нях динаміки трактора. На буксування впливає багато факторів такі, як наван-

таження на колесо [13], момент [14] та тиск в шині [15], тому перераховані фак-

тори впливу також необхідно враховувати. 

 

4. 2. Динамічна та математична модель колеса 

Складено динамічну модель колеса, що враховує перелічені вище фактори. 

Модель наведено на рис. 3. 

Модель колеса може використовувати постійний коефіцієнт опору кочення 

або залежність від тиску і швидкості [16]. Сила опору кочення дорівнює нулю, 

коли нормальна сила, що діє на поверхні колеса-дороги, менше або дорівнює 

нулю [17]. 

Для динамічної моделі колеса, що враховує сталий коефіцієнт опору ко-

ченню, залежність сили опору кочення має вигляд: 

 

,f zP F    (2) 

 

де μ – коефіцієнт опору коченню. 
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Якщо коефіцієнт опору коченню має гіперболічну форму, що виключає ро-

зрив при υ = 0, коефіцієнт опору коченню розраховується з виразу: 

 

0

max

tanh ,
 

     
  (3) 

 

де μ0 – асимптотичний коефіцієнт опору коченню; υmax – максимальна швид-

кість руху колеса.  

 

 
 

Рис. 3. Динамічна модель колеса: XOYZ – глобальна (нерухлива) система коор-

динат; xoyz – зв’язана система координат; ωк – кутова швидкість обертання; υ – 

поступова швидкість руху; hк – висота профілю ґрунту; rд – динамічний радіус 

колеса; drк – динамічна деформація колеса у вертикальному напрямі; Px, Py, Pz – 

сили, що діють на колесо прикладені до його центра; Pк – дотична сила тяги; Mк 

– крутний момент; Pf, Mf – сила та момент опору кочення; Pδ – сила бічного 

уводу; kш и Сш – податливість та жорсткість шини у вертикальному напрямі 

 

Однак використаємо складнішу модель колеса, що враховує залежності від 

тиску та швидкості, тоді залежність сили опору кочення прийме вигляд: 

 

 2

0

0 0

,Z
f Z

Z

P P
P P A B C

P P

 

   
           

 (4) 

 

де P, P0 – дійсний та номінальний тиск у шині; Pz, Pz0 – дійсне та номінальне 

навантаження на колесо; α, β, A, B, C – апроксимуючі коефіцієнти. 

Враховуючи формули (опору кочення) (3), (4) та кочення колеса без буксу-

вання (1) складено математичну модель колеса, що має вигляд: 
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
 
 


  


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 (5) 

 

Залежність буксування колеса від дотичної сили тяги отримана експериме-

нтально та має вигляд [18]: 

 
17 4 12 3 2 4

к к к к к0,5 0,25 0,5 .ij ij ij ij ijP P P P        (6) 

 

Висоту профілю опорної поверхні для лівого та правого борта колісного 

трактора задано окремо як функції від часу: 

 

 11 л ;h h t  

 

 12 п ;h h t  

 

 21 л ;h h t t    

 

 21 п ;h h t t    

 

,
l

t 


  (7) 

 

де hл(t), hп(t) – функція висоти профілю опорної поверхні для лівого та правого 

борта трактора; l – база трактора; υ – швидкість руху. 

Запропонована математична модель колеса (5) враховує буксування δк та 

його залежність від дотичної сили Pк на колесі, а також drк динамічну деформа-

цію колеса у вертикальному напрямі, що розраховується програмно під час до-

сліджень [5]. 

Геометричні та кінематичні властивості динамічної моделі описано як уза-

гальненими координатами і узагальненими швидкостями: 

 

 1 2, , ..., sq q qq ;  1 2, , ..., ,sq q qq  (8) 

 

так і узагальненими координатами та псевдошвидкостями: 
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 1 2, , ..., ;m   π  1 2, , ..., .m   π  (9) 

 

Трактор, як двомасова динамічна система (рис. 1, 2), має просторовий рух 

ланок, тому рівняння динаміки представлено у вигляді рівнянь Апеля [7]: 

 

  
1

0,
i i i

n
T T T

C i C i i i i i P

i

m a J J



               U W W W P  (10) 

 

де n – число твердих тіл у досліджуваній моделі; mi, ,iJ 
   ,

iCa  ,i  i  – маса, 

тензор інерції, прискорення центра мас, кутова швидкість і кутове прискорення 

і-го тіла; ,
iCW  

i
W  – структурні матриці відповідно радіус-векторів центрів мас 

і кутових швидкостей тіл, формули для яких наведено нижче; WP – структурна 

матриця силових елементів. 

Вектори 
iCa  задано в абсолютній системі координат, а вектори ,i  i  – у 

пов’язаних із тілами системах координат (звичайно з осями - головними осями 

інерції). Структурні матриці ,
iCW  

i
W  формуються через матрицю геометрич-

них елементів G: 

 

,i i

i i

C Cи и

C C

r v 
  
 

W W G
π π

  (11) 

 
( )

.
i i

i
и иi
 


 


W W G

π
  (12) 

 

Також і кінематичні параметри ,
iCa  ,i  i  програмно сформовано автома-

тично за геометричними і диференціальними структурами: 
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 (13) 

  
( ) ,

i i

i и и

i q     W W   (14) 

 

 ( ) .
i i

i и и

i

d

dt
       W W   (15) 
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Матриця G у транспонованому вигляді є загальним співмножником та від-

повідно для випадку просторового руху динамічної моделі трактора одержано 

рівняння у вигляді: 
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i i
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i i
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m a
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

               
          

G W W W P  (16) 

 

Рівняння динаміки неголономної системи отримано лінійною комбінацією 

рівнянь динаміки голономної системи з коефіцієнтами, взятими з лінійної фор-

ми [7]. Для чисельного інтегрування систему загальних диференційних рівнянь 

(СЗДР) (16) перетворено до нормальної форми Коші в псевдокоординатах q та 

v: 

 

1

,

.

 




q Gv g

v M F
  (17) 

 

де  
1

i i i i

n
T T

C i C i

i

m J 



    M W W W W  – матриця інерції системи; F– вектор-

матриця узагальнених сил системи. 

Початковими умовами для системи (17) є значення узагальнених коорди-

нат і незалежних узагальнених швидкостей (псевдошвидкостей) у початковий 

момент часу: 

 

00
,

t
q q 00

.
t

     

 

Метод формування рівнянь динаміки багатоелементних машин з довіль-

ним розташуванням елементів (8)–(17) підтвердив свою ефективність [5, 7]. 

 

4. 3. Динамічна та математична модель машинно-тракторного агрегату 

Для дослідження впливу профілю опорної поверхні на динаміку машинно-

тракторного агрегату складено динамічну модель сівалки, що наведено на 

рис. 4. 

Переважна більшість позначень рис. 4 співпадають з рис. 1 та 2, однак: b1, 

b2 – відстань від центру мас сівалки до центру коліс; hPx, hPy, hPz – відстані від 

центра мас до рівнодіючої сили опору ґрунту; Px, Py, Pz – проекції сили опору 

ґрунту на відповідні осі. 

Динамічна модель агрегата складається з двох динамічних моделей трак-

тора (рис. 1, 2) та сівалки (рис. 4) з’єднаних послідовно між собою т. Dhr трак-

тора та т. Dhf сівалки. 
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Рис. 4. Динамічна модель сівалки 

 

Математична модель МТА має чотири узагальнених координати, тобто чо-

тири ступені свободи та 6 незалежних координат із залежними варіаціями. Век-

тор узагальнених координат q  та вектор незалежних координат із залежними 

варіаціями у формі Коші мають вигляди: 
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де XT, YT, ZT – повздовжня, поперечна та вертикальна координата центра мас 

трактора; αT, βT, γT – кути повороту центра мас трактора навколо осей X, Y та Z; 
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αC, βC, γC – кути повороту центра мас сівалки навколо осей X, Y та Z; T

11,к  T

12 ,к  
T

21,к  T

22к  – кутові швидкості обертання коліс трактора (переднього лівого, пе-

реднього правого, заднього лівого, заднього правого); C

1,к  C

1к  – кутові швид-

кості обертання коліс сівалки (правого та лівого). 

Математична модель динаміки трактора з шарнірно-з’єднаною рамою та 

сівалки, що враховує рух коліс по профілю опорної поверхні та коливань еле-

ментів рами в трьох вимірному просторі, в формі Коші має вигляд: 
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де fi – функції від векторів-матриць;G, g, M, F – вектори-матриці, що обчислені 

з (16) та (17); i=1, …, 6 – номер узагальненої координати. 
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5. Результати оцінки впливу профілю опорної поверхні на динаміку 

машинно-тракторного агрегату 

З аналізу попередніх досліджень [8, 19, 20] висоту профілю опорної повер-

хні можна описати поліномом вигляду: 

 

 
1

sin ,
m

ij ijk ijk ijk

k

h A t


      (20) 

 

де k – порядковий номер гармоніки; m – кількість гармонік; ij – порядковий но-

мер колеса; Aijk– амплітуда ij-колеса k-гармоніки профілю опорної поверхні; ωijk 

– частота ij-колеса k-гармоніки профілю опорної поверхні; φijk – фаза ij-колеса 

k-гармоніки профілю опорної поверхні. 

 

5. 1. Форма профілю опорної поверхні 

За результатами експериментальних досліджень профіль поверхні поля пі-

сля оранки, що описується поліномом (20), зображено на рис. 5. 

На рис. 5, а зображено форму профілю опорної поверхні для окремих бор-

тів трактора. На рис. 5, б наведено залежність висоти профілю опорної поверхні 

h11, h12, h21, h22 від часу для чотирьох коліс трактора. Розраховано спектральну 

щільність висоти профілю опорної поверхні (рис. 6). 

 

Розмах коливань висоти профілю опорної поверхні для поля після оранки 

складає 0,135 м, медіана – 0,0503 м, а середньоквадратичне відхилення дорів-

нює 0,03x   (рис. 5, а). 

Спектральна щільність висоти профілю опорної поверхні має дві гамоніки: 

одна з частотою 1,5 Гц зі значенням 0,03 та друга – 0,004 на частоті 15,6 Гц. 

Профіль поля підготовленого під посів, що математично описаний поліно-

мом (20) для кожного колеса трактора наведено на рис. 7, а. Для цього профілю 

також розраховано спектральну щільність висоти профілю опорної поверхні 

(рис. 8). 
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Рис. 5. Поверхня поля після оранки: а – форма профілю; б – залежність висоти 

профілю від часу 

 

 
 

Рис. 6. Спектральна щільність висоти профілю опорної поверхні (поле після 

оранки) 
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Рис. 7. Поверхня поля підготовленого під сівбу: а – форма профілю; б – залеж-

ність висоти профілю від часу 

 

На рис. 7 наведено розмах коливань висоти профілю опорної поверхні для 

поля підготовленого під посів й складає 0,115 м, медіана – 0,0252 м, а середньо-

квадратичне відхилення дорівнює 0,025.x   Спектральна щільність висоти 

профілю опорної поверхні має дві гармоніки: одна з частотою 12,7 Гц зі зна-

ченням 0,02 та друга – 0,004 на частоті 24,8 Гц (рис. 8). 
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Рис. 8. Спектральна щільність висоти профілю опорної поверхні 

(поле підготовлене під сівбу) 

 

5. 2. Вплив профілю опорної поверхні на динаміку трактора 

Систему диференційних рівнянь (18)–(19) розв’язано в ССКА «КіДіМ» та 

результати додатково оброблено в MatLab. Результати теоретичних досліджень 

по оцінці впливу профілю опорної поверхні на динаміку трактора та агрегату 

наведено на рис. 9–15. 

Теоретично досліджено математичну модель трактора (без агрегатованої 

сільськогосподарської машини) (18), (19). Розраховано залежності кутів пово-

роту (орієнтації) (рис. 9, а) та проекцій швидкостей центру мас (рис. 9, б) трак-

тора до відповідних осей від часу; залежності швидкостей обертання коліс тра-

ктора (рис. 10, а) та їх динамічних радіусів (рис. 10, б) від часу; спектральну 

щільність амплітуди віброприскорення центра мас трактора у вертикальному 

напрямі (рис. 11). Результати отримано для трактора масою 8600 кг та швидко-

сті руху 2,8 м/с. 

 

 
а 

 

Fo
r r

ea
din

g o
nly



 
б 

 

Рис. 9.Кути орієнтації в просторі та проекції швидкостей рами трактора: а – за-

лежності кутів повороту (орієнтації) від часу; б – залежності проекцій швидкос-

тей від часу 

 

Рух трактора супроводжується коливаннями рами навколо осі x (рис. 9, а). 

Розмах коливань кута повороту рами навколо осі x складає 0,07 рад, а період 

складає – 0,63 с. Коливання рами трактора навколо осі y мають вигляд затухаю-

чих, розмах яких складає 0,03 рад з періодом 0,66 с. При прямолінійному русі 

кут повороту рами навколо осі z є постійним та дорівнює нулю. 

Швидкість руху трактора у повздовжньому напрямі (по осі x) відповідає 

агротехнічній швидкості руху при сівбі зернових культур υx=2,8 м/c (рис. 9, б). 

Розмах коливань швидкості у вертикальному напрямі (по осі z) значно більше 

ніж у поперечному (по осі y) та відповідно дорівнює 4,4 м/с і 0,41 м/с, а їх пері-

од складає – 0,63 с. Визначено, що форма профілю опорної поверхні найбільш 

впливає на швидкість руху рами трактора у вертикальному напрямі. 
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Рис. 10. Динаміка коліс трактора: а – залежності швидкостей обертання коліс 

від часу; б – залежності динамічних радіусів коліс від часу 

 

Необхідно зазначити, що профіль опорної поверхні має безпосередній 

вплив на рушії трактора. Колеса трактора можна представити як динамічні мо-

делі з пружними та демпфуючими елементами (рис. 3), які мають безпосередній 

вплив на динаміку. Середня швидкість обертання коліс 4,15 об/с. Розмах коли-

вань швидкостей обертання коліс складає 0,625 об/с (рис. 10, а). 

Колеса трактора також піддаються впливу коливального характеру. Дина-

мічний радіус коліс має розмах коливань 0,11 м, найбільше значення радіусу 

дорівнює 0,75 м, а найменше – 0,68 м (рис. 10, б). 

 

 
 

Рис. 11. Спектральна щільність амплітуди віброприскорення центра мас трак-

тора у вертикальному напрямі 

 

Найбільша енергія амплітуди віброприскорень рами трактора у вертикаль-

ному напрямі спостерігається на частості 15,9 Гц зі значенням 2,188; друга гар-

монікаSaz1(23,44)=0,386; третя – Saz1(35,3)=0,144 та четверта – Saz1(42,87)=0,24 

(рис. 11). 

 

5. 3. Вплив профілю опорної поверхні на динаміку машинно-

тракторного агрегату  

Динаміку машинно-тракторного агрегату досліджено на прикладі трактора 

ХТЗ-242К та сівалки Vega-8 Profi. Визначено залежності кутів повороту (орієн-
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тації) (рис. 12, а) та проекцій швидкостей центру мас (рис. 12, б) навколо відпо-

відних осей від часу; спектральну щільність амплітуди віброприскорення цент-

ру мас сівалки (рис. 13) у вертикальному напрямі. 
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Рис. 12. Кути орієнтації в просторі та проекції швидкостей рами сівалки: а – 

залежності кутів повороту (орієнтації) від часу; б – залежності проекцій швид-

костей від часу 

 

Як і у трактора, кут повороту рами сівалки навколо осі х має вигляд гармо-

нійних коливань та розмах таких коливань складає 0,03 рад (рис. 12, а). 

Поступова швидкість руху сівалки (повздовжній рух, вісь x) (рис. 12, б) 

співпадає зі швидкістю руху трактора (рис. 9, б), однак швидкості руху та роз-

мах їх коливань у сівалки значно менший. Періоди коливань, як і у трактора 

дорівнюють 0,63 с. 

Найбільша енергія амплітуди віброприскорень рами сівалки у вертикаль-

ному напрямі спостерігається на частості 15,9 Гц зі значенням 0,539; друга гар-

моніка Saz2(23,44)=0,107; третя – Saz2(35,3)=0,031 та четверта – Saz2(42,87)=0,059 

(рис. 13). 
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Рис. 13. Спектральна щільність амплітуди віброприскорень центру мас сівалки 

Saz2(f) у вертикальному напрямі 

 

5. 4. Результати експериментальних досліджень та підтвердження аде-

кватності математичної моделі трактора та агрегату  

Для перевірки адекватності запропонованої математичної моделі викорис-

тано вимірювальну систему динаміки та енергетики мобільних машин [7], стру-

ктурну схему якої наведено на рис. 14. 

 

 

 

Рис. 14. Структурна схема вимірювальної системи динаміки та енергетики мо-

більних машин 

 

Розроблена вимірювальна система відноситься до технічних засобів діагнос-

тування та експлуатаційного контролю і може бути використана в сільському гос-

подарстві та машинобудівній промисловості. Вона призначена для визначення кі-

нематичних, динамічних, потужністних та енергетичних характеристик мобільних 

машин та їх елементів при дорожніх, польових і стендових випробуваннях. 

Вимірювальна система включає інерційні вимірювальні пристрої (ІВП), що 

складаються з гіроскопів (Г) та датчиків прискорень (ДП), навігаційного приймача 
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(GPS), датчиків швидкості обертання (ДО), електронних динамометрів (ЕД), ана-

логових (АВ) та дискретних (ДВ) входів та датчиків витрати палива (Q). Для вимі-

рювальної системи розроблено програмне забезпечення DASys PC Suite, яке від-

повідає за зберігання інформації з датчиків на внутрішньому або зовнішньому но-

сії інформації. Комунікація між датчиками та обчислювальним модулем відбува-

ється по CAN-шині і радіоканалу у діапазоні 2,4 ГГц. 

Експериментальні дослідження виконано на МТА у складі трактора ХТЗ-

242К та сівалки Vega-8 Profi, що виконував сівбу зернових на полі підготовле-

ному під сівбу. 

Перевірку адекватності розробленої математичної моделі виконано мето-

дом обґрунтованим у роботі [7], що полягає у порівнянні спектральних щільно-

стей амплітуд віброприскорень досліджуваних елементів агрегату. Порівняно 

теоретичні Sazт1(f) та експериментальні Sazе1(f) спектральні щільності амплітуд 

віброприскорень рами трактора у вертикальному напрямі (рис. 15). 

 

 
 

Рис. 15. Теоретичні Sazт1(f)та експериментальні Sazе1(f)спектральні щільності ам-

плітуд віброприскорень рами трактора 

 

Частоти 15,9, 23,44, 35,3 та 42,87 Гц максимальних амплітуд віброприско-

рень рами трактора у вертикальному напрямі для теоретичних та експеримен-

тальних досліджень співпадають. Різниця між теоретичними та експеримента-

льними даними амплітуд віброприскорень рами трактора складає 11 %. 

Аналогічно порівняно теоретичні Sazт1(f) та експериментальні Sazе1(f) спект-

ральні щільності амплітуд віброприскорень рами сівалки у вертикальному на-

прямі (рис. 16). 

 

 
 

Рис. 16. Теоретичні Sazт2(f)та експериментальні Sazе2(f)спектральні щільності ам-

плітуд віброприскорень рами сівалки 
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Також співпадають частоти максимальних амплітуд віброприскорень рами 

сівалки у вертикальному напрямі для теоретичних та експериментальних дослі-

джень. Різниця між даними амплітуд віброприскорень сівалки – 12 %. 

Таким чином, запропоновану у роботі математичну модель можна вважати 

адекватною. 

 

6. Обговорення результатів дослідження динаміки машинно-

тракторного агрегату з урахуванням впливу профілю опорної поверхні 

Підвищення робочих швидкостей руху сільськогосподарських агрегатів 

призводить до того, що коливання всіх складових елементів досягають значних 

величин. Це тягне за собою підвищення динамічних навантажень на ґрунт і, як 

наслідок, збільшення ущільнення. Необхідно зазначити, що нерівності поверхні 

ґрунту відносяться до категорії випадкових в ймовірносно-статистичному сенсі. 

Профіль опорної поверхні значно впливає на динаміку трактора та сівалки. 

Коливальні процеси, що утворюються опорною поверхнею, передаються через 

колеса на остови елементів МТА. Вони найбільш впливають на обертання рам 

навколо осей x та y і майже не впливають на рискання (рис. 9, а, 12, а). 

Дослідження обмежуються двома профілями опорної поверхні (рис. 5, 7). 

Згідно до агротехнічних вимог та умов експлуатації посівного машинно-

тракторного агрегату саме ці профілі опорної поверхні є найбільш розповсю-

дженими. 

При русі рама сівалки має меншу амплітуду віброприскорень (рис. 13) ніж 

трактор (рис. 11). Відповідно, трактор має більшу енергію коливань тому, що 

трактор спирається на ґрунт через колеса, які мають відповідну жорсткість. Сі-

валка рухається із заглибленими робочими органами у ґрунт, що приводить до 

зниження амплітуди коливань. Частоти гармонік віброприскорень для рами 

трактора та сівалки співпадають (рис. 11, 13). 

Визначення динамічних навантажень потребує складання складних дина-

мічних та математичних моделей трактора або агрегату з високою достовірніс-

тю. В роботі запропонований метод автоматичного формування рівнянь дина-

міки багатоелементних агрегатів. Метод є ресурсоємним, тобто потребує знач-

ного часу на автоматичне формування рівнянь динаміки, але в той же час ефек-

тивним. 

Визначено динамічні показники машинно-тракторного агрегату для робо-

чої швидкості руху 2,8 м/с (10 км/год), яка обґрунтована агротехнічними вимо-

гами (рис. 9, 12). Подальше покращення продуктивності можливе через підви-

щення швидкості руху, що потребує проведення додаткових теоретичних дос-

ліджень. 

Особливістю запропонованих у роботі рішень є розроблена математична 

модель МТА (18)–(19), що дозволяє досліджувати динаміку елементів, як окре-

мих моделей. 

Необхідно зазначити, що дослідження динаміки МТА з одночасним ураху-

ванням коливань у трьох вимірному просторі з урахуванням профілю опорної 

поверхні не проводились. Також не досліджувались коливальні процеси багато-

елементних МТА, що з'єднуються через шарнір та сницю. 
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7. Висновки 

1. Визначено, що без урахування неголономних зв’язків трактор, як тверде 

тіло, має 6 ступенів свободи та 4 незалежні швидкості. Математична модель 

машинно-тракторного агрегату має чотири узагальнених координати.При цьо-

му чотири ступені свободи та 6 незалежних координат із залежними варіаціями. 

Динамічна модель агрегата складається з двох динамічних моделей трактора та 

сівалки з’єднаних послідовно між собою в одній точці (навісці). 

2. Динамічна модель колеса враховує коефіцієнт опору кочення та залеж-

ності від тиску і швидкості. Визначено, що колеса трактора піддаються впливу 

коливального характеру. Динамічний радіус коліс має розмах коливань 0,11 м, 

найбільше значення радіусу дорівнює 0,75 м, а найменше – 0,68 м. Період ко-

ливань складає 0,63 с. 

3. Розмах коливань висоти профілю опорної поверхні для поля після оран-

ки складає 0,135 м, медіана – 0,0503 м, а середньоквадратичне відхилення дорі-

внює 0,03.x   Спектральна щільність висоти профілю опорної поверхні має дві 

гамоніки: одна з частотою 1,5 Гц зі значенням 0,03 та друга – 0,004 на частоті 

15,6 Гц. Відповідно для поля підготовленого під сівбу розмах коливань висоти 

профілю опорної поверхні для поля підготовленого під посів й складає 0,115 м, 

медіана – 0,0252 м, а середньоквадратичне відхилення дорівнює 0,025.x   

Спектральна щільність висоти профілю опорної поверхні має дві гармоніки: 

одна з частотою 12,7 Гц зі значенням 0,02 та друга – 0,004 на частоті 24,8 Гц. 

Визначено, що форма профілю опорної поверхні найбільше впливає на швид-

кість руху рами трактора у вертикальному напрямі. Кути повороту рам тракто-

ра та сівалки навколо осі х мають вигляд гармонійних коливань з розмахом 

0,03 рад. Найбільша енергія амплітуди віброприскорень рами сівалки у верти-

кальному напрямі спостерігається на частості 15,9 Гц зі значенням 0,539; друга 

гармоніка Saz2(23,44)=0,107; третя – Saz2(35,3)=0,031 та четверта – 

Saz2(42,87)=0,059. 

4. Запропоновану у роботі математичну модель можна вважати адекватною 

тому, що спектральні щільності амплітуд віброприскорень рами трактора та сі-

валки отримані підчас теоретичних та експериментальних досліджень співпа-

дають. Різниця між даними амплітуд віброприскорень не перевищує 12 %. 
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