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Résumé

On considere le probleme de Cauchy pour des équations hyperboliques a données
initiales petites. On prouve l'existence d’une solution globale dans trois cas :

- équations hyperboliques ayant une partie non-linéaire qui satisfait la condition
nulle de Klainerman,

- équation du type de Kirchhoff,

- équation de Klein-Gordon non-linéaire avec une masse m = m(e) qui tend vers
zéro quand € \ 0.

Mots clés :
- Probleme de Cauchy,
- Equations hyperboliques,

- Estimations d’énergie,
Abstract

We consider the Cauchy problem for hyperbolic equations with small initial data.
We prove the globale existence of a solution in the following cases :

- hyperbolic equations with non-linear terms satisfying the null condition of Klai-
nerman,

- a Kirchhoff type équation,

- non linear Klein-Gordon equation, where the mass m(e) decreases to zero as

e\, 0.

Key-words :
- Cauchy problem,
- Hyperbolic equations,

- Energy estimates
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Notations

Dans cette these R", x = (21, ..., zp) et t > 0 désignent, respectivement, l’espace
euclidien de dimension n, la variable spatiale et la variable temporelle.

On pose

VI = (83017 ...78%1) et vt’aj = (8t,8w1,...,8wn)7

alors que

:Zaii et 9% =(0,..,00m)
=1

représentent, respectivement, I'opérateur de Laplace et la dérivée partielle d’ordre
a = (a1, ..., @) par rapport & x.

On note

HYR") = fELX®R™): > 02 f()[72mn) < +00

0<|al<s

I’espace de Sobolev muni de la norme

IF O Fre@eny = D 108 FOlZ2gn)

0<|al<s

et par L>(R"™) l'espace des fonctions bornées en dehors d’un ensemble de mesure
de Lebesgue nulle, étant donné

1Ol oo (ny = Supessegn | f ()]

On pose, d’autre part,

CR™) ={f € C(R"™) : supp(f) est compact}
et

B(0,L) ={z € R": |z| < L}

la sphere ayant pour centre ’origine et de rayon 0 < L < +o0.






Introduction

Le probleme de Cauchy pour I’équation des ondes non-linéaire

Ouu(t, ) — Agu(t, z) = F(u(t, x), Vizu(t, x)) (0.1)

avec données initiales

u(0,2) = uo(z) € H*(R™) et (0pu)(0, ) = uy (x) € HH(R™) (0.2)

représente I'un des modeles mathématiques les plus connus et étudiés dans la théorie
des équations aux dérivées partielles. La non-linéarité F' est d’ordre p > 0 s’il existe
une constante ¢ > 0 telle que |F(A)| = ¢|A]”, ot A = (u(t, x), Vi zu(t, ).

Si les données initiales sont suffisamment petites (dans une norme convenable) et
la non-linearité F'(u,v) est réguliere et telle que F(0,0) = 0, le probléeme (0.1)-(0.2)
admet une solution locale u € L*°([0,T]; H*(R™)), T > 0, pourvu que p > pg et
s > 5 +1 (cf. par exemple [1], [51], [55], [57], [62], [95], [102]). L’exposant po dépend
de la dimension n (cf. [51], [95] et (0.28)).

La preuve de lexistence locale (dans le cas ot s > [n/2]+2) découle de I’application
des estimations classiques d’énergie et des injections de Sobolev (cf. [51], [59]). En
utilisant des techniques plus raffinées, qui consistent principalement a remplacer
les inégalités de Sobolev par les estimations de Strichartz, on étend ce résultat a
intervalle s > & + 1 (cf. [5], [48], [90], [95], [107], [109]).

La question qu’on se pose naturellement est de savoir s’il existe des formes speciales
F(u(t,x), Vigu(t,z)) telles que le probleme (0.1)-(0.2) admet une solution locale
lorsque on cherche a optimiser ultérieurement la régularité des données initiales.
On va considérer quelques exemples dans cette direction.

Ponce et Sideris ont prouvé (cf. [95]) que le probleme de Cauchy

Oupu(t, ) — Agu(t,z) = u¥|Viul®, (0.3)
u(0,x) uo(x),
(0ru)(0,2) = w(x),

o k> 0 et |a| = 2,3, admet une solution locale pourvu que

9
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(uo,u1) € H¥(R3) x H*1(R?), 5> 2.

Nous obervons alors que la forme particuliere de la non-linéarité dans (0.3) permet
d’obtenir des estimations optimales en ce qui concerne la décroissance de la solution
et que cela donne 'existence locale dans le cas ol 2 < s < %

Dans [95] les inégalités de Strichartz remplacent les injections de Sobolev. Plus
précisement, si ¢(t, x) est la solution locale du probleme des ondes nonhomogene

Ond(t,z) — Ago(t,z) = F(t z),
(07 x) = o (J?),
(0:9)(0,2) = ¢1(x),
les estimations de Strichartz (cf. [109], [111]) sont de la forme générale

0llcas+10bllcr—1+ldlLmpe < c (cholle + l@all s + HFIILng;',a) - (0.4)

Ici ¢ > 0 représente une constante convenable, % + % =1, % + % =1let
n n 1 n 1
—Ss+-—=—a+—-—+-=—-0F+—-+——-2.
2 r o q i ¢

Nous avons utilisé la notation suivante

CH'=C(0,T; H'(R") et  LYHy® = LP([0,T]; HM(R")),

ott H®9(R™) est 1'espace de Sobolev muni de la norme

1 )l pes ey = N2 F Ol ny-

Strichartz a prémierement établi une forme partielle de (0.4) (cf. [110]) pour la
solution du probleme linéaire

Opu(t,x) — Agu(t,z) = 0,
u(0, x) 0,

(Gru)(0,2) = g(z),

en prouvant l'estimation dispersive

Jutt, Mlzscen) < S5 l90) o, (0.5)
otton suppose ¢ =2(n+1)/(n—1),p=2n+1)/(n+3)etd=(n—1)/(n+1).

D’autre part, si ¢(¢, z) est la solution du probleme (0y; — A, )¢ = F, avec données
initiales nulles, le principe de Duhamel donne
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b(t,7) = /0 ds Z(t — 5) F(t, z),

ou Z(r) = % V;A). En utilisant (0.5), on obtient

t
166 M oy < /g s 1FG, Mo ey

c
(t—s)
L’inégalité de Hardy-Sobolev

< CH¢(')HLP(R+)
La(Ry)

/0 ds . S)dw(s)

donne

H¢||Lq(R+an) <c ||FHLP(R+><R”)’ (0.6)

og=2(n+1)/(n—1),p=2(n+1)/(n+3) et ¢ > 0 est une constante convenable.
Une généralisation de (0.6) aux dérivées d’ordre supérieur permet de déduire (0.4)
dans le cas ol ¢ = 7.

Des inégalités similaires & (0.4) ont été établies par Peral (cf. [92]) pour des valeurs
différentes de p, g. La forme complete (0.4) est due & Strichartz (cf. [111], [112]).

Dans ce cadre nous citons également les travaux de Brenner (cf. [5]), Kapitanski
(cf. [60]) et Pecher (cf. [91]) et la technique A*A utilisée par Ginibre et Velo (cf.
[49]). Dans [49], en particulier, on présente une généralisation des inégalités de
Strichartz pour I’équation des ondes non-homogene. Plus précisement, en utilisant
des espaces de Besov convenables, on étudie les propriétés de I'opérateur

@A) = [ v s,
I

ou f est dans un espace de Hilbert convenable H, U(t) est le groupe unitaire de
propagation, A : L'(I,H) — H est un opérateur borné défini de la facon suivante

Alg) = [ atU (=00,
I
A* i H — L*>(I,’H) est l'opérateur adjoint de A et I C R.

On envoie & [25] pour une généralisation des estimations de Strichartz avec poids
pour I’équation des ondes.

A c6té de ces résultats, on connait des études intéressantes dans le cas des solutions
a symétrie sphérique. Klainerman et Machedon (cf. [71]) ont prouvé que le probleme
(0.1)-(0.2) admet une solution locale en dimension n = 3, en supposant s = 2, la
non-linéarité quadratique par rapport a Vi u et les données initiales a symétrie
sphérique.
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D’autre part, les résultats qu'on vient d’exhiber échouent si la non-linéarité est de
forme quelconque et s < ”TH Par exemple, en dimension n = 3, H. Lindblad (cf.
[75]) a prouvé que le probleme

Onu(t,r) — Agu(t,x) = Fi(u(t,x),0wu(t, z)), k=0,1,2,
u(0,2) = (),

(Gru)(0,2) = w(z),

o Fo=u?, Fi =udu et Fp = |8tu|2, n’admet pas de solution si, respectivement,
(ug,uy) € HF¢(R3) x HF17¢(R3), k =0,1,2, ¢ > 0.

Nous introduisons maintenant, pour le probleme des ondes, une classe spéciale de
non-linéarités qui permettent d’obtenir des estimations tres intéressantes en termes
de décroissance de la solution. Ces résultats sont principalement dis a Klainerman
et Machedon (cf. [71], [72]).

Dans [71] ont étudié le probléme de Cauchy pour le systéme d’équations

Onul (t, ) — Ayul (t,2) = FI(u(t, x), Vi zu(t, ©)), (0.7)

oul =1,...,N et les données initiales sont de la forme

u(0,2) = up(x) et (0¢u)(0,z) = up(x), (0.8)

avec u = (u',...,u™N). On suppose n = 3, ug € H2(R?), u; € H*(R?) et

Fl(u(t,z), Vizu(t,z)) =

FS,K(u(t» x))BiK(vtIuJ(tv {L‘), vt,qu (t» {17)),
J=0,....N K=1,...,N

ol I‘i x(u(t,x)) sont des fonctions réelles analytiques et Bi x représentent une des
formes nulles suivantes

Qo(u,v) = Z GupnOpudyv (0.9)
pn=0,....,n
et
Qu(u,v) = 0,ud,v — 0,ud,v, w,v=0,...,n, pFuv. (0.10)
Dans (0.9) et (0.10) on utilise les coordonnées (z°, !, ...,2™) de I'espace de Min-

kowsky (R x R™, g), muni de la métrique

ds® = OZ Z G dat da”,
L=

=0,...,n v=0,...,n

ou
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-1 0 .. O
0o 1 .. 0
9= towhuomon=| 010 011
o o0 .. 1
est la matrice de Lorentz, 2° = t, x' = x;, 0p = —0; et 9; = O,,, pour i = 1,...,n

On démontre (cf. [71]) que le probleme (0.7)-(0.8) admet une solution locale u(t, )
définie dans le domaine [0,7] x R3, T' > 0, et telle que

(CL) SuptE[O,T] Hu(t» .)HL“J(R?’) < +o0,
) fy dt [y o (JQu ) + VeaQuu)f) < +o0,

(c) supyepo, 7 llu(t, ')HHZ(RS) < +oo.
Ici, Q(u,u) désigne une des formes (0.9), (0.10).

Pour améliorer le résultat précédent au sens de 'optimisation de la régularité des
données initiales, on peut considérer uniquement la non-linéarité du type (0.9).
Dans ce cas, I’équation (0.7) prend la forme

e’ (t, ) — Agu’ Z Z FJK ult, ©))Qo(u” (t,2), u™ (t,2)),
LN K=1,.
(0.12)
ol Fi x(u(t,z)) sont des fonctions réelles analytiques. On démontre (cf. [72]) que
la solution u(t,z) de ’équation (0.12) avec données initiales

u(0,z) = uo(z) € H*(R?) et (Dpu) (0, ) = uy(x) € H 1 (R?)
existe localement pourvu que s > %

Klainerman et Machedon utilisent 'invariance des formes Qo et @, par rapport a
I’action des opérateurs du groupe de Poincaré. Les estimations bilinéaires pour les
formes nulles (0.9)-(0.10) forment la base de la preuve de ces résultats. En particu-
lier, on voit que chaque non-linéarité qui est une combinaison des formes (0.9)-(0.10)
présente des propriétés de décroissance optimales par rapport aux autres termes
non-linéaires du méme ordre.

En utilisant une localisation convenable dans les variables de I'espace dual, Klainer-
man et Foschi (cf. [33]) ont montré que les estimations bilinéaires pour les formes
nulles dans le probleme des ondes découlent d’une application des inégalités de
Strichartz.

Récemment, N. Tzvetkov (cf. [114]) a étudié le probléme de Cauchy pour le systeme

Opul (t, ) — Agul (t,2) = F(u(t, x), Vi u(t, x)), (0.13)
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avec données initiales

u(0,x) = uo(x) et (Opu)(0,2) = uy (). (0.14)
On suppose I =1,...., N, u= (ul,..,ulV) € RN et

(UO;Ul) c HS’S_l(Rn) x Hs_l’s(Rn),

ou

S 5+j ] 2
£ es ey = DM@+ 1) VIFO 2 g@n-
j=1

Tzvetkov a concentré son attention sur le cas des non-linéarités quadratiques qui
satisfont la définition suivante.

Définition 1. La forme quadratique Q(t,x, Vi gu, Vi v) satisfait la Condition
Nulle si

(i) Q(t,x, Vi gu, Vi zv) est homogéne d’ordre zéro par rapport a (t,x),

(ii) Q(t,x, Vigu, Vi v) est homogene du premier ordre par rapport a Vigu et
V.20 et bilinéaire par rapport a Vi zu et Vy 5.

iii t,x,—t,x,—t,x) = 0 lorsque (t,z) € t? — 2 = 0.
()Q(77 bRl 7) q b

Les formes suivantes (cf. [114]) satisfont la Définition 1 :

Q1 (Vo Vi pu™) = 00’ 00" — " 0,,u70,,u
QQij(vt,qu7 vt,a:uK) = aa:,iu‘]awjuK - aa:jujawiuK7
ng(Vmu‘], Vt,muK) = 8tu‘]8$juK — (‘LjuJ@tuK

i

J K J K J K
Q4ij(xavt,mu 7vt,atu ): 2 8{(1; atu _amlu amju )

Ty

TiT;
Q5ijlk($, Vt,ruJ; vt,muK) = ;|2J 8kuJaﬂﬁluK - |z] miuJamJ‘uK’
Q6ij(x7vt,$u‘]7vmuK) = —|x|8tu‘]8%u — —| | awlu‘]atu
T

pour 1 <i4,5, k.1 <n.

La non-linéarité dans (0.13) est de la forme

Fl(u,V, 4u) ZFJK w)BY e (t, 2, Vi pul | Vi ), (0.15)
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ott T'L - (u) sont des fonctions régulieres et chaque B, (t,x, Vu!, Vu’) représente
une forme satisfaisant la Définition 1.

En dimension n > 1, la solution u(¢, ) du probleme (0.13)-(0.14) existe globalement
(cf. [114]) si s > 1+ & et

”uO”HSvS*l(R") + HulHHsfl,s(Rn) <e

On suppose € €]0, o[, étant donné

€0 = €o([[woll gre.o—1 (gnys 1wl gro-r.o gy, ) >0

un parametre réel suffisamment petit. Les estimations montrent qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que

Cc

lu(t, z)| < e
2

1 n—1"
A+t faxf) > (4]t —|af]) =

Dans [114] on utilise Papplication de Penrose

P R].Jrn _ E1+n,

qui transforme ’espace de Minkowsky dans une region bornée du cylindre

E™ = (R x S™,n),

ot = dT? —dw2, T € R et w, est 'élément de surface de S™. Par conséquent,
des singularités apparaissent dans la partie nonlinéaire. L’approche de Tzvetkov
consiste a décomposer chaque dérivée comme la somme de ses composantes ra-
diales et angulaires. En utilisant les propriétés des formes nulles (cf. (0.15)), les
composantes angulaires permettent de supprimer ces singularités.

Les arguments qu’on vient d’exhiber montrent que les inégalités de Strichartz et
les estimations bilinéaires pour les formes nulles donnent des résultats optimaux
lorsqu’on étudie les solutions locales avec données peu régulieres. Dans certains cas,
il est convenable d’appliquer une transformation conforme (par exemple ’applica-
tion de Penrose) pour réduire le probleme de Cauchy global & un probléme du type
local.

Pour prouver 'existence globale on cherche a déterminer, si cela est possible, une
loi globale de conservation. L’équation scalaire d’auto-interaction

uge — Au+ ujulP =0

représente un exemple typique dans cette direction (cf. [53], [60]). D’autre part,
si les données initiales sont petites, la preuve de l’existence globale découle des
estimations dispersives (cf. [109], [111]), des inégalités du type L?,p > 2 (cf. [115]),
et de la méthode de contraction.

Dans le cas ou il n’est pas possible d’obtenir un résultat d’existence globale, on
cherche a établir une estimation convenable du temps d’existence de la solution,
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en fonction de la taille des données initiales et de la forme de la non-linéarité (cf.
[59], [51], [68]).

Dans le chapitre 1 nous étudions ’équation

Opu(t,x) — Agu(t,z) = F(Owu(t, x), Veult, x)), (0.16)

en supposant les données initiales petites, tres régulieres et a support compact dans
R™. La non-linéarité

|Viwu(t,z)|’

_ 2_ u(t,x 2 17 nag
F@ut,2), Vou(t,2)) = Moru(t, ) = [Voult, o)) + 5 2o

A #£ 0, a > 1, est la somme d’un terme principal du type nul (satisfaisant la
Condition Nulle de Klainerman) et d’une perturbation rapidement décroissante
pour |x| — +oo.

Nous prouvons un théoreme d’existence globale en utilisant les estimations clas-
siques d’énergie, les inégalités de Von Wahl (cf. [115]) et les opérateurs du groupe
de Poincaré (cf [68], [70]). En suivant 'approche de Klainerman, on voit que la
nonlinéarité du type nul décroit plus vite que les autres termes non-linéaires du
méme ordre.

Dans le chapitre 2, nous étudions un modele proche de I’équation de Kirchhoff. On
considere, d’abord, les équations hyperboliques (cf. [4], [13], [23], [24], [21], [22],
30, [31], [32], [52], [82], [84])

Bu(t, r) —m <||V$u(t, -)\\2L2<Rn)) Au(t,z) =0, (0.17)
ot m € CH(Ry).

En général, le probleme de Cauchy pour I’équation (0.17) admet une solution glo-
bale si les données initiales sont analytiques (cf. [4], [21]) ou petites et rapidement
décroissantes pour |z| — +oo (cf. par exemple [52]).

Les premiers résultats dans ce cadre sont dis & S. Bernstein (cf. [4]), qui a étudié
I'équation (0.17) en dimension n = 1, en supposant m(r) = 1 + r. Dans [4], on
prouve qu'une solution globale ou locale existe si, respectivement, on prend les
données initiales réelles analytiques ou dans un espace de Sobolev convenable. Plus
tard, Carrier (cf. [13]) a étudié une équation non-linéaire qui décrit le mouvement
transversal d’une corde. Le probleme de Carrier a été repris et développé par Na-
rishima (cf. [82]), Dickey (cf. [30], [31], [32]) et Nishida (cf. [84]), qui ont examiné
des modéles mathématiques qui représentent, du point de vue physique, les vibra-
tions des cordes de longueur finie et infinie. En suivant ’approche de Dickey (cf.
[32]), J.M.Greenberg et S.C.Hu (cf. [52]) ont considéré le probleme de Cauchy en
dimension n = 1 pour I’équation

+oo
Opu(t,x) — (1 + )\/ dx |8mu(t,a:)|2) Ozzu(t,x) =0, A>0, (0.18)
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avec données initiales

u(0,2) = ug(x) et (04u)(0,2) = uy(x), (0.19)

olt ug € C3(R), ug € C%(R), (1 + 2%)|V,uo(z)| < +o00 et (1 + 22)|us(z)] < +oo.
La solution de (0.18)-(0.19) existe globalement si I'une des conditions suivantes est
satisfaite :

(a) le parametre A est suffisamment petit,
(b) les données initiales sont petites (avec A fixé).

En suivant un argument heuristique, on peut déduire aisément le résultat d’exis-
tence globale dans le cas (a). En fait, si on note

—+o0

m(8su(t, ) 2agany) = (1 o f dx|axu<t,x>|2) ,

— 0o

on obtient, pour A — 0,

m(]|0zu(t, )72 @n) = 1.

Par conséquent, I’équation (0.18) peut étre considérée comme une approximation
du modele linéaire

Opu(t,x) — Opzu(t,z) = 0.

Récemment, D’Ancona et Spagnolo (cf. [24]) ont considéré le probleme de Cauchy
pour I’équation (0.17) en supposant la fonction m de classe C! dans un voisinage
a droite de P'origine et m(0) > 0. Les données initiales sont de la forme

u(0,2) = uo(x) € C°(R™) et (Opu)(0,z) = u1(z) € C°(R™).  (0.20)

I’approche de D’Ancona et Spagnolo consiste & construire une fonctionnelle conve-
nable H qui dépend des propriétés de la fonction m et de la taille des données
initiales. Plus précisement, on pose

[l O] oo (0,00
m(0)

et on démontre que la solution du probleme (0.17)-(0.20) existe globalement si

H(m,ug,u1) =1 (0.21)

(0.22)

N | =

H(m7u07ul) <

Dans (0.21)

N =Y Y [ el

la<2]B]<1
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représente une norme convenable,

- N(m))
vy = 256¢, N(Oiug) +
s = (3 o) 1

et

¢, = 1+

sup sup (1+ |7'|) dfe”‘g‘uo( 1 (8)I€]| < +oo

TER wug,u1€CH (R™) \/ Uo \/ Ul

est une constante. On a noté par f la transformation de Fourier de la fonction f.

L’inégalité (0.22) montre que le probleme (0.17)-(0.20) admet une solution globale
si les données initiales sont suffisamment petites par rapport & la norme N(f)
ou, de maniere équivalente, si m(r) est proche de la constante m(0) pour tout

€ (0,v9). Dans ce deuxieme cas, en suivant le méme argument heuristique que
celui utilisé pour I’équation (0.18), on peut utiliser un changement de variable tel
que m(0) = 1 et considérer I’équation (0.17) comme une approximation du modele
linéaire Oy u(t, x) — Au(t,z) = 0.

En choisissant m(r) = 1 4 r, par (0.17) on obtient 1’équation

Breult, ) — (1+ IVat(t, )% L2y ) Au(t,z) = 0, (0.23)
étudiée pour la premiere fois par Kirchhoff [65] en dimension n = 1.

En général, lexistence des solutions de classe C* pour ’équation (0.23) est un
probléeme ouvert, si aucune restriction n’est faite sur la taille des données initiales.

On considere 1’équation (0.17) comme un modele mathématique pour décrire les
vibrations des membranes élastiques. La fonction m, qui représente la vitesse
de propagation de la perturbation wu(¢,x), dépend de fagon continue de 1’énergie
de déformation ||V u(t, -)||2L2(Rn). Pour ce qui concerne I’équation (0.23), cette
dépendance est du premier ordre (m(r) = 1+r). Au contraire, ’approximation est
d’ordre zéro (m(r) = 1) pour le modele linéaire Oy u(t, z) — Ayu(t,z) = 0.

Par conséquent, du point de vue physique, le modeéle de Kirchhoff permet une
meilleure description que ’équation classique des ondes.

D’Ancona et Spagnolo (cf. [23]) ont étudié le probleme de Cauchy pour I’équation
de Kirchhoff nonlinéaire

Ouvtlty ) = (14 IVault, )| Laan) ) At z) = Flult, @), dpu(t, ), Vou(t, 7)),
(0.24)
avec données initiales
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u(0,x) = eup(x) et (Opu) (0, z) = euq (), (0.25)

ol € > 0 est un parametre réel suffisamment petit, (ug, u1) € C§°(R™) x C5°(R™) et
n > 2. La fonction F' est de classe C° et il existe deux constantes ¢y, co > 0 telles
que ¢1|s|* < |F(s)| < ea]s|M™ dans un voisinage de s = 0, olt s = (u, dyu, Vyu).

On démontre (cf. [23]) que le probleme (0.24)-(0.25) admet une solution globale

ue C®(R; x R")

pourvu que A > Ao(n) et 0 < € < €p, ol €9 = €g(ug, u1, F') est suffisamment petit.
Pour ce qui concerne 'exposant critique Ag(n), les estimations montrent que

Ao(2) = 10, Ao(3)=6 et Xo(n) =5 pour n >4.

Dans le cas particulier ot F' ne dépend pas de u (i.e. F' = F(0:u(t,x), Vyu(t, x)))
on obtient Ag(2) = 9.

En conclusion de ces remarques, nous proposons une comparaison entre le résultat
de D’Ancona et Spagnolo (cf. [23]) et le travail de Glassey (cf. [51]) pour I’équation
semi-linéaire des ondes

Ou(t,z) — Ayu(t,z) = |u(t, x)|", (0.26)

avec données initiales

u(0,x) = eup(x) et (04u)(0,z) = euy(x). (0.27)

Dans (0.27), (ug,u1) € CP(R™) x C§°(R™), € > 0 représente un parametre suffi-
samment petit et il existe deux constantes c,, > 0 et ¢,, > 0 telles que

Cug :/ uo(x) dz et Cuy :/ up(z) dx.
Le probleme (0.26)-(0.27) admet une solution

u(t,z) € C*([0, T[xR™), T >0,
non globale (cf. [51]) si

IL<p<po= —"+1+2‘(22ji)10"_7 pour n = 2,3,
l<p< 4+ pour n = 1.

L’exposant

n+1l+vn2+10n—-7
2(n—1)

représente la plus grande solution de 1’équation

po(n) = (0.28)

n—1
2

pp—1)—p—-1=0.
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On déduit que po(n) et A\g(n) représentent, respectivement, les exposants critiques
pour les problemes (0.26)-(0.27) et (0.24)-(0.25). Les difficultés qu’on rencontre
dans [23] lors de I'application des estimations de Von Wahl et des inégalités de
Strichartz sont dues principalement a la présence du terme || Vyu(t, )| L2(rn) dans
le membre de gauche de (0.24). En particulier, on voit que

34+ V17
= <

5 /\0(2) et p0(3) =1+ \/§ < )\0(3) (029)

po(2)

Nous étudions le probleme de Cauchy

utta) — (14 [ dukGe =) [,ut) ) Sutta) =0, (030)
R’Vl
avec données initiales
u(0,x) = eup(x), (Opu)(0, ) = euq(z), >0, (0.31)

ol (ug,u1) € C§°(R™) x C5°(R™), € est un parametre petit et K (z) est une fonction
suffisamment réguliére, positive et rapidement décroissante pour |z| — +oo.

Si on note par x le produit de convolution par rapport a la variable spatiale,
I'équation (0.30) prend la forme

duult,) — (1+ (K« [Vul®) (t2)) Asult,z) = 0. (0.32)

En particulier, on peut considérer (0.30) comme une interpolation entre 1’équation
(0.23) et I'équation quasi-linéaire

Bupult, ) — (1 + | Vault, a:)|2> Ault,z) =0, (0.33)

obtenues de (0.32) en choisissant, respectivement, K = 1 et K = §, ol § est la
distribution de Dirac.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a 1’équation de Klein-Gordon
non-linéaire

Oru(t, ©) — Agu(t, x) + m2u(t,x) = F(u(t,z), Vizu(t,z)), (0.34)

en étudiant le cas ou la masse m est variable et décroit vers zéro.

Pour introduire ce type de problemes, considérons d’abord le cas m > 0 (m fixée)
et supposons que F(u,v) est une fonction réguliere par rapport & ses variables et
telle que F(0,0) = 0. Plusieurs articles (cf. par exemple [17], [41], [?], [78], [79],
[86], [90], [100], [106]) sont dédiés au probleme de Cauchy pour I’équation (0.34)
avec données initiales

u(0,z) = eup(x) et (0ru)(0,z) = eus (), (0.35)
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ou € > ( est petit et ug, w1 sont des fonctions suffisamment régulieres.

L’inégalité classique d’énergie donne

t
mwwmmw3m+wédﬂﬂwwmﬂwmﬂwy

ol ¢y, co > 0 représentent deux constantes convenables. En particulier, si F' est de
la forme

F(u) = [ulf ™ u, (0.36)

on voit que

t

-1

lu(t, ) g gny < cre+ca | sup (w7, )l gamr gy drlu(r, e @ny- (0-37)
T€[0,t] 0

En rappelant (cf. [50], [83]) que la solution de I’équation linéaire de Klein-Gordon
satisfait 1’estimation

c

W, pour T — 400,
+7)°2

(. ooy <

nous en déduisons que

t
dr
[, )l s ey < 1€+ c2 ( sup ”u(T»')HS—l(R")) / ——0 o (0.38)
T€[0,t] 0 (1_|_7-) 3

pour t suffisamment grand. Cet argument heuristique montre que le probleme
(0.34)-(0.35) avec nonlinéarité (0.36) admet une solution globale si

t
dr 2
lim —— oy <t = p>1+—. (0.39)
t——+o0 0 (1+7)% n
Nous rappelons brievement quelques résultats concernant les équations du type
(0.34) dans le cas ou la nonlinéarité est d’odre quadratique dans un voisinage de
Iorigine.

En dimension n > 5, Klainerman-Ponce (cf. [67]) et Shatah (cf. [99]) ont prouvé que
la solution du probléme (0.34)-(0.35) existe globalement si les données initiales sont
suffisamment petites et la non-linéarité est quadratique. Les estimations LP(R™) —
L1(R"™), 1 < p,q < 400, forment la base de ces résultats.

Klainerman (cf. [?]) a étendu ce résultat en dimension n = 3,4, en utilisant les
opérateurs du groupe de Poincaré. Hérmander (cf. [55]), Sideris (cf. [104]) et Geor-
giev (cf. [36]) ont établi de nouvelles estimations qui décrivent les propriétés de
décroissance de la solution par rapport au temps. Dans ces travaux on combine
la technique de Klainerman et les estimations pour la solution fondamentale de
I’équation linéaire de Klein-Gordon.
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Quand la dimension spatiale n devient petite (en particulier n = 2), la difficulté
principale consiste a établir les estimations classiques en présence des termes qua-
dratiques dans la non-linéarité (cf. (0.39)). Les inégalités LP(R™) — LI(R™) ne
donnent pas des résultats optimaux dans cette direction. On utilise alors des tech-
niques différentes, qui consistent & remplacer les non-linéarités quadratiques par
des termes d’ordre cubique ou supérieur. Cela peut étre réalisé a ’aide d’une trans-
formation convenable de la fonction inconnue u. En utilisant cette méthode Shatah
(cf. [100]), en dimension n = 3,4, et Simon (cf. [105]) ont prouvé des théoréemes
d’existence globale pour la solution du probleme (0.34)-(0.35) dans le cas ou les
données initiales sont petites et la non-linéarité est quadratique.

Supposons n = 2 et soit u(t,z) la solution du probleme de Cauchy (0.34)-(0.35)
avec non-linéarité d’ordre quadratique et du type (0.36). L’estimation d’énergie
donne (cf. (0.38))

todr
u(t, - s <cie+ec sup ||u(T, - . / —_— 0.40
u(t, ) e gey < 1€+ c2 <Te[o¢]| (7 ) 1(R2)> AT (0.40)

ou ¢, ce > 0 sont des constantes convenables. En tenant compte que

. todr
lim — = 400,
t—+o0 A (1+71)

on déduit que 'inégalité (0.40) ne donne aucune information en ce qui concerne
les propriétés de décroissance de la solution u(t,z). En utilisant la méthode des
formes normales (introduite par Shatah, cf. [100]), on se propose de remplacer
la non-linéarité quadratique par des termes d’ordre supérieur, qui décroissent plus
vite par rapport au temps. Une transformation du type u — v(u) permet d’obtenir,
d’apres (0.34), I’équation

uv(t, ) — Ago(t, z) + mu(t, z) = F(u(t,z), Vi zu(t, z)),

ou F' est d’odre cubique ou supérieur.

En dimension n = 2 Georgiev-Popivanov (cf. [35]), Kosecki (cf. [74]) et Simon-
Taffin (cf. [106]) ont prouvé que le probleme (0.34)-(0.35) admet une solution glo-
bale pourvu que la non-linéarité quadratique ait une forme spéciale et que les
données initiales soient suffisamment petites. Dans [35] et [74] on suit Papproche
de Klainerman et on utilise la technique de Shatah.

En combinant la méthode des formes normales et les estimations de Georgiev pour
I'équation linéaire de Klein-Gordon, Ozawa, Tsutsumi et Tsutaya (cf. [86]) ont
étendu le résultat précédent au cas des non-linéarités de forme générale.

Nous étudions le probleme de Cauchy

Opu(t, x) — Agu(t,z) + m2()u(t,z) = u?(t,z) + g(ul(t,x)), (0.41)
u(0,z) = € wug(x),

(Opu)(0,z) = eur(x),
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ot >0, € R? et g(s) est une fonction cubique dans un voisinage de I'origine.
Les données initiales ug,u; sont des fonctions tres régulieres a support compact
dans R? et € > 0 représente un parametre réel suffisamment petit.

On se propose d’étudier le cas ou la masse m est variable et décroit vers zéro.
Notre approche (cf.(0.41)) consiste a établir une liaison entre la masse m et la taille
(d’ordre €) des données initiales. Plus précisement, si o > 0 désigne un parametre
réel convenable, nous posons m(e) = €2, de telle fagon que

lli% m(e) = 0.

De maniere heuristique, on peut considérer le modele (0.41) comme une interpola-
tion entre 1’équation semi-linéaire des ondes (m = 0) et ’équation semi-linéaire de
Klein-Gordon (m > 0 fixée).

En utilisant la technique des formes normales (cf. [100], [86]) et une transformation
convenable des variables ¢ et z, nous prouvons que le probleme (0.41) admet une
solution unique et globale

j k+16—3 (2
wE () Ly s C (10 +o0l H (R?)), (0.42)

pour k> 18 et 0 < € < €g. Ici

€0 = €o(k, 0, Hu0||Hk+16(R2)v HulHH’cHS(R?)) >0

représente un parametre réel suffisamment petit. On démontre, d’autre part, que
o dépend de k et, plus précisement, que 0 < 0 = o(k) < ﬁ et

kEIJPoo o(k)=0.

Nous présentons brievement le contenu des trois chapitres.

Chapitre 1. Nous étudions le probleme de Cauchy pour I’équation des ondes non-
linéaire
Ouu(t,x) — Agu(t,x) = F(t, x, Vi gu(t, x)) (0.43)

avec des données initiales petites, tres régulieres et a support compact dans R",
n > 3. Le terme F(t,z, V¢ u(t,x)) désigne une forme quadratique par rapport
a (Oyu, Oz, U, ..., 05, u) dans un voisinage de l'origine (0,0, ...,0). Plus précisement,
nous supposons que

F(t,z,Vizu(t,x)) =< Ag Vizu(t, ), Vezu(t,z) > +

< A(t,z) Vi gu(t, x), Ve gu(t, ) >,

oll A est une constante réelle non nulle,
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-1 0 ... 0

0o 1 .. 0
el .40

0O o0 .. 1

est la matrice de Lorentz et < -,- > désigne le produit scalaire dans R'*" x R1*7,
Nous posons

1
A = —-——
(t:) (14t + =)

oll a > 1 est un parametre réel.

En utilisant les coordonnées de 'espace de Minkowski (R!*™, g), nous rappelons

(cf. [71], [74]) que le vecteur £ = (£0,€1,...,¢™) € R x R™ est nul par rapport a la
métrique de Lorentz si

Y gwetet =o. (0.45)

a=0 b=0

En rappelant la notation 0y = —0; et 0, = 0,,, a = 1,...,n, on voit que le terme

< AgVigu(t,x), Vi gu(t,z) >= A Z Gab Oath Ops

a,b=0,....,n

représente une forme polyndémiale quadratique nulle au sens de (0.45). Par suite,
la non-linéarité se compose du terme principal

< AgVizu(t,z), Vizu(t,z) > (0.46)

satisfaisant la Condition Nulle de Klainerman (cf. [68],[70], [71], [66], [72]) et de la
perturbation quadratique

< A(t,x) Vigu(t,x), Vi gu(t, ) >,

qui décroit tres vite pour ¢ suffisamment grand.

La structure du chapitre 1 est la suivante. Nous rappelons (cf. Section 1.2) des
résultats préliminaires sur les inégalités de Von Wahl pour I’équation des ondes. Ces
estimations, du type L>°(R") — L?(R"), montrent les propriétés de décroissance
de la solution par rapport a la variable temporelle et en fonction de la norme de
Sobolev des données initiales. En suivant 'approche de Klainerman (cf. [68], [70])
et Kosecki (cf. [74]), nous introduisons les opérateurs différentiels de 'algebre de
Poincaré (cf. Section 1.3) et exhibons les estimations bilinéaires pour la forme nulle
(0.46) (cf. Section 1.4). Ces techiques sont appliquées pour établir des estimations
convenables pour la solution locale du probleéme (0.43) (cf. Section 1.5, 1.6), en
combinaison avec les inégalités classiques d’énergie (cf. Section 1.7). Nous prouvons
un théoreme d’existence globale en utilisant la méthode de contraction et le principe
de prolongement des solutions des équations différentielles.

Chapitre 2. Ce chapitre est dedié a 1’étude du probleme de Cauchy pour I’équation
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Apu(t,x) — (1 + [ dyK(z —y)|Vyult, y)|2) Agu(t,z) = 0. (0.47)

Rn
On suppose les données initiales petites, tres régulieres et a support compact dans
R™ n > 3. Le noyau K : R” — R est une fonction réguliere, positive et rapidement

décroissante a l'infini avec toutes ses dérivées. Plus précisement, nous supposons
qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

Cc

max |VIK(z) < ——,
ogw|gm| ) 1+ 2N

(0.48)

pour |z| — 400, N >n et m > 2[2] +6.

On a déja remarqué (cf. (0.32)) qu’on peut considérer I’équation (0.47) comme une
interpolation entre ’équation de Kirchhoff

Buult, ) — (1 + | Vault, -)|\2L2(R,L)) Au(t,z) =0 (0.49)

et de I’équation quasi-linéaire

Buult, ) — (1 + | Vault, x)|2> Au(t,z) = 0. (0.50)

L’intérét dans 1’étude de ce type d’équations (cf. [4], [13], [30], [31], [32], [82],
[84]) est dii principalement aux applications possibles du point de vue physique.
L’équation (0.49) représente un modele mathématique pour décrire les vibrations
des membranes élastiques quand la vitesse de propagation de la perturbation u(t, x)
est variable.

Nous exibons les propriétés de décroissance de la solution locale du probleme
(0.47) en utilisant les estimations classiques d’énergie (cf. section 2.2-2.3) et les
inégalités L>(R") — L2?(R™) de Von Wahl (cf. section 2.4). L’application de la
méthode de contraction et du principe de prolongement des solutions des équations
différentielles permet d’achever la preuve de I'existence globale.

La difficulté principale consiste a établir ces estimations en tenant compte du terme
variable

n(u,t) = A dy K (z —y) [Vyult,y)[*

Pour avoir une idée des effects diis & la présence du terme 7(u,t), nous proposons
une comparaison entre le modele (0.47) et I’équation des ondes linéaire.

Soit z(t, z) la solution du probleme

Onz(t,x) — Agz(t,z) = 0, (0.51)
20,0) = z0(),
(0:2)(0,2) = z(x),
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avec données initiales petites, régulieres et a support compact dans R™. Sans perte
de généralité, supposons que

supp(z(O, Ji)) U supp((@tz)(O, x)) < B(O’ L)a

ou B(0,L) = {|z| < L}. En tenant compte du fait que la vitesse de propagation de
la perturbation z(¢, ) est unitaire, 'inégalité d’énergie peut étre obtenue aisément
apres une intégration convenable dans le cone caractéristique

IN(T,L) ={(t,x) € [0,T] x R" : |z| < L —t}.
Soit, maintenant, u(¢, x) la solution locale de 1’équation (0.47) et, sans perte de
généralité, supposons que

supp(u(0, z)) U supp((9:u)(0, ) € B(0, R),
ou B(0, R) = {|z| < R}. En considérant que la vitesse de propagation

o(t,z, K, Vou) =1+ [ dyK(z —y) |[Vyu(t,y)
Rn

est variable, il faut remplacer le cone caractéristique I'(T, L) par le domaine

Q(T,R) = {(t,2) € [0,T] x R" : |z| < R — D(T)t},

ou 0 < T < oo et

D(T) = max {\/<1 +/ dy K(z —y) |Vyu(t7y)|2> 1t e[0,T], |yl < R} .
L’estimation d’énergie pour u(t,x) découle d’une intégration convenable dans le
domaine Q(T, R).

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de Cauchy pour I’équation
de Klein-Gordon

(O — Ay +mP(€)) ult,z) = u?(t,x) + g(u(t, z)), (0.52)

ot > 0, z € R? et les données initiales sont de la forme

u(0,z) = eup(x) et (0¢u)(0, ) = euq (),
avec (ug,u1) € C°(R™) x C§°(R™). La fonction g(s) est d’ordre cubique pres de

lorigine et € > 0 représente un parametre réel suffisamment petit.

Nous supposons (cf. (0.52)) que la masse m dépend de la taille des données initiales
et, plus précisement, qu’il existe un parametre réel o > 0 tel que

SIS}

m(e) = ez2. (0.53)

Par conséquent,
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lim m(e) =0 (0.54)

e—0

et ’équation (0.52) prend la forme

(01 — Ay + ) u(t,2) = u?(t, ) + g(u(t, x)). (0.55)

La dépendance de m (cf. (0.53)) rend impossible une application directe des esti-
mations L>°(R") — L?(R") (cf. section 3.4). D’autre part, en tenant compte de la
présence du terme quadratique dans la non-linéarité, nous voyons que l'inégalité
d’énergie ne donne aucune information en ce qui concerne la décroissance de la
solution (cf. section 3.5 et (0.39)). Notre idée est de travailler avec les nouvelles
variables

m(t) = €t,  €(x) = P, (0.56)

ou on suppose 3 = Z. Si on note
2

a(r(t), €(x)) = ult, x),
I’équation (0.52) prend la forme

Orru(1, &) — Acu(r, &) + u(r,§) = a gﬁ’é) + g(ﬂc(;'ﬁ, 5)), (0.57)

avec données initiales convenablement transformées selon (0.56).

Nous prouvons que la solution u(¢, x) du probleme (0.52) existe globalement et que

j k+16—7 (M2
W[ Ly s C (10 +o0l H (R?)), (0.58)

pour k > 18 et 0 < € < €. On suppose

€0 = 60(1457 g, Hu0||Hk+1G(R2)7 HulHHker(Rz)) >0

un parametre suffisamment petit.

Notre idée est de considérer 1’équation (0.52) comme une interpolation entre le
modele classique de Klein-Gordon et I’équation semi-linéaire des ondes. Dans ce
deuxiéme cas, on peut montrer une comparaison avec le travail de Glassey (cf.
[51]), ot on prouve que le probléme semi-linéaire

Opv(t, ) — Agv(t,z) = |v(t, z)|” (0.59)

n’admet pas de solutions globales en dimension n = 2 pour p < “%ﬁ
De (0.58) nous déduisons que la solution u(t,x) est d’autant plus réguliere que k
est grand. D’autre part, les estimations montrent que ’exposant o dépend de k et

0<o=o0(k) < kf—m' Par conséquent,

lim o(k) =0. (0.60)

k—o0
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La structure du chapitre 3 est la suivante. Nous rappelons (cf. Section 3.2) la
technique des formes normales introduite par Shatah (cf. [99], [100]) et utilisée pour
supprimer la non-linéarité quadratique. Plus précisement, une transformation du
type u — v(u) permet d’obtenir une équation équivalente & celle que nous étudions,
mais avec des termes non-linéaires cubiques ou d’ordre supérieur qui décroissent
plus vite. En suivant ’approche de Ozawa, Tsutsumi, Tsutaya (cf. [86]) et Georgiev
(cf. ([36])), nous exhibons des estimations convenables L>(R") — L?(R™) pour la
solution locale du probleme (0.52) (cf. Sections 3.3-3.4). On combine ces résultats
avec les inégalités classiques d’énergie (cf. Section 3.5). On montre ainsi que la
solution locale est bornée et petite en termes de la norme uniforme et de la norme
d’énergie. L’application du principe de prolongement des solutions des équations
différentielles permet d’achever la preuve de I'existence globale.



Chapitre 1

Equation des ondes
non-linéaire avec une
condition nulle de
Klainerman

1.1 Introduction

Nous nous proposons d’étudier le probleme de Cauchy pour 1’équation des ondes
non-linéaire

Opu(t,x) — Agu(t,x) = F(t, z, Vi zu(t,x)) (1.1)

avec comme données initiales

u(0,z) = eup(x) et (04u)(0,z) = euy(x), (1.2)
ol (ug,u1) € C§°(R™) x C§°(R™) et € > 0 est un parametre réel suffisamment petit.
Sans perte de généralité, nous supposons que

supp(uo) U supp(u1) € B(0, L).
Dans (1.1), F(t,z, V¢ zu(t,x)) représente une forme quadratique par rapport a

(O¢u, Oy ..., O, u) dans un voisinage de lorigine (0,0, ...,0). Plus précisement,
nous notons

F(t,z,Vizu(t,x)) = Fi(t,z, Vi zu(t,x)) + Fa(t, z, Ve zu(t, x)),

ou

Fi(t, 2, Vigu(t,z) =< Ag Vigu(t, z), Vigut, z) >= A(|Vau(t, z)|* — |8u(t, )])
(1.3)

29
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et

Fo(t,x, Vizu(t,z)) =< A(t,z) Vigu(t,x), Vigu(t,x) >= A(t,x)|Vt,mu(t,a:)|2.
(1.4)
Dans (1.3), A est une constante réelle non nulle, < -,- > désigne le produit scalaire
dans RM7™ x RMH7 et

-1 0 .. O
o 1 .. O
g = {gab}a,b:O,...,n = (15)

0o 0 .. 1
est la matrice de Lorentz. Dans (1.4) on pose
1

Alt,z) = —————,
(t,2) (I+t+|x|)

ou a > 1 représente une constante réelle.

Nous utilisons les coordonnées (2%, x!, ..., 2™) de espace de Minkowsky (R x R™, g),
muni de la métrique

ds? = Z Z Gy dat dz?,
pn=0,...,n v=0,...,n
ou on note z° =t et 2° = x;, pour chaque i =1, ..., n.
En suivant Papproche de Klainerman et Machedon (cf. [68], [70]), nous rappelons
que le vecteur £ = (£9,&%,...,&") € R™! est nul par rapport a la métrique de
Lorentz si I'idéntité suivante est satisfaite

DN gageet =o. (1.6)

a=0 b=0
En utilisant la notation 0y = —0; et 9, = 0,,, a = 1,...,n, on voit que le terme

< AgVigu(t,z), Vigu(t,z) >= A Z Gab Oath Opt

a,b=0,....,n

représente une forme polynémiale quadratique nulle au sens de (1.6) et satisfaisante
la Condition Nulle de Klainerman (cf. Introduction et [68],[70], [71], [66], [72],
[114]). D’autre part, on peut considérer le terme (1.4) comme une perturbation
non-linéaire qui décroit tres vite pour ¢ suffisamment grand.

Du point de vue physique, I’équation (1.1) représente un modele mathématique
utilisé pour décrire les vibrations des membranes élastiques quand la perturbation
u(t,x) est petite et la vitesse de propagation v est constante (on suppose, ici,
v = 1). Les fonctions u(0,z) et (Oyu)(0, z) représentent, respectivement, la forme
et la vitesse de la perturbation au temps t = 0.

On a supposé les données initiales (cf. (1.2)) ayant support compact contenu dans
la sphere B(0, L). Du principe de Huygens, on déduit que
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supp(u(t, x)) € {|lz| < L +t},

pour ¢t > 0. Nous allons prouver le théoréme suivant.

Théoréme 1.1 Soit s > 2 ([%] + 2), n >3 1. Alors il existe

€0 = coll[1to ()l g gorys [12(@) | o1 oy ) > 0,

suffisamment petit, tel que, pour tout 0 < € < €q, la solution u(t,z) du probleme
(1.1)-(1.2) existe unique et globale et

u € ﬂj:o,... 7SC’j([O, +oof; H¥7I(R™)).

Nous présentons brievement la structure du chapitre 1. Le théoreme de Cauchy-
Kovalevskaja permet de déduire que la solution du probleme (1.1)-(1.2) existe lo-
calement dans l'intervalle [0,7], T = T'(e¢) > 0. Nous rappelons (cf. Section 1.2)
quelques résultats préliminaires concernants les inégalités L>(R") — L?(R") de
Von Wahl pour I’équation des ondes. En suivant I’approche de Klainerman (cf.
[68], [70]) et Kosecki (cf. [74]), nous introduisons les opérateurs différentiels de
Palgebre de Poincaré (cf. Section 1.3) et exhibons des estimations convenables
pour la forme nulle (1.3) (cf. Sections 1.4-1.5-1.6). Ces résultats, combinés avec
les inégalités classiques d’énergie (cf. Section 1.7), permettent de montrer les pro-
priétés de décroissance de la solution du probleme (1.1)-(1.2) en fonction du temps
et de la norme de Sobolev des données initiales. La preuve du théoréeme 1.1 découle
de I'application de la méthode de contraction et du principe de prolongement des
solutions des équations différentielles.

1.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous rappelons les inégalités L>°(R™) — L%(R™) pour
léquation des ondes établies par Von Wahl (cf. [73], Chap. 1, pp.20-30 et [66]).
Nous considérons, d’abord, le probleme homogene. On étendra le résultat au cas
non-homogene en utilisant le principe de Duhamel. Les inégalités de Von Wahl
montrent les propriétés de décroissance de la solution en fonction de la variable
temporelle et de la norme de Sobolev des données initiales.

Inégalité de Von Wahl pour le probléme homogéne. Soit w(t, z) la solution locale
de I’'équation

Opw(t, ) — Azw(t,z) =0, (1.7)

avec données initiales w(0,z) = 0 et (Qw)(0,2) = wi(z), o w1 € CF(R™) et
supp(w1) € B(0, L).

Considérons, d’abord, le cas n impair. La formule de représentation donne

1La technique que nous utilisons ne permet pas d’obtenir le résultat analogue du Théoréme
1.1 en dimension n < 3 (cf. Section 1.8).
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(n—3)/2 1 dk
wit,e) = Y ap it - |dtk/ dSe wy (z + t€), (1.8)

k=0

ou aj sont des constantes et €2, est la sphere unitaire dans R”. L’estimation de
Von Wahl (cf. [66]) établi qu’il existe une constante ¢y = co(n, L) > 0 telle que

Co n—-1
||w(t»')HLoo(Rn) B t(n——l)”awz wl(')“Ll(Rn)» (1.9)
2
pour t > 1.

Pour n pair, la formule de représentation donne

w(t,z) = (1.10)

(n—2)/2 rn é. [e%
Z bi tkH/ dr/ ngtl n\/—rQ Zaawl x—|—r§)( )

lee|=k

ol by, sont des constantes. De maniére similaire, ’estimation de Von Wahl (cf. [66])
établi qu’il existe une constante ¢; = ¢1(n, L) > 0 telle que

C1

||w<t,->umw>§@ > 102wi )l gy (1.11)

0<|a|<H
pour t > 1.
La presénce des constantes ¢y = co(n, L) et ¢1 = ¢1(n, L) montre que les inégalités
(1.9) et (1.11) dépendent de la dimension n et de la mésure du support des données

initiales.

L’hypothese w; € C§°(R™) permet d’améliorer ces résultats. Pour cela, nous considérons
le lemme suivant.

Lemme 1.1 Soit f € C§°(R™) et supposons que supp(f) C B(0, L). Alors il existe
une constante ¢ = c¢(n, L) > 0 telle que

IF Ol .0y < clfOllzso.n)- (1.12)

PREUVE. Posons ¢ = L"/2. L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

1 Owon = [ delf@)] <

B(0,L)
( / dxlf(x)l2>
B(0,L)

D=

1
2
(/ dx 1) = Ln/2”f(')||L2(B(O,L))'.
B(0,L)

En utilisant le Lemme 1.1, d’aprés (1.9) et (1.11) nous obtenons, respectivement,
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c n-t . .
Jw(t, )l oo rry < t(n—_l)Hagﬂ W1 ()| p2 ey n impair (1.13)
2

et

c :
llw(t, M oo gny < ey w1 (] g2 (nys n pair, (1.14)
2
pour t > 1.

Ces estimations échouent pour ¢ = 0. Pour surmonter cette difficulté et obtenir une
résultat convenable dans un voisinnage de t = 0, nous utilisons le lemme suivant,
qui découle du théoreme d’immersion de Sobolev.

Lemme 1.2 Soit n > 3 et supposons que w(t,x) est la solution locale du probléme
(1.7). Alors il existe une constante ¢ = c(n) > 0 telle que

[[wl(t, ')||Loo(Rn) <c ||w1(')HH[n/2](Rn)- (1.15)

PREUVE. Considérons le probleme (1.7). En utilisant la transformation de Fourier,
on voit que la fonction

w(t, &) = /n drw(t,z)e o8

représente la solution du probleme

attw(t7£) + |§|21f)(t,f) = 0, (116)
uA)(O7 5) = 0,
(00)(0,8) = wi(§)

Par conséquent, la solution locale du probleme (1.7) prend la forme

— L etz Mu}
wit.) = g [ age et g

et, suite a 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit que

dceit sin(tlél)n (1+|§|2)[”/2V2u31(§)‘
R €11+ |

/2
1 ( o ln/2, o 1/2< 1 )1

< L ([ acsiep) e <§>|) ae o)
(2m) / " ' / n e )™

En rappellant la définition d’espace de Sobolev en termes des variables duales, on
voit que
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([ a+1e®" @) = sl ooy

D’autre part, en tenant compte que n > 3, il existe une constante ¢ = ¢(n) > 0
telle que

1
c= d¢ —
J. 67+ jg) "

En rassemblant les estimations (1.13), (1.14) et (1.15), grace au lemme 1.2 on peut
déterminer une constante ¢ = c¢(n, L) > 0 telle que

C
lw(t, ) poo @y < Wﬂwl('ﬂ\mn/z}mn), (1.17)
pour t > 0.

Soit maintenant w(t, ) la solution locale du probleme

(att - A)’LU(t,J?) = O, (118)
w(0,2) = wo(x),
(Ow)(0,2) = wi(x)

et supposons que (wo,w;) € C§°(R™) x C§°(R™) et supp(up) Usupp(ui) € B(0, L).
De maniere similaire, on démontre qu’il existe une constante ¢ = ¢(n, L) > 0 telle
que

Cc
[wt, )| Lo @y < Fo ez 01 Olame @y + w0l gz gn) )
&) = [y 17

(1.19)
pour t > 0.

Inégalité de Von Wahl pour le probléme non-homogéne. Nous allons prouver le
lemme suivant.

Lemme 1.3 Soit w(t,z) la solution locale du probléme non-homogéne

(O — Aw(t,z) = F(t x), (1.20)
w(0,2) = wo(x),
(Orw)(0,2) = wi(x)

et supposons que (wo,w1) € C§(R™) x C§°(R™) et supp(uo) Usupp(ui) € B(0, L).
Alors il existe deux constantes c1 = c1(n) > 0 et ca = ca(n) > 0 telles que

c

1
[w(t, ) oo gy < REDEE (||w1(‘)”H[n/2](Rn) + Hwo(')||H["/2]+1(R")> +
(1.21)
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t
C2

+ / dr (PG ey

o (14 (-7 HIn/21 (R

pour t > 0.

PREUVE. Posons w = v + 2z, ou v et z sont, respectivement, les solutions des
problemes

(8tt — A)v(t,x) = O, (122)

(Ow)(0,2) = wi(x).
et

(O — A)z(t,z) = F(tx), (1.23)
2(0, ) 0,
(0¢2)(0,2) = 0.

D’apres (1.19), on déduit que

C
V() oo gy < REDIEE (||w1(')HH["/2](R") + Hwo(')||H[n/2]+l(R")> - (1.24)

Considérons maintenant le probleme (1.23). En appliquant le principe de Duhamel
(cf. [66] et [73], Chap. 1, pp.20-30), la solution locale prend la forme

z(t,x) = /0 drZ(t — 7)F(r,z), (1.25)

T

En utilisant I’estimation (1.17), d’apres (1.25) on déduit qu’il existe une constante
c > 0 telle que

ol Z(S) _ sin(sl/;A)

t
C
It e < [ IE oy (126
L (R ) 0 (1+(t_7_))(n—1)/2 HI /2](R )

Puisque w = v + 2z, on conclut que
e, M ey < 00 M e gy + 120 ) ey

C1
< (o1 O ey + 100l g o)

EICEE

t
C2

+ / dr 1E (T, ) sz oy

0 (1 + (t_T))(n—l)/Q HIn/21(R7)

ol c1,co > 0 sont deux constantes convenables. Le Lemme 1.3 est prouvé. [ |
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1.3 L’algebre des opérateurs de Poincaré

En suivant 'approche de Klainerman (cf. [68], [70]) et Kosecki (cf. [74]), nous
considérons l'espace de Minkowski (R x R™, g) muni de la métrique de Lorentz

ds® = Z Z G dat da”,

pn=0,...,n v=0,...,n

ot g est la matrice (1.5), 2° =t et 2 = x; pour chaque i = 1,...,n.

Nous introduisons ensuite les familles des opérateurs différentiels du premier ordre

Qij = {,Ciaa;j - xjawi i,j = 1, ) (127)

et

QOi = taa:l + xiat7 7 = 1, ey N (128)

Pour avoir une idée geometrique de ’action de ces opérateurs, considérons 1’en-
semble

O(p,q) ={A€GL(1+n,R): ATI, JA=1,,},

ou AT désigne la matrice transposée de A, p+q=n+1,p,q €N, et

bl O
P 0 Igxq)’

étant donné I« la matrice identité d’ordre k.

L’ensemble O(p, q), muni du produit des matrices, est un groupe de Lie. En parti-
culier, en choisissant p = 1 et ¢ = n, nous obtenons le groupe de Lorentz (O(1,n), -)
des transformations linéaires qui conservent la longueur des vecteurs dans I’espace
de Minkowski.

L’algebre de Lie correspondant au groupe (O(1, n), -) est engendrée par les éléments

{Qij}ij=1,..0 U{Qoi}i=1,..n (1.29)

qui agissent comme des opérateurs de rotation en fonction des variables spatiales
et temporelles.

On appelle groupe de Lorentz non-homogene le groupe de Lie qui contient les
éléments de I'ensemble O(1,n) et les translations. L’algebre de Lie correspondante
est engendrée par les opérateurs (1.29) et les dérivées usuelles 9,,a = 0,1, ..., n.

Considérons, ensuite, la transformation d’échelle ¢ — Az*, A € R,a = 0,1,...,n.
L’élément correspondant dans ’algebre de Lie est 'opérateur

S =10 +x101 + -+ 2,0n,.
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Nous appellons algebre de Poincaré la couple (S, [+, -]), ot 'ensemble
S = {{0iti=0,..n U{Qj}ij=1,.0n U{Q0i}i=1,.n US}
contient % éléments. En rappelant la notation (1.5), on démontre aisément

les identités suivantes (cf. [68], [70], [74]) :

[Qaby (8tt - A)] = 07 a, b = Oa —eey 1, (130)

[Qab7 ch] = gchad + gadec - gbanc - gachd7 a, b, c, d= 0,...,n,

[S, (att — A)] = —2(8tt — A), [S, Qab] = O, a, b= O, ey 1,

[Qap, 0c] = b0 — GacOb, a,b,c=0,...,n, [S,04] = —0a, a=0,..,n.

Les définitions précédentes permettent de généraliser les espaces de Sobolev usuels.
En particulier, pour z € S et o = (o, ..., ), nous définissons 'espace

HARY) =S feHRY) Y [l2%(t, )| pagany < +00 ¢ (1.31)
0<]|<s
ou
2 = H 25,0 (1.32)
k=1,...,nitsntd
et

o= Y (1.33)

2
kzl,___,%

Dans les lemmes suivantes, nous décrivons les propriétés principales des operatéurs
de lalgebre de Poincaré.

Lemme 1.4 Soient z € & et f € C°(Ry x R™). Alors il existe des constantes
€O, C1, .-y Cn telles que

Vi, 2]f = coOf + Z cioi f.

i=1,...,n

PREUVE. Sans perte de généralité, supposons z = Qgm, o 0 < k,m < n, et soient
0i; les symboles de Kronecker
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1 sii=y,
51']' =
0 autrement.

On a
(03, Qe f = [0i, 21 Om] f — (03 2m Ok f
= (0i(xkOm) — Tk0m0;) f — (0i(xmOk) — TmOk0;) f
= 0ikOm f + k0;0m f — T0m0;i f — 0imOkf — £m0iOk [ + XmOr0i f
= 0ikOm f — Oim Ok f-
La démonstration est similaire pour chaque z € S. [ |

On peut étendre ce résultat au cas général |o| > 1. Plus précisement, on prouve
qu’il existe des constantes 5 telles que

Zavt,mf(t7$) = Z Cgvt,zzﬂf(t7x)7 (134)
0<|BI<] e

pour tout z € .

Notre but est d’établir (cf. Section 1.4) une estimation convenable du terme non-
linéaire (1.3). Pour cela, nous utiliserons les lemmes suivants.

Lemme 1.5 Soit g la matrice (1.5) et supposons z € S, |a| > 0 et f € C°(R4 X

R™). Alors il existe des constantes cy, ,, telles que

Za < gvt,a:f(tvx) »vt,wf(t7x) > (135)

= Z Conrion < 9Via2® f(t,2), Vi 2% f(t,2) > .

0<]a1|+|az| <o

PREUVE. Fixons z € S et |a| > 0. En appliquant la régle de Leibnitz, il existe des

constantes by, ,, telles que

2 < gvmf(t,a:) 7vt,$f(t7x) >

= Z boron <92 Vo f(t,2), 2V o f(t,2) > .
lo [+]az|=]al

(e}

D’apres (1.34), nous déduisons qu’on peut déterminer de nouvelles constantes cgy, ,,,

telles que
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Za < gvt,$f(t7x) 7vt,$f(t7x) >

= Z Conion < GVia2 f(t, ), Vi 2 f(t,x) > .

0<]a1|+|az|<af

Le lemme 1.5 est prouvé. [ |

Lemme 1.6 Soit z € S et supposons a > 1 une constante réelle. Alors, pour
chaque 3 fizé, il existe une constante ¢ = c(a, 3) > 0 telle que

< C
(L4t + )

z a
(14+t+ |z|)

PREUVE. Sans perte de la généralité, supposons z = Qg; = t0; + x;0;. Alors, il
existe une constante ¢ = ¢(|a|) > 0 telle que

1
(1+t+z)”

X; —a— —a—
tﬁ(1+t+lxl> T (Lt |27

(t@i + xl&g)

= |al

|aft |a||z| c
T4t ) T At + ) T A+ e[+ 0)"

La démonstration est similaire pour chaque z € §. On étend aisément le résultat
au cas général |3| > 1. [

Supposons, maintenant, z € S et g, h € HS(R") et fixons |a| > 0. Grace a la régle

de Leibnitz, il existe des constantes cg, ,, telles que

Pgh) @)= Y (29 @)(z"h) ().

loa [+]az|=|al

Dans ce qui suit, nous utiliserons ’estimation suivante

12 (gh) ()l oy < e 3 122 9O e oy 12225 O) | 2

oy | +] oz | =a];0< | | < 151

(1.36)

+c2 Z Hzmg('>||L2(Rn)Hzagh(')HLw(Rny
Lol

|y [+]az|=|a];0<]az| <

ou cq,ce > 0 sont des constantes convenables.
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1.4 Estimations du terme non-linéaire

On se propose d’établir une estimation convenable du terme non-linéaire (1.3).
Pour semplicité, on utilise les notations u et 9; a la place, respectivement, de u(t, x)
et O;,. Puisque (cf. 1.28)

Qo; 0 )
9= 0 L%, (1.37)

nous obtenons

| < AgViau,Vigu>|=| <Ag(O, 01, ,0n)uy (Op, 01, -+, On)u > |

n Q Qon,
~[ <20 |@ -0 ~Zogur 0.2 Bg] @01 2|
3} nO Q Qon
= |A ‘—(a,gu)2 O e = I T“alu+~-~+ ot B
Oru Qoiw
= [\ |—=(8u)* — tT ‘ x;0pu + Z %=
1<i<n 1<i<n
Oiu QO¢u
= |)\| —% tOyu + Z z;0;u | + Z . o;u
1<i<n 1<i<n
0, Qo;
= \[|-==Sut+ Yo o).
1<i<n
Par conséquent, il existe une constante c¢(|A|) telle que
| FEEM < AgVizu(t,z), Vi zu(t,z) >| (1.38)
c(IA)

p [[zu(t, ) HLoo(|$|§L+t) IViau(t,-) HLoo(|m|§L+t)v

ol on consideére z € {{Qo;}i=1,., US}.

L’inégalité (1.38) présente une singularité pour ¢ = 0. Pour surmonter cette diffi-
culté et étendre le résultat dans un voisinage de ¢ = 0, on considere I'identité

Qo; o . 2;0%
1+t 14t 1+t
obtenue de (1.28). On en déduit que

i=1,..,n, (1.39)
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0; Qo; ;04
i = — , =1,...,n. 1.4
1+t 1+t 1+t " (1.40)
Par suite, nous obtenons
| < AgVigu,Vigu>|=|<Ag(0,01, - ,0n)u, (0,01, ,0n)u>| (1.41)

O Qo1 10 On Qon 0
=< A _ _ .0,
‘< g(at’1+t+1+t AR P A 1+t)u’(at’al’ ,8)u>‘
Qorv 210w Qontt  Tp0:u
< _ _
‘<)‘g<atu71+t 1+t7 71+t 1+t)7(atuvalu7 7anu)>’
ou Ot
+‘<Ag(0,1+t,,m),(@tu,alu,,anu)>’
B 1080 T, 0 Qor1u Qonu
—‘<Ag|:<8tu7_l+t7 7_1+t)+<071—_i_t7 71+t):|7(8tu781u7 : 7anu)>’
81u anu
+’< g<071+t7 71+t)7(8tu781u7 78’&) >’
En désignant
Gl(tvx,vt,w%QOiU) =
10U Tn0u Qo1u Qont
A — e kel e R
‘< g|:<atu7 1+t7 ) 1+t>+(071+t7 71+t):|7(8tu781u7 78U)>’
et
81u 8nu
Gg(t,x,vmu) = ‘< Ag (07 1—|—t’“. , 1_|_t> ,(8tu781u7... ’anu) >,

I'inégalité (1.41) prend la forme

| < )‘gvtwu(tv J?) ) vt,ru(t7 J)) > | S Gl (tv &€, vt,muy QOlu) + G2 (t, xZ, vt,mu)-
On va établir des estimations convenables pour les termes Gy et Gs.

Estimation du term G1. On a
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G1(t, @, Vi zu, Qou) (1.42)
Oiu T Ol Qo1u Qonu
—\l—(5 2_$1ta o ntan o1t o "o
Al | —=(Oru) 1+¢ 1u 1+t u+1+t U+ +1+t u

0 Qo;
= [\ |—(8u)® — T tut Z x;0;u + Z it Oiu
+ 1<i<n 1<z<n

Qo;
= |\l _ O (1+1t)0u+ Z zi0u | + Z Ou

1+1¢
+ 1<i<n 1<z<n

(9tu QOz 8tu
< |\ el > midu | + Z 0 +|>\|’ oo
1<i<n 1<1<n

c(1A) 2
< T (It Y o iy 1V e ag oy + 190t M i<

ol on considere z € {{Qo;}i=1,..n US}.

FEstimation du terme G. On a

c([Al
= 1+t|‘vmu( )HL°°(|a:|<L+t) (1.43)

En utilisant la notation (1.3), on voit que

~

Ga(t,z, Vi gu) <

| F1(t, 5 Vi zu(t, ))”Loo (lo|<L+t) (1.44)
c(1AD)
< 11t [|zu(t, )||L°O(|a;|<L+t)||vt u(l, )HLOO(|95|<L+t)
c(IA) 2 2
7 Tt (H@tu(t, Moo (ej<rte) T I1Vault, ')||L°°(|a:|§L+t)> ;

ol on pose z € {{Q; }i=1,.n US}.

En ce qui concerne le terme non-linéaire (1.4), on a l'estimation suivante :

[ F2(t, -, Veat(t, D oo )< 110)

1
= sup |< —————7Vizult,x),Viu(t,x) > 1.45
Wieb | T ) Vel o) (1)
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2
= (1+t)“”v” ults Mo (o)< 4ty (1.46)

On conclut que

It Vet Dl g arersny (1.47)

< || F1(t, - Vi, sul(t, ))||Loo(\$\<L+t + || Fa(t, 5 Vi, 2u(t, ))HLoo(|m|<L+t)

c(IAD
< 1+t [[zu(t, )HLm(\z\<L+t IVieau(t, )HLOO(|Q;|<L+t)

G
57 (10t e iy + 10 ez

C
+(1+t)“”v”u( Wi (arcr vy

ot z € {{Qoi}i=1,.n US} et ¢,c(|A]) > 0 sont des constantes convenables.

1.5 Application des inégalités de Von Wahl au
probléme (1.1)-(1.2)

Les résultats qu’on vient d’établir (cf. Sections 1.3-1.4) forment la base de la
preuve de la proposition suivante.

Proposition 1.1 Soit z € S et supposons que u(t,z) est la solution locale du
probléme (1.1)-(1.2). Alors, pourt € [0,T)], il existe des constantes c1,ca(|A]), es(JA]),
ca(JA]), ¢5 positives telles que

lu(t, M oo (o)< Lre) < (14_:)% (1.48)
i /ot dT(l +(t —17))“’1)/2
. (Cf(ﬂ)) 2. 127, M o)< o) | Vw2207, | e oy 24
0<(81 418/ <[n/2]
i /ot dT(l +(t —17))“’1)/2
- (cf(l/\l)) Yo 10 i u<am 10220l M e ag<4m)

0<|B1[+1B2]<[n/2]
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¢ 1
—|—/ dr
o (14 (t—r)nH2

ca(|A)
X( Z Vo2 (T, | 2 a) < Lam) I Va2 20T, ) oo (< Lty
0<|B1]+1B21<[n/2]

t
+/ dr !
o (14 (t—m)nH2

cs
S > V22 () 2 oy <) I Vo2 20T ) oo (0 < 4
0<IB1+1B21<[n/2]

PREUVE. Soit u(t,z) la solution locale du probleme (1.1)-(1.2). En rappelant les
inégalités de Von Wahl (cf. Section 1.2), on voit que

C1
[t M Lo (o)< prt) < m(”u(o» Mzt rzrer ey + 100eu) (0, )| g1t 2y m)

(1.49)

t
C2

+/ dr HF(Tv'avT,a:u(Tf))” n Y9

0o (14 (=) Hin /21 (B

ou c1, ce > 0 sont deux constantes convenables.

Estimation des données initiales. Les hypotheses sur les données initiales du probleme
(1.1)-(1.2) impliquent que

[[u(0, ')HH[n/2J+1(Rn) +11(0ru)(0, ')||H[n/2](]R") =

Pour ce qui concerne le terme non-linéaire, on a

||F(7', ) vr,zu(Tv '))||H[n/2] (Rm)
< ”Fl (7'7 ° Vﬂmu(T, '))||H[n/2](Rn) + ||F2(7'7 B vf,mu(Ta '))HH[n/2] (R™)

< Z ||zﬁ < Ag Ve gu(r,x), Vo gu(r, z) >||L2(\w\gL+r)
0<|81<[n/2]

1

8
2l
(1+|z|+7)"

>

0<|B|<[n/2]

Vo zu(r,x), Vi gu(r, z) >

)

L2 (|z|<L+T)

ou z € §. Notons
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A= > | <A Veau(r,2), Voau(r,z
0<|8I<[n/2]

) >HL2(|E|§L+T)

et

1

8
2l
1+ |z|+71)*

JQ(T) = Z

0<|B|<[n/2]

Vrau(T, ), Vigu(r, z) >

L*(|z|<L+T)

Estimation de Jy (7). En utilisant la régle de Leibnitz et le lemme 1.5, nous obtenons

Ji(7)
< Al Z Z bghﬁQH < g2V, (T, ), 272V, pu(r, ) > L2 (e)<z47)
0<18I<[n/2] |81 +|82|=8]
<Y Yo pl <9Vea2Pu(re), Ven2u(rw) > s aicnin;

0<|B|<[n/2] 0<|B1|+]B=2|<|B]

ol bgl 5, €t cgh 52 sont des constantes convenables. Sans perte de généralité, nous
supposons que 0 < |Ga| < % (cf. (1.36)). En utilisant (1.47), on obtient

ALY Yo Bl <9Vea2Pu(rw), Ve u(r,w) > | e <
0<IB|<[n/2] 0<|B1|+]B2|<|B]

ci(|A)
2 Yo 1P i< n IV ra2 ™0 o 024y
0<I81<(n/21 0<151 [+ 1321<15]

ca(|A
D DD DR U e I

0<|BI<[n/2] 0<[B1]+]B=2|<IB]

es(|A])
1 Z Z Vo2 u(r, ) 12 oy < Ly V22 (T, M oo (< Lrys
0<|B|<[rn/2] 0<|B1|+]B2|<|B]

olt ¢1(|A]), c2(JA]), e3(|A]) sont des constantes et z € .

Estimation de J2(7). On a

Jo(7)
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1 .
S C1 Z Z H< Zﬂl WZﬂQVT@U(T, '), z53VT,$u(T, ) >
0<|8|<[n/2] |B1]+|B2]+|B3|=|8]

L2 (|lz|<L+7)

e 2 > e

0<|BI<[n/2] 0<[B1[+|B2|+|83|<|B]

(1.50)

Lo (Jz|<L+)

X ||V7—,ajzﬂzu(7', ')HLOO(|Q:|§L+7-)||v7—7“3253u(7—’ ')HL2(|I|§L+7')7

ol c1,cy > 0 sont des constantes. En utilisant le principe de Huygens et le Lemme
1.6, on voit que l'expression (1.50) est bornée par le term

T+

x> IR e CoDl PATRITS) | A (Cop | P
0<I4I<[n/2] 0131 [+1721 <15

ol ¢ > 0 est une constante et 0 < |Fa] < % (cf. (1.36)). La Proposition 1.1 est
démontrée. u

1.6 Généralisation aux dérivées d’ordre supérieur

Le résultat établi dans la section 1.5 peut étre généralisé aux dérivées d’ordre
supérieur.

Soit u(t, z) la solution locale du probleme (1.1)-(1.2) et supposons que z € < et
0 < |a] < [£] + 1. En utilisant les idéntités (1.30), nous déduisons que z*u(t, z)
est la solution locale du probleme de Cauchy

(O — A) 2%u(t,x) = Z cgzﬂF(t,x, Vizu(t, z)), (1.51)
0<|BI< ]

ot cj sont des constantes et (z%u)(0,z), (2*0yu)(0, z) représentent les données ini-
tiales. L'inégalité de Von Wahl donne

2% u(t, M poo (2j< 1)

C1
< EDE (||U(07 M rinsa+1a141 ey + [0 (0, ‘)HH[n/21+\a\(Rn)> (1.52)

t
C2
—|—/ dr
0o (14 (t—r)nD/2
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X Z cg‘zﬁ < AgVrzu(t, ), Vogu(r,-) >

0<|BI<lal Hn/2(|z| <L+7)
t
cs
—|—/ dr X
o (L+ (7))
> B < e ) V() > 7
0<|BI<]al

HUn/2 (2| < Ltr)

ol c1, 2, ¢3 et ¢ sont des constantes.

Estimation des données initiales. Les hypotheses sur les données initiales du probléeme
(1.1)-(1.2) impliquent que

[[u(0, ')HH[TL/2]+\&\+1(]R") + [|9¢ul(0, ')||H[n/21+\a\(Rn) =€

Pour établir une estimation convenable des termes non-linéaires, nous notons

Rl,a (7-7 v‘r,mu)

= Z ngﬁ < AGVru(t, ), Vegu(r,:) >

0<[8]<] e HIn/2(|z|<L+7)

et

R?,a (7—» v‘r,a:u)

1
= Z ngﬁ < ﬁvmu(r,) Ve gu(r, ) >
0<|BI< e H(n/2)(|z|<L+7)
Estimation du terme Ry (7, V;u). Sans perte de la généralité, nous supposons

que 0 < |Bs] < M (cf. (1.36)). En exploitant les résultats déja établis (cf.
1.47), on voit que

Rl,a (7-7 v‘r,mu)

ci (1A
= 1+7 Z |20 '>||L2(|m|§L+T)||v7'793252u(77 '>||Loo(|x|§L+T)
0<|B1l+[B2| <le|+[n/2]
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c2(|A)
R > 19727 w(r, ) 12 2 < 1.4 10727207 Ml oo (< 14)
0<1611+18z <l +n /2]

cs(|A])
+1+—T Z ||szﬁlu(7'v')||L2(\w\g[,+r)|‘vmzﬁ2u(77‘)HLOO(|$|§L+T)7
0<|B1[+Bz2|<|a|+[n/2]

ot ¢1(JA]), c2(]A]) et e3(JA]) sont des constantes convenables.

Estimation du terme Ry o (7, V; zu). On a

R2,a (7-7 vr,zu)

C
: a+n° ) Va2 u(r, M2 o< s Vo207 M o (g <0,
0<|B1|+|B2|<|al+In/2]

ol ¢ > 0 est une constante et 0 < |G| < M .

On a démontré ainsi la proposition suivante.

Proposition 1.2 Soit u(t,z) la solution locale du probléme (1.1)-(1.2) et sup-
posons que 0 < |a| < [%] + 1. Alors, pour t € [0,T], il existe des constantes
co, c1(|A]), ca([A]), es(|A]), ca(|A]) positives telles que

o Cp€
2% u(t, M oo (uj<rrey < T (1.53)

' c1 (A
+/0 dT(l +(t 7))

1
“Ttr > 12 (s M 2o < Va2 00 )l e o< 4
0<161 | +]8al< o+ [n/2

' ca(|AD)
+/0 dT(l +(t 7))

1
x 1+7 Z Ha"'zﬁlu(77'>||L2(\at\§L+‘r)||a7'Zﬁ2u(T7')HL‘x’(|m|§L+7)
0< B |[+Bz2|<|al+[n/2]

! c3(|Al)
+/0 dT(1 (-
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1
><14—7- Z vazﬁlu(ﬂ')HLz(\z\gL+7)|\szﬁzu(T»')HLoo(|m|§L+T)
0<[B1|+1Bz2I<]al+[n/2]

' ca(]A)
+/0 dT(1 +(t— )2

1
X atr7° Z vazﬂlu(ﬂ')HL2(|I|§L+7)||VmZﬂzu(T7')||Lao(|z|§L+T)~.
0<|B1]+B2|<lal+[n/2]

Dans (1.53) on suppose 0 < |G| < M

1.7 Estimations classiques d’énergie

Nous nous proposons d’établir les estimations classiques d’énergie pour la solu-
tion locale u(t, z) du probléme (1.1)-(1.2). On rappelle d’abord le résultat suivant.

Proposition 1.3 Soit w(t, x) la solution locale du probléme de Cauchy
(O — A)w(t, x) F(t,x), (1.54)

w(0, x) ewo(z),
(Orw)(0,2) = ewq(x),

ot (wo,w1) € CF(R™) x C§°(R™) et supp(wp) U supp(wy) € B(0, L). Supposons
ausst que

supp(F'(t,z)) CB(0,L+1t) ={z € R" : |z| < L + ¢}.
Alors il existe deux constantes c1,co > 0 telles que
t
[|wl(t, ')HLz({|a:|§L+t}) <cret 02/0 dr[| - [F(r, ')HLz({|a:|§L+t})' (1.55)

La preuve de la Proposition 1.3 repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.7 Soit x(t,x) une fonction L*(R?)-intégrable. Alors

‘ /Ot dr x(, ")

t
< / dr [Ix(7, ) p2gn)- (1.56)
L2(R™) 0

PREUVE. On a
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diT /OT e P diT </ a (/OT dSX(87x)>2>1/2
= %(/R da (/Or dsx(s,x)>2>1/2
" (/ de (/OT dsx(s,@) (d% /OT dsx(s,x)»

= A dsx(i,')Lg(Rn) /n dz (X(T,x) /OT dsx(&x)) .

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, le dernier terme est borné par

. 2\ /2 1/2
i dsx(i,~>Lz<Rn> </ Jax( ) doxten) ) (L. dx'X(T"’”'Q)/

= [Ix(m )l L2 ey

/ " dsx(s,0)

On obtient (1.56) en intégrant (1.57) par rapport & 7 dans l'intervalle [0, ¢]. ]

On en déduit que

d
dr < HX(Tv')||L2(Rn)~ (1.57)

L2(R")

Nous utilisons aussi le résultat suivant qui découle de I'inégalité de Hardy. Soit h(z)
une fonction suffisamment réguliere et rapidement décroissante pour |z| — +oo.
Alors, il existe une constante ¢ = ¢(n) > 0 telle que

/dz

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3. Considérons le probleme (1.54). Par la trans-
formation de Fourier, on trouve que

MO o [ aovha). (1.58)
-

e e sG] C (=D
(1,6) = ecos(t€)in(€) + ¢ 2 1<e>+/0d7|§| F(r,€)

est la solution du probleme

—~
~~

I

~

O (t,€) + €[ w(t, &) = (1.59)

I
15
£

S

5 s
:‘,Z‘r/\_/
|
™
§>
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On voit que

w1 (6)
€]

(2, §)] < €|wo(§)] + €

)

t o sin((t —7)|E))F (T, €)
/0 ar €]

d’ou

w1(-)
el

+
LQ(R”

. (1.60)
L2(®™)

. .
N o F(Tv )
e, Yy < €500 2y +e | ar=e

L’hypothese supp(F(r,z)) C {z € R™ : |x| < 7+ L} assure que la fonction F(r,x)
est réguliere et & support compact pour chaque 7 € [0,¢] fixé. Par conséquent,

F’(T, €) décroit tres rapidement pour |{| — +oo. En utilisant le Lemme 1.7, d’aprés
(1.60) on obtient

. - wi () CoEG)
it M peey < ellboC sgqeey e 52|+ [ ar| 2 - (1.61)
LE(R™) 0 L3(Rm)
En désignant ¢,, = (277)”/ % nous déduisons de lidentité de Plancharel que
l[w(t, ')HLg(Rn) = callw(t, M regz1<ry) (1.62)
et
o)l L2y = enllwoCll L2 gy < +o0- (1.63)

De maniére analogue, puisque w; est réguliére et & support compact, la fonction
w décroit rapidement pour |[¢| — +o0. En utilisant (1.58) et la propriété

VeF(1,€) = —i (xF)(7,€),

nous déduisons qu’il existe des constantes ¢y, co, c3, C4, C5, cg positives telles que

w1 () . y
’ 5 < e [|Vedi ()l g2 mny = c2ll(@w) ()l 2gny = eallzwt ()l 2 (gra<ryy
L2 Rn £ ¢
< eallell oo rai<y) 1wl L2 gz <yy < +00
et
t - t
F(r,-) ;
/ dr G < 05/ dr || VeF(r, ~)|\L§(Rn)
0 L2(rn) 0

t
= 66/0 dr ||| - [ F(r, ')||L2({at§L+‘r})'
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D’apres (1.61)-(1.62)-(1.63), nous obtenons

t
[|wl(t, ')HLQ({|m|§L}) <ce+ 02/0 dr || - [F(r, ')HL2({|m|§L+T})~
Cela acheve la preuve de la Proposition 1.3. [ |

La proposition suivante permet d’étendre ce résultat au cas général des dérivées
d’ordre supérieur.

Proposition 1.4 Soit z € J et supposons que u(t,x) est la solution locale du
probléme de Cauchy (1.1)-(1.2). Alors, pour t € [0,T], il existe deuzr constantes
co,c1 > 0 telles que

D letult M quicriy S0 D 1200 Mpaqa<ryy  (164)

t
to Y /0dT(L+T)||zaF(T7-7vmu(7,-))HLQ({MW}).

0<|al<s

PREUVE. Fixons 0 < |a| < s. D’apres (1.51), nous savons que z%u(t,x) est la
solution locale du probleme de Cauchy

(O — A) 2%u(t, x) = Z cg‘zﬂF(t,x, Vizu(t, z)) (1.65)
0<|BI< ]

avec données initiales (2%u)(0,z) et (2*0;u)(0,x). Grace a la Proposition 1.3, il
existe deux constantes cy et cg positives telles que
[z %u(t, ')|‘L2({|m|§L+t}) < caf[z%u(0, ')||L2({|m|§L})
t
+c3 / dr ||z Z PE(r, - Vo pu(r, )
0
0<[8]<] e L2({|z|<L+7})

En utilisant le principe de Huygens, on peut déterminer d’autres constantes c4 et

cs telles que

12%u(t, o qjoj<nrey < c2llz®u(0 ) e (rai<y)

t
—|—C4/ A7 (|2l Lo ({12 < L4} Z PE(r, Ve gu(r,-))
0 0<IBI<]al L2({|z|<L+7})

< co|[2%u(0, ')HL2({m§L})
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¢
—|—C5/ dr (L+7) Z HZﬁF(T’"VTJU(T"))||L2({|x|§L+T})'
0 0<|8I<]al

En tenant compte que 0 < |a| < s, nous obtenons

D Il Meqqaicnig <o D 1270, e ar<ry)

t
+Cl Z /0 dT (L+T)HZOLF(T,',V-,—’$U(T7'))||L2({|I|§L+T})7

0<|al<s

ol ¢ et cy désignent deux constantes positives convenables.
La proposition 1.4 est prouvée. [ |

Considérons I'inégalité (1.64). Les hypotheses sur les données initiales du probleme
(1.1)-(1.2) impliquent que

Do 1= w0 e qay<y) = €

0<[al<s

Pour établir une estimation du terme non-linéaire, nous notons

F(r,2,Vizu) = 2% < ()\g + Vizu(T, ), Vigu(r, z) >,

ou0 < |a] < set 7 € [0,t]. Nous prouvons qu’il existe des constantes ¢ (|A]), c2(|A]),
es(|A]) et eq telles que

”Fa(Tv 'avT,zu(Ta'))HL2(|E|§L+7—) (1~66)
(A o o
< T+r B3 1+1u(7'»')HL2(\ac\§L+7)Hvr,wz 2“(77')||Loo(\w\gL+T)
0<|az|+|az|<|al
c2(A) o a
+ 147 Z [[0-2 lu(7—7')||L2(|m|§L+7-)||a7'Z 2“(77')||Loo(\z\gL+T)
0< |z |+]az|<|al
c3(|A) o o
Aarpnp Z IVaz® u(r, ) 2z < Loy Va2 u(T, )l Lo (u) <L)
0<|as[+]az|<[a
C4 (0% «
o > Vel )l i< Vre 2™ 0 M oo o<y

0<]au1 [+]|ez| <l
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o]

ott on suppose 0 < |az| < 5 (cf. 1.36).

PREUVE DE L'INEGALITE (1.66). Posons

Fa(Ty z, VT@u(T, x)) = Fla(Ta z, VT@u(T, x)) =+ F2a(7-7 z, Vﬂmu(T, x))a
ou
FY (1,2, V. zu(T,x)) = 2% < A\gV, gu(T,2) , Vs gu(T, z) >

et

1
= Vrgu(r,x), Ve gu(r,x) >,

Fy (1,2, V zu(T, =< ——%
ST, x su(r,z)) =2 )

Estimation de F{*(1,x, Vu). Nous savons que (cf. section 1.4)
[FY (7, 2, Vo gu(T, @)

< e (|A]) Z | < gVrez®u(r,x), Vi gz®u(r, z) > |

0<]av1 |+|az| <[]

(|22 u(r, )|V 7022 u(r, @) +107 2% u(T, )]|07 2% u(7, 2)])

0< e [+] ez |<|ef

C3(|)‘|) a @
—|—1+—T Z |V pztu(r, )| |V 2u(r, x)),
0< v |[+] 2| <[

ot ¢1(|A]), ca(|A]), cs(|A]) > 0 sont des constantes. Par conséquent,

HF]_OL(T7'7VT,wu(T7'>)||L2(‘w‘SL+T) (167)

c1(|A])
S e D G [P [ e oDl NP
0<]au1 [+]|ez | <l

02(|)‘|) a @
+ 117 E 0-2 1“(7'7')HL2(|x|§L+7)Ha‘rZ 2“(7'7‘)|‘Loo(|a;|§L+r)
0< v |[+]az| <[

es(|A]) a «
R > IVaz® (T, M g2 (o) <Lan) I Vor™ ulT, )l oo (2 <Lty
0<|a |+|az2| <]l
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o 0 < |ag| < ‘O‘Tl et c1(JA]), c2(JA]), es(JA]) sont de nouvelles constantes.
Estimation de F$(r,x,Vu). Considérons d’abord le cas |a] = 0, c’est-a-dire le

terme

Fy(r,2,Vygu(r, ) =< mvmu(ﬂ x),Vrzu(r,z) > .

Il existe une constante ¢ > 0 telle que

1E2(7, - Voo D g2 (uy<pm)

C
< @ Vel Mo o< 1am IVrat(m Mz o< 4m):

Supposons ensuite 0 < |a| < s. En utilisant la regle de Leibnitz et I'idéntité (1.34),

P 1o o o
on déduit qu’il existe des constantes by, ., o, €t o, o, o, telles que

F3 (7, -,V pu(T,x))

1
=2 < e Vet e) Vrelr) >
1
= Z ba Zal 7a2a2v7-,$u(7', x)za3v7,zu(7—7 LU)

Q1,002,003 (1_|_7._|_ |J)|)

loa [+|az|+as|=|al

1
B D Coraz,as? T e Ve (T, @) Ve 2% u(r, @)
0< o1 |+|az|+|os]| <] (1+7+z])

Suite au Lemme 1.6, nous déduisons que, pour chaque 0 < |a| < s fixé, il existe
une constante ¢ = ¢(a, ) telle que

||F2a(77'7Vr,wu(7'»'))HLz(|x|§L+7) (1.68)
* < ! Viau(r, ), Ve gu(r, ) >
= |7 7 a VU7, T), Vi U\T, T
147+ |z|) L2(|z|<L+7)
C (e} (e}
< m Z V7,22 lu(Tv')||L2(\g;\SL+‘,-)HVT,IZ 2u(7‘7')HL°°(|m|§L+7-)7

0<]as |+|ez|<|e]
ot 0 < an| < 1.

Si on rassemble les estimations (1.67) et (1.68) on déduit que, pour chaque 0 <
la| < s fixé, il existe des constantes c1(|A]), ca(|A]), es(JA]), ca positives telles que



o6

1 (7, Vel D 2oy <1r) (1.69)

< |FF (7, Viegu(T, '))HL2(|$|§L+7) + [ F5 (7, -, Ve u(T, '))HL2(|$|§L+7)

ci(|A)
=7 D GO [P [ e oDl NP
0<]au1 [+]|ez | <l

ca([A)) o o
+2 Z 0-2 1U(77‘)HL2(|$|§L+T)H8¢Z 2U(T:‘)HLoo(|$|§L+T)

0< ey [+ ez |<|ef

cs(|A]) a a
i Z Va2 u(T, ) 2oy <00 Va2 (T, )| oo (2 < L4y

0<]aur | +|ez|< |

C4 @ @
+ a § HVT@Z lu(7—7 ')||L2(\w\<[,+-,—)”v7,wz 2“(7—7 ')||L°°(|x|<L+r)7
(I1+1) = =
0<]au1 | +|ez|< |

pour 7 € [0, ] etOS\aﬂgl%‘. [
On a ainsi prouvé la proposition suivant.

Proposition 1.5 Soit u(t,z) une solution locale du probléme (1.1)-(1.2) et sup-
posons que 0 < |a| < s. Alors, pour t € [0,T], il existe des constantes c1,ca(|A]),
cs(JA]), ea(JA]), 5, positives telles que

> l2ult, MNrz(aj<pte) < i€ (1.70)
0<[al<s

b oL4T
realN) 3 [ art

0<a|<s

X Z ||Za1+1u(7-7')HL%\J@\SL«H’)HvT*mzagu(T")||L°°(\$\SL+T)
0<]as|+|az|<|a]

b LT
A d
realA) 3 [ ar

0<|al<s

X Z 072 u(7, ) 122y <y 10722 0(T, )| oo ()< L4y
0< |z |+]az| <ol
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L
+ea(|A]) / dTl_—:T
0<|x|<s T
X Z Va2 ulT, )l 2o <4 Va2 u(T, )| oo (2 < 14y
0<]a1|+|az|<af
L
/ dr { +tT
0<|a\<s +
X Z V722 u(r, -)||L2(|$|§L+T)||VT’$zo‘2u(7—, ')HLao(|x|§L+T)7
0<]aur | +|ez|< |
0t 0 < |ag| < @ﬂ n

1.8 Existence globale

Dans les sections précédentes on a établi des estimations convenables pour la
solution locale du probleme (1.1)-(1.2) en termes de la norme d’énergie et des
inégalités de Von Wahl. Pour completer la preuve du théoreme 1.1, nous introdui-
sons les normes

n=1
A(u,t,s) = Oiugt(l +7) 2 Z 2T, )| oo (o) < 1 1r) (1.71)
== 0<|a|<1+($]
et
O(u,t,s) = sup Z HZQU(T:‘)HL%mgLM): (1.72)
0ST<t o< lal<s+1

ou ¢ € [0,T]. Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.8 Supposons n > 3 et 0 < t < 4o0. Alors il existe une constante
¢ = c(n) telle que

Cc

1
/ dT n—1 n—1 S n—1" (1'73)
o (A+t—7)T A+7) = (1+t) T

PREUVE. Notons

=1(t) + L(t),

n—1

/th —
0 (1+t—7)2 1+71) =

ou



o8

Il(t):/ dr 1 e
0 I4+t—7)7 (1471) 2
et
t
1
Ig(t): dr o 1

2 (14+t—7)2 (147)°2
Il existe des constantes cg,c1,co,c3 > 0, qui dépendent de la dimension n, telles
que

1 b2 1
I]_ (t) S max (n—l)/2 / dT 7ﬂ__1
Tel0t/2] (1 4+t —7) 0 (1+7)2

1 2 2

n—3

n—1)/2 _
@+ H"IEAR=3 i _ga 44

€o C1

< — < —
(14502 7 (g
et
1 ¢ 1
IQ(t) < max ————7 dr 75
TE/2t (14 7)7 2 t/2 (1_‘_15_7_)(”* )/
_ 1 2 2
= — _ —
1+H7 \"73 -3+
C2 c3
S n— S _ .
1+ 5" 1+
Le lemme 1.8 est prouvé. -

On va écrire les estimations (1.53) et (1.70) en utilisant la notation (1.71)-(1.72).
Dans ce qui suit, ¢;(|A|) représentent des constantes qui dépendent de A.

L’inégalité (1.53) prend la forme

A(u, t, s) < cr€

(1487 (141) 2

(1.74)

1
n—1

FeaAO At T s

1
—-

+63(|/\|)@(u,t,s)A(u,t,s)/0 S —
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En désignant

I1(O(u,t,s), Au,t,s),n)

n—1

1

= (M)t M (wst) | T R e

1
17

+03(|/\|)@(u,t,s)A(u,t,s)/0 S Ta—

on voit que

I1(O(u,t,s), Au,t,s),n)

K 1 1 1
= 04(|)\|)@(u,t78)/\(u7t,8)/0 dT(l +(t— 7'))(”71)/2(1 —|—T)HT_1 (1 + 7 + (1 +’7’)a>

1 1
<
< c5(|A)O(u,t, s)A(u,t, s) orgf%(t (1 = + i+ T)a>

! 1
></ dr 7 —
o (A4+@t-—mN"V P14
1

< co(|A)O(us , $)A(u, 1, 5)/0 o =2

< C7(|)\|)®(u7t,s)A(u,t7s).

n—1

(1+1)7

Dans la derniere inégalité on a utilisé le lemme 1.8. Par conséquent,

A(u, t,s) < cie n c6(|A)O(u, t, s)A(u,t, s)

= < = T (1.75)
(1+1¢) 2 (1+1¢) 2 (1+¢t)>
et, de maniere équivalente,
Au,t,s) < ce+ c(|\))O(u, t, s)Au,t,s). (1.76)
De maniere similaire, I'inégalité (1.70) prend la forme
t 1-n L +7T
O(u,t,s) < coe+c10(u, t, s)A(u,t,s) [ dr(l+7)2 (1.77)
0 (1+4+71)
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L+T

t 1—n
st A ts) [ dr(1+n)F

t 1—n 1—n
< coe + c3O(u, t, s)A(u, t, s)/ dr ((1 +7)2 +(1+ T)TJrlfa) .
0

D’autre part, en tenant compte que n > 3 et a > 1, 'intégrale

/0 ar ((1+7)F + (7))

converge pour t — 400. Cela permettra d’appliquer le principe de prolongement
des solutions des équations différentielles.

Par (1.77) on déduit qu’il existe deux constantes ¢ et c¢(n) positives telles que

O(u,t,s) < ce+c(n)O(u,t, s)A(u,t,s). (1.78)
D’apres (1.76) et (1.78) on voit que

A(u,t,5) < ce+ c([A)O(u, 1, 5)A(u, t, 5), (1.79)
O(u,t,s) < ce + ¢(n)O(u,t, s)A(u,t, s), '
pour ¢ € [0,T]. En définissant le vecteur
T(u,t,s) = (O(u,t,s), Alu,t,s))
et la norme
1T (s t, 9)ll = VVO2(us 1, 5) + A%(u L, 5),
le systeme (1.79) prend la forme
1T (us £, 9) | < coe + e(n, DI (ust, )], (1.80)

ol ¢ et ¢(n,|A|) sont des constantes convenables et ¢ € [0,T]. Le lemme suivant
montre que I’énergie généralisée et la norme uniforme de la solution locale wu(t, x)
du probleme (1.1)-(1.2) sont bornées supérieurement par des termes d’odre €.

Lemme 1.9 Supposons que (1.80) est satisfaite. Alors il existe un paramétre réel
suffisamment petit

€0 = €0(luo()ll gy 1vr ()l gro—1 gy, 7 [A[) > 0

et une constante c = c¢(n, \) > %co, uniforme par rapport a T, tels que

1T (u,t,s)|| < ce (1.81)
pour tous € €]0, €[ et t € [0, 7).
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PREUVE. On prouve le lemme 1.9 par ’absurde. Notons ¢ = 2¢; et supposons qu’il
existe t1 € [0, 7] tel que

1T (u,t,s)]| < 2cie VO<t<t et |0 (u, t1, 8)|| = 2¢cqe. (1.82)
D’apres (1.80) on obtient

1T (u, t, 8)|| < coe + c(n, |A])(2er€)?, (1.83)

pour chaque 0 <t < t;. Observons que I'inégalité

3
coe + c(n, |\))(2c16)® < e1€

a lieu pour tout

301 — 200

0 _—
=S Seln, M)

Par suite, en désignant eg = —2.=2¢0, > (. nous obtenons
1

Be(n, I\

3
I (s, 8)l| < 5exe, (1.84)

pour tout 0 < € < € et 0 < ¢ < ¢1. La continuité de || Y (u, t, s)|| permet de déduire
que

3
I (u, t1, 8)l| < 5eae, (1.85)
pour tout 0 < € < €y. Cela contradit (1.82).
Puisque 1 est arbitraire, 'inégalité (1.81) est valable pour tout ¢ € [0, T. ]

Par conséquent, d’apres (1.81) nous obtenons

@(u7t7 8) S ce g Hu(t, .)HL2(‘$‘SL+t) S ce
et
ce
A(u,t7s) < ce g Hu(t7 ')HLm(\z\SL—O—t) < T n—ti»
(1+10)"

pour tout 0 < € < ¢g et t € [0,T].

Nous nous proposons finallement de montrer que la solution u(t,z) du probléme
(1.1)-(1.2) existe pour tout ¢ € [0, +o0[. Pour cela, on utilise le principe de prolon-
gement des solutions des équations différentielles.

Lemme 1.10 Soient €y et ¢ les mémes parametres que dans le lemme 1.9 et, pour
0 < € < €, notons
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Ty = max{7T € R" : u(t, z) existe et ||Y(u,t,s)|| < ce pourtout 0 <t < 7}.
(1.86)
Alors Ty = +oo.

PREUVE. Nous supposons, par ’absurde, que 77 < +oo. Considérons alors I'in-
tervalle [Th — §,Th1 + 4], ou 6 > 0 est suffisamment petit. Comme on déduit de
(1.86), le probleme de Cauchy pour I’équation (1.1) avec données initiales u (T}, x)
et (Oyu)(Th,x) admet une solution unique dans lintervalle [T7 — 0,71 + d]. De
maniere analogue a ce qu’on a fait dans la preuve du lemme 1.9, nous déduisons
que

I (u,t,s)|| < ce,

pour tous 0 < € < ¢ et ¢t € [0,T1 + ¢]. Encore une fois, € et ¢ sont les mémes que
dans le lemme 1.9. En fait, comme 1'inégalité (1.81) montre, le parametre ¢ et la
constante ¢ ne dépendent que des données initiales ug et u; et, par conséquent, ils
sont uniformes par rapport a 77 + 4.

D’autre part, la méthode de contraction (cf. [67], [98])) assure que, dans l'intervalle
[Ty — 0,T1], la solution du probléme avec donnée initiales u(7y, ) et (Opu)(Th, x)

concide avec celle de la définition (1.86).

Par conséquent, la solution u(¢, x) du probleme (1.1)-(1.2) est prolongeable a droite
de T1, ce qui contradit I’hypothese T} < co. [ |

Le Théoreme 1.1 est prouvé.



Chapitre 2

Probleme de Cauchy pour
I’Equation de Kirchhoff
non-linéaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions le probleme de Cauchy

dpu(t, x) — (1 + [ dyK(z—vy) Vyu(t,y)|2) Agu(t,z) =0, (2.1)

R™

u(0,2) = eug(x), (Opu)(0, ) = eup(x), €>0, (2.2)

ol (ug,u1) € CFR™) x C§°(R™), n > 3 et € est un parametre réel suffisamment
petit.

Le noyau K : R" — R représente une fonction réguliere, positive et rapidement

décroissante a l'infini avec toutes ses dérivées. Plus précisement, en utilisant la
notation

VIK(z) =91} --- 00 K(2),

nous supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

c

max |VIK(z)] < ——, 2.3
0§\v|§s| ) 1+ 2N (23)
pour |z| — 400, N >n et s > 2[2] +6 (cf. Théoréme 2.1).
L’équation (2.1) représente un cas particulier du modele
Brpult,z) —m (vau(t -)HQLQ(R,L)) Au(t,z) =0, (2.4)

63
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ottm € CY(Ry) (ct. [4], [13], [23], [24], [21], [22], [30], [31], [32], [52], [82], [84]).

Les premieres résultats sur I’équation (2.4) sont dis & S. Bernstein (cf. [4]), en
dimensions n = 1. En supposant m(r) = 1+ r, Bernstein a prouvé qu’une solution
globale ou locale existe si, respectivement, on prend les données initiales réelles
analytiques ou dans un espace de Sobolev convenable. Ce type de probleme a été
développé par Carrier (cf. [13]) et, plus tard, par Narishima (cf. [82]), Dickey (cf.
[30], [31], [32]) et Nishida (cf. [84]), qui ont étudié des modeles mathématiques
non-linéaires qui décrivent, du point de vue physique, les vibrations transversales
des cordes de longueur finie et infinie. En suivant ’approche de Dickey (cf. [32]),
J.M.Greenberg et S.C.Hu (cf. [52]) ont étudié le probleme de Cauchy

+oo
Opu(t, ) — (14—/\/ da:|8mu(t,x)|2> Oppu(t,z) = 0,  A>0, (2.5)

w(0,2) = wup(x),
(Oru)(0,2) = wi(z),

en dimension n = 1 et avec données initiales ug € C3(R) et u; € C%(R) telles que

(14 2%)|Vauo(z)| < +oo et (14 z2)|uy ()] < +oo.

On prouve (cf. [52]) que le probleme (2.5) admet une solution globale si les données
initiales sont suffisamment petites ou, de maniere équivalente, si le parametre A est
proche de zéro. Dans ce dernier cas on observe que, pour A — 0,

“+o0
(1 + )\/ dx |8wu(t,x)|2) ~1

et le modele (2.5) représente une approximation, dans un sense convenable, de
I’équation des ondes linéaire.

D’Ancona et Spagnolo (cf. [24]) ont étudié le probleme de Cauchy pour I’équation

Beult, z) —m <||VIu(t, -)H2L2(Rn>) Au(t,z) = 0, (2.6)

en supposant la fonction m de classe C! dans un voisinage & droite de l'origine,
m(0) > 0 et les données initiales

u(0,2) = up(x) € C°(R™) et (Opu) (0, z) = uy(z) € CF°(R™). (2.7)

L’approche de D’Ancona et Spagnolo (cf. [24]) consiste & construire une fonction-
nelle H convenable, qui dépend de la fonction m et de la norme de Sobolev des
données initiales, et & prouver que la solution du probleme (2.6)-(2.7) existe globa-
lement d’autant que H est suffisamment petit. Plus précisement, la fonctionnelle
est définie de la facon suivante

”m/(')HLW(O,uo)

H(m,uop,u1) =1p m(0) )

(2.8)
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ou

" Nul « 2
vy = 256¢, (ZN(@UO)—F m((O))>’ N(f) = Z Z /Rn dz |zVE f(2)|

=1 laf<2]B]<1

et ¢, est une constante convenable. Le probleme (2.6)-(2.7) admet une solution
globale pourvu que

1
H(m,up,u1) < 3 (2.9)

c’est-a-dire quand les données initiales sont suffisamment petites par rapport a la
norme N(f) ou, de maniere équivalente, quand m(r) est proche de la constante
m(0), pour r € (0, 1g).

Ecrivons I'équation (2.1) sous la forme

Buu(t, ) — (1 + (K* |Vu|2> (m)) Agu(t,z) = 0, (2.10)

ol x représente la convolution par rapport aux variables spatiales. Par suite, on
peut considérer (2.10) comme une interpolation entre 1’équation de Kirchoft (cf.
[65])

Ault, ) — (1 + | Vault, .)H?L2(Rn)) Au(t,z) =0 (2.11)

et I'équation quasi-linéaire

Buult, ) — (1 + | Vault, x)|2> Au(t,z) = 0, (2.12)

obtenues d’aprés (2.10) en choisissant, respectivement, K = 1 et K = §, étant
donné ¢ la distribution de Dirac.

Nous nous intéressons au cas des données initiales petites. D’autre part, si aucune
restriction n’est faite sur la taille des données initiales, ’existence des solutions
de classe C'™ pour les équations proches du modele de Kirchhoff est un probleme
ouvert.

D’Ancona et Spagnolo (cf. [23]) ont étudié le probléme de Cauchy pour I’équation
non-linéaire

Oty w) = (14 IVault, )| 2y ) Ault, 2) = Flult, 2), dpu(t, @), Vou(t,z)

(2.13)
avec données initiales

u(0,x) = eup(x) et (04u)(0,z) = euy(x), (2.14)

ol € > 0 est suffisamment petit, (ug,u1) € C§°(R™) x C§°(R™) et n > 2. La fonction
F est de classe C* et il existe deux constantes ¢y, ca > 0 telles que
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c1ls T < |F(s)] < eofsM

dans un voisinage de s = 0, ot s = (u, dyu, Vu).

On démontre (cf. [23]) que le probleme (2.13)-(2.14) admet une solution globale

u e COO(R+ X Rn)

pourvu que A > Ag(n) et 0 < € < €g, ol €9 = €g(up, u1, F') est suffisamment petit.

Du point de vue physique les équations (2.1) et (2.11) permettent une meilleure des-
cription que 1’équation classique des ondes. On utilise ces modeles mathématiques
pour décrire les vibrations des membranes elatiques quand la vitesse de propagation
m(r) de la perturbation w(¢, x) est variable.

En particulier, on voit que la fonction m dépend de fagon continue de 1’énergie de
déformation

n(ust) = [|Voult, ) Lo e

et que lapproximation est du premier ordre (m(r) = 1 4+ r) dans I’équation de
Kirchhoff (2.11) et d’ordre 0 (m(r) = 1) dans ’équation linéaire dyu — Azu = 0.

Notre but est de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Supposons s > 2 [%] +6,n>31. Alors il existe

€0 = €o([[uo ()l gr=(ny: 1w (@) =1 (@ny- m) >0

suffisamment petit, tel que, pour chaque 0 < € < €, le probléme (2.1)-(2.2) admet
une solution unique globale

we ), . CO0.+ools H*TI(R™).

Nous présentons brievement la structure du chapitre 2. Nous exhibons d’abord les
propriétés de décroissance de la solution locale u(t,z) en utilisant les inégalités
classiques d’énergie (cf. sections 2.2-2.3). La difficulté principale lorsque on établi
ces estimations est due a la présence du terme variable

v(t,x, K,Vzu) =1+ dyK(x—y)|Vyu(t,y)|2.
Rn

Notre approche consiste a remplager le cone caractéristique de ’équation linéaire
des ondes par un ensemble de forme plus général (cf. Section 2.2). On combine
ensuite les inégalités d’énergie avec les estimations L>°(R") — L2?(R™) de Von
Wahl (cf. section 2.4). L’application de la méthode de contraction et du principe
de prolongement des solutions des équations différentielles permet de completer la
preuve du Théoreme 2.1.

1La technique que nous utilisons ne permet pas d’obtenir le résultat analogue du Théoréeme
2.1 en dimension n < 3 (cf. Section 2.5).
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Dans ce qui suit, pour simplicité, nous désignons 0%u et dyu, respectivement, par
w(®) et Ug.

2.2 Résultats préliminaires
Considérons le probleme (2.1)-(2.2) et supposons, sans perte de généralité, que

supp(uo) Usupp(u1) C B(0, L).

Grace a la régularité des données initiales, le théoreme de Cauchy-Kovalevskaja
permet de déduire que la solution u(t, ) du probleme (2.1)-(2.2) existe localement
dans l'intervalle [0,T], T = T'(e) > 0.

Nous nous proposons d’établir une estimation d’énergie convenable pour cette so-
lution. Pour cela, nous rappelons la méthode classique utilisée pour I’équation des
ondes.

Soit @(t, x) la solution de I’équation linéaire

Oni(t, r) — Ayt ) = 0 (2.15)

et supposons que les données initiales soient regulieres et que

supp((0,z)) Usupp((8:)(0, z)) € B(0, R).
L’inégalité d’énergie pour @(t, x) découle aisément d’une intégration convenable de
Péquation (2.15) dans le cone caractéristique
I(T)={(t,x) € [0,T] x R" : |z| < R —t}.
Dans I'équation (2.1) la vitesse de propagation v(t,z, K, V,u) est variable. Par
conséquent, notre idée est de remplacer le cone I'(T") par ’ensemble
QT)={(t,z) € [0,T] x R" : |z| < L — D(T)t}, (2.16)

ou

D(T) = max{\/(l + - dy K(x —y) |Vyu(t,y)|2> 2t e[0,T], |y < L} .

(2.17)
On introduit ensuite I’énergie associée a la solution locale u(t, ) du probleme (2.1)-
(2.2)

E(u,t) = (2.18)

/w<LD(T)t dx( 2 + (1""/" dy K (z —y) [Vyu(t, y)| ) 5 )
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et I’énergie associée aux dérivées d’ordre supérieur

E(a (u, t) = (2.19)
ut™ (¢, )| 2\ [Vou@(t, 2))
dz 5 + {1+ dy K(z —y) |[Vyu(t,y)| —
|z|<L—D(T)t Rn

pour |a] > 0. On va démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.1 Supposons que u(t,x) est la solution locale du probléme (2.1)-
(2.2). Alors

E(u,T) < E(u,0) (2.20)

_/ dt dzx (Vm dy K(z —y) [Vyult, y)|2) ug(t, ) Vau(t, x)
QT) R™

2ult, @)l
—|—/ dtdz (8,5 dy K(x —y) |Vyu(t,y)|2) —|V ult, )| .
QT) R™ 2

PREUVE. Pas 1. Définition du cone caractéristique. Considérons I’ensemble

QO (T) = {(t,x) €[0,T) x R" : |a| < L —~y(t,2)}, (2.21)

ou

v:[0,T]xR" - R

est une fonction de classe C*° (R4 x R™), positive et telle que

~(0,z) =0, v(T,z) =D(T)T (2.22)

et
Ye(t,z) >0 pour (¢, z)€[0,7] x R™ (2.23)

Si on multiplie 'équation (2.1) par u:(t,x) et on intégre dans le domaine Q. (T'),
nous obtenons

/QW(T) dt dz ue(t, x) (utt(mx) - (1 + /n dy K(z — y) |Vyu(t7y)|2> Au(t,x)) _o.

Apres une intégration par partie, la derniere identité prend la forme
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[ [at (M (1+ [ k- pIvucor) M)]
Q,(T) -

2 2

(2.24)

_/ dt dz div [(1 + dy K(z —y) [Vyult, y)|2) ue(t, ) Vau(t, x)}
Q,(T) R"

—|—/ dt dzx (Vm dy K(xz —y) |Vyu(t,y)|2> ug(t, ¢)Vyu(t, x)
Q. (T) R"

Voult,z)|”
—/ dt dzx <8t dy K(x —y) |Vyu(t,y)|2> [Vault,n) =0,
Q,(T) R™ 2
ou div(f(x)) = 32—y, , 0 f(2) représente l'opérateur de divergence.
Pas 2. Application du théoréme de la divergence. Soit
I (T)={(t,xz) €]0,T[xR" : |z| = L —y(t,z)}
la surface latérale de Q. (T), et, pour (¢,z) € I',(T"), notons
V(tvx) = (Vt(tvx)vy$(t7x)) = (225)
1 (6,0, 52+ Var(t,2)
B Yelt, T), |.’E| Y\, T

\/I%(MC)I2 +

la normale unitaire orientée vers I’éxtérieur de I',(T').

ot Vﬂ(m)’

De (2.22) nous déduisons que les surfaces de base inférieure (¢ = 0) et supérieure
(t=T) du cone Q(T) sont de la forme

Bing={zeR":|z| <L}
et

Baup = {w € R": o] < L — D(T)T}.

Les normales unitaires orientées vers I'extérieur de B;,s et By, sont, respective-
ment, (—=1,0,---,0) et (1,0,---,0). En appliquant le théoreme de la divergence,
I'intégrale

2 2
= [ aras (o (MR (1s [ ayre- pwguear) BT
Q,(T) 2 n 5

)
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_/ dt dz div [(1 + dy K(z —y) [Vyul(t, y)|2> ug(t, ¢)Vyu(t, x)
Q. (T) R
peut étre écrit comme la somme des trois intégrales

J=J1+ Jo + Js,

ou

_ ju0.0)? ) 2) [Vel0.0)?
Jy = /|I|<L dz ( 5 + (14—/" dy K (z —y) [V,u(0,y)| ) 5 ) 7

T, )| Lu(T,z)|
- | oo (BT (1 [ ayste- i) )
|2|<L—D(T)T 2 Rn 2

et

2 2
Jy = / doy.. [us(t, )| + (1 +/ dy K (z —y) |Vyu(t7y)|2> [Vault, z)|” vy (t, @)
D (1) 2 " 2

_ /FW(T) doy » (1 + /n dy K(x —y) |Vyu(t7y)|2> ug(t, ) Vpu(t, z) - vp(t, x).

En rappelant (2.18), on voit que J; et Jo désignent, respectivement, I’énergie aux
tempst=0ett="1T.

Pas 3. J3 est positif. Nous prouvons que J3 > 0. Pour cela, il suffit de montrer que
le terme

2 2

us(t, Vaul(t,

Tt = (% (14 [ k- vuer) %) it )
- (1 + / dy K(z —y) |Vyu(t7y)|2> ut(t, x)Vau(t, z) - va(t, x)

est positif, pour (¢,z) € I'y(T). En rappelant (2.25), nous posons

1

= 2’

o(v)
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u(t,2) (14 fo dy Kz =) [Vyu(t,y) )
2

Ay =200 B Koy =
(2.26)

(14 Jow dy K (@ —9) IVyu(t.9)) (& + Var(t,2)

C(v, K,Vu) = 5 ,

de telle fagon que

J31 = ()%

(A et ) + B, K, V) V(o) — 203, K, Vu)ur(t,2) Vou(t, 7))
D’abord, on voit que ¢(y) > 0. Il reste alors a chosir la fonction (¢, z) de telle

fagon que

A('y)|7,tt(t796)|2 + B(v, K, Vu)|Vgcu(t796)|2 —2C (v, K, Vu)u(t, ) Vyu(t,z) > 0.

Cette derniére condition est, en effet, satisfaite si on choisit (¢, z) telle que

C(v. K, Vu) < /AR /B0, K, Va). (2.27)

Pour cela, posons

B(t, z) = |z| + (¢, x), (2.28)

pour (¢,x) € I, (T'). L’inégalité (2.27) peut étre écrite, de maniere équivalente, sous
la forme

T [ve(t, )|
L Vot ) )| < . (2.29)
‘(|$| + Vg )' \/(1+fRn dyK(ac—y)|Vyu(t,y)|2)
Puisque
Bult,x) = m(t,z) et VBt x) = |z—| 1 V(L z),

en remplagant v par 3, 'inégalité (2.29) prend la forme

ﬁt (t7 x)

Vaf3(t, )| < '
\/<1 + Jon dy K(z —y) |Vyult, y)l2>
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Sans perte de généralité, on peut étudier I’équation éiconale correspondante

IV2B(t,2)| = Gilt,2) : (2.30)
\/(1 + Jon Ay K(z —y) IVyU(t,y)l2>
Une solution de cette équation est de la forme
B(t,x) = |z| + D(T) t. (2.31)

Par suite, d’apres (2.28), on obtient (¢,x) = D(T)t. On voit alors que Q4 (T') et
I',(T) coincident, respectivement, avec Q(T) et I'(T") (cf. (2.21)) et que

A(y) >0 et B(v,K,Vu) >0,
pour (t,z) € T'(T) (cf. (2.26)). D’apres (2.27), nous obtenons

C%(y, K,Vu) < A(y)B(v, K, Vu), (2.32)

et, par conséquent,

A(y)|ue (¢, x)|2 + B(v, K, Vu)|Vult, x)|2 —2C (v, K, Vu)u(t, ) Vu(t, z)

> (VAR ui(t.x) - VBO K. Va)Vou(t.2)) > 0.

Cela montre que J3; > 0. On en déduit que J3 est positive.

En utilisant (2.18), on voit que J; = —FE(u,0) et Jy = E(u,T). La positivité de J3
implique que

E(u, T)—E(u,0)+ /

dtdx (Vm dy K(x —y) [Vyul(t, y)|2> ug(t, ©)Vyu(t, x)
QT) R~

<0.

2
[ (at dyK(z - y) |vyu<t,y>|2) NVoult, 2)l
QT) R™ 2

La proposition 2.1 est prouvée. ]

2.3 Généralisation aux dérivées d’ordre supérieur

On se propose d’étendre l'estimation d’énergie aux dérivées d’ordre supérieur
9%u(t,x), pour |a| > 0. On prouve la proposition suivante.

Proposition 2.2 Supposons que u(t,x) est la solution locale du probléme (2.1)-
(2.2). Alors
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E(a) (u,T) < E(a) (u,0) (2.33)

(@) 2
—|—/ dt dz (3,5 dy K (z —y) |Vyu(t, y)|2) —|Vmu (t,2)]
Q(T) R™ 2

_ / dt dz (ng / dyK(x—y)|Vyu(t,y)|2) u® (¢, 1) Voul® (¢, z)
QT) n

o i Yl (0 [ asG- 9l ) A
QT) Rn

loa [+]az|=]al

(e}
1,002

pour tout 0 < |a| < s. On suppose ici 1 < |a1| < |a|,0 < |az| < |a| =1 et ¢
des constantes convenables.

PREUVE. Fixons 0 < |a| < s. En utilisant la regle de Leibnitz, 'identité

o (utt(t,a:) - [1 + ( . dy K (z —y) |Vyu(t,y)|2)] Au(t,x)) =0

prend la forme

™ (t,z) — [1 + (/ dy K (z — ) |vyu(t7y)|2>} Aul (¢, z) (2.34)

- Y A (831 dyK(x—vayu(t,y)P)Au<az><t,x>,
R’L

lea [+]az|=]al

ou ¢y, ,, sont des constantes, 1 < || < |af et 0 < az| < [a| — 1. Si on multiplie
(@)

Péquation (2.34) par u; "’ (t, ) et on intégre dans le domaine Q(T"), on déduit que

/ dt de ul™ (¢, 2)uls) (¢, ) (2.35)

QUT)

—/ dtdz uga)(t,a:) [1 + ( dy K(x —y) |Vyu(t,y)|2>} Aul®(t, z)
QT) R"

[ arde S o) (o [ ark-n) D) ),
QT)

n
ot | +|az| =] R

Cette identité prend la forme
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IV ul®(t, )|
2

) 2
lug (¢, )|

/ dtdz |8, + (1 + dy K (xz —y) IVyu(t,y)l2)
Q(T) Rm

—/ dt dz div [(1 + dy K(z —y) [Vyult, y)|2) uﬁ“) (t,2)Voul®(t, Ji):l
QT) R

+/ dt dx (Va:/ dy K(z —y) |Vyu(t7y)|2> uga)(t,x)ku(a) (t,x)
T) n

(a) 2
[ ata (at [ ey |vyu<t,y>|2) Vet o)l
QT) n 2

= dt dx cs ul® t,x (8;"1
/S;(T) Z 1,000 7t ( )

lea [+]az|=]al

dy K (z — ) |Vyu(t, y>|2) AuD(t,z).
R’L

De maniere similaire & ce qu’on a fait dans la section 2.2, nous appliquons le
théoreme de la divergence au terme

I =
2
|

|vmu(a)(t7 33)
2

) 2
lug (¢, )|

/ dtdz |8, + (1 + dy K (x —y) IVyu(t,y)l2)
Q(T) R™

—/ dt dz div [(1 + dy K(z —y) [Vyult, y)|2) uﬁ“) (t,2)Voul®(t, Ji):l
QT) R"

et rappelons (2.19). La preuve de la proposition 2.2 découle aisément. ]

2.4 Estimations de Von Wahl

En suivant la méthode utilisée dans le chapitre 1, on se propose d’établir des
estimations L>(R") — L2(R") convenables pour la solution locale du probléme
(2.1)-(2.2). Pour cela, nous reprenons les inégalités de Von Wahl présentées dans
la section 1.2.

Définissons, d’abord, la norme
ol

faa(T) = (2.36)
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sup {0+0" [Du(t2)], 1+ |a05u(t, )|}
(t.2)€UT) , 0<|B|<[5]+1

et considérons le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit r > 0 un entier et notons

CiR")={heC"(R"): supp(h) est compact dans R"}.
Supposons f € C§(R™), g € LL (R")NLP(R™) et 1 < p < +o0. Alors, il existe une

loc
constante ¢ = ¢(p,n) > 0 telle que

Hf*gHLp(Rn) <c ||f||L1(R”)Hg||LP(R“)7

ou f * g désigne le produit de convolution. De plus,

(fxg) €CT(R™) et (U(f*9)(x) = ((OLf) *g)(),
pour tout 0 < |j] <. [

Dans ce qui suit, nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 2.2 Supposons n > 3 et 0 < T < +4o0. Alors il existe une constante
¢ = c(n) telle que

1
n—1 < - 1° (2'37)

[ c < _
o (14+T-tz A+0)"" (Q+T) =

PREUVE. De maniere similaire & la preuve du lemme 1.8 (cf. Chapitre 1), nous
posons

T
1
/ dt Py — =6L(T)+ I(T),
0 1+T—-t)z (1+t)"
ou
T/2 1
Il(T)z/ dt — -
0 A+T—-t)z (1+t)"
et

T 1
L(T) :/ dt — -
T2 (14T —t) 2 (1+8)"

11 existe des constantes ¢o(n), c1(n), ¢ positives telles que

1 T/2 1
L(T) <{ max 775 / dt ————=
rel0.1/2) (14T — )" D72 | Jo (1+1)



76

_ 1 ( 1 1 )
(1+%)(n—1)/2 n—2 (n_2)(1+%)n—2

< <
(1 T g)(n 1)/2 (1 + T)(nfl)/2
et
1 r 1
IQ(T) S max PUE— dt /2
te[T/2,T] (1 +t) 72 (1+T—t)" Y
1 2 2
- s \n—-3 T\
1+3) ° (n—=3)1+%)
c1(n) c
= n—1 = n—1)/2"
45T A
Le lemme 2.2 est prouvé. ]

On a la proposition suivante.

Proposition 2.3 Supposons que u(t,x) est la solution locale du probléme (2.1)-
(2.2). Alors il existe deuz constantes cg,c; > 0 telles que

E[%]H(%T) < coe + clEf%]H(mT) tes}tg}p;{{”u(@ -)||H[%]+[%]+3(R”)} . (2.38)

PREUVE. On peut écrire I’équation (2.1) sous la forme

Auu(t, ) — Ayu(t,z) = ( / dy K (z — y) |Vyu(t,y)|2) Agu(t,z).  (2.39)

n

Les estimations de Von Wahl (cf. Section 1.2) donnent

w0l (501 g, + Nl

n
2

Jn)

(T, )| oo (rny < €0 — (2.40)
(1+7T)=
2
v (e dy KC =) 1950t 0)P) Avutt)| gy
+Cl/ de - ( )’
0 (1+T—1)"F

ol ¢y et ¢ sont des constantes.

On va étendre ce résultat aux dérivées d’ordre supérieur. Plus précisement, soit
0<|B| < [g] + 1 et considérons I'équation
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02 Ouu(ta) ~ Ault. ) = 07 | ([ auk(e =) Wyt ) Acuteo)]

(2.41)

R™

En utilisant la notation u(?) & la place de 9w, par (2.41) nous obtenons

ugf)(t,x)—A$u(ﬁ)(t7x) = 85 [(/

Les données initiales prennent la forme

dy K (z — y) | Vul(t, y)|2> Aqult, x)] . (2.42)

n

OPu(0,z) = € %up(x), (0P0,u)(0, ) = € 0Puy (x). (2.43)

Grace a la regle de Leibnitz, il existe des constantes cgl B telles que

o |( [ ke )Vl ) Asute.o)

= Y (0 [ aRE—) TR ) A0,
1B1]+1821=18] R

ou 0 < |B1] < |B] et 0 < |B2] < |8 Les estimations de Von Wahl, appliquées au
probleme (2.42)-(2.43), donnent

||EUO(-)HH[%]+1+\/3\ R )+ ||€’U,1(.)HH[%]_Hm

( n
1+7)7

(R™)

||u(5)(T7 ')”LOO(R") < co, (2.44)

n
2

1 2 2

v S maicin (92 S QB = ) [Vyut.p)) Asul® )(t")HH[ ] @y
+C17ﬁ/ dt 1 )
0 (1+T—-¢t) 7

ol cg,g et c1,3 sont des constantes convenables.

Suite au Lemme 2.1, nous déduisons que

o2 /R dy K (z—y) [Vyu(ty)* = ( / dy (07K (z - ) |vyu<t»y>l2) - (2.45)

D’autre part, la condition (2.3) assure que, pour chaque 0 < |51] < |8, il existe
une constante cg, < 400 telle que

102K ()| 1 ny < €8y < +00. (2.46)

En utilisant encore une fois le Lemma 2.1, nous obtenons
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n
2

’(351 /n dy K(- —y) IVyU(t,y)lz) Aw””(ﬁ-)”

H[ ](Rn)

<a|0f [ dyK(—y)|V,ulty) Bu®(t,)|| 1y
R™ Loo (Rn) HL21(R")
< eal]02 K ) s oy IVt M [ 20020 |3
2 T
<CQM|W(1& M 1
- A+t VN gl rieeve gy

ol ¢y = cg(n),c1 = c1(n, B1) et c3 = c3(n, 1, B2) sont des constantes convenables.
On déduit que, pour chaque § fixé, il existe des constantes co g et 1,8 telles que

“6”0(')HH[%]+1+W‘(R%) + H6u1(~)||H[g]+\m(Rn)

14 (T, )| ey < 0.0

n—1
2

(1+7T)

2o<iga1<1m 10 1571150142

T n
2
+cl,ﬁz2£ (uv T) / dt .
[8]+1 0 (L+T—0) T (140"

En tenant compte de la taille et de la régularité des données initiales, on voit que

®")

|\u(0,.)|\H[%]+[%]+2(Rn) <ce et H(atu)(o,.)||H[%]+[%]+1(Rn) < ce.

Par conséquent, puisque 0 < || < [%] + 1, on obtient

Co€
Yoo 1T ey € ———= (2.47)
0<|8I<[5]+1 (1+T)

[Jult, )|
—i—clEf%]Jrl(u,T) /T dt Z

0<1B21<[3

ulBlr1o2142 g

n—1
2

1 (1 +)" T A4+ T —t)

Cp€
< 0

= n—1
2

(14+1T)

T
1
vashy @) (s bl e, ) [
[s]+1 rel0.T] a3+ (5] @y 0 1+0)"'A+T—t) 2

En utilisant (2.37), I'inégalité (2.47) prend la forme
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S NPT )| peo oy € ———= (2.48)
0<|8I<[5]+1 (L+ 1) 7

+ _Ef%]ﬂ(u’ T (
c1

= sup ||u(t,- elaln )
(1—|—T)Tl te[O,T[H( )H[2]+[z]+3(Rn)>

La proposition 2.3 est prouvée. [ B

En tenant compte de (2.19), I'inégalité (2.48) prend la forme

E[%]H(u,T) < coe + c1(n, s)Ef%]H(u,T) tes[%,pT[{\/E([S]Jr[g]+3) (u,t)} . (2.49)

2.5 Existence globale

Rappelons, maintenant, les estimations d’énergie (2.20) et (2.33). En appliquant
l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous déduisons qu’il existe des constantes cy, ,,
telles que

E(a) (u,T) < E(a) (u,0) (2.50)
1l (8, )| 12| Vo ()] 2

T
[
0
T
-|-/ dt‘
0

/n dy (V. K (- —9)) |Vyu(t,y))

Lo

LTSI 17

V. (@) (¢
Va2, )] .

Lo

| k= (1v,utu)P)

T
o a 2 « ||Auo¢2 (tv )”
+ > Cal,ag/ & / dy (09 K (- —y)) [Vyult,y)| g (¢, )| 2,
— 0 n Lo 2
los|+]az|=]a
ou 1< |ag] <|af,0 <|as] <|a] —1et 0 <l|a| <s. D’autre part, on voit que
2 D)
10 [Vyu(t, y)I"] < 2[Vyu(t,y)l|0: Vyu(t, y)| < 2—=—F——
(1+1)
et qu’il existe des constantes c et cq, telles que
[ a@re-mwutenr| | [ avk-po (90
Rm L Rm Lee
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_. Ef ]H(u ,T)
T+t
et
2. (u,T)
%1 L u 2 [5]+1
[ avorre—mvguenr| <o

Dans ces estimations on a utilisé la condition (2.3). En remplacant ces résultats
dans (2.50), nous obtenons

E(a) (u7t)
(1 + t)nfl’

pour tout 0 < |af < s. Sans perte de généralité, a la place de E(q)(u,T) on va
considérer la fonction monotone (par rapport & t)

T
E(o)(u,T) < E(a)(u,0) + cq Efg]ﬂ(mT)/O dt (2.51)

E(a)(u,T): sup B (u,t).
t€[0,T)

De (2.51) on obtient

T
. . . 1
Eioy(u, T) < E(o(u,0) + o By (u, T)S2, u, 1 / dt ————. 2.52
( )( ) ( )( ) ( )( ) [§]+1( ) A (1 t)”’l ( )

En tenant compte que n > 3, il existe une constante ¢ = ¢(n) < +oo telle que

r 1
T—+o00 0 (1 + t)

et, par (2.52), nous déduisons qu’il existe des constantes co et ¢1 = c¢1(n,s) telles
que

; ; ; 2
Y BowT)<c Y. Ew@0)+a| Y EeuwT) S (1)
0<]a|<s 0<]a|<s 0<]a|<s
(2.53)
On avance de maniére similaire a ce qu’on a fait dans le chapitre 1. Notons

n(u,t,s) ZE(aut

0<|al<s

et, d’apres (2.38), considérons le systeme d’inégalités suivant

(a]en(wT)  (254)

E[g]ﬂ(u T) < e+ci(n,s) s+ (u,T) \/E (5]+[2]
n(u,T,s) < n(u,O,s)—f—cQ( n,s)n(u, T, s) fg] (u,T).
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En tenant compte de la taille des données initiales on voit que 7(u,0,s) ~ €.

D’autre part, ’hypothese s > 2 [%] + 6 (cf. Théoreme 2.1) assure que
5 n
> | = —| +3.
5= [2] + [2} +
Le systeme (2.54) prend alors la forme
&l

%]Jrl(u,T) < 6+cl(n,s)2fg]+1(u,T) n(u, T, s)

nu,T,s) < € +ca(s,n)nu,T, S)Efg‘]ﬂ(u’T)'

En désignant

O(w;T;s) =n(u,T,s)+ E[ u, T,

§]+1(

d’apres (2.55) on voit qu’il existe une constante ¢ = ¢(n, s) > 0 telle que

0(u; T;s) < c (‘f+€2 +0(u;T; ) +9(U;T;s)3> '
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2

(2.55)

(2.56)

En suivant 'approche utilisé dans la preuve du lemme 1.9, on peut déterminer une

constante ¢; = ¢1(s,n, K) > ¢, uniforme par rapport & T, et un parametre

€0 = €o([lwo ()l o gy 1ua (@) gro—1.(gmy, 1 K 8) > 0,

suffisamment petit, tels que

O(u;t; s) < cae,

pour € €]0, o[ et ¢ € [0, T]. Par analogie avec ce qu’on a établi dans le chapitre 1 (cf.
Lemme 1.10), le principe de prolongement des solutions des équations différentielles
permet de prouver que la solution du probleme (2.1)-(2.2) existe globalement. La
méthode de contraction (cf. [67], [98]) assure I'unicité de cette solution. Le théoréme

2.1 est prouvé.
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Chapitre 3

Equation de Klein-Gordon
avec masse m(c) qui tend
vers zéro.

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré au probleme de Cauchy pour I’équation non-linéaire

(O — Ay + m(e)z) u(t, ) = u?(t,z) + g(u(t,z)), (3.1)

ou

111% m(e) =0

et les données initiales sont de la forme

u(0,x) = eup(x) et (Opu) (0, z) = euq (). (3.2)

Ici (uo,u1) € C$°(R?) x C§°(R?), € > 0 est un parametre réel suffisamment petit
et on suppose qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que |g(s)] < ¢|s|* dans un
voisinage de s = 0.

L’équation (3.1) représente un cas particulier de I’équation classique de Klein Gor-
don

(8tt - Ar —|—m2)u(t,a:) = F(u(t,x),@tu(t,m),Vmu(t,a:)), m > 07 (33)
qui joue un role tres important dans la mécanique relativiste, en particulier pour ce

qui concerne I'analyse de I’action des champs électromagnétiques et la description
es phénomenes liés aux particules de spin zéro.
des ph 1 ticules d
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Du point de vue physique, le parametre m dans (3.3) représente la masse associée
au champ u(t, z). Dans I’équation (3.1), nous nous proposons d’étudier le cas limite
quand m décroit vers 0. Nous posons

m(e) = €2,

oll o est un parametre réel positif (cf. Théoreme 3.1). On établi ainsi une liaison
entre la masse et la taille € des données initiales. Le probleme (3.1)-(3.2) prend la
forme

(att — Ay + 60) u(tv x) = uz(tv x) + g(u(t7 1‘)), (34)

avec données initiales

u(0,2) = eup(x) et (0¢u)(0,z) = eup(x). (3.5)

En tenant compte de la régularité des fonctions ug et uy, le théoreme de Cauchy-
Kovalevskaja permet de déduire que la solution du probleme (3.4)-(3.5) existe lo-
calement dans un intervalle [0,T], T =T(e) > 0, ¢ > 0 fixé.

Notre but est d’étudier la régularité et les propriétés de décroissance de la solution
u(t, ) du probleme (3.4)-(3.5) quand € — 0. Remarquons que la dépendance de m
rend impossible une application directe des estimations L>(R?) — L?(R?) (section
3.4) et des inégalités d’énergie (section 3.5). Pour surmonter cette difficulté, notre
idée est de travailler avec les variables

7(t) = °t, £(z) = r, (3.6)
olt 3 = Z. On pose alors
u(7(t),&(x)) = u(t, z), (3.7)
de telle fagon que
Owu(t, ) = dya(r, &) €, dpu(t,z) = Ogu(r, &) € (3.8)

et le probleme (3.4)-(3.5) prend la forme

PO, a(r, &) — 625A5ﬂ(r, &) + €7a(r, &) = a?(1, &) + g(a(r, £)), (3.9)

@(0,6) = cto().  (@:0)(0.) = S @9,
ol ug(§) = Uo(e%) et w1(§) = “1(5%)' Etant donné que 8 = Z, nous obtenons
u? (T u(T
Orr (1, &) — Act(T,§) + 0(T,€) = Y 525’6) + g(ue(m,ﬁ))’ (3.10)
@(0,6) = cio(§).  (9:0)(0.6) = S (©). (3.11)

Nous prouvons le théoreme suivant.
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2

Théoréme 3.1 Soit k > 18 un entier et supposons que 0 < o = o(k) < o

Alors, il existe

€0 = €o(k, o (), [[uoll gsis mzys [1uall rrsss gzy) > 0,

suffisamment petit, tel que le probléeme (3.4)-(3.5) admet une solution unique et
globale

J k+16—j (mp2
e ﬂjzo,...,k+16c ([0, +oof, H (R%)), (3.12)

pour tout 0 < € < €.

Le Théoreme 3.1 montre que o dépend de k. La restriction & > 18 implique que
0<o(k) < ﬁ. D’autre part, la solution est d’autant plus réguliere que k est grand
(cf. (3.12)) et on voit que

lim o(k) =0.
k— o0
De maniere heuristique, on peut considérer I’équation (3.4) comme une interpola-
tion entre le modele de Klein-Gordon

(Or — Ay +m?) u(t,z) = u?(t, z), m >0, (3.13)

et I’équation semi-linéaire des ondes

(01 — A ult, z) = u*(t, z), (3.14)

correspondante au cas m = 0. Pour plus de détails en ce qui concerne le temps
d’existence des solutions de (3.13) et (3.14) on envoie, respectivement, & [86] et
[51].

Considérons, maintenant, I’équation

(O — Ay +m*) u(t,z) = F(u(t,z), Vi u(t, ), Vimu(t,x)), m >0 (3.15)
ou F(u,v,w) est d’odre quadratique dans un voisinage de ’origin.

En dimension n > 5, Klainerman-Ponce (cf. [67]) et Shatah (cf. [99]) ont montré
que l'équation (3.15) admet une solution globale si les données initiales sont suf-
fisamment petites. Pour obtenir ce résultat, on utilise les inégalités classiques
LP(R™) — LIR™), 1 < p,q < 400, qui permettent de montrer les propriétés
de décroissance de la solution.

En utilisant les opérateurs du groupe de Poincaré et en supposant les données
initiales petites, Klainerman (cf. [?]) a prouvé que la solution du probléme (3.15)
existe globalement en dimension n = 3,4. Des estimations plus raffinées sont dues
a Hormander (cf. [55]), Sideris (cf. [104]) et Georgiev (cf. [36]), qui ont combiné
la technique de Klainerman avec les estimations pour la solution fondamentale de
I’équation linéaire de Klein-Gordon.
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Les estimations LP(R™) — L?(R™) ne donnent pas des résultats optimaux quand
la dimension spatiale n est petite (n = 2,3). La difficulté principale est liée a la
présence des termes quadratiques dans la non-linéarité.

En appliquant des transformation convenables, Shatah (cf. [100]), en dimension
n = 3,4, et Simon (cf. [105]) ont prouvé que le probléme (3.15) admet une solution
globale si les données initiales sont petites. On utilise ces transformations pour
supprimer les termes non-linéaires d’ordre quadratique.

En dimension n = 2 Georgiev-Popivanov (cf. [35]), Kosecki (cf. [74]) et Simon-
Taffin (cf. [106]) ont prouvé que la solution de 1’équation (3.15) existe globalement
pourvu que la non-linéarité quadratique ait une forme spéciale et que les données
initiales soient petites. L’approche de Georgiev-Popivanov (cf. [35]) et Kosecki (cf.
[74]) consiste & combiner la méthode de Klainerman avec la technique de Shatah.

Ce résultat a été étendu au cas des non-linéarités quadratiques de forme générale
par Ozawa-Tsutsumi-Tsutaya (cf. [86]), qui ont utilisé la méthode de Shatah et les
estimations de Georgiev pour I’équation linéaire de Klein-Gordon.

Dans ce chapitre nous reprenons la méthode des formes normales (cf. [99], [100])
et considérons (cf. Section 3.2) la fonction

6(7—» 5) = ’&‘(7—75) - [6%7317 6%:| (Tv 5) - [%7B27 %:| (7—75)»

ol a(7, €) est la solution locale du probleme (3.10)-(3.11), B; € S’ (R*xR?),i = 1,2
(cf. Lemme 3.1), et

£ Bl = [ [ andcfrBie-ne-0 50 (319)

est le produit de convolution au sens des distributions, étant donné* f,g € S(R?).

D’apres (3.10), on obtient 1’équation de Klein Gordon pour o(r, £)

~2 T ~ T, ~ ~
(Orr — Ag + 1)0(7,§) = - 6(25’6) + g(ue(zgg)) —(0rr —Ae +1) |:€%7Bl, 6%] (7,€)

(3.17)

0rt o]
_(a‘rr - Af + ]-) |:6—57B27 6—5:| (7—75)'

En suivant I'approche de Ozawa, Tsutaya, Tsutsumi (cf. [86]), on supprime les
termes quadratiques dans la non-linéarité de Iéquation (3.17) (cf. Section 3.2).
Cela permet de travailler avec des termes les plus décroissants possibles.

Les estimations L>°(R?) — L?(IR?) (cf. Section 3.4 et [36]) et les inégalités d’énergie
(cf. Section 3.5) montrent que la solution locale du probleme (3.4)-(3.5) est bornée
et petite en termes de la norme uniforme et de la norme d’énergie. L’application
du principe de prolongement des solutions des équations différentielles (cf. Lemme
1.10, Chapitre 1) permet de completer la preuve du Théoreme 3.1.

LS(R™) et S’(R™) désignent, respectivement, ’espace de Schwartz et son espace dual.
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3.2 Rappel de la méthode des formes normales

Nous rappelons brievement la technique des formes normales introduite par
Shatah (cf. [100]).

Soit w(t, z) la solution locale du probleme de Cauchy pour I’équation non-linéaire
de Klein-Gordon

wyt (t, ) — Agw(t, ©) +w(t,z) = w?(t, z), (3.18)

avec données initiales

w(0,z) =nwo(z), (Orw)(0, z) = nwi (), n > 0.

Supposons que (wg,w;) € CF(R™) x CC(R™) et soit n > 0 un parametre réel
suffisamment petit.

En dimension n = 2 I'inégalité d’énergie donne

t
Hw(t7')||HS(R2) < con+a ( Sel[lg)t] |w(T»')H81(R2)> /0 dTHw(T»')HLw(Rz)» (3.19)

ol cg, c; > 0 sont des constantes convenables. En rappelant les estimations établies
pour la solution linéaire de I’équation de Klein-Gordon, on voit que

1
||w(7—7 ')||L°°(R2) < m, pour T — +o00.
On déduit alors, de fagon heuristique, que I'inégalité (3.19) ne donne aucune infor-

mation en ce qui concerne le temps d’existence de la solution de (3.18), car

t
1
lim dr—— = +o0. (3.20)
t=+oo Jo o (1+7)

Pour surmonter ces difficultés, liées a la présence des termes quadratiques, on se
propose d’augmenter l'ordre de la non-linéarité. En suivant la méthode des formes
normales introduite par Shatah (cf. [100]), on cherche & obtenir des termes cubiques
ou d’ordre supérieur qui décroissent plus vite.

Plus précisément, soit @(7, ) la solution locale de I’équation (3.10) et considérons
la transformation (cf. [86])

- _ U U 0+ o,
U(ﬂf) = U(T, 6) - |:€_57Blv 6_5:| (Tv 5) - |:6—57B27 6—5:| (Tv 5)7 (321)
ot B; € S'(R? x R?), i = 1,2 (cf. Lemme 3.1), et [-,-,-] désigne le produit de

convolution au sens des distributions (cf. (3.16)). Le probleme de Cauchy pour la
fonction 9(7, &) prend la forme
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(9rr — D¢ +1) L : E—ﬁ] (7,€)
(3.22)

(Orr — Ag +1)0(7,&) = ai(;;f) + g(agﬁ’f)) -
(Brr — Ac + 1) {%,B% 86—5”] (7,6),

avec comme données initiales
(3.23)

0.0 =0, - | 58 5] 0.0 - | % 5. % | 0.0

ot 0@
u7B2» e—ﬂu]) (076)

et
"B
(3.24)

@90.9 - 0009 - (0. [ L. 5] ) 0.9 (o |

(a‘r‘r - Af + ]-) |:€%7 Bl» 6%:| (Tv 6)

Développons les termes non-linéaires de (3.22) de la fagon suivante

U U m U
0 | 5B 5| 0+ -1 |58 5 o
et
-1 0-u
_(87'7' - AE + 1) |:€—ﬁvBQ; Eﬁ :| (Tv )
0+ U 0+ 04 0+
00 | % B O | )+ (A - 1) | % 8 2 ()
€ E
En rappelant que (7, ) est la solution de (3.10), nous déduisons que
-t
|: B17 —:l (T f)

- . 87-~ .

- 7B17 6%:| (Tvé.) = _87' |:€—ﬁu7B17 6%:| (Tvg) -
. (97-7-~

o 25 )

_87'7' —ﬂ
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. ~ ~ a2 (@)
U (A -1 a B+
E_ﬁ’Bl’ ] :l (T7 ) 6_57B17 - 3 & (Tv )
et
] 0
_87'7' |:6—57B27 E—ﬁ:| (T7 f)
. ~ I d-g(a) .
o-(A—-1)u 0-1 &t + =g o-u
|: Eﬂ y D2, Eﬁ :l (T7 f) [ Eﬂ » D2, 65 (Tv g)
o -
A-1)i , (A-1)i A-1)a L5+ 22
-2 |:( Eﬁ ) 7B27 ( ] ) :| (Tvé.) -2 [( ] ) 7B27 = Eﬂ e (Tvé.)
o - 2 2 o
H+4F ., (A-Da L+s | S
—9 €28 €28 B | €2p €20 B, £ b €28 ,
65 y D2, 65 (7—75) 65 s D2 65 (T 6)
~ ~ ~ @’ 9-g(@)
0.1 O(A—1) ora L4 gl
—|=Z== B, = /= — | —, By, *¥——1“— ,€).
|: 65 s D2 B :| (Tv ) [ 65 y D2y 65 (T 6)
On va écrire (3.22) sous la forme
(3.25)

(877 - A§ + 1)6(7—7 6) = 1126(;575) + QE’B (ﬂ7 87'&7 A’&” a"'Aﬂ)(T’ 5)

9DTE) | o o.a, Ad)(r,€) + Ry oo (i1, 0., Al (7, €)

€28

+Rs 0 (0, 9(@))(7,§) + Re o6 (U, g(w))(7, £),

ou
Qs (i, Oy, Ali, 0, AL) = (A;; D (i, By, 1)) (3.26)
Be 1) (19,4, By, 0, ]) - S5 [(A ~ )i, By

+—55

+€2iﬂ (=2[0-1, By, 0yi] — [ii, By, (A — 1)ii] — [(A — 1)8yit, By, d,i))

+62iﬁ (—=2[(A = 1), By, (A — 1)@i] — [0,1, By, (A — 1)d,4)),
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Ceﬁ(a7a7'r&’7Ar&’) = %ﬁ (_[17’27B171&] - [ﬂvBhﬂQ] - 2[(A - 1)ﬂaBQ7ﬂ2])
€
+%ﬁ (—[0-0%, By, 8:0) — [071, B2, 0;0%] — 2[@%, Ba, (A — 1)d]) ,
€
Ry oo, 0, Adt) = ——53 (0%, By, ]
4,e8\U, 07U, AU) = 665 u-, b2, U
1

+5 (=lg(@), Br, 4] — [a, Br, g(@)] - 2[(A = 1)a, By, g(a)))

1
+

a5 (—[0rg(@), B2, 07d] — [0-4, By, 0-g(a)] - 2[g(a), Bz, (A — 1)a])

et

R0 (i 9()) = 5 [9(d), B, 9(a)].

On utilise maintenant le lemme suivant (cf. [86]).

Lemme 3.1 [l est possible de choisir les distributions By et By de telle facon que

u*(r,¢)

€28

+ Qoo (0, 0,01, AL, 0, AT)(T,¢) =0. M (3.27)

Le Lemme 3.1 permet de supprimer les termes quadratiques dans ’équation (3.25),
qui prend la forme

(Brr — A + 1)i(7,€) = % + Cls (@, 8-, A)(r, €) (3.28)

+R4,eﬁ (ﬂv o-u, Aﬂ) (7—7 f) + R5,eﬁ (’["7 g(&))(77 f) + RG,E“ (ﬂ7 g(’ll))(T, 6)7

avec données initiales (3.23) et (3.24). Pour plus de détails concernants le lemme
3.1 on envoie & [86].
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3.3 Algebre des opérateurs du groupe de Poincaré

Nous introduisons ’ensemble

{Titica, 6 (3.29)

= {(97-, 851,852,912 = 51852 — 528517111 =&0, + Tagl,Lg =80, + 7'852}
des opérateurs du groupe de Poincaré sur R? et notons
ne= 11
i=1,---,6
pour |a| = Zi:l,---ﬁ ||

En utilisant (3.6) et (3.7), on voit que le changement d’échelle de variable n’a aucun
effet sur les opérateurs de rotation 19, L1, Lo, car

(xlawz - anﬂvl)u(tv {L‘) = (51852 - 52851 )a(7—7 5)7 (330)
(210 + t0z, )u(t, x) = (£10- + 70¢, )U(T, §) (3.31)

et
(20 + t0q, )u(t, x) = (€207 + T0g, )U(T, §). (3.32)

Au contraire, les identités (3.8) montrent l'effet de nouvelles variables sur les
dérivées partielles 0, Oy, , Oy, -

Nous rappelons brievement les propriétés suivantes

[91278&’] = (_1)1853—1’7 [91278‘1’] == 07 [LjyaT] == _85]‘7 [LJ78§1] == _5ija7'7
(3.33)
ou [A,B] = Ao B — Bo A et ¢;; désignent les symboles de Kronecker, 7,5 = 1, 2.
Pour plus de détails on envoie au Chapitre 1, Section 1.3.

Grace a (3.33), nous pouvons utiliser la notation suivante

FZ,& = 0217772»7]3»7]4»7]57776 87_771 851 " 853773 912714 Ll?75 L2n67 (3.34)

ot [n| =321 ... 61mil €t € 1o maims.me SONE des constantes. Nous posons
A
P = om o oy
pour || + |n2| + [n3] = || 4 [A1] et

azt+A2 _ M4 715 T N6
PR =5 Ly° Ly°,
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pour |n4| + |m5| + 16| = |az| 4+ | A2, de telle fagon que

a+A _ at+ a1+A1 ao+Aa
F‘r,{ - ca1+)\1,a2+)\2 ]‘—‘T,f ]‘—‘T,f ’ (335)

ou |ai |+ | A1 |+ |aa|+| 2] = |a|+]A] et ng»‘i\)\l,a2+)\2 sont des constantes convenables.

Etant donné k > 18, nous définissons les normes

|ﬂ(7—7 )|k = Z |‘F$,§a(7—7 ')”Loo(Rz)v (336)

0<|a|<k
la(r, e =D 5 ) foggay (3.37)

0<|a|<k
A, (1) = sup  (I4s+[¢)) D> [Teei(s, &) (3.38)

s€[0,7], £€R2 0<lal<k
et
Gi(7) = [l (7) + sl[ép]|\a(s,~>uk+m- (3.39)
se|0,7

On énonce ensuite quelques résultats techniques qu’on utilisera dans les sections
suivantes.

En tenant compte de (3.16), de la régle de Leibnitz et aprés une intégration par
partie, on voit qu’il existe des constantes ¢, ¢, €t Cuuc,p telles que

Tef, Bigl(r, &) = > D cumcolCf "2 B T gl (3.40)
[Cl+pl=lal [1lLIC IvIL]p]

= Z Z Cp,¢,p X

[Cl+pl=lal [ul<LICLIvIL]p]
[(1— AT f,(1—A,)2(1 — A,)*y#2" By, (1 — A,)°T*g].

Si Bj, j = 1,2, sont choisis comme dans le lemme 3.1, on a

(1—Ay) 71— A.)*y2"Bj(y, z) € L'(R% x R?), (3.41)

pour tous multi-indices |u] < |¢| et |v| < |p|. On utilisera, d’autre part, 'estimation
suivante (qui découle de I'inégalité de Holder)

(3.42)

/ dydzf(t, ) Kj(- — v, — 2)g(t, 2)
R2 JR2

L3 (R?)

<c |\Kj(~)|\L1(szR2)||f(t, ')“LO"(R?)Hg(tv ')||L2(R2)7

ou ¢ > 0 est une constante et
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Kj(y,2) = (1—A,) 2(1 - A)*y#2"By(y,2),  j=1,2.
Pour plus de détails en ce qui concerne (3.41) et (3.42) on envoie & [86].

Le lemme suivant est une application directe du théoreme d’injection de Sobolev.
Lemme 3.2 Soit w € C(R?). Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
[w? (W oo 2y < €00 pre oy [0 oo g2y (3.43)

PREUVE. Soit f € C(R?) et supposons s > 1. En utilisant la transformation inverse
de Fourier et 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que

1 ~ 2 2\% % ; %
f(z)] < o (/R dn [ f(m)] (1 + || )) (/R dn (1+|77|2)S> ~

En rappelant la définition d’espace de Sobolev en termes des variables duales, on
obtient

([, anldonr @+ )" =1l e

D’autre part, puisque s > 1, on déduit que

1 3
(/ dn 725> < +00.
g (1+[n%)

Il existe alors une constante ¢, uniforme par rapport a z € R2, telle que

1Ol oo g2y < €Ol g2y - (3.44)

En remplacant f par w? dans (3.44), on obtient

1w OVl poe 2y < €1 0Ol e gy (3.45)

ou ¢ > 0 est une constante convenable. D’autre part, il existe une constante cy > 0
telle que

102() ey < €2 100 ey 190 | e - (3.46)

Cela acheve la preuve du lemme 3.2. [ |



94
3.4 Estimations L*(R?) — L*(R?)

En utilisant des estimations convenables du type L*°(R?) — L2(R?), nous
étudions les propriétés de décroissance de la solution locale 4(r,§) du probleme

(3.10)-(3.11).

Nous rappelons d’abord les fonctions {1; }j:0 . intervenant dans la décomposition
de Littlewood-Paley et caractérisées par les propriétés suivantes

1. ¢; € C§°(R) telles que v; >0,V j >0,

2. ZjZO,...,oo Yi(s) =1,¥s >0,

3. supp(vp;) C [2971,2071 V5 > 1, et supp(tho) C [0,2].
On va utiliser le résultat suivant, dit & Georgiev (cf. [36]).

Proposition 3.1 (cf. [36]). Soit x € R? et supposons que w(t,x) est la solution
locale du probléme de Cauchy

(O — Az + D w(t,z) = F(t,x), (3.47)
w(0,2) = wo(x),
(Qw)(0,2) = wi(x).
Alors, il existe des constantes ¢y, co,cs > 0 telles que
(T+t+ |z|)|w(t, )] (3.48)

e > DT sup ()14 s+ [ DDE(s | pae,  (3.49)

5=0,...,00 | x| <4 $€10:t]

ter Y > I D DITw)(0, )] ey (3.50)

§=0,...,00 [A|<5

+es > Y A+ D*05( - NTA0w)(0, )] pogey- ™ (3.51)
§=0,...,00 | \|<4

On se propose de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2 Soit a(1,£) la solution locale du probléme (3.10)-(3.11) et sup-
posons que 0 < |a| < k. Alors il existe des constantes c1, ¢, c3,C4, C5,Co POSitives
telles que

(1 +7+[EDITT culr, )] (3.52)

G’(r) | Gl(n) | Gi'(1)
€28 €4l te €68

ot 0 = 0(k) > 0 est un paramétre réel (cf. (3.67)).

G’ (1) n Gr°(7)

)
<
< cie” +co <68 Co 68

+c3

+cs5
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PREUVE. En appliquant l'opérateur I'? ., 0 < la] < k, & Péquation (3.28), nous
obtenons

g(a)

T£ €26

(Orr — D¢ + 02 5(7,€) = (3.53)

+F?—i§ (Ceﬂ (/&’7 a‘rr&'v Aﬂ) =+ R4,E’6 (/&’7 a‘rr&'v Aﬂ) =+ RS,E’B (r&'v g(ﬂ)) =+ RG,E’B (ﬂv g(ﬂ))) 5

ou les données initiales prennent la forme

(I70)(0,¢)

= (r2 ) (075)—<F$,5 L%Bl,%D(o &) ( {af»Biﬂ)(O»é) (3.54)

et

(12 60,7)(0,€) = (T2.¢D)(0,€) (3.55)

_ ((rf;&af L%Ble%]> (0,€) + ( o0, [a "y, O UD (0, 5))

En utilisant la Proposition 3.1, nous déduisons qu’il existe des constantes ci, ca, c3
positives telles que

(L4 7+ [EDI*o(r, §)] < (3.56)
a >, Y Z]%p[%(S)X (3.57)

7=0,...,00 |)\\§4

DY Z (L D (- DETH)0, )] ey (3.58)
5=0,...,00 |A|<5

Z SO+ D2 (- DEPR) 0, ) oy (3:59)
=0,.

..,00 |A|<4

Estimation des termes (3.58) et (3.59). Sans perte de généralité, on se propose
d’établir une estimation convenable du terme (3.58). On consideére les propriétés
des fonctions ¢; et on rappelle que les données initiales du probleme (3.4)-(3.5)
sont petites (la taille est d’ordre €) et régulieres. En utilisant aussi les propriétés

x|[(1+ s+ |- ot 9—5 Ceo + Ryoo)(it, 0-1i, Aii) + (Ry +RG7EB)(a,g(a))> (5,)

L2(R2)
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des distributions Bj, j = 1,2, (cf. lemme (3.1), (3.41) et (3.42)), on déduit qu’il
existe des constantes ¢y, ca, c3 positives telles que

7=0,...,00 |)\\§5

S S D DI, ) <

< e (Cgra) (0,

L2(R2) + c2

ot | U U
(FTE [E_ﬁ’Bl’e_g]> (0,-)
oo o
(Ft,g—)\ |:6—57B27 —:l) (07)

B
De (3.6) et (3.7) on voit que

L2(R2)
+c3

LQ(]R?)'

I

(7 M ez (gey = e llult, )l 12 ey

(3.60)
En tenant compte de (3.35) et des propriétés (3.6)-(3.7)-(3.30)-(3.31)-(3.32), nous
obtenons

22D, gy = 1€

1 (o7
‘m@?u)(o, )

(3.61)
< €+ o(e)

Barea - — 1)
ou c1,co > 0 sont des constantes convenables.

De maniere analogue, si 3 | désigne en abrégé > 1 )12 atr| 22 |u|<|cl,|v|<|p|» O PeUb
déterminer des constantes cs, c4, 5, cg telles que

a+A E E .
H(FT,E |:657Blv€5:|) (07 )

L3(R?)
U - - ]
= col|> {(1 AT (1= 8,) 720 - A By (1 - Asz”:ﬂ] O, e
L2(R
€2+ o(e?)
< 4 et aalt9) I5(e) (3.62)
et

> [(1 N iy

B

(1—A,)72(1 = A) *y"2"By, (1 — A)°T? aﬂ (0,

L3(R?)
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€2 + o(e?)
< Cﬁm = 13(6). (363)
Si on suppose (3 tel que
1=B(lar+M|=1)>0 et 2—F(lagx + M| +11) >0, (3.64)
on obtient
lim I;(e) = 0, (3.65)

e—0

pour tout ¢ = 1,2,3. Puisque [A\| <5, on a |ag + A\1| < k+ 5 et, d’apres (3.64),
. 1 2
O<ﬁ<m1n{k—+4,m}. (366)

On peut établir une estimation similaire pour le terme (3.59).

Il existe alors une constante ¢ > 0 telle que

Yo 2 M@ D DT, ) e ey

j=0,...,00 |A|<5

> DN DP (- DETE) (0, )] gy < €
j=0

10100 |A[<4

ou

§=min{l - B (lax + M| —1),2 =B (Jas + M| +11)}. (3.67)

On se propose maintenant d’étudier le terme (3.57). On rappelle d’abord que les
fonctions 9;(s) de la décomposition de Littlewood-Paley satisfont la propriété sui-
vante

Z sup ¢;(s)(1+ s)7 ' <o,
§=0,...,00 S€10,7[

oll ¢ > 0 est une constante. Dans ce qui suit |a| < k, |A| < 4 et ¢ représente une
constante convenable.

Estimation du terme qui contient £ (2%) On a

D> sup ah(s)

§=0,...,00 5€10,7[

s | D (40 (oo

L2(R2)

< lilfep () Y sup ()1 +9) s s

§=0,...,00 S€10,7]

up [|a(s, -)lpa-

C -2
< eg_ﬁ[u][#]ﬂ(ﬂ 52]0 .
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Estimation du terme qui contient Cs (@, 0;%, A). Sans perte de généralité, nous
considérons le terme avec ’ordre de dérivation le plus élevé (on pose w, = (1 — Am)l/ %)

~2 A_]_ ~
sup 5(9)| (14 5+ e | B B0 o
j:07...7oo.9€]077'[ € € L2(R2)
= ) sup ¢y(s)x
j:()’m’oose]O}T[
4 ca2 —4  —4, v 4 pwz2a
D (Ats+]])|w'T oWy WY By s TP , (3.68)

< i) Y0 sup ()1 +9) s o

§=0,...,00 s€]0,7[

c -
= _5[ ][k+10]+1( 7) sup [[a(s, 410
s€]0,7[

o Y désigne toujours Z\g\+|p|:\a+A| Z\H\Sm»\ﬂﬁm' En général, on voit que

Do suwp )L+ s+ |- DT Cos (@, 07, AT)(5, )| 12 ey

§=0,...,00 s€]0,7[

C . —1~
< —plilfego) () Z sup ()1 + )7 125 s
§=0,... oo 5€ T[

c . _
< é—ﬁ[u][@]ﬂ(ﬂ S}JP (s, )Mlg+10-

s€]0,7[

Estimation du terme qui contient Ry .s(t, 071, At).

Z sup 65(s)I(1+ 5+ )T R (3,975 AW, )
§=0,.. se 7'

1 1 -
<c (64_5 + 66_5) w]?@]ﬂ(ﬂ Z sup ;(s)(1+ s) QHﬂ(S» ')Hk+10

§=0,...,00 S€10,7[

1 1 13 -
<c ((:_4—5 + €6—ﬂ> [u][#]ﬂ(ﬂ Ssup (s, )t 10-

€]0,7[
Estimation du terme qui contient Ry .5(1, g()).

Z sup 1/};( S)IIL+ s+ [ ARy o (@, g(@)) (5, ) 1o gy

§=0,... 50 SE10,7[
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c .. —3)~
< 66—5[11]?#]“(7) | OZ Szﬁpﬂ%(S)(l +5) 72 Jli(s, )l ps-
j=0,...,00 )

c ~ ~
< @) s 176 s

Estimation du terme qui contient Rg .s(t, g(1)).

Do suwp Ys)I(L+ s+ |- DT R o (i 9(@)) (5, ) o ey

§=0,...,00 SE€10,T

< e X s 45 i s

§=0,...,00 S€10,7(
C (.15 ~
< 66_5[“][#”1(7) sup [|a(s, )|l 4s-
s€]0,7[

Par conséquent, de (3.56) on déduit qu’il existe des constantes positives cq, c1, ¢2, ¢3, €4, C5
telles que

a ~ C1 [~ ~
(1 7+ ENITE D )] < o’ + S [isay (1) sup (s, lsa  (369)
se|0,7
Co .12 . 1 1 ~13 ~
gttty () sp (s, lepnotes ( 5+ g3 ) g (7) sup s, s
C4 114 ~ C5 15 ~
g luljresy 1 (7) sup [[a(s, )lpys + S5 [@[ess) 1 (1) sup [lals, )]s
6(5,@[ ][ =]+1 se]0.r] k+8 66/6[ ][ =]+1 se]0.r] k+8
En utilisant (3.39), on a
a ~ § 1 1 3
L+ 7 +[EDIIZ0(r, O] < cre” +es | 55 + 55 ) Gr™(7) (3.70)
+c L—F L Git(t) +e Gi (1) +c Gi(7)
4\ T 68 k 5768 6765 -
Suite & l'inégalité triangulaire, d’apres (3.21) on obtient
I+ 7+ ENIFT (T, §)| < (1 + 7+ [€)IIT 0(r, )] (3.71)

+A+7+€)

([ S| co+ %82 o).

Par conséquent (cf. 3.70),
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(14 7+ [E)T2 cii(r,€)| < 1€ (3.72)

+ea(14+ 74+ (€]

~ ~ . 0.
g»f ([6%7B17 6%:| (Tvé.) + |:€—ﬁuvBQ7 e—ﬂu] (T7§)>‘

11 s 11 . G’ (1) | Gi°(7)
+63(62_ﬂ+64_5)Gk (T)+C4(€4_ﬂ+66_ﬁ>Gk (T)+C5 <60 + ¢ o5

D’autre part, en utilisant le théoreme d’injection de Sobolev (cf. lemme 3.2), nous
déduisons que

. [a i c(l—|—7’)71 . -
Pre | Bz | (0O £ ——az5 [ Ol e

< =33 G2 (7)
et
@ 87—7:6 8771 c(1 +7 - ~ 1
Te [6_5732, e—ﬂ] (779‘ = (T)[“][%m(ﬂ”“(ﬂ')Hk+5
< C(l +T)71G 2
< T k (7)

En remplagant ces résultats dans (3.72), on complete la preuve de la Proposition
3.2. [ ]

3.5 Inégalité d’énergie

On se propose d’établir 'inégalité d’énergie pour la solution locale (7, &) du
probléeme (3.10)-(3.11).

Soit k > 18 et supposons que ¥(7,-) est la solution locale du probleme (3.28).
L’inégalité d’énergie donne

10(7, W10 + 1Vre0(T )g10 < (000, ) 10 + 1Vre0(0, )4 10)  (3.73)

+co / ds
0

ou c1,co > 0 sont des constantes convenables. Notre but est de prouver la propo-
sition suivante.

)

k+10

(@ (Cun 4 Ryvos) (it 0, M)+ (R g + R o) i g<a>>) (s,

€2h
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Proposition 3.3 Soit a(7,£) la solution locale du probléme (3.10)-(3.11). Alors,
il existe des constantes c;, i = 1,--- ,6, positives telles que

. ; / Gy’ (1)
lla(r, ')Hk+10 + ||VT,£U(T7 ')||k+10 < 6155 + 626275 (3.74)

G () Gt (1) G’ (1) G.°(7)
A5 +cy <60 +c5 <67 + cg I

+03

oi1 8 = §'(k) > 0 est un paramétre convenable (cf. 3.75).

PREUVE. En suivant la preuve de la proposition 3.2, nous posons

6 =min{l-B (| -1),2-B(y[+ 1)}, (3.75)
o1 0 < |y| <k + 11. On en déduit que

. 1 2

Estimation des données initiales. En utilisant la technique de la section 3.4, d’apres
(3.21) nous obtenons

HT)(O, ')Hk+10 (3'77)

’
< ced
k+10

- U U 04 0t
<0 Moo+ || 5550 5] 0]+ |8 |0

et

- - U U
190000, 0 = 190 g + | (Fre | 510 5] ) 009

o] 0
+H (VT7§ |:6—57B27 E—ﬁil) (07 )

ou ¢ > 0 est une constante convenable.

k+10

Estimation de la non-linéarité. Il existe des constantes ¢y, ca, c3, ¢4, 5 positives telles
que

[is.10) 1 () (5D o (5, Ml 10)

<a(l+s)7° 28 ’

k+10

e

€2

[Pestey 1 () 50D seg0 (17655 Ml s20)
€th ’

1C (@, Ortt, Au)(s, )|y 10 < c2(l +8)"
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HR476(€L» 071, Ati)(s, ) Hk+10

3( 1 1 13 .
<ec3(l+s) ((:_4—5 + €6—ﬂ> [u][kgi]Jrl(T) ( sup |a(s, -)||k+16> ,

s€]0,7|

o ey () 50D 18G5, )
| Rs, (i 9(@)) (5, ) sy0 < a1+ 5) — 7

et

o B O TN COTC AT 1O | Y
| Ro.(it 9(@)) (5,130 < e5(1+5) - .

Par conséquent,

/ds
0

(96(2{? + (CE’B + R4,Eﬂ)(ﬂv a‘rﬂv Aﬂ) + (RS,eﬁ + RG,EB)(ﬂ7g(/&’))) (3’ )

k+10
(3.79)

11 X 11 A G’(r) | GO(m)
Scl(é—ﬁ‘Fé—ﬁ)Gk (T)+62<e4—5+66_ﬁ)Gk (1) +c3 60 +cq o8

On en déduit que

- - ¢ 1 1
H’U(T, ~)Hk+10 + HVT,);:’U(T, ~)Hk+10 S 6065 + C1 (62—5 + 64_6) GkB(T) (380)

1 1 4 G () Gro()
+co (64_5+€6_5)Gk (7‘)—|—63 <67 +cq o5

ou cg, €1, C2, C3, ¢4 sont des constantes convenables.

En utilisant I'inégalité triangulaire, d’apres (3.21) nous obtenons

Hﬂ(T» ')Hk+10 + Hvr,ﬁﬂ(ﬂ ')||k+10 < H@(ﬂ ')Hk—HO + ||VT,£5(7'» ')Hk+10 (3.81)

8,i O
* H [—ﬂu’BQ’ —ﬁu] (7:°)
k+10 € €

k+10

0+ 1 o,
+ Hv-,—’g |:€—57 Bs, 6—5:| (7', )

k+10 k+10
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D’autre part, le lemme 3.2 donne

u 0 c(l+7)"" . B
G_ﬂ’Bh el (,) 510 = €28 [u]["gJ]Jrl(T)Hu(T»')Hk+14
c(1 —1—7')_1
< —— @),
o, O- i i
L’B27L:| (’7'7-) +HV7-,§ |:_7317 :| (T, )
’H ¢ e k+10 e 7 k+10
c(l+7)" " c(l+7)"
< €28 [U][k-;ﬁ]_‘_l(T)Hu(T,')Hk+15 < TGkQ(T)
et
00 0-1
T —7B s T 3 5"
e[ 2 5] ],
C(].'f’T)il ~ ~ c(1—|—7)*1 )
= €20 [u][@Hl(T)Hu(T,-)Hk+16 < TG}C (7).

En remplagant ces résultats dans (3.80), on complete la preuve de la Proposition
3.3. [ ]

3.6 Existence globale

Si on rassemble les résultats (3.52) et (3.74), on obtient I'inégalité

s, G G L G () L G () L GEC(n)
Gr(t) < 19+ ¢y 28 +c3 a5 +cq <60 +c5 <60 +ce o5 (3.82)
ot 6 = min{4, (5/} et c1,c2,C3, 4, C5,ce sSont des constantes.
De (3.66) et (3.76) nous déduisons que  dépend de k et, précisément, que
0.< B(k) < — (3.83)
k+10 ’

En rappelant que k > 18, on obtient 0 < B(k) < % et 0 < o(k) = 28(k) < 7.

On avance de maniére similaire & ce qu’on a fait dans le chapitre 1 (cf. lemme
1.9). Nous supposons 0 > 203 et notons G (1) = €20 Hy(e; u; 7). De (3.82) on déduit
I'inégalité suivante

Hi(e;u;r) < €20 4 coHE(e;u;T) + ez H (e;u; ) + caHp (e;u;7) (3.84)

tes€PHY (e;u;7) + coe P HE (€;u; 7).

Fixons alors 7 < +00. On a le lemme suivant.
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Lemme 3.3 Soit 0 < 6 < 6 — 20 et supposons que (3.84) est satisfaite. Alors, il
existe

€1 = 61(k7Hk(6;u;0)> > Oa

suffisamment petit, et une constante c1, uniforme par rapport a T, tels que

Hi(e;u;m) < c1ed 280 (3.85)

pour € €]0,¢e1] et T € [0,7].

PREUVE. En suivant la preuve du Lemme 1.9, soit ¢; = 2¢y et supposons qu’il
existe 1 € [0, 7] tel que

Hk(6§ U;T) < 2006672ﬂ79 VOo<7<mn et Hk(e;u; 7-1) = 2606672’670.
(3.86)
En ne tenant pas compte des termes d’ordre 5 et 6, d’apres (3.84) et (3.86) on
obtient

Hy(e;u;r) < c165_25+462c(2)62(‘§_25_0)—1—8030363(5_25_0)+1604cée4(‘§_25_‘9), (3.87)
pour tout 0 < 7 < 7.

Il est possible de choisir €; > 0 suffisamment petit tel que

N ~ ~ - 3 -
6165726 + 4620362(572670) + 8630863(572670) + 16040364(572579) < 5006572579,

pour tous 0 < € < €1 et 0 < 7 < 71. Par suite,

3 ~
Hy(eu;7) < 56065726707
pour chaque 0 < € < €1 et 0 < 7 < 71. En utilisant la continuité de la fonction
Hy (& u;7), on déduit que
3 5—28—6
Hi(e;u;m) < 5 Co€ . (3.88)
Cela contradit (3.86). [ |

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0, uniforme par rapport a 7, telle que

Gr(1) = P Hy(e;u; 1) < 068707
T

) =
pourtous 0 <e<e; et 0 <7< T,
Le principe de prolongement des solutions des équations différentielles (cf. lemme
1.10) permet d’établir que la solution (7, €¢) du probleéme (3.10)-(3.11) existe pour
tous les temps 7 > 0.
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En rappelant (3.6) et (3.7), en correspondance de €; nous trouvons un parametre
suffisamment petit

eo = €o(k, o, Hu0||Hk+1G(R2)7 HulHHkHS(Rz)) >0

tel que le probleme (3.4)-(3.5) admet une solution unique et globale

j k+16—j (T2
uc ﬂj:o,...,k+160 ([0, +ocl, H (R7),

pour tout 0 < € < ¢y. Cela acheve la preuve du Théoreme 3.1.
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