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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai total ketakteraturan titik pada graf seri paralel
sp(m,r,4) untuk m = 5 dan r > 1. Pelabelan total dikatakan tak teratur titik, jika bobot untuk
setiap titik berbeda. Penentuan nilai total ketakteraturan titik graf seri paralel sp(m,r, 4) dilakukan
dengan menentukan batas bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas bawah diperoleh dengan
menganalisis struktur graf seri paralel sehingga diperoleh label terbesar minimum k dan batas atas
dianalisis dengan pemberian label pada titik dan sisi dari graf, dengan label terbesar adalah k serta
tidak ada bobot titik yang sama. Hasil yang diperoleh untuk nilai total ketakteraturan titik dari graf

seri paralel sp(m,r,4) adalah tvs(sp(m,r,4)) = [4’"”2].

Kata Kunci : Graf seri paralel, nilai total ketakteraturan titik, pelabelan total tak teratur titik.
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ABSTRACT

This study aims to determine the total vertex irregularity strength on a series parallel graph
(m,r,4) form =5 and r > 1. Total labeling is said to be vertex irregular, if the weights for each
vertices are different. Determination of the total vertex irregularity of series parallel graph
(m,r,4) is done by obtaining the largest lower limit and the smallest upper limit. The lower limit
is obtained by analyzing the structure of the graph to obtain the largest minimum label of k and
the upper limit is analyzed by labeling the vertices and edges of the graph, where the largest label
is k-and the values for each weight is different. The result obtained for the total vertex irregularity

strength of a series parallel graph (m,r,4) is tvs(sp(m,1,4)) = [4mr+2]l

Keywords: Series parallel graph, total vertex irregularity strength, total vertex irregular labeling.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Banyak situasi dalam dunia nyata dapat dijelaskan dengan menggunakan
diagram, yang terdiri dari suatu himpunan titik dan himpunan garis yang
menghubungkan pasangan titik tertentu. Sebagai contoh, titik dapat mewakili
orang dan garis mewakili pasangan teman atau titik dapat mewakili pusat
komunikasi, dengan garis sebagai jaringan komunikasi. Perhatikan bahwa
diagram tersebut memperhatikan pasangan titik yang digabungkan oleh suatu
garis atau tidak. Abstraksi matematis dari situasi seperti ini memunculkan konsep
graf [4].

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan
notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari titik-
titik (vertices atau node), dan E adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang
menghubungkan sepasang titik. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-
objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut [10]. Dalam teori graf,
terdapat suatu topik yaitu pelabelan graf.

Objek kajian pelabelan graf berupa graf yang secara umum
direpresentasikan dengan titik dan sisi, dan himpunan bagian bilangan yang
disebut label. Pelabelan graf adalah suatu fungsi dengan domain himpunan titik
dan himpunan sisi atau keduanya dengan rangenya bilangan riil [9]. Graf berlabel
berfungsi sebagai model yang berguna untuk berbagai aplikasi seperti teori
pengkodean, kristalografi x-ray, radar, astronomi, desain sirkuit, pengalamatan
jaringan komunikasi, manajemen basis data, skema berbagi rahasia, dan model
untuk pemrograman kendala melalui domain terbatas [5].

Konsep pelabelan tak teratur pada suatu graf pertama kali diperkenalkan
oleh [2], dimana pelabelan-k tak teratur pada graf G didefinisikan sebagai
pemetaan himpunan sisi e dari G ke himpunan bilangan {1,2, ..., k} sedemikian
sehingga setiap titik v mempunyai bobot yang berbeda. Bobot suatu titik v,

dinotasikan dengan w(v), merupakan jumlah label v dan semua sisi yang terkait



dengan v. Sedangkan bobot suatu sisi e, dinotasikan dengan w(e), merupakan
jumlah label sisi e dan label semua titik yang terkait dengan e.

Pelabelan-k total tak teratur diperkenalkan pada penelitian [8], dimana
pelabelan-k total tak teratur sisi didefinisikan sebuah pelabelan-k total dari graf G
jika untuk dua sisi e dan f yang berbeda, berlaku w(e) # w(f) dan pelabelan-k
total tak teratur titik didefinisikan sebuah pelabelan-k total dari graf G jika untuk
setiap titik x dan y yang berbeda, berlaku w(x) # w(y). Nilai total ketakteraturan
titik (total vertex irregularity strength) dari graf G (tvs(G)) atau nilai total
ketakteraturan sisi (total edge irregularity strength) dari graf G (te(G)), adalah
nilai k terkecil sehingga suatu graf G memiliki pelabelan-k total tak teratur titik
atau sisi.

Penelitian terkait nilai total ketakteraturan graf terus berkembang.
Diantaranya adalah penelitian oleh [11], terkait nilai total ketakteraturan total dari
dua copy graf bintang, dimana graf bintang adalah suatu graf bipartit lengkap K; ,
dengan n jumlah titik, dan disimpulkan bahwa ts(2S,) = n + 1. Selanjutnya
penelitian [3] yang telah menentukan nilai total ketakteraturan sisi pada graf seri
paralel sp(m,r,1), dengan m longitude pada setiap graf theta, r titik pada setiap

longtitude dan | graf theta seragam dan memperoleh tes(sp(m,r,l))z

[lm(r+1)+2

. ] untuk » > 1 dan penelitian [1] yang memperoleh nilai ketakteraturan

total dari graf hasil kali comb P, dan C, dimana P, adalah graf lintasan dengan m

jumlah titik dan C,adalah graf lingkaran dengan empat titik. Penelitian

5m+1]

memperoleh hasil ts(P,Cy) = [ ;
Berdasarkan penelitian [13], nilai total ketakteraturan sisi dari graf layang-

n+t+2
3

layang (n,t) adalah tes(n,t) = [ ] untuk n > 3 dan t > 1. Penelitian [7]

dan [12] telah menentukan nilai total ketakteraturan titik pada graf seri paralel,

berdasarkan graf yang telah digunakan pada penelitian [3]. Pada graf sp(m, 1,3),

untuk

penelitian oleh [7] telah menemukan hasil tvs(sp(m,1,3)) = [3"”2]

3
m = 4 [7]. Pada graf sp(m,r, 2), penelitian oleh [12] telah menyimpulkan bahwa

tvs(sp(m,1,2)) = [#} untuk m >3 dan r > 3. Berdasarkan penelitian



sebelumnya, penulis tertarik untuk membahas lanjut nilai total ketakteraturan titik
pada graf seri paralel dengan judul “Nilai Total Ketakteraturan Titik Dari Graf

Seri Paralel (m,r,4)”.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah “Bagaimana rumus umum

nilai total ketakteraturan titik dari graf seri paralel (m,r, 4)?”

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah pada tugas akhir ini adalah menentukan rumus umum nilai

total ketakteraturan titik pada graf seri paralel (m,r,4) untuk m > 5 danr > 1.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah memperoleh rumus umum nilai total

ketakeraturan titik dari graf seri paralel (m,r, 4).

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah :
1. = Memberikan kontribusi terhadap pengembangan keilmuan bidang teori graf.
2. .~ Mengembangkan penelitian terkait nilai total ketakteraturan titik pada graf

seri paralel.

1.6 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup lima bab, yaitu:

BABI PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika
penulisan.

BAB Il LANDASAN TEORI

Bab ini berisi teori-teori dasar yang digunakan dalam proses penelitian.



BAB IlI

BAB IV

BAB V

METODE PENELITIAN

Bab ini Dberisi tentang langkah-langkah yang diterapkan untuk
mendapatkan hasil yang diharapkan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi tentang pembahasan dan penjabaran dalam
menyelesaikan penelitian sehingga mendapatkan hasil yang diharapkan.
PENUTUP

Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran dari apa yang telah dibahas

dalam bab sebelumnya.



BAB |1
LANDASAN TEORI

Pada bab II, dijelaskan mengenai teori-teori yang digunakan dalam
penelitian. Teori-teori tersebut berkaitan dengan graf, pelabelan graf, dan nilai

ketakteraturan graf.

Definisi 2.1 Pengertian Graf [10] Graf G didefinisikan sebagai pasangan
himpunan (V, E), ditulis dengan notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V adalah
himpunan tidak kosong dari titik-titik (vertices atau node) dan E adalah himpunan
sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik. Titik pada graf dapat
dilabeli dengan huruf, bilangan asli atau gabungan keduanya. Sisi pada graf

menghubungkan titik u dengan titik v, dinotasikan dengan e = (u, v).

Gambar 2.1 Sebuah Graf

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori (jenis) bergantung
pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokkan graf dapat dipandang
berdasarkan ada tidaknya sisi ganda, berdasarkan jumlah titik, atau berdasarkan

orientasi arah pada sisi. Berikut akan didefinisikan jenis-jenis graf.

Definisi 2.2 Pengertian Graf Sederhana [6] Sebuah graf dimana setiap sisi
berhubungan dengan dua buah titik berbeda dan tidak ada dua sisi yang
berhubungan dengan pasangan titik tersebut disebut graf sederhana. Graf
sederhana tidak mengandung gelang maupun sisi ganda. Pada graf sederhana, sisi
adalah pasangan tak terurut (unordered pairs). Jadi, menuliskan sisi (u, v) sama

saja dengan (v, u).



Gambar 2.2 Graf Sederhana

Definisi 2.3 Pengertian Graf Tak Sederhana [10] Graf yang mengandung sisi
ganda atau gelang dinamakan graf tak sederhana (unsimple graph). Graf ganda
adalah graf yang mengandung sisi ganda, dimana untuk menghubungkan sepasang
titik bisa lebih dari dua buah. Ada dua macam graf tidak sederhana, yaitu graf

ganda (multigraph) dan graf semu (pseudograph).

Definisi 2.4 Pengertian Graf Ganda dan Graf Semu [6] Sebuah graf yang
memungkinkan mempunyai sisi ganda yang berhubungan titik yang sama disebut
multigraph. Ketika terdapat m buah sisi berbeda yang berhubungan dengan
sepasang titik yang tidak berurut u dan v, sisi (u, v) adalah sebuah sisi berganda
m. Sedangkan sebuah graf yang mengandung gelang dan memungkinkan terdapat

sisi-ganda yang berhubungan dengan sepasang titik disebut pseudograph.

(a) (b)
Gambar 2.3 (a) Graf Ganda dan (b) Graf Semu

Definisi 2.5 Pengertian Graf Berarah dan Tak Berarah [10] Sisi pada graf
dapat mempunyai orientasi arah. Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka

secara umum graf dibedakan atas 2 jenis:



1. - Graf tak berarah (undirected graph)
Graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak berarah.
Pada graf tak berarah, urutan pasangan titik yang dihubungkan oleh sisi
tidak diperhatikan. Jadi, (u,v) = (v, u) adalah sisi yang sama.

2. — Graf berarah (directed graph atau digraph)
Graf yang setiap sisinya diberikan orientasi arah disebut sebagai graf
berarah. Sisi berarah lebih diketahui sebagai busur (arc). Pada graf berarah,
(u,v) # (v,u). Untuk busur (u,v) titik u dinamakan titik asal (initial
vertex) dan titik v dinamakan titik terminal (terminal vertex).

Vv S \' S

(a) (b)
Gambar 2.4 (a) Graf Tak Berarah dan (b) Graf Berarah

Berikut ini akan didefinisikan beberapa terminologi (istilah) yang digunakan
dalam teori graf.

Definisi 2.6 Pengertian Bertetangga [10] Dua buah titik pada graf G dikatakan
bertetangga bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Dengan kata

lain, u bertetangga dengan v jika (u, v) adalah sebuah sisi pada graf G.

Definisi 2.7 Pengertian Bersisian [10] Untuk sembarang sisi e = (u, v), sisi e

dinyatakan bersisian dengan titik u dan titik v.

Definisi 2.8 Pengertian Derajat [10] Derajat suatu titik pada graf tak berarah
adalah jumlah sisi yang bersisian dengan titik tersebut. Notasi d(v) menyatakan

derajat titik v.



Gambar 2.5 Graf dengan Derajat Berbeda

Pada Gambar 2.5, derajat untuk setiap titik adalah sebagai berikut:
Titik 1: d(vy) = 2
Titik 2: d(v,) = 2
Titik 3: d(v3) = 3
Titik 4: d(v,) = 1
Titik 5: d(vg) =0

Definisi 2.9 Pengertian Lintasan [10] Lintasan yang panjangnya n dari titik awal
v, ke titik tujuan v, di dalam graf G ialah barisan berselang-seling titik-titik dan
sisi=sisi yang berbentuk vy, eq,v4, €5, V5, ..., Un_1,€n, vy, Sedemikian sehingga
e1 = (v, v1), 63 = (V1,V3), ..., €n = (Vp_1,v,) adalah sisi-sisi dari graf G.
Sebuah lintasan dikatakan lintasan sederhana (simple path) jika semua titiknya
berbeda (setiap sisi yang dilalui hanya satu kali). Lintasan yang berawal dan
berakhir pada titik yang sama disebut lintasan tertutup (closed path), sedangkan

lintasan yang tidak disebut lintasan terbuka (open path).

Definisi 2.10 Pengertian Graf Terhubung [10] Graf G disebut graf terhubung
(connected graph) jika untuk sepasang titik u dan v didalam himpunan V terdapat
lintasan dari u ke v (yang juga harus berarti ada lintasan dari u ke v). Jika tidak,

maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph).

Definisi 2.11 Pengertian Graf Berbobot [10] Graf berbobot adalah graf yang
setiap sisi dan titiknya diberi sebuah harga (bobot). Bobot pada tiap sisi dan titik
dapat berbeda-beda bergantung pada masalah yang dimodelkan oleh graf. Istilah

lain yang sering dikaitkan dengan graf berbobot adalah graf berlabel.
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Gambar 2.6 Graf Berbobot

Definisi 2.12 Pengertian Graf Theta yang Diperumum [3] Graf theta yang
diperumum @(n, m) atau graf theta dengan n titik, mempunyai dua titik N dan S
berderajat m, sehingga setiap titik lainnya berderajat 2 dan merentang pada salah
satu dari m lintasan, yang menghubungkan titik N dan S. Kedua titik N dan S
masing-masing disebut kutub utara dan kutub selatan. Lintasan antara kutub
selatan dan kutub utara disebut longitude. Sebuah longitude dilambangkan dengan
L.

Gambar 2.7 Graf Theta 0(4,5)

Graf theta © (n, 1) dikatakan seragam jika |L,| = |L,| =...= |L;|, dengan L;
adalah longitude dari @ (n, l). Pada tugas akhir ini, akan digunakan komposisi seri

dari graf theta seragam yang akan didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.13 Pengertian Graf Seri Paralel [3] Graf seri paralel adalah gabungan
graf theta G = G; o G, o G5 ... G;, dimana G; = @(rm + 2,m,r), dengan m adalah
longitude pada setiap graf theta, r adalah jumlah titik berderajat dua yang
merentang pada setiap longitude dan i = 1,2,...,1[, yaitu banyaknya graf theta.
Level pada graf dinotasikan dengan Level O, Level 1, ..., Level (r + 1), Level
(r+2), ..., Level (Ir + 1 —1) dan Level (Ir + 1).



Level 0 Level 1 Level (r +1) Level (2r+2) Level (I -1)r+ (I-1) Level (Ir +1)

Gambar 2.8 Level pada sp(m,r, 1)

Graf seri paralel dilambangkan dengan sp(m,r,l), dengan m adalah
longitude pada setiap graf theta, r adalah banyaknya titik berderajat dua yang
merentang pada setiap longitude dan | adalah banyaknya graf theta seragam.

Gambar 2.9 Graf Seri Paralel sp(5,4,2)

Pada Gambar 2.9, diberikan contoh graf seri paralel sp(5,4,2), dimana
terdapat 5 longitude pada setiap graf theta, 4 titik pada setiap longitude dan 2 buah
graf theta.

Pada tahun 2015, I. Rajasingh, dkk., melakukan penelitian terkait nilai total
ketakteraturan sisi graf sp(m, r, [) dan memperoleh teorema berikut:

Teorema 2.1 Nilai Total Ketakteraturan Sisi Graf sp(m,r, 1) [3] Misalkan
sp(m,r,1), l > 2 adalah graf seri paralel. Maka

Im(r+1)+2
#le

tes(sp(m, T, l)) = [ 3

Definisi 2.14 Pengertian Pelabelan Graf [14] Pelabelan pada suatu graf adalah
suatu fungsi yang memetakan unsur-unsur graf ke suatu himpunan bilangan
(biasanya himpunan bilangan bulat positif). Pelabelan dengan domain gabungan
himpunan titik dan himpunan sisi disebut pelabelan total (total labellings),

pelabelan dengan domain himpunan titik disebut pelabelan titik (vertex-
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labellings), dan pelabelan dengan domain himpunan sisi disebut pelabelan sisi
(edge-labellings).

Bobot (weight) dari elemen graf, dinotasikan dengan w, adalah jumlah dari
semua label yang berhubungan dengan elemen graf tersebut. Bobot dari titik v,
dinotasikan dengan w(v), dengan pelabelan A adalah

w) = A(v) + Z A(uv)

UVEE

dan bobot sisi uv, dinotasikan dengan w(uv), adalah
w(uv) = A(u) + A(uv) + A(v).

Berikut diberikan contoh pelabelan total pada graf.

Vi 1V, 2 V; 2V,
@ @ @ O
1 €& 1 glfmpmie | 3

Gambar 2.10 Pelabelan Total pada G,

Misalkan A adalah pelabelan total pada G, seperti pada Gambar 2.10, yaitu:
Alv,) =3

A(vy) = A(vy) = A(ey) = 1

A(vz) = Aey) = A(e3) = 2

Maka bobot titik v, v,, v3 dan v, masing-masing adalah
ww) =Av)+A(e))=1+1=2

w(wy) = A1) + A(e) + A(ep) =1+ 1+2 = 4
w(v3) = A(v3) + A(e) +A(e3) =2+2+2=6
w(v,) = A(vy) + A(e3) =3 + 2=5

Definisi 2.15 Pengertian Pelabelan Tak Teratur [2] Pelabelan tak teratur pada
graf G didefinisikan sebagai suatu pemetaan yang memetakan himpunan sisi dari
G ke himpunan bilangan {1,2, ..., k} sedemikian sehingga semua titik mempunyai
bobot yang berbeda. Bobot titik v pada pelabelan ini adalah jumlah semua label

sist yang terkait pada v. Nilai ketakteraturan (irregular labeling) dari G adalah

11



bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai suatu

pelabelan k tak teratur.

Definisi 2.16 Pengertian Pelabelan-k Total [8] Untuk sebuah graf ¢ = (V,E)
dengan himpunan titik V dan himpunan sisi E, didefinisikan sebuah pelabelan
0:VUE - {1,2, ..., k} adalah pelabelan-k total.
1. — Pelabelan-k total tak teratur sisi didefinisikan sebuah pelabelan-k total dari
graf G jika untuk dua sisi e dan f yang berbeda, berlaku
w(e) # w(f)
Nilai total ketakteraturan sisi (total edge irregularity strength) dari graf G,
yang dinotasikan dengan tes(G) adalah label terbesar minimum yang
digunakan untuk melabeli graf G dengan pelabelan total tak teratur sisi.
2.  Pelabelan-k ketakteraturan total titik didefinisikan sebuah pelabelan-k dari
graf G jika untuk setiap titik x dan y yang berbeda, berlaku
w(x) # w(y)
Nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari graf G,
yang dinotasikan dengan tvs(G) adalah label terbesar minimum yang
digunakan untuk melabeli graf G dengan pelabelan total tak teratur titik.
Berikut disajikan contoh pelabelan total tak teratur titik pada graf sp(5,3,4),
dimana terdapat 5 longitude pada setiap graf theta, 3 titik pada setiap longitude,

pada 4 graf theta seragam.

w(vi1) =Aep1) +A(vi1) + A(eg) =1+1+1=3
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w(vy,) =2A(e12) + A(v12) + A(ez2) =5+5+5=15
w(v13) = Aeys) + A(vys) + A(ez3) =9+9+9 =27
w(vrs) = Aers) + A(via) + Aesa) = 13 + 13 + 13 = 39
w(vis) = A(ers) + A(vis) + Aens) = 17 + 17 + 17 = 51
w(vy1) =A(ez1) + A(vy1) +A(es1) =1+1+2=14
w(vy,) = A(es2) + A(v22) + A(e3,) =5+5+6 = 16
w(vs3) = Aezs) + A(va3) + A(ess) =9+ 9 + 10 = 28
w(v54) = A(ezs) + A(v24) + A(es,) = 13 + 13 + 14 = 40
w(vys) = Aezs) + A(vss) + Aess) = 17 + 17 + 18 = 52
w(vsq) =A(es1) + A(vs1) +A(eg1) =2+1+2=14
w(vs,) = Aesz) + Avsz) + A(es2) =6+5+6 =17
w(vs3) = A(ess) + A(vs3) + Aess) = 10 + 9 + 10 = 28
w(vse) = Aess) + A(vsa) + A(ess) = 14+ 13 + 14 = 41
w(vss) = Aess) + A(vss) + Aess) = 18 + 17 + 18 = 53
w(wy,) = A(esy) + A(vg1) + A(eg1) =2+2+2=6
w(vs,) = A(ess) + A(vs,) + Ae2) =6+ 6 +6 = 18
w(vss) = A(ess) + A(va3) + Aess) = 10 + 10 + 10 = 30
w(as) = Aess) + A(vas) + A(egs) = 14 + 14 + 14 = 42
w(vys) = A(ess) + A(vgs) + A(eqs) = 18 + 18 + 18 = 54
w(vsq) =2A(eg1) + Avs,) +A(e;1) =2+2+3=7
w(vsz) = A(egz) + Mvsz) + A(es2) =6+6+7 =19
w(vss) = A(egs) + M(vss) + A(e;3) =10+ 10 + 11 = 31
w(vss) = Aegs) + A(vsa) + A(era) = 14 + 14 + 15 = 43
w(vss) = Aegs) + A(vss) + A(e;5) = 18 + 18 + 19 = 55
w(ve1) = A(es1) + A(veq) + Aegs) =3+2+3 =8
w(ve2) = A(er2) + Avez) + Aegz) =7+ 6+7 =20
w(wes) = A(ers) + A(ves) + A(egs) = 11+ 10 + 11 = 32
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w(ves) = A(ers) + M(ves) + A(egs) = 15 + 14 + 15 = 44
w(ves) = Aers) + A(ves) + A(egs) = 19 + 18 + 19 = 56
w(v,1) = 2(eg1) + A(v;1) + A(e101) =3+3+3=9
w(vy,) = Megs) + A(v52) + Aeros) =7+7+7 =21
w(vy3) = 2(e;) + A(vy3) + A(erg3) = 11 + 11 + 11 = 33
w(v74) = A(eg4) + 2(v74) + A(e104) = 15 + 15 + 15 = 45
w(vy5) = A(egs) + A(vs5) + A(eos) = 19+ 19 + 19 =57
w(vg1) = Aero1) + A(vg1) + A(er11) =3+3+4=10
w(vg,) = Meros) + A(vg2) + Alerrz) =7+ 7 +8 =22
w(vgs) = Aeros) + A(vgs) + A(erns) = 11+ 11+ 12 = 34
w(vgs) = Aer04) + A(vgs) + A(e114) = 15 + 15 + 16 = 46
w(vgs) = Aeros) + A(vgs) + Aerns) = 19 + 19 + 20 = 58
w(ve1) = Aerr1) + A(ve1) + Aerns) =4+ 3+ 4 =11
w(vs,) = Aerrz) + A(ve,) + Ae1n,) =8+ 7+ 8 = 23
w(vs) = Aer1s) + A(ves) + Aerns) = 12 + 11 + 12 = 35
W(vos) = Aerrs) + A(vos) + A(e1s0) = 16 + 15 + 16 = 47
w(ves) = Aerrs) + A(vos) + Ae1z5) = 20 + 19 + 20 = 59
w(v101) = Aers1) + Avigr) + A(e1sr) =4+ 4+4 =12
w(v102) = Aersz) + A(vig2) + A(e1s,) =8+8+8 =24
w(v103) = A(e133) + A(v103) + A(eras) = 12 + 12 + 12 = 36
W(¥104) = Aersa) + A(v10a) + A(e144) = 16 + 16 + 16 = 48
w(v105) = Aerss) + A(v1os) + A(eras) = 20 + 20 + 20 = 60
w(Wi11) = Aerar) + A(vir1) + A(erss) =4 +4+5 =13
w(v112) = AMersz) + A(v112) + A(e152) =8+8+9 =25
w(¥113) = Aeras) + A(vi1s) + Aerss) = 12 + 12 + 13 = 37
w(0114) = A(e144) + A(v114) + Ae154) = 16 + 16 + 17 = 49
w(v11s) = A(eras) + A(v11s) + Aerss) = 20 + 20 + 21 = 61
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w(v121) = 2(e15,1) + A(v121) + A(e161) =5+ 4 +5 =14
w(v122) = A(e1s2) + A(vi2) + A(e162) =9+ 849 =26
w(123) = Aesz) + A(vizs) + A(erg3) = 13 + 12 + 13 = 38
w(v124) = Mersa) + A(v124) + A(er164) = 17 + 16 + 17 = 50
w(v125) = Aerss) + A(vizs) + Aerss) = 21 + 20 + 21 = 62

5
w(vy) = A(vy) + Za(em)z 184+1+5+9+13+17 = 63
m=1
5

5
w(v,) = A(vy) + z /1(e4,m) + 2 A(es,m)
m=1

m=1
=14+424+6+104+144+184+24+6+10+ 14418

= 101
5

5
w(vg) = A(v3) + Z A(eg,m) + 2 A(eg,m)
m=1

m=1
=1+3+4+7+11+154+19+3+7+11+15+19

=111
5

5
W) =A@ + ) Aerzm) + ) Aeram)
m=1

m=1
=14+4+4+8+12+16+20+4+8+12+16 + 20
= 121

5
w(vs) = A(vs) + Z Mewom)=2+5+9+13 +17 + 21 =67
m=1

Perhatikan bahwa bobot setiap titik pada sp(5,3,4) berbeda, memenuhi
syarat pelabelan-k total tak teratur titik. Dari Gambar 2.11, terlihat bahwa label
terbesar pada graf sp(5,3,4) adalah 21, maka dinamakan pelabelan-21 total tak
teratur titik.

Penelitian mengenai nilai total ketakteraturan total dari graf seri paralel
dilanjutkan oleh Riskawati, dkk., dan L. Yuliarti. Pada tahun 2019, Riskawati,
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dkk., memperoleh nilai ketakteraturan pada graf series paralel untuk m > 3 dan

r = 3 sebagai berikut.

Teorema 2.2 Nilai Total Ketidakteraturan Titik Graf sp(m,r,2) [12] Untuk
m =3 dan >3 , maka nilai total ketidakteraturan titik dari graf seri paralel

sp(m,r, 2) adalah

2mr+2]

tvs(sp(m,r,2)) = [ 2

Pada tahun yang sama, L. Yuliarti memperoleh nilai ketakteraturan pada

graf series paralel untuk m > 4 dan r = 1 dan mengemukakan teorema berikut.

Teorema 2.3 Nilai Total Ketidakteraturan Titik Graf sp(m,1,3) [7]

Diberikan sp(m, 1,3), m > 4 adalah graf seri paralel, maka

tvs(sp (m, 1,3)) = [

3m+2]
s |

3m+2
3

Bukti. Akan dibuktikan tvs(sp(m,1,3)) 2[ ] Perhatikan bahwa derajat

titik terkecil dari graf sp(m,1,3) adalah 2 dan jumlah titik yang berderajat dua
pada graf sp(m, 1,3) adalah 3m. Agar mendapat pelabelan yang optimal, maka
bobot setiap titik yang berderajat 2 diberi label yang dimulai dari 3,4,5, ...,3m +
2. Sementara bobot titik graf sp(m, 1,3) yang berderajat 2 adalah jumlah dari 3
buah bilangan bulat positif yang disebut label, yaitu 1 label titik itu sendiri dan 2

label sisi yang saling terhubung dengan titik tersebut. Oleh karena itu, diperoleh

3m+2
3

label terbesar minimum yang digunakan yaitu [ ] dan tidak mungkin lebih

kecil dari[%—”], sehingga tvs(sp(m, 1,3)) = [37?2]-

3m+2
3

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwatvs(sp(m, 1,3)) S[ ] Hal ini

akan dibuktikan dengan cara menunjukkan adanya pelabelan-[g”r;—”] total tak

teratur titik dari graf sp(m, 1,3) untuk m bilangan asli dan m > 4, yaitu:
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a. — Pelabelan titik dari graf sp(m, 1,3) sebagai berikut:

5 ; jlkam =4
Alvy) =13 ; jlkam =5
1 ; jikam > 6
/1(1]2) = 1
A(v3) = 1
(4 ; jlkam =4
Avs) = {1 ; jikam > 6

Mv; ;) =juntuk j = 1,2,...,mdan i =1,2,3.

b. = Pelabelan sisi dari graf sp(m,1,3) sebagai berikut:
L s jikai=1,2,3
Mew) = {j +1  ;jikai=456

Berdasarkan pelabelan diatas, diperoleh bobot titik dari graf sp(m, 1,3)

untuk m > 4 sebagai berikut:

W(Ul'j) = A(Ul‘j) + /1(91’]') + /1(82']') =j +_] +_] = 3]
w(v,;) = A(vy;) +AM(es;) +AM(es;) = j+j+(G+1D =3/ + 1
w(vs;) = Avs;) + A(es;) +AMee;) =j+ G+ D+ (G +1) =3 +2
w(vy) = A(vy) + Z /1(91,]')

=1

J
m

m?+m+2

15 ; jlkam =4
18 ; jlkam =5

m>+m+2
———; jlkam>6
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W) = M) + ) Aezy) + ) Aesy)
j=1 j=1
Yy
Jj=1

J

m
1+
j=1
m
1+zz
j=1

m+ m?
1+2 >

=1+ m+m?

w(vs) = A(v3) + Z Mea ;) + Z Aes,;)
j=1 j=1

=1+ 3m + m?

w(y,) = A(vy) + Z A(ew-)
=1

=1+i([’+1)
j=1

3m + m?
2
m?+3m+2
2
18 ; jilkam =4
={m?+3m+2

=1+

; jlkam =6
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E(sp(m,1,3)} ke {1,2,..,[*=

Perhatikan bahwa fungsi A adalah suatu pemetaan dari {V (sp(m,1,3)) U

3m+2

]} Bobot titik pada graf seri paralel

sp(m, 1, 3):

Untuk m = 4, bobot titik v; ; dengan i = 1,2,3 danj = 1,2, ...,m adalah
3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14. Sedangkan bobot titik v; dengan
i =1,2,3,4 adalah 15, 21, 29, 18. Jadi tidak ada bobot titik yang sama.
Untuk m =5, bobot titik v; ; dengan i = 1,2,3 danj = 1,2, ...,m adalah
3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16, 17.Sedangkan  bobot titik v;
dengan i = 1,2, 3,4 adalah 18,31,41,21. Jadi tidak ada bobot titik yang
sama.

Untuk m > 6, bobot titik v;; yang dinotasikan dengan w(v, ;) adalah
bilangan bulat positif mulai dari 3,6,9,...,3m, w(v,;) adalah bilangan
bulat positif mulai dari 4,7,10,...,3m + 1, dan w(vs;) adalah bilangan
bulat positif mulai dari 5,8, 11, ...,3m + 2. Sedangkan bobot titik v; yang

m24+m+2

dinotasikan dengan w(v;) adalah , w(v,) adalah 1+ m + m?,

2
w(vs) adalah 1+ 3m +m?, dan w(v,) adalah ™"

Berikut akan ditunjukkan bahwa setiap bobot titik pada graf seri paralel

s(m,1,3) berbeda. Akan ditunjukkan bahwa w(vs;) <w(vy) <w(v,) <

w(vy) < w(vg).

m2+m+2

Akan ditunjukkan bahwa 3m + 2 < untuk m > 6 melalui induksi

matematika.

m24+m+2
2

Penyelesaian: Misalkan p(n) adalah proposisi bahwa 3m + 2 <

untuk m > 6.

Basis induksi: p(6) benar, karena untuk m = 6 diperoleh

6% 4+6+2

3:6+2<
* 2
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bahwa 3m + 2 <

b.

20<44
2

20 < 22

Langkah induksi: Asumsikan m = k benar, yaitu mengasumsikan bahwa
k* +k+2

2
adalah benar (hipotesis induksi). Akan diperlihatkan bahwa m =k + 1

3k+2<

juga benar, yaitu

(k+1)?+(k+1)+2

3k+1)+2< .

(k? +2k+1)+k+3
2

S 3k+5<

2
& 3k + 5 < L3kt

k?+k+2
2

Perhatikan bahwa 3k + 2 < (kedua ruas ditambah dengan 3)

k?+k+2
@3k+2+3<T+3

k*+k+2 6
<=>3k+5<7+§

k?+k+8 _ k?+k+8 = 2k—4

= 3k+5< <t (karenaa < b < c)

k’+k+8 . 2k-4

<=>3k+5<T+ 5 (karena a < c)

2
& 3k + 5 < K3k

Karena basis induksi dan langkah induksi sudah benar, maka terbukti

m2+m+2

untuk m > 6.

m24m+2 _ m243m+2
2

Akan ditunjukkan

Perhatikan bahwa,

m < 3m (kedua ruas ditambah m? + 2)
em?P+m+2<m?+3m+2 (kedua ruas dibagi 2)
PN m2+2m+2 < m2+23m+2
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m243m+2

c. = Akan ditunjukkan <1+m+m?
Perhatikan bahwa,
1<m (kedua ruas dikali dengan m)
S1l-m<m:-m
& m < m? (kedua ruas ditambah m? + 1)

& m2+3m+1<2+ 2m+2m?  (kedua ruas dibagi 2)

m243m+1

- <1+m+m?

d.  Akanditunjukkan 1 + m + m? < 1+ 3m + m?.
Perhatikan bahwa, untuk m > 6
m < 3m (kedua ruas ditambah m? + 1)

S 1+m+m? <14 3m+m?.

Hal ini menunjukkan bahwa setiap titik dalam pelabelan total tak teratur
titik pada graf sp(m,1,3) memiliki bobot yang berbeda. Dapat disimpulkan

3m+2
3

bahwa tvs(sp(m, 1,3)) < [ ] Berdasarkan paparan di atas diperoleh bahwa

3m+2
3

3m+2

tvs(sp(m, 1,3)) > [ E

] dan tvs(sp(m,1,3)) < [ ] Maka terbukti bahwa

3m+2]

tvs(sp(m, 1,3)) = [ g
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BAB Il
METODE PENELITIAN

Penyelesaian tugas akhir ini menggunakan studi kepustakaan, dimana

informasi-informasi diperoleh dari buku dan jurnal yang berkaitan dengan

penelitian. Terdapat beberapa tahapan untuk menentukan nilai total ketakteraturan

titik graf seri paralel sp(m, r, 4):

1.

Diberikan graf seri paralel sp(m,r,4), dimana m adalah longitude pada
setiap graf theta, r adalah jumlah titik berderajat 2 yang merentang pada
setiap longitude, pada 4 graf theta seragam. Dimisalkan untuk sp(10,3,4),
maka terdapat 10 longitude pada setiap graf theta, 3 titik pada setiap
longitude, pada 4 graf theta seragam.

Menentukan batas bawah dari tvs(sp(m, (g 4)) dengan menganalisa
struktur graf sp(m,r, 4).

Menentukan batas atas tvs(sp(m, T, 4)) dengan menunjukkan adanya
pelabelan-k total tak teratur pada graf, dan k adalah batas bawah yang
diperoleh pada langkah 2. Agar mendapat pelabelan yang optimal, maka
bobot setiap titik yang berderajat 2 dilabeli mulai dari 3,4,5, ...,i + 2. Akan
ditampilkan pelabelan-k total tak teratur titik untuk graf sp(m, r, 4) dengan
5<m<7dan3<r<5.

Menentukan rumus pelabelan titik dan pelabelan sisi dari graf sp(m,r,4),
dengan mengacu pada pelabelan diperoleh pada langkah 3.

Menentukan rumus bobot titik dari sp(m,r,4), dengan mengacu pada
rumus yang diperoleh pada langkah 4.

Membuktikan bahwa pelabelan yang diperoleh merupakan pelabelan total
tak teratur titik dari graf sp(m,r,4), dengan membuktikan bahwa setiap
bobot titik pada graf berbeda.

Menentukan nilai total ketakteraturan titik dari graf sp(m,r,4), yaitu label
terbesar minimum k sehingga graf sp(m, r, 4) memiliki pelabelan-k total tak

teratur titik.
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8. -~ Mengaplikasikan rumus nilai total ketakteraturan titik dari graf sp(m,r, 4),
sebagai contoh akan diberikan pelabelan-k total tak teratur titik untuk graf
sp(15,1,4).
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BABV
KESIMPULAN

51 Kesimpulan
Berdasarkan uraian dari Bab 1V, dapat disimpulkan bahwa terdapat

pelabelan- [ ] total tak teratur titik pada graf seri paralel sp(m,r,4) untuk

m =5 dan r > 1. Oleh karena itu, terbukti bahwa tvs(sp(m,r,4)) > [4’””2]

Batas bawah yang diperoleh juga merupakan batas atas dari tvs(sp(m, T, 4)),

a4mr+2

sehingga terbukti bahwa tvs(sp(m T, 4)) [ ] Dengan terbuktinya kedua

hal tersebut, maka diperoleh nilai total ketakteraturan titik pada graf sp(m,r,4)

untuk m > 5 danr > 1, yaitu tvs(sp(m r 4)) [4mr+2]

5.2 Saran

Penelitian terkait nilai total ketakteraturan graf terus berkembang dan
terdapat banyak jenis-jenis graf lainnya yang terbuka untuk dikaji. Penelitian
untuk nilai total tak teratur titik pada graf seri paralel juga dapat dikaji lanjut,

sehingga nantinya dapat memperoleh nilai total ketakteraturan titik pada graf

sp(m,r, ).
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