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RESUMO

A demonstracdo matematica evoca questdes complexas de natureza l6gico-epistemoldgica.
Neste artigo exploramos episodios na histéria do célculo infinitesimal, em particular sobre
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), visando destacar aspectos da demonstracdo matematica.
Inicialmente, apresentamos perspectivas sobre estética e demonstracdo matematica visando
identificar elementos qualitativos na producdo de conhecimentos matematicos (formais). Em
seguida, por meio de pesquisa bibliografica, exploramos o uso de nota¢des/simbologias no
desenvolvimento do Principio de Cavalieri e em resultados envolvendo integracdo. Enfatizamos
aspectos sobre linguagem/notacdes e procedimentos na enunciagdo e demonstracdo de alguns
teoremas/proposicdes de Cavalieri. Destacamos 0 uso dos simbolos/notagdes o.l. (omnes linae),
0.g. (omnes quadrata) e o.c. (omnes cubi), que significam respectivamente todas as retas ou
soma de todas as retas, todos os quadrados e todos os cubos. A no¢do omnes nesse contexto
esta relacionada ao conceito de integracdo definida do Calculo contemporaneo. Finalmente,
mencionamos nuances sobre como Leibniz (1646-1716), ao criar o simbolo de integral a partir
da nocdo de omnes, reorganizou aspectos estéticos da demonstracdo de Cavalieri e desenvolveu
novos resultados sobre integrais.
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ABSTRACT

Mathematical demonstration evokes complex issues of logical-epistemological nature. In this
article we explore episodes in the history of infinitesimal calculus, in particular on Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), in order to highlight aesthetics aspects of mathematical demonstration.
Initially, we present perspectives on aesthetics and mathematical demonstration in order to
identify qualitative elements in the production of mathematical (formal) knowledge. Next,
though a bibliographic research, we explore the use of notations/symbologies in the
development of the Cavalieri’s Principle and results involving the concept of integral. We
emphasize aspects about language/notations and procedures in the enunciation and
demonstration of some theorems/propositions of Cavalieri. We enphasize the notations o.l.
(omnes linae), 0.q. (omnes quadrata) e o.c. (omnes cubi), which means all lines, all the squares
and all the cubes. The notion of omnes is related to the comtemporary concept of integral in
Calculus. Finally, we mention nuances about how Leibniz (1646-1716), in creating a new
symbology based on the notion of omnes linae, reorganized Cavalieri's aesthetics and developed
new results on integrals.

Keywords: History of Mathematics. Infinitesimal Calculus. Mathematical Proof.
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Introducéo

Neste artigo exploramos, por meio de uma pesquisa bibliogréfica, aspectos
acerca de demonstracdes de Bonaventura Cavalieri (1598-1647). Utilizamos
perspectivas sobre estética para destacar notacGes utilizadas por Cavalieri.

De acordo com Baron (1985), existem muitos protagonistas na histéria do
calculo infinitesimal como Zendo de Eléia (489-430 a.C.), Arquimedes (287-212 a.C.),
Euclides (300 a.C.), Fermat (1601-1665), Kepler (1571-1630), Galileu (1564-1642),
Cavalieri (1598-1647), Pascal (1623-1662), Wallis (1616-1703), Descartes (1596-
1650), Torricelli (1608-1647), Gregory (1638-1675), Barrow (1630-1677), Newton
(1643-1727), Leibniz (1646-1716), Jakob Bernoulli (1654 — 1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), I’'Hopital (1661-1704), Berkeley (1685-1753), Maclaurin (1698-1746),
Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), d’Alambert (1717-1783), Cauchy (1789-
1857), dentre outros. As publicacbes desses autores nos oferecem meios para
identificarmos o papel fundamental da demonstracdo matematica (DM) na producéo de
conhecimentos matematicos ao longo da histéria. Concomitantemente, reflexfes sobre
DM nos conduzem inevitavelmente a discussdes da natureza filosofica, evocando
conceitos como verdade e convencimento. De acordo com Silva (2002, p. 40, grifos do
autor), uma DM tem diversificadas finalidades, dentre elas, “estabelecer a veracidade
relativa de um enunciado” e “convencer-nos da veracidade da tese que demonstra”.
Portanto, DM nos remete a aspectos ldgico-epistemoldgicos e retoricos.

A DM também suscita uma dimensao estética (PARTESON, 2013). Para realizar
um estudo estético matematico, € importante conhecer a distincdo entre fatos (ou
produtos), que sdo as entidades produzidas ou encontradas na Matematica como
teoremas, férmulas, construcBes geométricas, e métodos (ou processos), que Sao
ferramentas matematicas, como demonstracBes, heuristicas, algoritmos, estilos de
notacdes, dentre outros. Os produtos sdo considerados mais andlogos as obras de arte
que o0s processos. Alias, existem produtos matematicos como triangulos, espirais e
fractais que podem ser visualizados esteticamente sem uma estética matematica
especifica. Produtos que sdo entidades teoricas, carregados no sentido conceitual, como
teoremas e equagdes, por exemplo, s&o, portanto, um desafio para a estética. J& a anélise
estética dos processos estd bem integrada ao contexto matematico, devido ao fato de os

métodos serem considerados ferramentas matematicas. As demonstracbes podem ser

Boletim Cearense de Educagéo e Histdria da Matematica — Volume 08, Nimero 22, 55 — 70, 2021



: 58
>
/ Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva, Inocéncio Fernandes Balieiro Filho, Luis Augusto Schimidt
Totti e Giovana Aparecida Bertolucci
= Aspectos estéticos em demonstraces de Bonaventura Cavalieri

consideradas processos com uma funcdo geral e superior na Matematica. Sdo ditas
artefatos funcionais, ou seja, objetos humanamente criados, mas com funcoes
epistémicas na natureza, cuja interagdo se d& por meio da utilizacdo. No entanto, é
importante ter em mente que essa distingdo nem sempre pode ser realizada com
exatiddao. A Teoria Matematica, por exemplo, ndo se encaixa inteiramente em produto
ou processo, sendo tratada muitas vezes como uma beleza particular da Matematica.
Assim como as teorias, 0s contraexemplos sdo objetos mistos, classificados ora como
produtos, ora como processos (PATERSON, 2013).

O Principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) estruturou sua obra intitulada Geometria
indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota em sete partes
(CAVALIERI, 1653)°. Na Parte VII, por exemplo, Cavalieri enuncia um teorema
atualmente conhecido como Principio de Cavalieri (figura 1).

Figura 1 - Teorema de Cavalieri.

lanx quaecungs in cifdem parallelis conftitutg,
F lignu;:i us, d?xais quibufcunq;eifdem parallelis ¢qui-
diftantibus re&is lineis, concepta cuiufcumq; re@ta linez
portiones funt zquales , etiam inter [e 2quales crunt: aE:
figur folide quacumg; in cifdem planis parallclis confti-
tuta »in quibus , dudis quibufcung; planis cifdem planis
pazallclis 2quidiltantibus , concept cuiufcung; fic dudi
plani in ipfis folidis figura plana [unt 2quales, pariter 10~
terfe ®quales erunt. Dicantur autem figurz zqualiter
analoga, tum plana , tum ipfa [olida inter fe comparat
accriam iuxta regulas lineas, feu piaaa parallela , in quis
bus cfsc fupponuntur , cum hoc fucrit opus explicare.

5 De maneira geral, destacamos o seguinte acerca de Geometria: Cavalieri introduz na definicdo 1, livro
11, o conceito fundamental (todas as retas de uma figura plana) de sua teoria; introduz na definigéo 2, livro
Il, o conceito fundamental (todos os planos ou cole¢do de todos os planos de uma figura sélida) de sua
teoria; Cavalieri demonstra no teorema 1, livro 11: As cole¢Bes de retas de figuras planas sdo grandezas
que tém raz8o umas com as outras. Dois postulados. Cavalieri demonstra no teorema 2, livro 1l: Se duas
figuras (plana ou sélida) sdo iguais, também sdo iguais suas cole¢Bes de retas (colecdo de planos).
Cavalieri demonstra no teorema 3, livro Il: A razdo entre duas figuras (plana ou solida) € igual a razdo
entre suas colegdes de retas, tomadas com respeito a regula. A Geometria compdem-se de sete livros; o
livros 1 trata de geometria elementar de figuras planas e solidas; Cavalieri no livro 2 desenvolve o
primeiro método de indivisiveis, 0 método coletivo e demostra alguns teoremas sobre colecGes de
indivisiveis; no livro 3, 4 e 5 aplica os teoremas anteriores para calcular &reas e volumes de figuras; no
livro 6 calcula a &rea de espiral e volume de paraboloides; no livro 7 apresenta um novo método de
indivisiveis, 0 método distributivo.
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Fonte: Cavalieri (1653).
Com base em Struik (1986), apresentamos a seguinte traducao do Teorema:

Se construirmos duas figuras planas quaisquer entre as mesmas paralelas e se ao
tracarmos retas equidistantes as paralelas os segmentos que interceptam as
figuras forem iguais, entdo as figuras planas serdo também iguais e se
construirmos duas figuras sélidas sobre os mesmos planos paralelos e ao
tracarmos planos equidistantes dos planos paralelos as se¢des que interceptam
as figuras forem iguais, entdo as figuras sdlidas também serdo iguais. (STRUIK,
1986, p. 210, traducdo nossa)®.

Uma maneira inicial de compreendermos esse enunciado no que diz respeito as
figuras planas é a seguinte: sejam R e S regides limitadas de um plano, e seja r uma reta
desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r, as intersecdes de R e S com s
sejam vazias ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos é constante. Entao,
a razdo entre as areas de R e S é essa mesma constante. Podemos também enunciar esse
Teorema da seguinte maneira: consideremos em um plano um sistema de coordenadas
cartesianas Oxy, e seja R a regido delimitada pory =0,y = b > 0 e pelos graficos das
fungdes continuas x = fi(y) e X = f2(y), 0 <y <b, com fi(y) < f>(y) para todo y. Seja S a
regido delimitada pory = 0, y = b e pelos graficos das fun¢des continuas x = gi(y) e X =
g2(y), 0 <y <b, com gi(y) < g2(y) para todo y. Suponhamos que exista k > 0 tal que
fo(y) — fu(y) = k [g2(y) — gi(y)] para todo y. Entdo a(R) = ka(S). Em notacédo atual

podemos demonstrar o seguinte:

a®)= Jf axay=[[ [ axfay=] [1,00- 1l =

[ K[0.)- 6oy =k [0, - a0y =... = ka(S).

0 0

Analogamente, podemos realizar uma abordagem com solidos e as medidas dos
volumes. Por um lado, de acordo com Baron (1985), o Principio de Cavalieri é uma
ideia importante na historia do célculo infinitesimal, pois diz respeito a um resultado
fundamental ao pensamento diferencial e a nogé@o de indivisiveis. Na realidade, a génese

desse problema nos remete a Demdcrito (400 a.c.), que parece ter concebido a nogéo de

® The Theorem: If between the same parallels any two plane figures are constructed, and if in them, any
straight lines being drawn equidistant from the parallels, the included portions of any one of these lines
are equal, the plane figures are also equal to ne another; and if between the same parallel planes any solid
figures are constructed, and if in them, any planes being drawn equidistant from the parallel planes, the
included plane figures out of any one of the planes so drawn are equal, the solid figures likewise equal to
one another. (STRUIK, 1986, p. 210).
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solido como sendo composto de secBes planas paralelas a base; se¢fes estas iguais ou
diferentes. Considere, por exemplo, que um cone seja formado por se¢Oes (discos). No
caso das sec¢des serem iguais, ndo se trata de um cone, mas de um cilindro. No caso das
secdes serem diferentes, o cone sera uma colecdo de finos cilindros. Essa concepcéao de
Demdcrito foi utilizada por Arquimedes em O Método e Cavalieri foi o primeiro a
demonstrar, tendo um papel importante na histéria dos indivisiveis (BARON, 1985).

Por outro lado, a demonstracdo realizada por Cavalieri é consideravelmente
complexa, seja do ponto de vista da linguagem/estrutura logica, quanto do tipo de
notacdes utilizadas (ou falta delas). Um dos principais aspectos que nos chama a
atencdo nesse enunciado de Cavalieri diz respeito a estética de sua linguagem. Baron
(1985) comenta que as obras de Cavalieri se tornaram amplamente conhecidas, embora
0 uso dos conceitos de reta e superficies indivisiveis possa ter gerado contradi¢des. Para
Baron (1985, p. 17), “a linguagem usada por Cavalieri para defender os seus métodos,
usualmente calcada em termos de ideias derivadas de fildsofos medievais, era em geral
obscura e infeliz, ndo fazendo jus ao seu mérito”. Nesta se¢do, optamos por apresentar o
enunciado literal e uma demonstracdo simplificada utilizando notagOes atuais. Nas
secdes seguintes, abordaremos tanto as demonstracGes de Cavalieri em sua linguagem
original como também faremos abordagens utilizando nota¢des contemporaneas.

Ainda, com base em Grattan-Guinness (2000), podemos destacar que a
Geometria e a obra posterior de Cavalieri, Exercitationes geometricae sex (“Seis
exercicios geométricos™: 1647a), tornaram-se bem conhecidas entre os matematicos,
inspirando muitos a encontrar seus préprios métodos. Cavalieri apresentou dois métodos
inspirado nos indivisiveis em Geometria, sendo denominados de métodos “coletivo” e
“distributivo”. Os seis primeiros dos sete livros da Geometria incorporam o método
coletivo, e uma sintese dele é exposto no livro 1 de Exercitationes. A estrutura limitada
desta se¢@o ndo permite um relato completo do amplo espectro de conceitos e ideias que
Cavalieri introduziu e desenvolveu nesses seis livros, mas o esboco a seguir fornece

uma ideia de sua abordagem.
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A B

Figure 1,10.1.

Seja dada uma figura plana F = ABC limitada pela curva ABC, e uma reta AB,
denominada “regula” (figura 1.10.1). Cavalieri imaginou que uma reta que,
comegando da posi¢do da reta AB, desloca-se uniformemente paralela a reta AB e
considerou o feixe de segmentos de reta paralelos que determinam a figura F sobre
a reta em suas posi¢Ges durante 0 movimento. Ele nomeou esses segmentos de reta
como “todas as retas da figura dada” (“omnes lineae propositae figurae”), e as
vezes se referia a eles como “os indivisiveis da figura dada”; vamos denota-los por
Or(1). Expresso em termos modernos, Cavalieri construiu uma fungdo F — O(1)
(1.10.1) do conjunto de figuras planas em um conjunto que consiste em feixes de
segmentos de reta paralelos. Ele entdo estendeu a teoria das grandezas de Eudoxo
(ver o livro V de Os elementos de Euclides) para incluir suas novas grandezas
{Or(D}. Posteriormente ele estabeleceu — embora ndo de maneira satisfatoria
matematicamente — a relagdo fundamental F,: F, = O, (1): O, (D) (1.10.2) entre
duas figuras planas (Cavalieri 1635a, Livro Il, Teorema 3). Ao considerar a regula
como um plano ele obteve de maneira semelhante a seguinte relagdo S;:S, =
Os,(p): Os,(p) (1.10.3) em que S; & um sblido e Os,(p) sdo todos os planos
pertencentes a esse solido, para i = 1,2. O objetivo de Cavalieri era encontrar a
razdo do lado esquerdo de (1.10.2) calculando a razdo do lado direito. Ao fazé-lo,
ele foi muito auxiliado por um postulado que conduz ao “teorema de Cavalieri”
(descrito abaixo), com um uso habilidoso de resultados anteriores, 0s teoremas
sobre figuras semelhantes e o conceito de poténcias de segmentos de reta. O
postulado (1635a, Corolario do Teorema 4 do Livro Il) afirma que, se em duas
figuras F; e F, com a mesma altura, cada par de segmentos de reta correspondentes
(isto é, segmentos de reta a distancias iguais da regra comum) tem a mesma razéo,
entdo Op, (D) e Op, () também tém essa mesma razdo. Em notagdo moderna e
usando a figura 1.10.2, se para todo x tal que 0 < x < a tem-se f;(x): fo(x) =
b:c, entdo, Op,(D): O, (D) = b:c.
(1.10.4). Isto, junto com (1.10.2), estabelece imediatamente o “teorema de
Cavalieri”: se para todo x tal que 0 < x < a tem-se f;(x):f,(x) = b:c, entdo
F;:F, = b:c (1.10.5) (16354, Livro I, Teorema 4).

»

A | fy (x)

i \

A B
Figure 1.10.2.

(GRATTAN-GUINNESS, 2000, p. 33-34, traducéo nossa).’
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7 A referéncia ao texto de 1635 de Cavaliari, diz respeito a obra “Geometria indivisibilibus continuorum
nova quadam ratione promota”. No escopo geral deste artigo, utilizamos a edicdo publicada em 1653
dessa obra de Cavalieri.
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A abordagem proposta por Grattan-Guinness (2000) nos oferece aspectos
relevantes para entendermos em notacdo atual abordagens conduzidas por Cavalieri.
Dentre esses aspectos, destacamos a nocao de omnes, que pode ser entendida como a
soma de todas. Na préxima secdo faremos esse tratamento, ja abordando Proposi¢des

em textos originais de Cavalieri.

Integracdo em Cavalieri

Além do Principio de Cavalieri, Struik (1986) destaca um conjunto de
proposi¢Oes apresentadas por Cavalieri (1647) na Parte IV do livro intitulado
Exercitationes geometricae sex, o qual diz respeito a um método de integracdo. De
acordo com Struik (1986), esse método consistia em comparar os indivisiveis entre duas
figuras, sendo este considerado um “procedimento perigoso”, pois ndo era claro como e
quais indivisiveis deveriam ser comparados. Identificamos, portanto, uma ressalva de
natureza estética/procedimental apontada por Struik (1986) sobre essa abordagem de
Cavalieri em termos de DM. No entanto, a abordagem de Cavalieri nos chama atengédo
do ponto de vista da notacdo utilizada, visto que nesse método Cavalieri adicionou esses
indivisiveis usando expressdes como omnes linae (0.1.) = all lines (a.l.), que significa
todas as retas ou soma de todas as retas. Dessa maneira, Cavalieri explorou um
importante resultado do céalculo, o qual podemos enunciar com notacdo atual da
seguinte maneira, sendo n inteiro positivo:

n+l

(‘)Oax” dx = r?_+1
Na Parte IV do livro de Cavalieri (1647, p. 273, traducdo nossa), é enunciado o
seguinte: “Proposi¢cdo XXI. Na mesma figura a mesma regra: todos 0s cubos do
paralelogramo AD serdo o quadruplo de todos os cubos de cada um dos ditos triangulos
ACF, FDC”®. A demonstragdo original desta proposicao é a seguinte (figura 2):

Figura 2 - Proposigdo XXI — Cavalieri (1647) - Livro IV.

8 Propositio XXI. In codem schemate, regula cadem: omnes cubi paralelogramms, AD, quadrupli crunt
omnium cuborum cuiusvis diforum triangulorum, ACF, FCD.
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,M adry hcrunto. c.trhngnh,FCp,

& dl:zgnfiamcngbo.ldﬁgi&o.q.l’cbg quetur

0. 0. » proptcr xqual
M'F o ?:amm

X! ?ﬁs triangul. -FAC,FCD.idco facnfnb, ;

&o.q. FCD.;.ﬁaul'an I.FCD,&o.q.f AC,

adzquantur. Vnde patet, &c.Quod, &
Fonte: Cavalieri (1647).

Nossa tradugéo, tendo como apoio Struik (1986), é a seguinte:
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Agora a.c. dos AD séo o produto de a.l.
AD por a.s. AD, e este esta para o produto
de al. de AD por a.s. do triangulo FDC,
assim como a.s. do paralelogramo AD esta
para a.s. do triangulo FDC (pois possuem
alturas iguais, a saber a.l. AD), e esta razdo é
3. Entdo, a.c. de AD sdo iguais a trés vezes o
produto de a.l. de AD por a.s. do triangulo
FDC, e este é igual ao produto de a.l. do
tridangulo ACF por a.s. do triangulo FDC
mais o produto de a.l. do tridngulo FDC por a.s. do mesmo triangulo FDC, e este é
igual a a.c. do tridngulo FDC. Entéo a.c. de AD sera trés vezes a soma de a.c. do
tridngulo FDC e o produto de a.l do tridngulo ACD por a.s. do tridngulo FDC. Se
agora decompormos a.c. de AD em suas partes, entdo obteremos a.c. de ACF mais
a.c. de FDC mais trés vezes o produto de a.l. do tridngulo FDC por a.s. do tridngulo
ACF mais trés vezes o produto de a.l. do triangulo ACF por a.s. do triangulo FDC.
Mas trés vezes o produto de a.l. do tridngulo ACF por a.s. do triangulo FDC ¢ igual
a trés vezes 0 mesmo produto. Se o descartarmos entdo do que descartamos, ainda
permanece. Logo a.c. de ACF mais a.c. de FDC é igual a trés vezes o produto de
a.l. do tridngulo FDC por a.s. do triangulo FAC sdo iguais a trés vezes a.c. do
triangulo FDC. Agora a.c. do triangulo ACF mais a.c. do triangulo FDC s&o iguais
a duas vezes a.c. do triangulo FDC desde que a.c. do triangulo ACF serd igual a
a.c. do tridngulo FCD. Entdo trés vezes o produto de a.l. do triangulo ACF por a.s.
do tridngulo FCD junto com trés vezes o produto de a.l. do tridngulo FCD por a.l.
do tridngulo FAC e a.c. dos triangulos ACF, FDC, que é a.c. do paralelogramo AD,
sdo iguais ao quadruplo de a.c. do tridangulo FDC (ou triangulo FAC). Isto é assim
porgue o produto de a.l. de FDC por a.s. de FDC é igual ao produto de a.l. de FDC
por a.s. de ACF, e isto é assim por causa da igualdade de retas e seus quadrados
nos triangulos FDC, ACF. Assim trés vezes o produto de a.l. de ACF por a.s. de
FDC séo iguais a trés vezes o produto de FDC por a.s. de ACF. Isto torna clara a
demonstracdo (CAVALIERI, 1647, p. 274, tradugdo nossa).

Consideramos, de um ponto de vista estético, o entendimento da demonstracdo
da Proposicdo XXI de Cavalieri (1647) de dificil compreensdo, devido a sua linguagem
e maneira de uso de notacfes. Notamos que, do ponto de vista estético, Cavalieri ndo
utilizou notacdes algébricas. O primeiro passo para compreender a demonstracdo de
Cavalieri, provavelmente seja identificar o significado das expressfes a.l., a.s. e a.c.
que, respectivamente, podem ser traduzidos como todas as retas, todos os quadrados e
todos os cubos (dos triangulos ou do paralelogramo). Além disso, a demonstracéo
envolve conhecimentos prévios sobre expansao binomial em potencia inteiras.

Para compreendermos o raciocinio da demonstracdo da Proposicdo XXI, de
acordo com Struik (1986), vamos primeiramente, utilizando notacdo atual, mostrar que
a area do paralelogramo AFCD mede o dobro da area do triangulo AFC, obtido pela
diagonal FC. Pela figura na demonstracao, temos que NE // BM // AF, de modo que HE
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= BM. Consideremos HE = X, NH =y e AF = a. Entdo, x + y = a. Consequentemente,
X + Xy = Xa quando nds somamos todas as linhas paralelas NE de AF a CD. Para todo
NH existe apenas um (CD — BM) correspondente. Mas como HE = BM, x = Xy.
Consequentemente, *x = % Xa. Assim, ¥x €& a area do triangulo FCD, Xa do
paralelogramo. Se fossemos introduzir o simbolo Ax, poderiamos escrever (X + y)Ax = a

AX, e assim obteriamos XXAX = %2 YaAx = %2 a X =% a, 0 que mostra que a formula de
Cavalieri é equivalente a (\)Oaxn dx :%az

De fato, temos o seguinte a partir de (x + y)? = a?.
X2 + 25Xy + Ty? = Ta?
25x% + 2 IXy = Xa?,
Para encontrarmos Xxy, n0s podemos escrever x =% a+ z,y =% a— z. Entdo:
Xy = T (Yaa®— 2%)-Ya Xa? - 372,

De triangulos semelhantes nds determinamos £z2 = ¥4 Xx?. Consequentemente,

25x2 + Y2 Y2 — Y Ix? = Ta? ou Tx? = 1/3 Xa?.

Tendo realizado tais consideracdes, abordemos agora a Proposicdo XXI em
notacdo moderna. Consideremos AF =CD =a, HE=BM =x, NH =y, x +y = a.
Assim, a Proposicdo XXI enuncia que a3 = 4 x3 = 4 2y®. O raciocinio que segue é o
seguinte:

T(x +y)® = 2x3 + 2y® + 3 Ixy? + 3 =x?y. Entéo:
SX+Y)P I I(XHY)XP=Z(X+Y)?Ex?=3: 1,
S(x +y) =3 I(X + y)x?,
(X + Y)X? = X%y + XX = IXPY + 2,
T(x +y)3 =3 3x3 + 3 Ix?y,
T(x +y) = =x3 + 2y® + 3 Txy? + 3 Ixy.
Subtraindo 3 =x?y de ambos 0s membros da expressio, temos:
X3 + Zy? + 3 Ixy? = 3 2x3;
Mas como Zx3 + 2y® = 2 2x3, 2x3 = 3y,

Nos encontramos 3 Zx%y = 3 Ix%y = x5,

Consequentemente, x5 + Zy® + 3 Ixy? + 33Xy = (X +y) =4 X3 = 4 2y°.
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Esse raciocinio pode ser sumarizado da seguinte maneira (STRUIK, 1969): Com
0 objetivo de encontrar =x3, escrevemos X(x + y)% =2 =x3 + 6 Ix%y = Ta’. Mas Za® = a
Ya? = a(2 Ix% + 2 Ixy) = 2/3 ad + 2a Ixy = 2/3 Xad + 2 (X + y)xy = 2/3 Za° + 4 Tx?y.
Assim, Ix?y = 1/12 a3 e =x3 = ¥4 Za®. De maneira similar, podemos desenvolver x" a
partir de x3, n > 3, e provar que =x" = [1/(n+1)] a", o que é equivalente a integral
Ca an+1

X" dx =
00 n+l.

Utilizando essa notacao, dizemos que a Proposi¢do XXII de Cavalieri enuncia o
seguinte: Prove que 5 =x* = Za*,

Agora, daremos atencao a Proposicdo XXIII (figura 3):

Figura 3 - Proposi¢cdo XXIII- Cavalieri (1647) - Livro IV.
PROPOSITIO XXIIL

In quocungue parallelogrammo, vt B D, reguls bafi,
(D [iagatur1pliy (D quecunque paralicla, E F,
@ dacatar diameter, A", quam illa fecet in, G'; erit
ity DAyady AF, 114,C D, vel, EF,ad, FG.
Dicatur autem, AC, diagonalis prima. Rurfus rop
9004, d’-d?, l“ﬁd, EF,AD’ FH; ’i“
~vbtque fiers intelliguwr in parallels ipfi, € D, ita-ve
ommes bomologe spfi  H F, ter-
minentur ad cursam, AHC .
Paritervtc. DAy ade. AF,
itaquoque fiat ,EF yad, T1,
@ ficoncaterss y deferpracor-
waClA. Et vt qq. AD,
d qq. AF, ita fity EF yad,
FLy@/ fic in caterssydefcripta
curway CLeA, Quod @ in reliquispotefl. fieri fup-
poni potefl. Dicatwr autem , € HeA ) dagonalis 3.
C1d,dragonalis 3.C L Ay diagonalis 4. ¢s'c. Simili-
ter triangulum y AGC D5 ocetwr 1. [patium diagos
walium paralielegrammi ; BD y trilimeum , AHC D
2. fpatiumy A1C D, tertiom , AL(D, 4 @
Ducoergo paralielogrammmm y B D ; duplus ¢[fe primi
Jpaci s triplum [ecunds; quadraplum 3. quiniaplum

quarts, e ?a";:f" }

Proposicdo XXIII. Em qualquer paralelogramo, tal
como BD com base CD, tracemos uma paralela
arbitraria EF a CD e a diagonal AC, interceptando EF
em G. Entdo DA:AF = CD ou EF:FG. AC é a primeira
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diagonal. Depois, seja H o ponto sobre EF tal que AD%AF? = EF:FH, e assim
em todas as paralelas a CD, de tal forma que todas as retas como essa, HF,
terminem numa curva CHA. Do mesmo modo construimos uma curva CIA,
onde DA3:AF2 = EF:FI, uma curva CLA tal que DA*AF* = EF:FL etc. CHA é a
segunda diagonal, CIA € a terceira, CLA é a quarta, etc. E do mesmo modo
AGCD ¢ a primeira diagonal espacial do paralelogramo BD, a figura AHCD ¢ a
segunda, AICD ¢é a terceira, ALCD é a quarta, etc. Entdo eu digo que o
paralelogramo BD € duas vezes o primeiro, trés vezes o segundo, quatro vezes o
terceiro, cinco vezes o quarto espago, etc. (CAVALIERI, 1647, p. 279,
traducéo nossa).’

Na figura 4, apresentamos a demonstracéo da Proposicao XXIII:

Figura 4 - Demonstragdo da Proposi¢do XXIII.

\ Vod cnim aralldogrammiam.fb,ayplum ficr.
'fpati],AED, patct quia per Prop.19. 3‘:. ED,
' 3

280 Exervait tzu'm i
duplz funt 0.1. AC D, & idco per Prop. 3. Lib. Secun.
Geom. Ind. B,D, duplum eft fpatsj, ACD.

Quodverd, B D, fit triplum fecundi fpatij, ALCD,
probatur, quiavrq.D A, adq.AF, fiueveq. EF, ad
q.FG, itaclt, EF, adFH, &ficin cteris, ergovt 0.

trhains q. B D ,ado. q.trianguli, AC D, tacrunto.l. BD,ad
o.l. fpatij A HCD, & fubindeita,BD ,ad, AHCD,
0.q. veto, B, tripla fuart 0. q.trianguli, A C D,ergo &,
BD,fpatij, AHCD ,triplum erir.
Eadem ratione oftendemus o.1. BD, ad o, Leertij fpatij,
. AICD,cfleyta.c.BD,ado. c.trianguli, ACD ; idcft
2B ofum, B D, fpatij, A1 CD, quadruplum effe. ,,
P Sum:lieer probabimuso. 1. B D, ad o, I. fpatj, ALCD,
s2.huils offe ye 0.9q.BD.ad 0.qq. trianguli, A C D ; nemp¢ ipfum,
B D, fpati), ALCDyquintuplum effe. )

Ec fic fi probetur o. p. BD, deinceps fubfcapentao.p.

trianguli, A C D,cum illis ciufdem gradus, effefextuplas,
¥ huins fcrwplas,ocmplas,&c. codem modo oftendctur le-

Iclogrammum, B D, efle fextuplam quinei fru’) » leptu-

plum fexti, octuplum feptimi, & ficininfinitum.

Fonte: Cavalieri (1647).
Segue nossa traducéo:

Dessa forma fica evidente que o paralelogramo BD é o dobro do (primeiro)
espaco ACD, porque pela Prop. 19, a.l. de BD s&o o dobro de a.l. de ACD, e
assim, pela Prop. 3 do Segundo Livro da Geom. Ind., BD é o dobro do espago
ACD. E de fato esta provado que BD € o triplo do segundo espaco ALCD, pois

® Tradug#o nossa fundamentada em Struik (1986).
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assim como DAZ? esta para AF2, ou assim como EF2 esta para FG2, também EF
estd para FH; e da mesma forma para os demais, dai, tal como a.s. de BD estdo
para a.s. do tridngulo ACD, também a.l. de BD estéo para a.l. do espago AHCD,
e, como resultado portanto, assim como BD estd para AHCD, entdo a.s. de BD
sdo o triplo de a.s. do triangulo ACD e, deste modo, BD sera o triplo do espaco
AHCD. Demonstraremos, pela mesma razéo, que, assim como a.l. de BD estdo
para a.l. do terceiro espaco AICD, também a.c. de BD estdo para a.c. do
tridngulo ACD, ou seja, igualmente BD é o quadruplo do espaco AICD. De
modo semelhante, provaremos que a.l. de BD estéo para a.l. do espaco ALCD
assim como a.qq. de BD estdo para a.qq. do triangulo ACD, certamente do
mesmo modo que BD é o quintuplo do espaco ALCD. E assim, provamos que
a.s. de BD, sucessivamente subsequentes, sdo o séxtuplo, o sétuplo, o 6ctuplo,
etc. de a.s. do tridngulo ACD em relacdo aos de mesmo grau. Do mesmo modo,
demonstra-se que o paralelogramo BD é o séxtuplo do quinto espaco, o sétuplo
do sexto, 0 éctuplo do sétimo, e assim até o infinito (CAVALIERI, 1647, p 279-
280, traducéo nossa).

Para compreendermos o raciocinio de Cavalieri, utilizamos notagdo atual como
sugere Struik (1986). Seja CE = a, DA =b, AF =z, FG = x, FH = X1, FI = X2, FL = X3,
GE =y, HE = y: e a area do paralelogramo BD = Xa = P. Entdo a demonstracéo é a
seguinte: O paralelogramo BD é o dobro de ACD, P = ¥a = 2 XX, como demonstrado
em proposicdo anterior. Como b?: z> = a?: x> =a: x1, temos a?: Ix? =a: Ix e, de
acordo com proposicdo anterior, ©x? = 1/3 a2 = 1/3 aP. Assim, concluimos que a?: 1/3
aP = a: Xx10u P = 3%x1. Em outras palavras, o paralelogramo BD ¢€ o triplo do espago
AHCD. Da mesma maneira podemos mostrar que a®: x> =a: x* e Ix3 = ¥4 Zad = % a’P
que P = 42x2, ou o paralelogramo BD é o quadruplo de AICD, e assim sucessivamente.

Portanto, de um ponto de vista estético, abordamos entendimentos sobre a
linguagem e notagdes utilizadas por Cavalieri, perpassando sobre elementos da estrutura
de suas demonstracdes. Além da grafia e usufruto do latim, com referéncias ao uso de
imagens, enfatizamos o uso das notacbes referente ao conceito de omnes, isto €, omnes
linae (0.1), omnes quadrata (0.9.) € omnes cubi (0.c.). Esse conceito esta relacionado a
notacdo X utilizada por Struik (1986), que por sua vez, no Calculo comtemporaneo,

possui relacdo com o conceito de integragdo definida.

Considerac0es Finais
Nosso objetivo neste artigo foi, por meio de uma pesquisa bibliografica de
natureza qualitativa, explicitar aspectos estéticos em demonstracdes de Bonaventura

Cavalieri em episodios importantes na Histdria do Calculo Infinitesimal no que se refere
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a nocdo de indivisiveis. Com base em texto original em latim (CAVALIERI, 1647),
apresentamos a linguagem original de Cavalieri em algumas Proposic¢des, as quais se
caracterizam pela auséncia de nota¢des algébricas e dificil compreensdo. Com base em
referéncias como Struik (1986), buscamos esclarecer seus enunciados e demonstracoes
por meio de traducOes e utilizacdo de notacdes atuais. De um ponto de vista estético,
exploramos produtos e processos de um fazer mateméatico (PARTESON, 2013). Nesse
sentido, cabe destacar que as abordagens de Cavalieri foram fundamentais para o
desenvolvimento do Calculo Infinitesimal por Leibniz. Na realidade, Leibniz
desenvolveu diversos de seus resultados por ter simplificado a notacdo de Cavalieri.
Para representar omnes linae y, Leibniz introduziu um S estilizado da seguinte
maneira: [ ydx. Trata-se, tanto de um ponto de vista conceitual como estético, de um

episadio relevante da Histdria do Célculo Infinitesimal.
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