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Abstract 

The purpose of this paper to determine the complex projective space ℂP𝑛  as a 

complex manifold is to calculate the cohomology of the coherent sheaves of ℂP𝑛. 

The research method in this paper is to construct an 𝑛 -dimensional complex 

projective space, namely ℂP𝑛  and then the n-dimensional complex projective 

space, namely ℂP𝑛, is a complex manifold. The result of this research is the 𝑛-

dimensional complex projective space, namely ℂP𝑛 is a complex and compact 

manifold. 
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Abstrak 

Tujuan dari tulisan ini untuk mengetahui ruang proyektif kompleks ℂP𝑛 sebagai manifold kompleks adalah 

untuk menghitung cohomologi dari sheaves coherent dari ℂP𝑛. Metode penelitian dalam tulisan ini adalah 

mengkonstruksi ruang proyektif kompleks berdimensi-n yaitu ℂP𝑛 dan selanjutnya adalah bahwa ruang 

proyetif kompleks berdimensi-n yaitu ℂP𝑛 adalah manifold kompleks. Hasil dari penelitian ini adalah ruang 

proyektif kompleks berdimensi-n yaitu ℂP𝑛 adalah manifold kompleks dan kompak. 

Kata Kunci: kompleks, manifold, proyektif 

 

1. Pendahuluan 

Diberikan k adalah lapangan tertutup secara aljabarik dan 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛] adalah ring 

suku banyak dengan n-indeterminate. Jika 𝑆 ⊆ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛] maka himpunan nul dari 𝑆 

adalah himpunan yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑉(𝑆) = {𝑃 ∈  𝑘𝑛|𝑓(𝑃) = 0 untuk semua 𝑓 ∈ 𝑆} 

dimana 𝑘𝑛 = {(𝑎1, … , 𝑎𝑛)|𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑘} dan  𝑘𝑛  biasanya dinamakan dengan k-ruang 

affine berdimensi-n. Salah satu contoh lapangan tertutup secara aljabarik adalah ℂ yaitu 

lapangan bilangan kompleks sehingga diperoleh ℂ-ruang affine berdimensi-n yaitu ℂ𝑛. 

Secara topologis bahwa ℂ-ruang affine berdimensi-n yaitu ℂ𝑛 yaitu manifold kompleks. 
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Manifold kompleks ini dalam kajian geometri aljabarik digunakan untuk mengkaji Teori 

Hodge (Kasilingam, 2016).  

Selanjutnya jika diberikan k adalah lapangan tertutup secara aljabarik dan 

𝑘[𝑋1
0, … , 𝑋𝑛

0]  adalah ring suku banyak homogen dengan n-indeterminate. Jika 𝑆 ⊆

𝑘[𝑋1
0, … , 𝑋𝑛

0] maka himpunan nul dari S adalah himpunan yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝑉(𝑆) = {𝑃 ∈ 𝑘P𝑛|𝑓(𝑃) = 0 untuk semua 𝑓 ∈ 𝑆 } 

dimana  𝑘P𝑛 = {[𝑥0: … : 𝑥𝑛]|(𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑘𝑛+1} adalah ruang proyektif berdimensi-n. 

Jika 𝑘 = ℂ maka ℂP𝑛 biasanya dinamakan dengan ℂ-ruang proyektif berdimensi-n atau 

ruang proyektif kompleks berdimensi-n. Jika secara topologis bahwa ruang afine 

kompleks ℂ𝑛  merupakan manifold kompleks, pertanyaan selanjutnya adalah apakah 

ruang proyektif kompleks ℂP𝑛 juga merupakan manifold kompleks? 

Perlunya untuk mengetahui ruang proyektif kompleks ℂP𝑛  sebagai manifold 

kompleks adalah untuk menghitung cohomologi dari Sheaves Coherent dari ℂP𝑛 

(Arapura, 2012). Disamping itu juga dalam tinjauan geometri diferensial bahwa 

keberadaan lingkaran dalam ruang proyektif kompleks ℂP𝑛  telah dikembangkan oleh 

Tosihaki Adachi, Sadahiro Maeda dan Seiichi Udagawa (1995) dan menuntut agar ruang 

proyektif kompleks ℂP𝑛 dipandang sebagai manifold (manifold kompleks). Klasifikasi 

dari ruang proyektif kompleks juga dikembangkan oleh Ramesh Kasilingam (2016) 

melalui gagasan homotopi dan menuntut agar ruang kompleks proyektif ℂP𝑛 memiliki 

struktur manifold (manifold kompleks). 

2. Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan dua langkah, yaitu mengkonstruksi ruang 

proyektif kompleks berdimensi- 𝑛  dan dibuktikan bahwa ruang proyetif kompleks 

berdimensi-𝑛 adalah manifold kompleks.   

3. Hasil dan Pembahasan 

Bentuk ruang euclidean kompleks berdimensi 𝑛 + 1 yaitu sebagai berikut: 

ℂ𝑛+1 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)|𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ ℂ} 
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Kemudian didefinisikan sebuah relasi ~ pada himpunan ℂ𝑛+1 − {0} dimana 0 =

(0, … ,0) ∈ ℂ𝑛+1 yaitu sebagai berikut: 

(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1)~(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ≝ 𝑦𝑗 = 𝑘𝑧𝑗 untuk 𝑘 ∈ ℂ, 𝑘 ≠ 0, 𝑗 = 1, … , 𝑛 + 1 

Teorema 1.1. Relasi ~ adalah relasi ekuivalen pada ℂ𝑛+1 − {0}. 

Bukti: Bukti diserahkan kepada pembaca. 

 

Karena relasi ~ adalah relasi ekuivalen pada ℂ𝑛+1 − {0}, jelas kelas ekuivalen 

yang memuat 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) dinotasikan sebagai berikut: 

[𝑧] = [(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)] = {(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}|(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1)~(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)} 

   = {(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}|(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1) = 𝑘(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1), 𝑘 ∈ ℂ, 𝑘 ≠ 0} 

 

Tulis [𝑧] = [(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)] = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1] dan jelas bahwa [𝑧] = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1]  

adalah sebuah garis dalam ruang euclidean kompleks ℂ𝑛+1  yang melalui titik 0 =

(0, … ,0) ∈ ℂ𝑛+1. Setelah itu himpunan semua kelas-kelas ekuivalensi yang memuat titik 

ℂ𝑛+1 − {0} adalah sebagai berikut: 

ℂ𝑛+1 − {0}/~ = {[𝑧1: … : 𝑧𝑛+1]|(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}} 

Biasanya himpunan ℂ𝑛+1 − {0}/~ akan dinotasikan dengan ℂ𝑃𝑛. Ini jelas ℂ𝑃𝑛 

adalah himpunan semua garis dalam ruang euclidean kompleks ℂ𝑛+1 yang melalui titik 

0 = (0, … ,0) ∈ ℂ𝑛+1  dan katakan ℂ𝑃𝑛 = {[𝑧1: … : 𝑧𝑛+1]|(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}} 

sebagai ruang proyektif kompleks berdimensi n.   

Karena ruang euclidean kompleks ℂ𝑛+1 membentuk ruang topologi maka ℂ𝑛+1 −

{0} dimana himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0} didefinisikan berikut: 

𝑈 ⊆ ℂ𝑛+1 − {0} buka dalam ℂ𝑛+1 − {0} ≝ 𝑈 = 𝑉 ⋂(ℂ𝑛+1 − {0}) untuk suatu 

himpunan buka V dalam ℂ𝑛+1 

juga membentuk subruang dari ruang topologi ℂ𝑛+1. Karena ℂ𝑃𝑛 = ℂ𝑛+1 − {0}/~ maka 

terdapat sebuah pemetaan surjektif 𝜋: ℂ𝑛+1 − {0} ⟶ ℂ𝑃𝑛  yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

𝜋((𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)) = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1] 
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Topologi pada ℂ𝑃𝑛 didefinisikan melalui topologi identifikasi melalui pemetaan 

𝜋: ℂ𝑛+1 − {0} ⟶ ℂ𝑃𝑛 yaitu sebagai berikut: 

𝑈 ⊆ ℂ𝑃𝑛 buka dalam ℂ𝑃𝑛 ≝  𝜋−1(𝑈) buka dalam ℂ𝑛+1 − {0} 

dan ini mengakitbatkan pemetaan surjektif 𝜋: ℂ𝑛+1 − {0} ⟶ ℂ𝑃𝑛 adalah kontinu. 

 

Teorema 1.2. Ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛 adalah kompak. 

Bukti: 

Dibuktikan ℂ𝑃𝑛 adalah kompak. 

Ambil sembarang selimut buka dari ℂ𝑃𝑛 yaitu {𝑈𝛼}𝛼 dari ℂ𝑃𝑛. 

Bentuk 𝑈𝛼𝑖 = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]|(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1, 𝑧𝑖 ≠ 0} ⊆ ℂ𝑃𝑛. 

Karena 𝑉𝑖 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1|𝑧𝑖 ≠ 0}  adalah himpunan buka, jelas 

himpunan 𝑉𝑖 = 𝑉𝑖 ⋂(ℂ𝑛+1 − {0}) = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1|𝑧𝑖 ≠ 0}  adalah juga 

himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}. 

Jelas 𝜋−1(𝑈𝛼𝑖) = 𝑉𝑖 adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}. 

Karena 𝜋−1(𝑈𝛼𝑖) = 𝑉𝑖 adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}, jelas 𝑈𝛼𝑖 adalah 

himpunan buka dalam ℂ𝑃𝑛. 

Karena 𝑈𝛼𝑖 ⊆ ℂ𝑃𝑛, jelas ⋃ 𝑈𝛼𝑖
𝑛+1
𝑖=1 ⊆ ℂ𝑃𝑛.    (*). 

Ambil sembarang [𝑧] = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1] ∈ ℂ𝑃𝑛. 

Jelas (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}. 

Jelas 𝑧𝑖 ≠ 0 untuk setiap 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. 

Jelas ini juga berlaku 𝑧𝑖 ≠ 0 untuk suatu 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. 

Jadi 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}  yang sifatnya 𝑧𝑖 ≠ 0  untuk suatu 𝑖 =

1, … , 𝑛 + 1. 

Akibatnya [𝑧] ∈ 𝑈𝛼𝑖 untuk suatu = 1, … , 𝑛 + 1. 

Jadi [𝑧] ∈ ⋃ 𝑈𝛼𝑖
𝑛+1
𝑖=1 . 

Jadi ℂ𝑃𝑛 ⊆ ⋃ 𝑈𝛼𝑖
𝑛+1
𝑖=1 .    (**). 

Dari (*) dan (**), diperoleh ℂ𝑃𝑛 = ⋃ 𝑈𝛼𝑖
𝑛+1
𝑖=1 . 

Jadi {𝑈𝛼1, … , 𝑈𝛼(𝑛+1)}  adalah selimut bagian berhingga dari dari selimut buka 

{𝑈𝛼}𝛼. 

Jadi ℂ𝑃𝑛adalah kompak. 
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Di dalam kajian topologi, jika diberikan sebuah pemetaan kontinu 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 dan 

ruang X adalah terhubung, maka 𝑓(𝑋) juga terhubung. Secara khusus jika pemetaan 

kontinu 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 yang surjektif dan X terhubung, maka Y juga terhubung.  

Pandang pemetaan 𝑇: ℝ2𝑛+2 ⟶ ℂ𝑛+1 yang definisikan sebagai berikut:  

𝑇((𝑥1, … , 𝑥𝑛+1, 𝑦1, … , 𝑦𝑛+1)) = (𝑥1 + 𝑖𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛) 

Pemetaan 𝑇: ℝ2𝑛+2 ⟶ ℂ𝑛+1  adalah bijektif dan kontinu. Dan sekarang juga 

pandang himpunan berikut yang akan dinamakan dengan sphere berdimensi 2𝑛 + 1 

yaitu: 

𝕊2𝑛+1 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ2𝑛+2| ∑ (𝑥𝑗
2 + 𝑦𝑗

2) = 1𝑛
𝑗=1 } 

Jelas bahwa himpunan 𝕊2𝑛+1 adalah subruang topologi dari ruang ℝ2𝑛+2. Oleh 

pemetaan bijektif kontinu 𝑇: ℝ2𝑛+2 ⟶ ℂ𝑛+1 , sphere 𝕊2𝑛+1  akan dipetakan oleh 𝑇 

menjadi 𝑇( 𝕊2𝑛+1) dan jelas  𝕊2𝑛+1 bisa dipandang sama dengan 𝑇( 𝕊2𝑛+1) dalam ruang 

topologi ℂ𝑛+1.  

 

Lemma 1.3. Pemetaan 𝜋′: 𝕊2𝑛+1 ⟶ ℂ𝑃𝑛 yang mengirimkan semua titik pada 𝕊2𝑛+1 ke 

garis pada ℂ𝑃𝑛 adalah kontinu dan surjektif. 

Bukti:  

Karena ℂ𝑃𝑛  adalah semua garis dalam ruang ℂ𝑛+1  yang melalui titik 0 =

(0, … ,0) ∈ ℂ𝑛+1 dan 𝕊2𝑛+1 adalah sphere dalam ruang ℂ𝑛+1 yang berpusat di 0 =

(0, … ,0) ∈ ℂ𝑛+1 maka setiap garis dalam ℂ𝑃𝑛 selalu berpotongan dengan sphere 

𝕊2𝑛+1 di dua titik. Ini menegaskan bahwa 𝜋′: 𝕊2𝑛+1 ⟶ ℂ𝑃𝑛 adalah surjektif, dan 

tentunya ini adalah kontinu. 

 

Teorema 1.4. Ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛 adalah terhubung. 

Bukti: 

Karena sphere 𝕊2𝑛+1  adalah ruang terhubung dan 𝜋′: 𝕊2𝑛+1 ⟶ ℂ𝑃𝑛  adalah 

pemetaan kontinu yang surjekitf, jelas 𝜋′(𝕊2𝑛+1) = ℂ𝑃𝑛 adalah terhubung. 

Jadi ℂ𝑃𝑛 adalah ruang terhubung. 
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Sekarang jika diberikan ruang faktor 𝑋/~ dari ruang Hausdorff X dan ~ adalah 

relasi ekuivalen pada X serta proyeksi 𝜋: 𝑋 ⟶ 𝑋/~  adalah pemetaan terbuka, maka 

ruang faktor 𝑋/~ adalah Hausdorff jika dan hanya jika himpunan 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋|𝑥~𝑦} 

adalah tertutup 𝑋 × 𝑋 (Cattani, 2013). 

 

Teorema 1.5. Ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛 adalah Hausdorff. 

Bukti: 

Bentuk pemetaan 𝑓: (ℂ𝑛+1 − {0}) × (ℂ𝑛+1 − {0}) ⟶ ℝ  yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

𝑓(𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑛+1, 𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) = ∑|𝑦𝑖𝑧𝑗 − 𝑦𝑗𝑧𝑖|

𝑖≠𝑗

 

untuk setiap 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛+1), 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}. 

Jelas 𝑓(𝑦, 𝜆𝑦) = 0 untuk setiap 𝜆 ∈ ℂ. 

Jika 𝑓(𝑦, 𝑧) = 0, maka 𝑦𝑖𝑧𝑗 = 𝑦𝑗𝑧𝑖 untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 

Jelas bahwa 𝑦 dan 𝑧 adalah bergantung secara linear, dengan kata lain 𝑦~𝑧.  

Tulis 𝐷 = 𝑓−1({0}) = {(𝑦, 𝑧) ∈ (ℂ𝑛+1 − {0}) × (ℂ𝑛+1 − {0})|𝑦~𝑧}. 

Karena {0} ⊂ ℝ adalah himpunan tertutup dan 𝑓  adalah kontinu, jelas 𝐷  adalah 

himpunan tertutup dalam (ℂ𝑛+1 − {0}) × (ℂ𝑛+1 − {0}). 

Akibatnya ℂ𝑃𝑛 = ℂ𝑛+1 − {0}/~ adalah ruang Hausdorff. 

Ruang topologi 𝑋 dikatakan mengikuti aksioma keterbilangan kedua jika ruang 

topologi tersebut memiliki sebuah basis topologi terbilang (Cattani, 2013). Salah satau 

sifat ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua adalah sembarang 

subruang dari ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua juga 

memenuhi aksioma keterbilangan kedua dan jika proyeksi 𝑝: 𝑋 ⟶ 𝑋/~ adalah pemetaan 

terbuka dan X adalah ruang topologi yang memenuhi aksioma keterbilangan kedua maka 

ruang faktor 𝑋/~ juga memenuhi aksioma keterbilangan kedua. 

 

Teorema 1.6. Ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛 memenuhi aksioma keterbilangan kedua. 

Bukti: 

Jelas ℂ𝑛+1 memenuhi aksioma keterbilangan kedua. 
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Jelas subruang ℂ𝑛+1 − {0} juga memenuhi aksioma keterbilangan kedua. 

Jelas proyeksi 𝜋: ℂ𝑛+1 − {0} ⟶ ℂ𝑃𝑛 adalah pemetaan terbuka.  

Jadi ℂ𝑃𝑛 memenuhi aksioma keterbilangan kedua. 

 

Jadi ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛  adalah ruang topologi Hausdorff, kompak, 

terhubung dan memenuhi aksioma keterbilangan kedua. Dari informasi ini, selanjutnya 

akan dibuktikan bahwa ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛 adalah manifold kompleks. 

 

Definisi 1.7. Manifold Topologis berdimensi 2n adalah ruang topologi Hausdorff M yang 

memenuhi aksioma keterbilangan kedua dan memenuhi sifat euclidean secara lokal. 

Euclidean secara lokal artinya sebagai berikut: 

Untuk setiap titik 𝑝 ∈ 𝑀 terdapat 

(i) Sebuah lingkungan buka 𝑈 dari 𝑝 dalam M. 

(ii) Sebuah himpunan buka 𝑈′ ⊆ ℝ2𝑛. 

(iii) Sebuah homeomorfisma 𝑥: 𝑈 ⟶ 𝑈′  dan katakan  𝑥  dengan chart  dan U 

adalah domain dari chart 𝑥. 

Jika koleksi chart yaitu {𝑥𝛼: 𝑈𝛼 ⟶ 𝑈′𝛼} dimana {𝑈𝛼}𝑎 selimut buka dari M, maka 

koleksi chatr yaitu 𝒜 = {𝑥𝛼: 𝑈𝛼 ⟶ 𝑈′𝛼} biasanya dinamakan atlas. Jika diberikan dua 

buah chart yaitu 𝑥1: 𝑈1 ⟶ 𝑈′1  dan 𝑥2: 𝑈2 ⟶ 𝑈′2  dan anggap 𝑈1 ⋂ 𝑈2 ≠ ∅  maka 

pemetaan berikut: 

𝑥12 = (𝑥2|𝑈1 ⋂ 𝑈2
) ∘ (𝑥1|𝑈1 ⋂ 𝑈2

)
−1

: 𝑥1 (𝑈1 ⋂ 𝑈2) ⟶ 𝑥2 (𝑈1 ⋂ 𝑈2) 

yang didefinisikan dengan 𝑥12(𝑞) = 𝑥2𝑥1
−1(𝑞) untuk setiap 𝑞 ∈ 𝑥1(𝑈1 ⋂ 𝑈2) dinamakan 

pemetaan transisi.  

Jika diberikan sebuah manifold topologis berdimensi 2𝑛, maka atlas 𝒜 dari M 

dikatakan holomorfik jika semua pemetaan transisinya adalah holomorfik (dalam ℂ𝑛). 

Dua buah atlas holomorfik 𝒜 dan ℬ dalam  manifold topologis M dikatakan ekuivalen 

jika 𝒜 ⋃ ℬ juga merupakan atlas holomorfik dan ekuivalensi dua atlas holomorfik ini 

mendefinisikan sebuah relasi ekuivalen. Kemudian kelas ekuivalen yang memuat sebuah 

atlas dari relasi ekuivalensi tersebut dinamakan struktur kompleks pada manifold 

topologis M. Manifold kompleks berdimensi n adalah manifold topologis berdimensi 2n 

yang memiliki sebuah struktur kompleks. 
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Teorema 1.8. Ruang proyektif ℂ𝑃𝑛 adalah manifold topologis berdimensi 2n. 

Bukti: 

Ambil sembarang [𝑧] = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1] ∈ ℂ𝑃𝑛. 

Bentuk 𝑈𝑖 = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]|(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1, 𝑧𝑖 ≠ 0} ⊆ ℂ𝑃𝑛. 

Definisikan pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑥𝑖([𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]) = (
𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,
𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) 

Dibuktikan bahwa pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah homeomorfisma. 

(i) Dibuktikan pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah kontinu. 

Ambil sembarang himpunan buka 𝑉 dalam ℝ2𝑛. 

Jelas 𝑥𝑖
−1(𝑉) = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]|𝑥𝑖([𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]) ∈ 𝑉} 

    = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]| (
𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) ∈ 𝑉} 

Jelas 𝜋−1 (𝑥𝑖
−1(𝑉)) = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)| (

𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) ∈ 𝑉}. 

Pilih 𝑊 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)| (
𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) ∈ 𝑉} ⊂ ℂ𝑛+1. 

Jelas 𝑊 himpunan buka dalam ℂ𝑛+1. 

Jelas 𝜋−1 (𝑥𝑖
−1(𝑉)) = 𝑊 ⋂(ℂ𝑛+1 − {0}). 

Jelas 𝜋−1 (𝑥𝑖
−1(𝑉)) adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}.  

Karena 𝜋−1 (𝑥𝑖
−1(𝑉)) adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0} dan proyeksi 𝜋 

adalah pemetaan terbuka jelas 𝜋 (𝜋−1 (𝑥𝑖
−1(𝑉))) = 𝑥𝑖

−1(𝑉)  adalah himpunan 

buka dalam ℂ𝑃𝑛. 

Pilih 𝑊′ = 𝑥𝑖
−1(𝑉) sebagai himpunan buka dalam  ℂ𝑃𝑛. 

Jelas 𝑥𝑖
−1(𝑉) = 𝑊′ ⋂ 𝑈𝑖. 

Jelas 𝑥𝑖
−1(𝑉) adalah himpunan buka dalam 𝑈𝑖. 

Jelas 𝑥𝑖 (𝑥𝑖
−1(𝑉)) ⊆ 𝑉. 

Karena 𝑉 adalah sembarang himpunan buka dalam ℝ2𝑛  yang sifatnya terdapat 

himpunan buka dalam 𝑈𝑖  yaitu 𝑥𝑖
−1(𝑉)  yang sifatnya 𝑥𝑖 (𝑥𝑖

−1(𝑉)) ⊆ 𝑉 , jelas 

pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah kontinu. 
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(ii) Dibuktikan pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah bijektif. 

1. Ambil sembarang [𝑦1, … , 𝑦𝑛+1], [𝑧1, … , 𝑧𝑛+1] ∈ 𝑈𝑖  yang sifatnya 

𝑥𝑖([𝑦1, … , 𝑦𝑛+1]) = 𝑥𝑖([𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]). 

Jelas 
𝑦𝑘

𝑦𝑖
=

𝑧𝑘

𝑧𝑖
 untuk setiap 𝑘 ≠ 𝑖. 

Jelas 𝑦𝑘𝑧𝑖 = 𝑦𝑖𝑧𝑘 untuk setiap 𝑘 ≠ 𝑖. 

Karena 𝑦𝑘𝑧𝑖 = 𝑦𝑖𝑧𝑘  untuk setiap 𝑘 ≠ 𝑖 , jelas (𝑦1, … , 𝑦𝑛+1)~(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) 

dalam ℂ𝑛+1 − {0}. 

Karena (𝑦1, … , 𝑦𝑛+1)~(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)  dalam ℂ𝑛+1 − {0} , jelas 

[𝑦1, … , 𝑦𝑛+1] = [𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]. 

Jadi pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah injektif. 

  

2. Ambil sebarang (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ2𝑛. 

Tulis 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 untuk setiap 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

Pilih [𝑧] = [𝑧1: … : 𝑧𝑘−1: 1: 𝑧𝑘: … : 𝑧𝑛] ∈ 𝑈𝑖. 

Jelas 𝑥𝑘([𝑧1: … : 𝑧𝑘−1: 1: 𝑧𝑘: … : 𝑧𝑛]) = (
𝑧1

1
, … ,

𝑧𝑘−1

1
,

𝑧𝑘

1
, … ,

𝑧𝑛

1
) 

                                                           = (𝑧1, … , 𝑧𝑛) 

                                                             = (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛). 

Jadi pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah surjektif. 

  

Dari 1 dan 2, diperoleh pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah bijektif. 

 

(iii) Dibuktikan pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 memiliki invers. 

 Definisikan 𝑥𝑖
−1: ℝ2𝑛 ⟶ 𝑈𝑖 sebagai berikut: 

𝑥𝑖
−1((𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛)) = 𝑥𝑖

−1(𝑧1, … , 𝑧𝑛) = [𝑧1: … : 𝑧𝑖−1: 1: 𝑧𝑖: … : 𝑧𝑛] 

1. Jelas  𝑥𝑖
−1(𝑥𝑖([𝑧1, … , 𝑧𝑛+1])) = 𝑥𝑖

−1 ((
𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
)) 

= [
𝑧1

𝑧𝑖
: … :

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
: 1:

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
: … :

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
] 

= [
𝑧1

𝑧𝑖
: … :

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
:

𝑧𝑖

𝑧𝑖
:

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
: … :

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
]  

= [𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]. 

  Jadi 𝑥𝑖
−1 ∘ 𝑥𝑖 = 1𝑈𝑖

. 
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2. Jelas 𝑥𝑖 (𝑥𝑖
−1((𝑧1, … , 𝑧𝑛))) = 𝑥𝑖([𝑧1: … : 𝑧𝑖−1: 1: 𝑧𝑖: … : 𝑧𝑛]) 

              = (
𝑧1

1
, … ,

𝑧𝑛

1
) 

              = (𝑧1, … , 𝑧𝑛) 

  Jadi 𝑥𝑖 ∘ 𝑥𝑖
−1 = 1ℝ2𝑛 

 Dari 1 dan 2, diperoleh 𝑥𝑖
−1: ℝ2𝑛 ⟶ 𝑈𝑖 adalah invers dari pemetaan 𝑥𝑖. 

 

(iv). Dibuktikan bahwa pemetaan 𝑥𝑖
−1: ℝ2𝑛 ⟶ 𝑈𝑖 adalah kontinu. 

 Ambil sembarang himpunan buka 𝑉 dalam 𝑈𝑖. 

 Jelas (𝑥𝑖
−1)−1(𝑉) = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛) ∈ ℝ2𝑛|[𝑧1: … : 𝑧𝑖−1: 1: 𝑧𝑖: … : 𝑧𝑛] ∈ 𝑉 ⊆ 𝑈𝑖} 

 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛) ∈ ℝ2𝑛|(𝑧1, … , 𝑧𝑖−1, 1, 𝑧𝑖, … , 𝑧𝑛) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}} 

 = ℝ2𝑛. 

 Jelas (𝑥𝑖
−1)−1(𝑉) = ℝ2𝑛 adalah himpunan buka dalam ℝ2𝑛. 

 Jelas 𝑥𝑖 ((𝑥𝑖
−1)−1(𝑉)) ⊆ 𝑉. 

 Jadi pemetaan 𝑥𝑖
−1: ℝ2𝑛 ⟶ 𝑈𝑖 adalah kontinu. 

 

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv), jelas pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah homeomorfisma. 

Jadi pemetaan 𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛 adalah chart pada 𝑈𝑖. 

 

(v) Dibuktikan bahwa {𝑈𝑖}𝑖=1
𝑛+1  adalah selimut buka dari ℂ𝑃𝑛 ; artinya 

⋃ 𝑈𝑖 =𝑛+1
𝑖=1 ℂ𝑃𝑛. 

Karena 𝑉𝑖 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1|𝑧𝑖 ≠ 0}  adalah himpunan buka, jelas 

himpunan 𝑉𝑖 = 𝑉𝑖 ⋂(ℂ𝑛+1 − {0}) = {(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1|𝑧𝑖 ≠ 0}  adalah juga 

himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}. 

Jelas 𝜋−1(𝑈𝑖) = 𝑉𝑖 adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}. 

Karena 𝜋−1(𝑈𝑖) = 𝑉𝑖  adalah himpunan buka dalam ℂ𝑛+1 − {0}, jelas 𝑈𝑖  adalah 

himpunan buka dalam ℂ𝑃𝑛. 

Karena 𝑈𝑖 ⊆ ℂ𝑃𝑛, jelas ⋃ 𝑈𝑖
𝑛+1
𝑖=1 ⊆ ℂ𝑃𝑛.    (*). 

Ambil sembarang [𝑧] = [𝑧1: … : 𝑧𝑛+1] ∈ ℂ𝑃𝑛. 

Jelas (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}. 

Jelas 𝑧𝑖 ≠ 0 untuk setiap 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. 

Jelas ini juga berlaku 𝑧𝑖 ≠ 0 untuk suatu 𝑖 = 1, … , 𝑛 + 1. 
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Jadi 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) ∈ ℂ𝑛+1 − {0}  yang sifatnya 𝑧𝑖 ≠ 0  untuk suatu 𝑖 =

1, … , 𝑛 + 1. 

Akibatnya [𝑧] ∈ 𝑈𝑖 untuk suatu = 1, … , 𝑛 + 1. 

Jadi [𝑧] ∈ ⋃ 𝑈𝑖
𝑛+1
𝑖=1 . 

Jadi ℂ𝑃𝑛 ⊆ ⋃ 𝑈𝑖
𝑛+1
𝑖=1 .    (**). 

Dari (*) dan (**), diperoleh ℂ𝑃𝑛 = ⋃ 𝑈𝑖
𝑛+1
𝑖=1 . 

Jadi {𝑈𝑖}𝑖=1
𝑛+1 adalah selimut buka dari ℂ𝑃𝑛. 

  

Dari (v), jelas bahwa 𝒜 = {𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛}𝑖=1
𝑛+1 membentuk atlas pada ℂ𝑃𝑛. 

Jadi ruang proyektif komplek ℂ𝑃𝑛 adalah manifold topologis berdimensi 2n. 

Diberikan 𝑈𝑖 = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]|𝑧𝑖 ≠ 0}  dan 𝑈𝑗 = {[𝑧1, … , 𝑧𝑛+1]|𝑧𝑗 ≠ 0}  dan 

pandang ℝ2𝑛 sebagai ℂ𝑛. Anggap 𝑖 < 𝑗 dan diperoleh himpunan berikut: 

𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗 = {[𝑧1, … , 𝑧𝑖 , … , 𝑧𝑗 , … , 𝑧𝑛+1]|𝑧𝑖, 𝑧𝑗 ≠ 0} 

 

dan ini jelas bahwa pemetaan 𝑥𝑖|𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗
: 𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗 ⟶ ℝ2𝑛 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑥𝑖|𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗
([𝑧1, … , 𝑧𝑖, … , 𝑧𝑗 , … , 𝑧𝑛+1]) = (

𝑧1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑖
,
𝑧𝑖+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑗

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) 

 

serta pemetaan  𝑥𝑗|
𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗

: 𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗 ⟶ ℝ2𝑛 juga didefinisikan sebagai berikut: 

𝑥𝑗|
𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗

([𝑧1, … , 𝑧𝑖, … , 𝑧𝑗 , … , 𝑧𝑛+1]) = (
𝑧1

𝑧𝑗
, … ,

𝑧𝑖

𝑧𝑗
, … ,

𝑧𝑗−1

𝑧𝑖
,
𝑧𝑗+1

𝑧𝑖
, … ,

𝑧𝑛+1

𝑧𝑖
) 

 

Kemudian bentuk pemetaan transisi yaitu pemetaan 𝑥𝑖𝑗: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ 𝑥𝑗(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) 

yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑥𝑖𝑗 = (𝑥𝑗|
𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗

) ∘ (𝑥𝑖|𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗
)

−1

((𝑧1, … , 𝑧𝑛)) 

      = (
𝑧1

𝑧𝑗
, … ,

𝑧𝑖−1

𝑧𝑗
,

1

𝑧𝑗
,
𝑧𝑖

𝑧𝑗
, … ,

𝑧𝑗−1

𝑧𝑗
,
𝑧𝑗+1

𝑧𝑗
, … ,

𝑧𝑛

𝑧𝑗
) 

 

Lemma 1.9. Fungsi 𝑥𝑘: ℂ𝑛 ⟶ ℂ yang didefinisikan dengan 𝑥𝑘((𝑧1, … , 𝑧𝑘, … , 𝑧𝑛)) = 𝑧𝑘 

adalah holomorfik untuk setiap 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

Bukti: 
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Pemetaan  𝑥𝑘: ℂ𝑛 ⟶ ℂ  yang didefinisikan dengan 𝑥𝑘((𝑧1, … , 𝑧𝑘, … , 𝑧𝑛)) = 𝑧𝑘 

dapat dinyatakan dalam bentuk 𝑥𝑘 = 𝑢(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , … , 𝑥𝑛) + 𝑖𝑣(𝑦1, … , 𝑦𝑘, … , 𝑦𝑛) =

𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 untuk setiap 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

Jelas 𝑢(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘 dan 𝑣(𝑦1, … , 𝑦𝑘, … , 𝑦𝑛) = 𝑦𝑘. 

Dengan persamaan Cauchy-Riemann diperoleh sebagai berikut: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘
= 0 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦𝑘
 dan 

𝜕𝑢

𝜕𝑦𝑘
= 0 = −

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘
 

untuk setiap 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

Jadi 𝑥𝑘: ℂ𝑛 ⟶ ℂ  yang didefinisikan dengan 𝑥𝑘((𝑧1, … , 𝑧𝑘, … , 𝑧𝑛)) = 𝑧𝑘  adalah 

holomorfik untuk setiap 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

 

Sifat 1.10. Untuk 𝑖 < 𝑗 , pemetaan transisi 𝑥𝑖𝑗: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ 𝑥𝑗(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗)  adalah 

holomorfik. 

Bukti: 

Pemetaan transisi 𝑥𝑖𝑗: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ 𝑥𝑗(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗)  dapat dinyatakan 𝑥𝑖𝑗 =

(𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑘, … , 𝑥𝑖𝑛) , dimana 𝑥𝑖𝑘: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ ℝ2 = ℂ  yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

𝑥𝑖𝑘((𝑧1, … , 𝑧𝑘, … , 𝑧𝑛)) = 𝑧𝑘 

untuk setiap (𝑧1, … , 𝑧𝑘, … , 𝑧𝑛) ∈ 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗). 

Jelas berdasarkan Lemma 1.9, pemetaan 𝑥𝑖𝑘: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ ℝ2 = ℂ  adalah 

holomorfik. 

Akibatnya pemetaan transisi 𝑥𝑖𝑗: 𝑥𝑖(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) ⟶ 𝑥𝑗(𝑈𝑖 ⋂ 𝑈𝑗) adalah holomorfik. 

 

Dari Sifat 1.10, jelas atlas 𝒜 = {𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛}𝑖=1
𝑛+1 adalah atlas holomorfik. Kelas 

ekuivalensi yang memuat atlas holomorfik 𝒜 = {𝑥𝑖: 𝑈𝑖 ⟶ ℝ2𝑛}𝑖=1
𝑛+1 dinamakan struktur 

kompleks pada ℂ𝑃𝑛  dan akibatnya ruang proyektif kompleks ℂ𝑃𝑛  adalah manifold 

kompleks. 

4. Kesimpulan 

Simpulan dari penelitian ini adalah 1) ruang proyektif kompleks berdimensi-n 

yaitu ℂ𝑃𝑛  dikontruksi melalui ruang euclidean kompleks berdimensi-𝑛 + 1 yaitu ℂ𝑛+1 

terhadap relasi ekuivalensi tertentu, 2) ruang proyektif kompleks berdimensi-n yaitu ℂ𝑃𝑛 
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adalah ruang topologi kompak dan terhubung, dan 3) ruang proyektif kompleks 

berdimensi-n yaitu ℂ𝑃𝑛 adalah manifold kompleks berdimensi-n. 
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