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Resumen

El articulo hace referencia a algunos de los resultados de una investigacion
que implement6 una estrategia de enseflanza para generar ambientes
de aprendizaje de sélidos platonicos y arquimedianos en un grupo de
estudiantes de octavo grado; estrategia fundamentada en el enfoque de
aprendizaje significativo y en el manejo de los sistemas de representacion
desde el enfoque ontosemidtico de la educaciéon matematica, como
soporte para la construcciéon de conceptos matematicos. La estrategia
de enseflanza de la geometria adopta las etapas de exploracion,
representacion-modelacién, construccion formal y estudio de las
aplicaciones, y usa materiales concretos, fisicos y tangibles, relativos al
origami, troquelado y estructuras, como opciones de construccion de
los solidos tridimensionales, considerados sistemasde representacion
externostangibles; al igual que herramientas educativas informaticas para
disefiarambientes de geometria dinamica, como sistemas de representacion
externos intangibles, que junto con los anteriores son el soporte para el
desarrollo de la imaginacion y de los sistemas internos de representacion,
fundamentales en la comprension de conceptos geométricos.

Palabras clave: Solidos platonicos y arquimedianos, Ambientes de
aprendizaje, Geometriadinamica, Sistemas de representacion.

Resumo

O artigo faz referencia a alguns resultados de uma pesquisa que
experimentou uma estratégia de ensino que gera ambientes de
aprendizagem de sélidos platonicos e arquimedianos em uma turma
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de oitava série de ensino fundamental. A estratégia esta fundamentada
na aprendizagem significativa e no uso de sistemas de representagao
desde o enfoque ontosemibtico da educacio matematica, como apoio

Num. 3 -

na construg¢ao de conceptos matematicos. A estratégia de ensino da
geometria segue as etapas de exploragdo, representacio-modelagao,
construcdo formal e estudo das aplicagdes; usa materiais concretos,
fisicos e tangfveis, tocantes ao origami, cunhado, gravuras e estruturas,
como opgoes de construcao de solidos tridimensionais, considerados
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sistemas de representacdo externa tangiveis, e instrumentos educativos
informaticos para representar ambientes de geometria dinamica, como
sistemas de representacido externa tangiveis, que ao lado dos anteriores
sao suporte para o desenvolvimento da imaginacio e dos sistemas de
representacao interna, fundamentais na compreensao dos conceptos
geométricos.

Palavras Chave. Solidos platonicos e arquimedianos, ambientes de
aprendizagem, geometria dinamica, sistemas de representacao

Résumé

Lrarticle fait référence ‘a quelques résultats d’une recherche qui a
implémenté une stratégie d’enseignement pour générer des ambiances
d’apprentissage de solides platoniques et archimédiens chez un groupe
d’éleves de la quatriecme. Cette stratégie-la a eu des fondements sur
Iapproche de lapprentissage significatif et sur le maniement des
systemes de représentation des 'approche ontosémiotique de I’éducation
mathématique, en tant que support pour la construction de concepts
mathématiques. La stratégie de 'enseignement de la géométrie adopte les
étapes d’exploration, de représentations-modélisation, de construction
formelle et d’étude des applications. De la méme facon, elle utilise
des matériaux concrets, physiques et tangibles, relatifs ‘a I'origami, au
troquelage et aux structures, en tant que des options de construction
des solides tridimensionnels, considérés des systemes de représentations
externe-tangibles. D’autre part, cette stratégie-la utilise des outils éducatifs
informatiques pour dessiner des ambiances de géométrie dynamique,
en tant que systemes de représentations externes intangibles, qui, avec
les ¢éléments précédents, sont le seul support pour le développement de
I'imagination et des systémes internes de représentations, fondamentaux
dans la compréhension de concepts géométriques.

Mots clés: Solides platoniques et archimédiens, Ambiances
d’apprentissage, Géométrie dynamique, Systemes de représentation.
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Abstract

This article refers to some of the findings of a research project
implemented as a teaching strategy to generate environments for the
learning of platonic and archimedean solids, with a group of eighth grade
students. This strategy was based on the meaningful learning approach
and on the use of representation systems using the ontosemiotic
approach in mathematical education, as a framework for the construction
of mathematical concepts. This geometry teaching strategy adopts the
stages of exploration, representation-modeling, formal construction and
study of applications. It uses concrete, physical and tangible materials
for origami, die making, and structures for the construction of three-
dimensional solids considered external tangible solid representation
systems; as well as computer based educational tools to design dynamic
geometry environments as intangible external representation systems.
These strategies support both the imagination and internal systems of
representation, fundamental to the comprehension of geometry concepts.

Key words: Platonic and archimedean solids, learning environments,
dynamic geometry, representation systems.
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Introduccidén

La geometria ha sido considerada fundamental en la formacion de las
personas, por ello se la ha incorporado en los programas curriculares
de todos los paises, pero, en la practica, siempre ha estado relegada a la
disposicion de tiempo del maestro, tal vez, por el desconocimiento de
estrategias efectivas que garanticen ambientes propicios para el aprendizaje.
Al respecto, cabe considerar que “El papel de la geometria es un tema
permanente de la educacién matematica en todos los niveles, desde la
escuela elemental hasta la superior. Durante muchos afios la geometria ha
sido el nifio problema de los planes de estudio de matematicas” (Steen,

1999, p. 1806).

Actualmente existen programas de geometria dindmica que pueden
ser usados como mediaciones para la representacion de conceptos,
modelos y estructuras de diversos tipos de programas de geometria.
El auge de actividades integradas permite que el estudiante interactte
permanentemente, manipule objetos concretos (preferiblemente
construidos por ¢€l), reflexione acerca de sus caracteristicas y, por dltimo,
desarrolle simultaneamente varios tipos de pensamiento; un proposito
fundamental de esta propuesta persigue mejorar el aprendizaje de la
geometria espacial.

El articulo inicia con una breve descripcion de algunos trabajos particulares
de geometria implementados en el ambito nacional e internacional; se hace
énfasis en las ideas planteadas en el enfoque que se conoce como geometria
activa (MEN, 2002); recalca en la ensefianza de la geometria dinamica, que
encamina al docente hacia la utilizacién de soffware disefiado para tal fin;
finaliza con la descripcion de los propositos y los aspectos generales de la
propuesta de investigacion denominada “El aprendizaje de la geometria
tridimensional (sélidos platénicos y arquimedianos) mediante el uso de
herramientas educativas informaticas”.

De esta manera se pretende mostrar el trabajo que se ha realizado a través
de una propuesta de investigacion encaminada a destacat el reconocimiento
y la representacion de formas bidimensionales y tridimensionales, mediante
una manera activa y dinamica de aprender geomettia.
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Estado del arte

Referentes nacionales de la educacién geométricay su relacién con
lineamientos, estandares y programas particulares de geometria
implementados

Tradicionalmente, el aprendizaje de la geometria ha estado enmarcado
en enfoques epistemoldgicos formalistas y en una metodologia para
su enseflanza de tipo algoritmico, cuya principal caracteristica es la
transmision unidireccional de conocimientos y el empleo del método
axiomatico-deductivo para estructurar los conceptos claves, como puntos,
rectas, segmentos, planos, semiplanos, figuras geométricas en el plano y
el espacio y trazado y construccién mecanica de lineas y formas, entre
otros, lo cual conlleva la memorizacién de propiedades y formulacion de
relaciones estrictamente demostradas con especial sutileza y simbolismo
impecable, al estilo de los Elementos de Euclides. Tales caracteristicas
fueron esenciales en la denominada geometria euclidiana, y constitufan
un aspecto primordial en la formacion basica contemplada en los planes
curriculares en educacion basica, media y primeros cursos de universidad.

Con el movimiento de la llamada “Matematica Moderna” se pretendi6
dar un cambio de rumbo a la educacién matematica basada en las
concepciones formalista y estructuralista. Segin Vasco, el grito de
“muerte a Buclides”, lanzado por Dieudonné, en una célebre arenga en
el coloquio de Royaumont, en 1959, retumbé en todo el mundo, y llegd
al extremo de eliminar la geometria como curso paralelo al algebra, para
dejarla relegada en la parte final de los programas; por supuesto, nunca se
alcanzaba a desarrollar (Vasco, 1992).

La promesa hecha por Dieudonné de escribir un libro de geometria sin
un solo dibujo, la cumpli6 diez afios después al publicar su “Algebra
Lineal y Geometria Elemental”; fue una creacién rica en contenido
geométrico formal, con el empleo del método axiomatico deductivo, a
partir de nociones o definiciones, proposiciones y teoremas de innegable
importancia, demostrados en forma elegante y rigurosa. La corriente
bourbakista generé un clima de rigurosidad y abstraccién excesiva,
con el cual se impregné la ensefianza y aprendizaje de la geometria en
las décadas de los sesenta y setenta; dicho enfoque se evidencia en las
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principales propuestas de los programas curriculares para educacion
basica en Colombia para esa época.

Dos trabajos fundamentales para despertar la reflexién acerca de los temas
pedagogicos de la geometria, como elementos en la formacion integral del
individuo, han sido el de Alberto Campos (1981) y el de Carlos E. Vasco
(1992); el primero abarca desde una revision historica de las concepciones
epistemoldgicas de las clases de geometria —con el estudio de aspectos
teéricos claves— hasta las implicaciones generadas en la educacion
geométrica en las instituciones universitarias en Colombia, y el segundo es
el de la propuesta de la “Geometria Activa” y su énfasis en el pensamiento
espacial y en los sistemas geométricos (MEN., 2000). Adicionalmente, los
trabajos que han influenciado este desarrollo estan contemplados en los
lineamientos y estandares curriculares de Matematicas (Campos, 1981)
y el proyecto de Incorporaciéon de Nuevas Tecnologfas al Curriculo de
Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional.

Otro trabajo importante es la investigacion titulada “El aprendizaje de la
geometria tridimensional (solidos platonicos y arquimedianos) mediante
el uso de herramientas educativas informaticas”, que se enmarca dentro de
la propuesta de “Geometria Activa”, sintetizada por Castafo (2006). Alli
se exponen algunas ideas formuladas en este articulo respecto del método
“descubro la matematica”, especialmente relacionadas con el pensamiento
métrico en geometria y referidas al aprendizaje de conceptos y estructuras
geométricas de poliedros, y las concepciones didacticas necesarias para la
construccion de los conceptos de la geometria del espacio tridimensional,
con énfasis en el desarrollo del pensamiento espacial y el manejo de los
sistemas geométricos, como lo propone Vasco (1992). Se incorpora la
geometria dinamica como forma de representacion semiotica para llegar a
la formacién de representaciones mentales necesarias en la construccion
conceptual.

Casos particulares de algunas investigaciones en educacién
geomeétrica en los ambitos nacional e internacional

Una de las metas trazadas por el Ministerio de Educacion Nacional, con el
compromiso de los diferentes estamentos educativos, es contribuir en la
incorporacion de las nuevas tecnologias computacionales en las diferentes
areas del conocimiento. A continuacién se muestran los resultados y
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sus avances de algunas investigaciones orientadas a la incorporacion de
nuevas tecnologfas al curriculo de Matematicas de la Educacion Media
de Colombia, promovidas por la Direcciéon de Calidad de la Educacion
Preescolar, Basica y Media del MEN.

Eneldepartamento de matematicas dela Universidad Pedagdgica Nacional,
el grupo de investigacion “Aprendizaje y Ensefanza de la Geometria”, de
Leonor Camargo, Carmen Samper y Patricia Perry, en “Una vision de la
actividad demostrativa en geometria plana para la educacién matematica
con el uso de programa de geometria dinamica” (Camargo, Samper,
2006 y Perry, pp. 371-383), concluye que la geometria dinamica provee
un contexto rico en posibilidades de expresion que apoya la actividad
demostrativa de los estudiantes. De otro lado, los estudiantes muestran
facilidad y rapidez en las construcciones geométricas, real mediciones,
constatan propiedades y transforman las construcciones hechas. La
geometria dinamica permite vincular la exploracién con la demostracion
en el ambito de la geometria euclidiana.

Luis Angel Bohérquez Arenas, de la Universidad Distrital ‘Francisco José
de Caldas’, en el afio 2004, a través de su trabajo “Sobre las formas de
incorporar el software Cabri Geometry en la ensefianza de los conceptos
geométricos en el bachillerato” (Bohérquez, 2004, pp. 106-109), destaca
que el uso del soffware en el aprendizaje de las mateméticas es efectivo, pues
conlleva la comprension de conceptos geométricos; igualmente, destaca
la necesidad de plantear problemas que generen diversas estrategias de
solucion y la necesidad de utilizar software de manera natural, y enfatiza en
las formas, ventajas y creacion de ambientes propicios para el aprendizaje
a partir del uso del Cabri Geometry.

En el 4ambito internacional, Angel P. Gonzilez Soto y Nieves M.
Vilchez Gonzalez, de la Universidad Monsefior Estanislao Carrillo, de
Venezuela, implementaron, del 2000 al 2002, el trabajo “Ensefianza de
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la geometria con la utilizaciéon de recursos multimedia” (Gonzalez y
Vilchez, 2007). Mediante la investigacion educativa, a través del método
cualitativo interpretativo, y haciendo uso del estudio de casos a partir

ber - Vol. 2.

de contextos espacio-temporales, focos de atencién y fundamentos,
planteados en el aula y en el laboratorio de computacién, observaron

Praxis & §

ISSN 2216-0159

w
-~




que con la aplicacién de la nuevas tecnologias se inician una serie
de experiencias que permiten el desarrollo de estructuras mentales
y de esquemas de conocimiento en los estudiantes. La enseflanza de
la geometria esta enmarcada en la motivacion y en el ofrecer a los
alumnos herramientas que los lleven a descubrir el conocimiento a
través de sus acciones. Desde el contexto educativo es posible utilizar
los recursos multimedia, para asi poder vivir la experiencia del cambio
a partir del aprendizaje cooperativo.

También en Venezuela, Lizabeth Pachano Rivera y Mirian Teran de
Serrentino, de la Universidad de los Andes, afio 2008, trabajaron:
“Estrategias para la enseflanza y aprendizaje de la geometria en educacion
basica: una experiencia constructivista” (Pachano, 2008, pp. 133-140).
Mediante la investigacion accion, en el ambito escolar y a través de un
proceso ciclico de planificacion, accion, reflexion y evaluacion, lograron
encontrar que la enseflanza de la geometria debe estar sustentada en la
aplicacion de estrategias innovadoras, que se adapten a las tendencias
actuales; estrategias como la visualizacién (formaciéon de imagenes), la
representacion (construccion de imagenes mentales) y hacer conjeturas
(observacion y razonamiento deductivo). Esto se puede alcanzar mediante
la utilizaciéon de la geometria dindmica; alli, el estudiante construye
significados y los asocia con su experiencia.

Luz Manuel Santos Trigo (2003, pp. 195-211), de la Universidad de
La Laguna, Venezuela, en “Procesos de transformacion de artefactos
tecnologicos en herramientas de resolucion de problemas matematicos”,
escribe que los avances tecnolégicos han influido notablemente en la
forma de hacer y aprender matematicas. El software dinamico ofrece
alternativas claras a los estudiantes para identificar y explorar diversas
relaciones matematicas. Los estudiantes identifican el uso del computador
como una herramienta que les permite ampliar sus capacidades cognitivas;
esto les facilita el desarrollo de la visualizacion, el reconocimiento y la
argumentacion, procesos fundamentales en la geometria.

Finalmente, Jesus Victoria Flores Salazar, de la Universidad Federal de
Rio Grande do Norte en Brasil, desarroll6 el trabajo “Ensefianza de la
geometria espacial utilizando CABRI 3D” (Flores, 2008); concluyé que
las posibilidades del software son ilimitadas y se someten al conocimiento
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del usuario. E1 CABRI 3D puede utilizarse sin mayor dificultad en la
educacion secundaria, pero debe hacerse como una herramienta que

contribuya al aprendizaje mediante la construccion y la exploracion.

Caracteristicas de la ensefianza de la geometria en
diversos paises en el siglo XX

La Unesco, en su informe Estudios en educacion matematica (1986),
destaca las principales caracteristicas de la ensefianza de la geometria, las
cuales se resumen y transcriben a continuacion, destacando los autores, el
pais y las ideas principales contempladas en el informe. La identificacién
y clasificacién de dichas ideas estuvo determinada por su relevancia y
pertinencia con el trabajo de investigacion base de este articulo.

Tabla 1. Caracteristicas de la ensefianza de la geometria en diversos
paises en el siglo xx (Unesco, 1986)

AUTORES PAISES IDEAS PRINCIPALES

« Tiempo en horas dedicado a la ensefianza de la geometria

HICHAM KUMAI es muy poco, y no hay un interés de los docentes.
BANNOUT TUNEZ  Contenidos y métodos tradicionales y clasicos, que no
Y LIBANO conducen al estudiante al descubrimiento de la geometria.
MANSOUR A partir de la década de los sesenta se hace gran énfasis
HUSSAIN en la construccion de figuras geométricas; se da

gran importancia a la observacion y al desarrollo de
actividades practicas.

« Sehace énfasis en la geometria plana, uso de coordenadas,

DAVID CANADA congruencia y semejanza. Poco lo relacionado con
ROBITAILLE Y visualizacion espacial y geometria solida.
Y EE.UU. e La enseflanza de la geometria bajo un enfoque
KENNET TRAVERS instruccional basado en la induccion e intuicion.

e La geometria ocupa un lugar curricular, pero se
evidencia la falta de compromiso de los docentes para
su enseflanza, y falta de contenidos y métodos.

» La geometria no ha desaparecido del curriculo, queda a
libre criterio del docente, quien no tiene claridad en lo
que se debe ensefar.

AMERICA |* Predomina la ensefianza de la geometria euclidiana, aun

EMILIO LLUIS LATINA asi es muy pobre en sus contenidos.

* En la ensefianza de la geometria predominan toda
clase de enfoques, tradicional, por axiomas, por
transformaciones, método vectorial, etc., perjudicando
notablemente a los estudiantes.

* Los grupos de investigacion en geometria disponen de
muy pocos recursos para el estudio y divulgacion de
sus resultados.
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LEE PENG-YEE
Y
LIM CHONG-
KEANG

ASIA SUR
ORIENTAL

Cada dia se ensefia menos geometria euclidiana
clasica, empiezan a desaparecer las demostraciones de
teoremas y se van introduciendo las transformaciones
geométricas.

Es muy poca la ensefianza de la geometria tridimensional.
La ensefianza de la geometria estd amenazada por el
énfasis en la ensefianza de algebra, analisis, estadistica
e informatica.

ADONIS F. LABOR

SIERRA
LEONA

La nueva matematica ha impulsado situaciones en
donde el nifio investiga y descubre por si mismo.
El papel del docente es guiar a los alumnos a participar
activamente en el aprendizaje geométrico.
Existe una diferencia marcada en los contenidos que
se enseflan en las diversas escuelas y niveles, en los
contenidos y en los métodos de ensefianza.

L.YU
CHERNYSHEVA,
V.V. FIRSOV
Y
S.A.
TELJAKOVSKIIL

ANTIGUA
UNION DE
REPUBLICAS
SOVIETICAS
SOCIALISTAS

Existen dos corrientes: los que rechazan completamente
la ensefianza de la geometria en forma sistematica, y los
que sostienen que la geometria constituye la principal
asignatura del curriculo escolar.

La ensefianza de la geometria se hace a través de los
manuales bésicos de Kiselev (1852-1940); alto nivel
cientifico en los contenidos y estructura metodologica
perfecta.

A partir de 1982 se adoptan los textos de Pogorelov
como guia principal de la geometria, sigue un estudio
sistematico desde los conceptos basicos, pasando por
geometria euclidiana hasta llegar a la solucion de
problemas geométricos en tercera dimension.

Es notorio el interés matematico y pedagogico en la
ensenanza de la geometria.

D.S. FIELKER

REINO UNIDO
15
IRLANDA DEL
NORTE

Antes de la década de los sesenta, la ensefianza de la
geometria era minima, tradicional y clasica.

A partir de la década de los sesenta, la ensefianza se
desarroll6 partiendo de tres etapas: la experimental, la
deductiva y la sistematizacion.

Las escuelas debian garantizar el estimulo y el desarrollo
espacial del nifio; se hizo énfasis en las traslaciones,
desplazamientos y simetrias.

Posterior a 1985 se ensefia esta ciencia por procesos
y contenidos, con el fin de encaminar a los docentes a
realizar investigacion definida como la consolidacion y
practicas de rutinas fundamentales.

Los niveles de Van Hiele y su relacion con el
constructivismo

A pesar de la preocupacién de la mayoria de maestros por cualificarse
en enfoques actuales en pedagogia, didactica, tecnologfas y, de manera
particular, en sus areas de especializacion, muchos se ven abocados a
implementar, en parte de sulabor docente, estrategias tradicionales basadas

en la heteroestructuracion (esto es, la transmisién de conocimientos),
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a causa de factores que muchas veces se escapan de su gestion, como
el excesivo numero de estudiantes por profesor —debido a politicas de
racionalizacién—, la falta de apoyo en la dotacion de materiales, recursos
y mediaciones, y el afan de las instituciones por cumplir cabalmente el
programa planteado. LLa investigacién como estrategia pedagogica en el aula
no ha sido relevante en la labor del docente; por tal razén, las innovaciones
pedagogicas no cobran mayor importancia, lo cual ha generado un énfasis
en investigacion tedrica, en detrimento de la investigacion de la dinamica
en el aula. Al respecto se sefiala que: “la investigacion tradicional se ha
enfocado mas en crear las teorfas sobre la educacion que en mejorar
la practica educativa, separando y distanciando a quienes investigan en
educacion de quienes estan en la practica” (Latorre, 2008, p. 10).

Uno de los enfoques que se aplican para determinar el progreso en el
conocimiento geométrico en un individuo es la teorfa de los niveles de
razonamiento, propuesta por el matrimonio holandés Van Hiele (Castafio,
2006). Los niveles de razonamiento son: reconocimiento o descripcion,
donde el estudiante percibe y reconoce explicitamente las componentes
y propiedades de los objetos; andlisis, donde percibe, describe y deduce
nuevas propiedades a partir de la experimentacion; clasificacion o
abstraccion, donde realiza, describe y comprende los pasos individuales
de un razonamiento logico; deduccion o prueba, aqui el estudiante es
capaz de realizar, comprender y aceptar razonamientos 16gicos formales,
y, finalmente, 7igor, en donde se posee capacidad para manejar, analizar y
comprender diferentes geometrias. La aplicacion de este modelo permite

mostrar que el razonamiento geométrico evoluciona desde niveles
muy elementales de reconocimiento e identificacién de las figuras
geométricas hasta el desarrollo de razonamientos deductivos, y
que si un docente insiste en preocuparse porque sus alumnos solo
aprendan a identificar las figuras geométricas con sus nombres (e
incluso definiciones) estd condenandolos a mantenerse en un nivel
muy elemental de pensamiento geométrico (Garcia, 2008, p. 71).

&
(=¥
i
=i
=
&
(3
=1
b
17
5]
=
0
w2
i
&
=}
a=
=t
=¥

Num. 3 -

Otro enfoque con el que se trabaja el aprendizaje de la geometria es el
constructivismo. Para Kant (1991, p. 33), el conocimiento se construye
a partir de la experiencia sensorial y la accién de la mente (razoén), asi el
conocimiento viene a ser el resultado de la interacciéon de los conceptos.
Para Piaget (1971), el desarrollo cognitivo puede comprenderse como la
adquisicion sucesiva de estructuras logicas que son cada vez mas complejas,
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y que subyacen en distintas areas y situaciones que el sujeto es capaz de ir
resolviendo a medida que crece; desde esta perspectiva, el maestro, como
mediador del aprendizaje, debe brindar a los estudiantes estrategias con
contenidos contextualizados e interrelacionados que conduzcan al logro
de aprendizajes significativos y permanentes.

La geometria dinamica y su evolucion

Para Castiblanco y Moreno (2004), la geometria es una ciencia que brinda
la posibilidad al ser humano de situarse en el mundo donde desarrolla su
accion. En sus inicios, esta ciencia se desarrollé de maneras puramente
visuales, conceptuales y abstractas; muestra de ello son las decoraciones
existentes en las vasijas de barro o en las cuevas rupestres de nuestros
antepasados. Una segunda forma de geometria vivida por el ser humano
surgi6 a raiz de las necesidades utilitarias que se presentaban: mediciones
de areas, de volimenes, de linderos de tierra, y su uso en arquitectura,
geografia y astronomia.

La geometria euclidiana (300 a.C.) surge con los tratados construidos
por Euclides y socializados en sus libros Los Elementos, compilacion
y ampliacién de los trabajos de Apolonio, Arquimedes y Tolomeo; su
presentacion se caracteriza por ser una geometria de tipo axiomatica de
caricter deductivo. En torno a la geometria euclidiana surge la geometria
proyectiva, con los trabajos de Desargues, plasmada en la perspectiva
usada en las primeras representaciones del desarrollo de las dimensiones
artisticas de los objetos, con Leonardo da Vinci como ejemplo concreto.
En el siglo xvil nace la geometria analitica, como una mezcla entre la
geometria y el dlgebra, a partir de la geometria cartesiana y la geometria
diferencial, y postetiormente, en el siglo xvii, gracias a Monge, surge
la geometria descriptiva, como una inspiracion de las geometrias
tridimensionales a través del dibujo y mediante la combinacién de los
aspectos virtuales y conceptuales.
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En el siglo x1x, Bolyai, Lobachevsky y Riemann dan inicio a la geometria
denominada no euclidiana; ellos impulsaban las verdades convencionales
aplicadas o no aplicadas a un mundo real y desarrollaban un trabajo relativo
al concepto. Posteriormente, Dedekind, Cantor y Weirstrass (teorfa de
nameros) consolidan el estudio del algebra, proporcionando un modelo
firme para la geometria, que generarfa la teoria de los espacios vectoriales
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y la intuicion geométrica. Para finales del siglo XX, como consecuencia
de los tratados visuales y los primeros usos de la tecnologia, florece la
geometria de las teselaciones y cenefas de Escher, y la idea de las simetrias
de Grunbaum y Shepherd. Simultineamente, se adelanta la geometria
fractal, como consecuencia del estudio de la autosemejanza, en objetos
geométricos, con aplicaciones en las ciencias, las artes, la naturaleza;
asuntos que son posibles de analizar més experimentalmente con el uso
de las tecnologias computacionales (Castiblanco y Moreno, 2004).

La geometria proyectiva se hace necesaria y evidente con el uso de
programas virtuales que tienen su desempefio en la geometria dinamica,
especialmente en representacion tridimensional. En computacion grafica
es fundamental la adopcién de la geometria proyectiva en sofiware
educativo como el Derive, Cabri 3D, Calques 3D, CaRMetal y otros, que
sirven de soporte en el renacimiento de la geometria euclidiana y en el
disefio de ambientes para el aprendizaje de esta ciencia.

Representaciones semioticas y mentales

Uno de los aspectos claves en la propuesta de aprendizaje de la geometria
es el papel que juegan las representaciones graficas en la comprension y
construccion conceptuales. Al respecto, Duval (1999) manifiesta que no
puede haber comprension en matematicas si no se distingue un objeto de su
representacion. Un mismo objeto puede darse a través de representaciones
muy diferentes; dicha confusion provoca pérdida de aprendizaje. Las
diversas representaciones semioticas de los objetos matematicos setfan,
pues, secundarias y extrinsecas a la aprehension conceptual de los objetos.

Para el desarrollo de la investigacion y, por ende, del articulo, se adopta
la tesis de Duval, en la cual las representaciones semibticas no solo son
indispensables para fines de comunicacion, sino que son necesarias
para el desarrollo de la actividad matematica misma. Ia posibilidad de
efectuar transformaciones sobre los objetos matematicos depende
directamente del sistema de representacion semiotico utilizado. Respecto
del trabajo con diversos sistemas de representaciéon semiotica, como
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soporte fundamental de las operaciones mentales y de la construccion de
esquemas mentales, Duval conceptia: “[...] la pluralidad de los sistemas
semioticos permite una diversificacion tal de las representaciones de un
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por tanto sus representaciones mentales (Benveniste, 1974; Bresson,
1987). Las representaciones mentales nunca pueden considerarse
independientemente de las representaciones semiéticas” (Duval, 1999).

La representacion en educacion matematica

El papel de la representacion es uno de los problemas fundamentales de
investigacion en educaciéon matematica que mayor desarrollo ha tenido
en las dltimas tres décadas, pues se ha tratado de responder preguntas
sobre la naturaleza, los tipos y el significado que esta tiene con respecto
a la construcciéon de los conceptos matematicos. En el aprendizaje de
las matematicas es comun hablar de representaciones externas o internas
a nuestra mente, representaciones mentales, imagenes, modelos y
esquemas, y su papel de intermediarias en la elaboracién de los conceptos
matematicos. Al respecto, Bruno D’Amore expresa:

ILa imagen suscitada por el hacerse cargo cognitivo de un concepto
matematico da una informacién que toma en cuenta la cultura
individual, la experiencia personal y las capacidades generales del
individuo (pero también su capacidad especifica de construirse
imagenes: y esto podria ser objeto de atencion del maestro); siendo al
menos en primera instancia involuntaria, la imagen mental se forma
por simple asociacién verbal o icénica, o por otra cosa. A sucesivos
estimulos, puede suceder que se tenga discrepancia entre la imagen
formada espontineamente y la solicitaciéon misma; en estos casos se
puede tener conflicto cognitivo (20006, pp. 165-160).

Desde el enfoque ontosemiético, Font, Godino y D’Amore conceptiuan
sobre la dificultad de la investigacion en el tema de las representaciones:

En nuestra opinion, la complejidad del tema, la ambigtiedad de las
representaciones y su importancia estan en los objetos matematicos
que se trata de representar, su diversidad y naturaleza. Hablar de
representacion (significado y comprensién) implica necesariamente
hablar del conocimiento matematico y, por tanto, de la actividad
matematica, sus “producciones” culturales y cognitivas, asi como
de las relaciones con el mundo que nos rodea (Font, Godino y
D’Amore, 2007, p. 12).
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Para este trabajo se adoptan las nociones de representaciones semioticas,
definidas por Duval, (1999); representaciones mentales, en el sentido de
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imagen mental, definida por D’Amore, (2006), y algunas concepciones
de Font (2003) sobre el papel de la representacion en educacion
matematica. Se mencionan a continuacion supuestos teéricos respecto de
la representacion que contextualizan el trabajo.

« Ubicados en la opcién epistemoldgica representacionalista, que,
segin Font, “[...] presupone que las personas tienen una mente en la
que se producen procesos mentales, y que los objetos externos a las
personas generan representaciones mentales internas”, se distinguen
las representaciones internas y externas. Font conceptia:

De acuerdo con este punto de vista, las personas tendrfamos un
conjunto (probablemente infinito) de representaciones mentales
que se pueden agrupar en tres tipos: 1) Las que la persona considera
externas (las representaciones internas que son el resultado de la
codificacién de estimulos externos); 2) Las propiamente internas, y 3)
Las representaciones internas que sirven para realizar representaciones
consideradas externas (representaciones internas que se pueden
decodificar produciendo respuestas en el medio exterior) (Font,
Godino y D’Amore, 2007, p.12).

« Los dibujos generados en aplicaciones de geometria dinamica son
considerados representaciones externas (no ostensivas, en el sentido
del enfoque ontosemiotico).

La geometria dinamica

La amplia divulgacion que han tenido aplicaciones de geometria dinamica
como Cabri Geometry II, CaRMetal, Cabri3D, Sketchpad, Regla y Compias,
Calques, NonEuclid y Fzplot, ademas de los programas mencionados de
matematica simbolica y los especializados para dibujar y modelar poliedros,
hace pensar que aprender matematicas, en educacion basica y media y al
menos en los primeros niveles de la universidad, sin el uso de estos recursos
informaticos serfa privarse de vivir experiencias fascinantes y novedosas en
el campo de las representaciones de conceptos matematicos. Por supuesto
que cuando se usa el computador como mediador del aprendizaje y la
ensefanza de las matematicas, cambian las concepciones tradicionales del
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profesor y el estudiante frente a sus practicas educativas. Al respecto, Moreno
conceptia: “Las herramientas computacionales modifican la naturaleza de
las exploraciones y la relacion de dichas exploraciones con la sistematicidad
del pensamiento matematico |...]. Algunos autores se han interesado por la
p gu p
génesis instrumental de las herramientas computacionales (Rabardel, 1995)”
(Moreno, 2002, pp. 46-47). Al aceptar la mediacion de la pizarra electronica
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y de los computadores, no se trata de trabajar con las mismas practicas
educativas tradicionales; se deben modificar las situaciones problematicas,
los problemas, las tareas, las representaciones y hasta la forma de indagar
e investigar respecto del conocimiento matematico. Al respecto de los
principios con que fue elaborado el programa Cabri Geometry, Collette
Laborde (1998) manifiesta: “El programa ha sido elaborado con la idea
[de] que el paso por las primitivas geométricas deberfa favorecer el uso de
conocimientos geométricos |[...]. El entorno responde, pues, a la intencioén
de ofrecer un sistema de significantes que tenga un dominio mayor de
funcionamiento en relacion con la geometria y que haga mas evidentes los
limites del dominio de interpretacion”.

OBJETO GEDMETRICQ ggﬁ:ﬂg’i
MEDIADA POR LA
& | DIBUJO INTERPRETACION
DEL SUJETO:
| FIGURA GEOMETRICA | (Figural Concept)
DOMINIOS DE UN DIBUJO |

| DE FUNCIONAMIENTO |

[ DE INTERPRETACION a
| DE VARIACION |

DIBUJO DINAMICO
[ MODELACION | AMBIENTES 2
INTERACTIVOS :
| PRODUCCION Y CONTROL |
INTERACCION GEOMETRIA
- DINAMICA
| RETROACCION

Figura 1. Ambiente de geomettia dindmica Cabri. Esquematizado de Jean Marie Laborde
(1998)
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En cuanto el ambiente de geometria dinamica generado por el programa
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Cabri Geometry, se considera que la distincién inicial entre primitivas
geométricas y de construccion es de gran importancia. Poder hacer y grabar
macroconstrucciones (que posteriormente pueden convertirse en primitivas

Num.

de construcciones mas claboradas) constituye un elemento fundamental
que proporciona una flexibilidad y capacidad de hacer dibujos-dinamicos
cada vez mas complejos, que se escapan a la intencionalidad inicial. Disefiar,
crear, modelar y simular situaciones problematicas en el programa Cabri 3D
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constituye los mayores potenciales en la exploracion de las representaciones
en el campo de las matematicas. Frente a las opciones que se puede plantear
en geometria dinamica, Collette Laborde afirma:

[...] se pueden plantear situaciones “robustas” y situaciones
“blandas”. Las primeras provienen de la construccién de una
figura que satisface condiciones geométricas. Las construcciones
robustas requieren conocimientos que los alumnos no tienen y se
caracterizan por los teoremas y propiedades al estilo tradicional.
Las construcciones blandas son ain mas importantes para ayudar
a obtener las construcciones robustas. Son construcciones de una
figura que no satisface todas las condiciones (Laborde, 2000).

En este sentido, en el Cabri Geometry y el Cabri 3D se trabajan de manera
natural las construcciones de la geometria euclidea y diversos tipos de
geometria. Para crear los dibujos-dinamicos correspondientes a los poliedros,
el estudiante se debe enfrentar a muchas situaciones “blandas” que, por
sus caracteristicas, brindan un espacio mas apropiado para el aprendizaje
por descubrimiento. Las situaciones problematicas que el estudiante debe
enfrentar en la construccion del modelo permiten enfocar la actividad hacia el
desarrollo del pensamiento espacial, sin enfatizar en el bagaje de conocimientos,
teoremas y propiedades, al estilo de la geometria clasica. El soporte que dichas
actividades prestan robustece la capacidad de los estudiantes para cuando
deben enfrentar problemas mas formales, cuya solucién implica la aplicacion
de los teoremas clasicos de la geometria. En el momento de poner a prueba
la imaginacién y creatividad de los estudiantes, en el disefio de sus propios
modelos, surgen construcciones dificiles de lograr, que implican el uso de
resultados que no conocen y que los impulsan a investigar y buscar solucionar
los problemas que surgen de dichas situaciones abiertas.

Propuesta

Propdsitos y aspectos generales
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El trabajo de investigacion que se inicié con estudiantes del grado séptimo,
en el ano 2010, y se continué con estudiantes del grado octavo en el afio
2011, en la Institucién Educativa Ecolégico San Francisco, del municipio
de Combita, Boyaca, tiene como objetivos desarrollar las interpretaciones
que favorezcan la construccién del conocimiento relacionado con los
solidos, el nivel de razonamiento, las imagenes que tienen los estudiantes
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de algunos conceptos provenientes de experiencias previas, los aspectos
visuales y los niveles de dificultad que presentan en la representacion de
los solidos, especificamente los platonicos y los arquimedianos. Igualmente,
se incorporé un software dindmico, Cabri 3D, como herramienta de
trabajo en la parte final del proyecto; el uso de este software permitié hacer
énfasis especialmente en la visualizacion, modelacion y exploracion de las
propiedades de dichos sélidos de 3D en 2D. La adopcion de la investigacion-
accién como metodologfa de este trabajo buscé que, a través de la accién
y reflexion los profesores, estudiantes, institucion y comunidad se mejoren
ostensiblemente las practicas educativas en beneficio de la calidad; dicho
proceso pretende ser ciclico y en permanente retroalimentacion, en donde
cada practica es renovada y validada por los actores y los expertos, y se
considera mas apropiada como opcion de ensenanza y aprendizaje.

Para desarrollar la propuesta investigativa se utilizé el enfoque cualitativo;
de esta forma se mantiene contacto directo con el trabajo de los estudiantes
en forma individual y en equipo, desde el aula de clase y desde su propio
contexto. “La investigacién cualitativa implica una preocupacion directa
por la experiencia tal y como es vivida” (Sandin, 2003, p. 124). El tipo de
investigacion es investigacion-accion, puesto que se pretende transformar
y mejorar las practicas educativas desde la reflexion sobre ellas en pos
de un cambio en el mundo de los estudiantes; “la finalidad ultima de la
investigacion-accion es mejorar la practica, al tiempo que permite una
mayor comprension de ella y de los contextos en que se realiza” (Alsina,
2010, p. 13). En este marco, la propuesta se desarrolla en la modalidad
de investigacién-accion, practica que otorga un protagonismo activo y
auténomo al profesor, quien “selecciona los problemas de investigacion
y [-..] leva el control del propio proyecto” (Latorre, 2008, p. 30). Para
recolectar la informaciéon se utilizaron técnicas como la observacion
directa, a través de videos, fotografias y grabaciones que evidenciaban la
subjetividad de los estudiantes, y el diario de campo, en donde docente y
estudiantes “registran las acciones, las opiniones, las formas de pensar y
de sentir en el mismo momento en que el que escribe los esta viviendo”
(Corbeta, 2003, p. 404). El analisis de la informacién se realizé en tres
etapas: procesamiento de los datos, representacion de la informacion e
interpretacion de la informacion; para ser presentada posteriormente en un
informe escrito. Lo que se quiere es describir ¢qué ocurrié?, explicar spor
qué ocurri6? y valorar ¢qué se puede mejorar? en el contexto de una clase.
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Actividades

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, el proyecto se
desarroll6 en términos de la accion, la observacion y la reflexion; la accion
y la observacion, a través de la ejecucion de las tres primeras actividades,
y la reflexion, mediante las dos ultimas actividades. A continuacion se
describe las actividades de aula contempladas dentro de la experiencia.

Actividad 1. Los regalos geométricos (Steen, 1999, p. 20). Esta
disefiada con labores de reconocimiento de solidos, elaborados con
estructuras, que fueron presentados como decoracion del aula de clase,
con el propdsito de despertar en el estudiante interés por conocer las
propiedades y conceptos relativos a estas figuras tridimensionales. LLos
objetivos de esta sesion se orientaron a detectar las ideas previas y las
estructuras preconceptuales que tienen los estudiantes acerca de ciertas
figuras geométricas, solidos platonicos que se encuentran en el contexto;
asi mismo, se enfatiza la detecciéon de algunas dificultades y obstaculos
conceptuales que se presentan en la representacion grafica de sélidos
tridimensionales a través de dibujos bidimensionales.

Actividad 2. Construccion de los regalos geométricos. Contiene
variadas actividades que pretenden ser ambientes creativos de aprendizaje,
y que invitan a los estudiantes al analisis de sus caracteristicas y a clasificar
y diferenciar los elementos de los sélidos platonicos. Se pretende estimular
la construcciéon de los solidos platonicos en tres tipos de representacion
externos tangibles, como son: el plegado, el troquelado y las estructuras; la
experiencia adquirida en la elaboracién de los solidos, el trabajo en grupo
y los procesos de argumentacion son empleados como mediaciones para
la construccion de los conceptos geométricos relativos.

Actividad 3. Visualizacion y representacion de regalos geométricos.
Permite observar el estado de las capacidades de visualizacion espacial
a partir de descripciones verbales de los objetos y cuerpos 3D, de las
proyecciones de estos objetos tridimensionales sobre el plano (haces de
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luz y sombras) y desde las diversas vistas de los solidos, para clarificar y
detectar debilidades en los procesos inherentes a dichas representaciones.
El propésito se encaminé a desarrollar el pensamiento visual y la
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imaginacién a través del dominio de los sistemas de representacion
internos no tangibles.
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Actividad 4. Visualizacion, construccion 'y modelacion de los regalos
geométricos. Mediante ambientes de geometria dindmica, se pretendid
desarrollar la imaginacion y los sistemas de representacion internos no
tangibles, a través de la interaccion, construccion y modelacion de dibujos
dindmicos hechos con Cabri 3D (sistemas de representacion externos no
tangibles). Se verifico, de esta manera, el uso de diferentes tipos de relaciones,
las conexiones que se establecen entre ellos, la visualizacion, la manipulacion
de objetos en tercera dimension y la exploracion de las construcciones simples
o complejas, realizadas mediante el software en el computador.

Actividad 5. Aplicaciones. Se pretendi6 identificar las 4reas, en ambitos
tecnolégicos y del contexto, en donde los sélidos son usados como
parte inherente. Se mencionan aplicaciones en la arquitectura, el arte, las
estructuras de los materiales, el disefio y la computacion grafica, entre otras.

EL APRENDIZAJE DE LA GEOMETRIA TRIDIMENSIONAL |
MEDIANTE EL USO DE HERRAMIENTAS EDUCATIVAS INFORMATICAS

Utilizando

[CONSTRUCCION ) [REPRESENTACI@N) [VISUALIZACI()N ESPACIAL J

| | |

analizando sus 4
Observando sus a través de

CARACTERISTICAS (DIFICULTADES ) (IMAGENES MENTALES) [IMAGENES VISUALES J

de tipo o a saber ‘

|
/ AN
(soncretos ) (pavones ) (anamcas )

grafos proce_samiento inf_ormac_:ién
visual figurativa
isométricas l perspectiva

Figura 2. Mapa conceptual de algunas categorias deductivas previstas en la propuesta
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Resultados de la experiencia didactica

A continuacién se describen los resultados relevantes de las experiencias
de aula implementadas para el aprendizaje de los solidos platonicos y
arquimedianos, producto del andlisis de los datos cualitativos recolectados
con los instrumentos (diario de campo, talleres, fichas de observacion y
transcripcion de audios), los cuales fueron procesados con técnicas de analisis
textual, de acuerdo con las categorias de analisis: observacion, manipulacion,
construccion, visualizacion y representacion (ver tablas 2 a 5), y a partir de
las redes conceptuales deductivas y algunas categorfas inductivas como:
modelacion dinamica, motivacion por la modelacion en el computador, interés
por asistir a las clases cuando se utiliza el computador, deseo de participacion,
y sus relaciones, para, posteriormente, hacer la construccioén de sentido de la
expetiencia, cuyas ideas principales se sintetiza en los siguientes apartados.

Para el trabajo de aula, los estudiantes contaron con una gufa de trabajo que
fue proporcionada por el profesor; tenfan un cuaderno, denominado diario de
campo -documento personal-, donde consignaron observaciones, sentimientos,
actitudes y comentarios que sucedieron en el transcurso de la experiencia. En la
actividad de reconocimiento de solidos se pudo observar que, a pesar de haber
planeado la actividad de manera individual, se desarroll6 en forma grupal y se
not6 un gran deseo por realizar la visualizacion de los regalos geométricos para
encontrar el nimero de caras, vértices y atistas de los poliedros. Cuando los
estudiantes empezaron a discutir la manera como se podia establecer el numero
de vértices, caras o lados, o simplemente cuando entre todos trataban de
asignarle un nombre a la figura que estaban analizando (ver tabla 2), se observo
como relacionan los preconceptos de cuadrado y triangulo, y los transfieren a la
nocion de un volumen, para este caso un solido.

Tabla 2. Observacion y descripcion de solidos

E
S
é NOMBREDELA  OCTAEDRO ICOSAEDRO TETRAEDRO SOLIDO
x FIGURA ARQUIMEDIANO
8 Lenguaje usual | Trompo Balon Triangulo Rueda Caja
é del estudiante
‘ Caracteristicas Doce aristas, | Veinte caras. | Cuatro Dieciocho caras, | Doce aristas,
«« de la figura ocho caras, | Doce vértices, | caras, cuatro | ocho vértices seis caras y
g seis vértices vértices, seis ocho vértices
Z aristas
o Imagen mental trompo Estrella, Piramide Bocin, pandereta, | caja,
o de la figura diamante trompo, tambor, caja, cuadrado
- (representaciones piramide ventana, bombo
. mentales que se =——— balon, balon
9 pueden hacer de , pinchado,
: objetos) trampolin | hajoncillo
/j Mediante la Es mas sencillo mover, girar el s6lido para poder identificar sus caracteristicas, se
i utilizacion del les facilita mas el conteo y la visualizacion de caras, vértices y lados.
& software
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En el desarrollo de esta actividad, los estudiantes acudfan a las capacidades
de discriminacién visual, la manipulacion y la imaginacién, que fueron
necesarias para encontrar y comparar las caracteristicas de los solidos.
En forma general, la actividad de los estudiantes consistié en mover los
solidos, fisicamente o en el computador, para identificar sus componentes
y reafirmar las estructuras preconceptuales existentes.

Para los integrantes de los diferentes grupos, la manipulaciéon es una
actividad de reflexion acerca de las preguntas que la gufa les propone. “La
manipulacion de materiales es en ella misma una manera que ha de hacer
mas eficaz el proceso de aprendizaje sin hacerlo necesariamente mas
rapido. Por otra parte, el uso de materiales es una manera de promover la
autonomia del aprendiz...” (Alsina y Planas, 2008, p. 50).

Se pudo observar que existe un animo de verificaciéon en el conteo de
lo que cada uno de los compafieros afirma, pero, finalmente, llegan al
producto que se pretende lograr e identifican el numero de caras, vértices
y lados de la figura que observan y manipulan.

En la actividad de imaginaciéon (ver tabla 3), los estudiantes hicieron
comparaciones fisicas para el armado de las figuras, pero al hacer el
movimiento mental optaban por desechar las comparaciones iniciales;
en el computador, con el movimiento automatico y continuo, fijan las
posiciones del solido, lo mueven, lo desbaratan, lo vuelven a armar y no
presentan confusiones. Para la construccion de figuras se uso el troquelado
y las estructuras; en esta ultima, los estudiantes muestran facilidad y
rapidez para resolver la actividad, pero presentan gran dificultad en la
elaboracion de las figuras a través de los plegados (ver tabla 4). Se nota
que las actividades en donde la motricidad fina se manifiesta no se han
enfatizado en el medio, pues a la hora de hacer los dobleces, los hacen
una y otra vez, y no les quedan bien. Son toscos y, por tanto, el encajar
unas piezas con otras no resulta 6ptimo, lo que hace que los estudiantes
se desanimen en la construccion de la figura. En consecuencia, se
desenvolvieron mejor en las construcciones con estructuras (YouTube.
com) y troquelado sobre las actividades refinadas del plegado.

En la construccién de los solidos se destaca la idea de reproducir fielmente
las instrucciones para que la figura sea lo mas precisa; con los sélidos en
estructuras, los estudiantes argumentan mas facilmente las relaciones
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de igualdad en la medida de las aristas y angulos diedros, el paralelismo y
equiformidad entre caras y aristas, lo que sucede en menor grado con el
origami y con el troquelado. En el manejo del software hay una dificultad
inicial, que es superada con la interactividad con el Cabri 3D y la aplicacion

del Poly (peda@peda.com).

Tabla 3. Imaginacién de solidos

FIGURA

Imagen visual (como
ven la figura)

27 - 60
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CUBO
Estudiante 1. Esta (cara) queda de asiento,
esta la podemos pasar aqui para que quede en
esto y esta para que quede arriba.

Estudiante 2. Si pasamos esta aqui para que
quede este lado, y esta aqui, queda esta con
esta, quedan pegadas las dos arriba.

Estudiante 3. Entonces puede formar un
cubo.

Estudiante 4. No, no se puede formar y
ademas aqui queda faltando una cara para
tapar este lado.

Estudiante 1. No se puede porque esta de
asiento, esta la ponemos aqui para que quede
aqui en este lado, asi esta para que quede por
encima, luego paramos esta aqui que cubra
este lado, esta va a quedar encima con esta y
queda faltando una pared.

Estudiante 1. Y si paramos asi, mire, estas
tres sobre esta, doblamos asi, asi se puede.

Estudiante 2. Queda como dandole la vuelta,
mas dificil.

Estudiante 3. Si, mire, pongale cuidado, se
para en esta asi y se doblan asi y se paran asi,
después se para aqui, es mas facil, se ve que
si se puede.

Estudiante 1. Puede parar estas tres asi, mire,
lo que le digo, doble esta asi, doble esta asiy
esta asi, y ya.

Estudiante 1. Aca atras hay otra, pero con esa
no se puede porque tres, seis, siete y un cubo
se forma con seis cuadros.

TETRAEDRO

Estudiante 1. ;Con cuales se
puede armar el tetraedro?

[...]

Estudiante 2. Doblamos
esta asi como base, esta la
doblamos a la izquierda y
esta a la derecha.

Estudiante 3. ;Y la tapa?
Estudiante 4. No hay tapa

Estudiante 5. ;Un tetraedro
sin tapa?

Estudiante 6. No, porque
la tapa se cierra con estos
mismos y esta quedaria
como base.

En software Cabri 3D

En este ambiente los estudiantes se destacan por la imaginacion que
manifiestan al ser capaces de realizar construcciones de los poliedros
mediante la utilizacion de las herramientas del Cabri 3D.
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Tabla 4. Construccion de sélidos

FIGURA TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO  DODECAEDRO  ICOSAEDRO
Cartulina Sencillo Sencillo Se les dificulta | La dificultad Definitivamente,
plana (optan con algunas | por latoma de |que se aprecia es | es muy dificil
trabajar en el dificultades | medidas mayor construir esta
piso) en la medida figura
Solidos de Muy sencillo | Muy Es un poco mas | Cada vez es mas | Mas complicado
varillas sencillo complicado por | complicado por

la cantidad de | la cantidad de

modulos que modulos

debe construir
Sélidos en No existe la mas minima presencia de motricidad fina para realizar los dobleces de las
origami figuras. Se les dificulta en la realizacion de todos los sélidos.

En el software | A pesar de que nunca han trabajado el software, muestran gran interés por indagar las
Cabri 3d herramientas del software, sus aplicaciones; aprenden con facilidad.

Estudiante 1. Diferencia entre hacer las figuras nosotros y hacerlas en el computador,
igual podemos abrir, desarmar, voltear, girar, pero sin manipularlas, [...] agrandarlas,
achicarlas. [...] la ventaja de hacerlas a mano es que podemos manipularlas.

Estudiante 2. Manejar los solidos, armarlos, desarmarlos, pero fue muy bonito. Lo
otro fue que los manejos del computador son muy faciles [...] hoy desarmé las figuras
en el computador, lo hice en varios poliedros [...] como si fuera otra dimension, me
pareciéo muy dinamico.

En la argumentacion de los integrantes de cada grupo se puede intuir el
afan y el cuidado para que la figura que van a construir cumpla con las
caracteristicas de congruencia de caras, aristas, angulos, paralelismo de
caras o aristas y perpendicularidad. En estas actividades, los estudiantes
tienen que hacer uso de la discriminacién visual necesaria, para comparar
los componentes de los sélidos construidos a través de la utilizacion de
cartulina plana o mediante papiroflexia o armando estructuras.

La médica y antropdloga italiana Marfa Montessori (1964) es pionera
en el uso de materiales manipulables para el desarrollo de lo que
ella denomina inteligencia. Ella hace célebre la frase ‘el nifio tiene la
inteligencia en la mano’, en referencia al aprendizaje de los nifios a
través de la manipulacion y la experimentacion de los objetos. |[...] el
material llama al nifio, lo estimula y lo guia (Alsina y Planas, 2008, p.

50).

Respecto de la representacion grafica de los solidos, elaborada por los
estudiantes, es notable la dificultad para dibujar los objetos originales (sélidos
platonicos) en papel blanco; se noto dificultad en el uso practico de nociones
de paralelismo y perpendicularidad. Se presentan dibujos que vienen a ser
irregulares frente a los que se les pide que dibujen, lo que significa que no hay
claridad en la visualizacion del objeto en el espacio.
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Tabla 5. Representacion de sélidos: dibujo de cuerpos

FIGURA TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO
Representacion | Presentan No usan la Lo toman Asumen las Destacan
ortogonal figuras perpendicularidad | como si se vistas laterales | el triangulo
(dibujo de dibujando una |y el paralelismo, | tratara la como si fueran | equilatero,
varias vistas de sus caras, fundamentales elaboracion de | cuadrados. pero no hacen
laterales) parece que las | para la un troquelado. proyeccion
vieran solo de | construccion del alguna.
frente. cubo.
Representacién | Los dibujos Son muy pocos | Lo toman La gran mayoria | Igual dibujan
del grafo intentan los estudiantes como si se dibujaron un una estructura
mostrar que optan esta tratara de un hexagono dotada de
profundidad, representacion. cuadrado. totalmente plano. | rectas que
pero fallan forman un
enla entramado
representacion. como un
hexagono.
Representacion | Se evidencian | Casi todos No hay Se les dificulta | Se les dificulta
en perspectiva | dibujos muestran interés | completitud en | la perspectiva en | la vista de la
correctos, las por la perspectiva | la perspectiva | este solido, pero | perspectiva
aristas las de la figura. de la figura. la desarrollan. en esta figura,
orientan hacia pero la
el fondo. realizan.
En el software | Los estudiantes presentan dificultades, pero logran hacer la representacion planar de los
Cabri 3D diferentes solidos.

En el desarrollo de la actividad se observé la adecuada destreza de los
estudiantes para dibujar en perspectiva; esto permite entender mejor
los procesos de visualizacion espacial con los que cuentan para hacer
representaciones 3D.

La sesion correspondiente ala visualizacion, construccion y representacion
de los regalos geométricos mediante aplicaciones de geometria dinamica
se inici6 con una induccién sobre los ambientes dinamicos y sus diversos
dominios e interactividad; se dio la posibilidad de explorar en situaciones
planteadas blandas y duras (LLaborde, 2006), usando el lenguaje icénico
que aparece en la barra de herramientas: los iconos de manipulacion y
construccion de figuras en el plano y en el espacio, y los comandos de
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transformacion. Los estudiantes disefiaron figuras que correspondian
a objetos de su contexto, a las que llamaron de la siguiente manera:
“mickey, helado, robot, balones, camién y semicono” (coleccion figural,
segun Piaget); les llamo la atencién el hecho de poder animar las figuras

Num. 3 -

geométricas en la pantalla del computador, de visualizar figuras (vistas),
medir areas, perimetros, angulos; exploraron en el plano las caracteristicas
del vestido del solido (caras laterales).
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Las opiniones de los estudiantes estuvieron mas enfocadas a que pueden
hacer el mismo tipo de acciones con los solidos platonicos en forma
manual y con el software, pero que mediante el computador no los pueden
manipular fisicamente.

Estudiante 1: ... entre hacer las figuras nosotros y hacerlas en el
computador, igual podemos abrir, desarmar, voltear, girar, pero sin
manipularlas, [...] agrandarlas, achicarlas, [...] la ventaja de hacerlas a
mano es que podemos manipularlas.

Estudiante 2: ...pudimos experimentar muchas cosas, como manejar
los sdlidos, armarlos, desarmatlos, [...] hoy desarmé las figuras en el
computador, lo hice en varios poliedros |...] como si fuera otra dimension,
me parecié muy dinamico.

Estudiante 3: lo maés interesante fue hacer figuras y disefiarle un vestido,
podiamos hacer todas en el mismo plano. Me gusta que hicimos grandes
figuras jugando con nuestra imaginacion, fue mas dificil armarlas en los otros
talleres; en el computador uno puede redondear, pero no cogetlas con las
manos. Ningin dia habfa manejado figuras en el computador |[...] tal vez las
hubiera dibujado en Paint, pero no manipulado, y ver cada lado por el cual
uno se indica cémo es por cada lado.

Estudiante 4: lo que mas divertido me parecié fue explorar muchas
cosas, mirarlas por debajo, por encima, abritlas y armarles el vestido.

Estudiante 5: lo que mas me gusta es que se pueden determinar las
medidas sin necesidad de usar regla, [...] las figuras se pueden girar los
grados que uno desee, |...] y fuera de eso puede hallar el area de las caras
sin necesidad de operaciones.

Estudiante 6: ...ademas, podemos dibujar muchas figuras, agrandatlas,
achicarlas, y les podemos dar movimiento, eso no lo podemos hacer con
los pitillos, [...]

Una vez planeados y ejecutados los tres primeros talleres: regalos
geométricos, construccion de los regalos geométricos y visualizacion
y representacion de los regalos geométricos, a manera de accién sobre
la necesidad de observar la practica de lo que entendian los estudiantes
acerca de las caracteristicas y generalidades de los solidos platonicos y
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arquimedianos, surgi6é la necesidad de aplicar dos talleres mas: uno de
visualizacion, construccion y modelacion de los regalos geométricos, y otro
de aplicaciones; estos se desarrollaron en un ambiente dinamico con ayuda
de Cabri 3D, para que brindaran un medio de reflexiéon o reconocimiento
de esas mismas caracteristicas de los sélidos platénicos y arquimedianos,
y fueron el producto de la evidente motivacion de los estudiantes por la
modelacién de objetos tridimensionales en el computador, aspecto que
no habia sido contemplado inicialmente.

Los niveles de desempefio contemplados en la tabla 6 son el resultado de
la observacion y analisis de las actividades propuestas en la prueba piloto
aplicada en las dos ultimas actividades, lo que garantiz6 el éxito en un
manejo 6ptimo de los materiales virtuales; ademas, son categorfas inductivas
detectadas en la implementacion de la experiencia.

Se not6 el interés y la motivaciéon que mostraron los estudiantes por
explorar, descubrir, representar, construir, comparar y analizar los objetos
geométricos que construyeron manualmente en las actividades iniciales y
que ahora podian hacer mediante el uso del Cabri 3D.

Tabla 6. Resultados de la aplicacion del Cabri 3D

ATRIBUTOS Y NIVEL DE DESEMPENO OPTIMO NIVEL DE
DESARROLLOS DESEMPENO DEBIL
Disefian figuras bien estructuradas que son
Contexto del entorno y que les llaman la atencion, se

arriesgan a disenar dibujos.

Manipulan cada una de las caras de las
Caras laterales figuras poliédricas, las giran, las analizan
por debajo, por encima, de frente.

Visualizan cada uno de los sélidos, desde

Primer Semestre 2011 - Pag

Representaciones | plano, para hacer figuras mas grandes, con

Vistas diferentes puntos de mira; son capaces de
realizar diferentes rotaciones y giros en el Son muy pocos los
plano y en el espacio. estudiantes que presentan
Manejan los comandos para realizar dificultades en el
Tamaiios y cambios | homotecias uniformes y parciales, para| Manejo del ambiente
; de escala ampliar o reducir las figuras. dindmico, las superan
- luego de manipularlo
g Buscan colocar diversas figuras en el mismo sucesivamente.
N=]
Z

el proposito de disefiar figuras de su entorno.

fijando parametros con limitaciones.

i

2 Miden aristas, hallan el area de las caras y
- . .7 IS 5 .

\ Aplicacion el volumen de los solidos; determinan la
3 Matematica medida de los angulos diedros y angulos
;; planos.

3 Animacion Algunos estudiantes animan las construcciones
~
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Conclusiones

La investigacion descrita evidencia que el estudiante manipula, construye
y observa primero sobre el contexto de su realidad, y luego, en espacios
de representacién mas abstractos, como el plano y el tridimensional;
esto le permite hacer visualizaciones, descripciones y analisis desde su
propia experiencia, para adquirir nuevas visiones de la geometria, de los
objetos, sus propiedades y relaciones, y establecer asi un desarrollo del
pensamiento geométrico.

Para el trabajo conlos diversos tipos de representacion externa se evidencia
la 6ptima utilizacion de los tres tipos de materiales: plegados, troquelados
y estructuras, y el desarrollo de la actividad en dos entornos: el espacio del
entorno y, posteriormente, la representacion de dicho espacio en el plano
mediante el uso del papel; adicionalmente, la experiencia se desarrolla
con sistemas de representacion externa intangibles (no ostensivos, segun
Font) como la pantalla del computador, “no es solo formar imagenes,
no se trata solamente de iconos visuales, hay multiples modalidades de
representar, de estar en el lugar de, de fingir, |[...], en el sentido semi6tico
proyectivo expresivo es ‘expresar en-hacia afuera’ e ‘interpretar en-hacia
adentro’, (Vasco, 2011), en este caso, el ambiente dindmico generado por
Cabri 3D; por tanto, se considera fundamental disefiar ambientes creativos
de aprendizaje de conceptos matematicos, que permitan aprovechar la
funcién socializadora de las herramientas informaticas.

La interpretacion de como los estudiantes se desempefan en el manejo
de los sistemas de representacion externos tangibles (ostensivos, segun
Font), se fundamenta en las ventajas y facilidades que tienen en el dominio
de los algoritmos e instrucciones para la construcciéon de los sélidos a
través del plegado, las estructuras y el troquelado. Con la construccion de
los solidos, mediante el plegado, se establecen mas facilmente relaciones
de paralelismo y perpendicularidad planares necesarias para la realizacion
de los dobleces, en donde predicen y estiman la medida de los angulos
en el disefio de la figura base, y a pesar de lo compleja que es la etapa
del ensamble, una vez realizado, los mueven libremente, reflexionando
acerca de sus caracteristicas. Con el troquelado desarrollan la habilidad
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de medir y conjeturar respecto del tamafio de las aristas para determinar
la magnitud de la figura que pretenden construir; igual que en el plegado,
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aproximan la medida angular existente entre aristas, especificando la clase
de figuras que forman las caras, que hacen parte del solido armado. En
estas formas de construir solidos, una vez armada o encajada la figura se
ocultan algunos componentes y propiedades debido a que los elementos
internos del solido quedan escondidos. El troquelado permite pasar del
espacio (3D) al plano (2D) con una sola transformacion, que después se
puede simular en el computador (al estilo de lo visualizado en la aplicacién
Poly), asunto que no lo permite el plegado ni, menos, las estructuras.

De otro lado, las estructuras permiten un analisis mas complejo, debido
a que los componentes de los sélidos son visibles; se pueden observar
los cruces de las aristas de manera externa e interna, cruces que generan
otras figuras que al igual pueden y deben ser motivo de analisis (angulos
diedros, entre otros). Cabe destacar que la técnica que mas llama la
atencion a los estudiantes es la construccién de los solidos mediante
las estructuras, ya que la consideran concreta porque las aristas tienen
una medida fija (los pitillos utilizados tienen una medida estandar), la
medida del angulo queda determinada con el ensamble de la cara regular
(asumen espontaneamente la medida de los angulos como iguales). En
la representacion de las perspectivas mediante estructuras, las aristas se
convierten en segmentos, lo que hace perder la sensacion de profundidad,
determinando una impresion de realidad en la figura representada. Sin
embargo, las estructuras son una forma precisa de realizar dibujo de
proyecciones de sélidos; con solidos opacos las proyecciones se dificultan,
debido a la interpretacion y al trazado de paralelas y perpendiculares en
el plano.

Respecto del desempefio del estudiante en el manejo de los sistemas de
representacion externos intangibles, el movimiento de los soélidos se limita
en torno a un eje de coordenadas y al plano, lo que obliga a discernir
acerca de los movimientos que se van a realizar; ya no existe la libertad y
la rapidez con que se cuenta cuando se trabaja con los soélidos reales. En
el analisis de las perspectivas, en la pantalla del computador se hace mas
sencillo, porque en esta se puede observar la convergencia de las lineas
paralelas en el plano frontal, sin perder de vista que los cuerpos tienen
una apariencia opaca, pero que el ambiente dinamico muestra o lleva a la
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Al iniciar la propuesta se pudo observar que los estudiantes desconocian
las caracteristicas internas y externas en el dibujo de los poliedros.
Desarrolladas las actividades, se determiné que la informacion figurativa
y los procesos visuales permiten que la representaciéon figural mejore
significativamente.

Los sistemas semibticos de representacion de los solidos platonicos y
arquimedianos permitieron la construcciéon del concepto de poliedro
que los estudiantes caracterizan y describen, inicialmente, con el uso
de un lenguaje cotidiano a partir de su contexto, y posteriormente,
empleando lenguaje matematico en ambientes virtuales y sistemas
de representacién internos (imaginacion). Comprendieron que las
representaciones son instancias que permiten conocer el concepto; por
ejemplo, un tetraedro tiene diversas representaciones tridimensionales y
diversas representaciones bidimensionales, las cuales permiten evidenciar
caracteristicas y propiedades particulares en cada representaciéon que,
integradas, se complementan para enriquecer las representaciones internas
que soportan el concepto de poliedro regular o semirregular.

Trabajo futuro

Dado que los estudiantes manifiestan una alta motivacion al realizar las
aplicaciones tecnologicas en el desarrollo del proyecto de investigacion,
base de este articulo, se hace necesario buscar o crear los espacios para
implementar el empleo del software dinamico en las clases de geometria.
Esto llevara al estudiante a que identifique el computador como una
herramienta tecnolégica de trabajo, que le permite ampliar sus capacidades
cognitivas. Bl docente debe promover la fusion de la investigacion y la
implementacién de los espacios virtuales para el aprendizaje desde los
diversos contextos aulicos. De igual forma, se debe propender hacia una
renovacion en los marcos conceptuales de la geometria. El uso de las
herramientas tecnoldgicas promueve en los estudiantes el cambio de
paradigma del uso de lapiz y papel (sin desconocerlo, al menos en fases
iniciales del aprendizaje) por el uso de medios dindmicos e interactivos que
transformen significativamente los resultados de la educacion geométrica.
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