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Abstract

In this thesis a description of formalism Hamiltonian , ADM, for gravitational systems. Also a
classification of three-dimensional homogeneous cosmological models in Bianchi and which has been
applied the Hamiltonian formalism in one of the cosmological models, namely the model Bianchi IX ,
showing the chaotic behavior of this model, which is a relativistic effect. There was also a brief
reference to generalized theories for gravity which give interesting results, such as a renormalizable
theory, and the application of a specific model in Bianchi IX.
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Περίληψη

Σε αυτήν την μεταπτυχιακή εργασία γίνεται περιγραφή του φορμαλισμού Hamiltonian , ADM, για
τα βαρυτικά συστήματα. Επίσης έγινε ταξινόμηση των τριδιάστατων ομογενών κοσμολογικών μοντέ-
λων κατά Bianchi όπου και έγινε εφαρμογή του Hamiltonian φορμαλισμού σε ένα από τα κοσμολογικά
μοντέλα, συγκεκριμένα στο μοντέλο Bianchi IX , όπου εμφανίζεται η χαοτική συμπεριφορά αυτού
του μοντέλου , η οποία αποτελεί ένα σχετικιστικό φαινόμενο. Επίσης έγινε μία σύντομη αναφορά
σε γενικευμένες θεωρίες για την βαρύτητα οι οποίες δίνουν ενδιαφέροντα αποτελέσματα, όπως
μία επανακανονικοποιησιμή θεωρία, καθώς και η εφαρμογή ενός συγκεκριμένου μοντέλου στην
Bianchi IX.
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Πρόλογος

Η μελέτη των φυσικών φαινομένων αποτελεί ένα σημαντικό κλάδο ο οποίος έχει απασχολήσει την
ανθρωπότητα για αιώνες τώρα (π.χ. σε διάφορους πολιτισμούς, όπως ο Ελληνικός, είχε γίνει η μελέτη
της κίνησης των πλανητών και προσπαθούσαν να βρουν τους νόμους που τους διέπουν.). Συνεπώς η
φυσική επιστήμη εξελισσόταν συνεχώς μαζί με αυτήν και τα μαθηματικά ύστερα από την εποχή του
Newton , ο οποίος εισήγαγε έναν ενιαίο φορμαλισμό για τα φυσικά συστήματα, όπου και επήλθε η
τεράστια ανάπτυξη της φυσικής επιστήμης μέχρι την εποχή μας που αναπτύχθηκε η κβαντομηχανική.
Ύστερα από την σημαντική συνεισφορά του Newton ήρθαν διάφοροι επιστήμονες μεταξύ αυτών και οι
Lagrange,Hamilton και επινόησαν τους αντίστοιχους φορμαλισμούς, Lagrangian & Hamiltonian , οι οποίοι
γενικεύουν την ανάλυση κατά Newton , κι έχουν εφαρμογή σε όλα τα φυσικά συστήματα, καθώς
μπορούν να περιγράψουν γενικότερα συστήματα, όπως αυτά τις ειδικής θεωρίας της σχετικότητας.
Μαζί με την ανάπτυξη των φορμαλισμών εξελίχθηκαν και οι φυσικές θεωρίες από την Newtonian

θεωρία για την βαρύτητα περάσαμε στην εποχή της σχετικότητας, ειδικής και γενικής, καθώς και
από την κλασική στην κβαντική μηχανική. Καθώς η γενική θεωρία της σχετικότητας μελετάει την
δυναμική του ίδιου του χωρόχρονου ως οι παραμορφώσεις της γεωμετρίας του. Από την ανάλυση
κατά Lagrange της γενικής θεωρίας της σχετικότητας εξάγονται οι εξισώσεις πεδίου του Einstein ο
αντίστοιχος Hamiltonian φορμαλισμός ήταν επινόηση των Arnowitt ,Desser ,Misner ο οποίος εισαχθεί με
σκοπό την κβαντική περιγραφή της βαρυτικής αλληλεπίδρασης.

Η ανάπτυξη των διαφόρων φυσικών θεωριών έχει σκοπό την εξήγηση των διαφόρων φαινομένων
που λαμβάνουν χώρα καθώς και την εξήγηση της εξέλιξης του σύμπαντος. Οι διάφοροι φορμαλι-
σμοί που έχουν αναπτυχθεί, ανά τους αιώνες, έχουν σκοπό την ευκολότερη εξήγηση των φαινομένων
καθώς και την εξήγηση νέων θεωριών. Η κβαντική εξήγηση των φαινομένων αποτελεί μία από της
πιο επιτυχείς θεωρίες και είναι βασισμένη στους προηγούμενους φορμαλισμούς, τηρώντας βέβαια
τους διάφορους κβαντικούς περιορισμούς που εισέρχονται στα συστήματά, μέσω της οποίας είναι
επιθυμητή η ενοποίηση όλων των αλληλεπιδράσεων. Η βαρύτητα είναι μία από τις τέσσερις βασικές
αλληλεπιδράσεις, οι άλλες τρεις είναι η ηλεκτρομαγνητική και οι ασθενής και ισχυρή πυρηνική, η
οποία έχει τα περισσότερα προβλήματα όσων αφορά την κβαντική της περιγραφή και δεν υπάρχει,
μέχρι στιγμής, κάποιος φορμαλισμός ο οποίος να είναι ικανός να την εξηγήσει Ο κλάδος της φυσικής
ο οποίος ασχολείται με την εξέλιξη του σύμπαντος είναι αυτός της κοσμολογίας και επειδή η κυρί-
αρχη αλληλεπίδραση στο σύμπαν φαίνεται να είναι η βαρυτική έτσι μέσω αυτής της μακροσκοπικής
προσέγγισης τείνουμε να εξηγήσουμε την κβαντική φύση αυτής της αλληλεπίδρασης.

Τέλος το μοντέλο για την βαρύτητα το οποίο αναπτύχθηκε από τον Einstein είναι βασισμένο στην
εξέλιξη της γεωμετρίας του χωρόχρονου. Αυτό το μοντέλο είναι βασισμένο όπως είπαμε στην γεω-
μετρία, και η γεωμετρική ποσότητα η οποία μας δίνει τις εξισώσεις πεδίου είναι ο τανυστής Riemann

και παράγωγα του. Η θεωρία του Einstein παρ όλες τις επιτυχίες, θεωρητικές και πειραματικές, δεν
είναι δυνατή η κβαντική περιγραφή της βαρύτητας μέσω αυτής και ήδη από τα πρώτα χρόνια που
εισήχθη έγινε προσπάθεια γενίκευσης της.
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1
Φορμαλισμός Μηχανικών
συστημάτων

Για την περιγραφή διαφόρων δυναμικών συστημάτων στην φυσική κάνουμε χρήση των εξισώ-
σεων Lagrange και των εξισώσεων Hamilton. Οι εξισώσεις αυτές μας δίνουν έναν φορμαλισμό για την
περιγραφή κλασικών και κβαντικών συστημάτων. Για τον προσδιορισμό αυτών των εξισώσεων χρη-
σιμοποιείται η έννοια της μεταβολής (που μαθηματικώς ορίζεται μέσω του διαφορικού). Η κύριες
ποσότητες που μας ενδιαφέρουν για την ανάπτυξη αυτού του φορμαλισμού είναι αυτές της δράσης
και την Lagrangian. Αυτός ο φορμαλισμός μας δίνει την ευχέρεια να υπολογίσουμε τις δυναμικές πο-
σότητες (όπως π.χ. για την φυσική θέση, ταχύτητες, ορμές κ.α.) αλλά και διατηρήσιμες ποσότητες
(όπως π.χ. για την φυσική η ενέργεια, η ορμή η στροφορμή κ.α.) γι’ αυτό τον λόγο χρησιμοποιείται
ευρέως σε διάφορα πεδία των επιστημών (φυσική, οικονομία, βιολογία κ.α.). Τέλος θα αναπτύ-
ξουμε την μέθοδο Hamilton για καμπυλωμένο χώρο όπου θα χρησιμοποιήσουμε και στις εφαρμογές
μας στην Γενική θεωρία της Σχετικότητας.

1.1 Φορμαλισμός Lagrange

Για αρχή θα δούμε την Lagrangian , L = L (q, q̇; t) η οποία είναι μία “φυσική” ποσότητα η οποία
εξαρτάται από της μεταβλητές q(t), q̇(t) = dq(t)

dt οι οποίες είναι οι δυναμικές μεταβλητές του συ-
στήματος (για την φυσική αυτές αναπαριστούν είτε τις θέσεις και τις ταχύτητες είτε πεδία και
τις χρονικές παραγώγους αυτών, στην βιολογία π.χ. ο πληθυσμός ενός οργανισμού και η μεταβολή
αυτού ως προς τον χρόνο). Για τον προσδιορισμό της Lagrangian θα κάνουμε χρήση της έννοιας της
δράσης και των μεταβολών. Η δράση είναι ένα συναρτησιοειδες, συναρτησιοειδές είναι μία συνάρ-
τηση της οποίας η μεταβλητή είναι συνάρτηση π.χ. το ολοκλήρωμα. Ο φορμαλισμός αυτός γενικεύει
την Newtonian εξισώσεις κίνησης των σωματιδίων (αλλά αποτελεί και γενικότερο φορμαλισμό για
άλλα πεδία).

1.1.1 Μηχανικό σύστημα μεμονωμένων σωματιδίων

Για την περιγραφή ενός συστήματος το οποίο αποτελείται από μεμονωμένα σωματίδια, τα οποία
έχουν θέσεις qi και ταχύτητες q̇i, μέσω της δράσης, S[q] η οποία αποτελεί ένα συναρτησιοειδές (το
ολοκλήρωμα της Lagrangian , L = L (q, q̇; t)) θα εξαγάγουμε τις εξισώσεις κίνησης αυτών [9].
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S[q] =
∫ t2

t1

L (q, q̇; t)dt (1.1)

δS[q] =δ
∫ t2

t1

L (q, q̇; t)dt =

∫ t2

t1

δL (q, q̇; t)dt

=

∫ t2

t1

(
∂L (q, q̇; t)

∂qi
δqi +

∂L (q, q̇; t)

∂q̇i
δq̇i

)
dt

=

∫ t2

t1

(
∂L (q, q̇; t)

∂qi
δqi +

∂L (q, q̇; t)

∂q̇i

dδqi
dt

)
dt

=

∫ t2

t1

(
∂L (q, q̇; t)

∂qi
δqi +

d

dt

{
∂L (q, q̇; t)

∂q̇i
δqi

}
− δqi

d

dt

{
∂L (q, q̇; t)

∂q̇i

})
dt

δqi(tj)=0
=

j=1,2

∫ t2

t1

(
∂L (q, q̇; t)

∂qi
− d

dt

{
∂L (q, q̇; t)

∂q̇i

})
δqidt+

����������:0
∂L (q, q̇; t)

∂q̇i
δqi(t)

∣∣∣∣t2
t1

= 0

⇒∂L (q, q̇; t)

∂qi
− d

dt

{
∂L (q, q̇; t)

∂q̇i

}
= 0 (1.2)

Οι εξισώσεις που προέκυψαν είναι οι εξισώσεις κίνησης Euler − Lagrange και αναφέρονται σε κάθε
σωματίδιο i του συστήματος.

1.1.2 Μηχανικό σύστημα Πεδίων

Για την περιγραφή των πεδίων έχουμε την Lagrangian πυκνότητα η οποία ορίζει την Lagrangian

ολοκληρώνοντας την στον χώρο. Τα πεδία είναι συνεχείς ποσότητες (εν αντιθέση με τα σωματίδια
τα οποία είναι διακριτά) και ορίζονται μέσω των συναρτήσεων q. Για την περιγραφή των πεδίων
έχουμε τις μεταβλητές q,∇αq, όπου τα q μπορεί να είναι (Βαθμωτά, διανυσματικά, Spinor ακόμα
και Τανυστικά πεδία), στην ανάλυση μας θα χρησιμοποιήσουμε βαθμωτά αλλά ανάλογα γενικεύεται
και στα άλλα πεδία.

S[q] =
∫
V

L(q,∇αq; t)
√
−gd4x =

∫
V ′

∫
T

L (q,∇αq; t)d
3xdt, V = V ′ ∪ T (1.3)

δS[q] =δ
∫
V

L(q,∇αq; t)
√
−gd4x =

∫
V

δL(q,∇αq; t)
√
−gd4x

=

∫
V

(
∂L(q,∇αq; t)

∂q
δq +

∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)
δ∇αq

)√
−gd4x

=

∫
V

(
∂L(q,∇αq; t)

∂q
δq +

∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)
∇αδq

)√
−gd4x

=

∫
V

(
∂L(q,∇αq; t)

∂q
δq +∇α

{
∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)
δq

}
− δq∇α

{
∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)

})√
−gd4x

δq|∂V =0
=

∫
V

(
∂L(q,∇αq; t)

∂q
−∇α

{
∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)

})
δq
√
−gd4x+

���������������:0∮
∂V

∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)
δq(t)

√
−gdΣα

⇒∂L(q,∇αq; t)

∂q
−∇α

{
∂L(q,∇αq; t)

∂(∇αq)

}
= 0 (1.4)

Οι εξισώσεις που προέκυψαν είναι οι εξισώσεις κίνησης Euler − Lagrange και αναφέρονται στα πεδία
του συστήματος. Τα πεδία αυτά q μπορούν να είναι είτε βαθμωτά είτε διανυσματικά είτε Spinor
είτε τανυστικά.
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1.2 Κανονικές εξισώσεις του Hamilton

Οι κανονικές εξισώσεις προκύπτουν από τον Langrangian φορμαλισμό κάνοντας έναν μετασχημα-
τισμό Legendre. Έχουμε από τον ορισμό των συζυγών ορμών

pβ =
∂L(q, q̇; t)

∂q̇β

d

dt

∂L(q, q̇; t)
∂q̇β

=
∂L(q, q̇; t)

∂qβ
⇒ ṗβ =

∂L(q, q̇; t)
∂qβ

Θέτουμε μία νέα Langrangian η οποία εξαρτάται από τις μεταβλητές (q, p; t) : L̂(q, p; t) = L(q, q̇(q, p; t); t)

∂L̂(q, p; t)
∂qα

=
∂L(q, q̇; t)

∂qα
+
∂L(q, q̇; t)

∂q̇β

∂q̇β
∂qα

=
∂L
∂qα

+ pβ
∂q̇β
∂qα

∂L
∂qα

=
∂

∂qα

(
L̂(q, p; t)− pβ q̇β

)
= ṗα

∂L̂(q, p; t)
∂pα

=
∂L(q, q̇(q, p; t); t)

∂pα
=
∂L(q, q̇(q, p; t); t)

∂q̇β

∂q̇β
∂pα

= pβ
∂q̇β
∂pα

∂L̂(q, p; t)
∂pα

=
∂(pβ q̇β)

∂pα
− q̇α ⇒ ∂

∂pα

(
L̂(q, p; t)− pβ q̇β

)
= −q̇α

Θέτουμε την συνάρτηση pβ q̇β − L̂(q, p; t) = H(q, p; t). Από όπου προκύπτουν οι κανονικές εξισώσεις
εξισώσεις του Hamilton.

q̇α = +∂H(q,p;t)
∂pα

ṗα = −∂H(q,p;t)
∂qα

(1.5)

1.2.1 Poisson & Dirac Brackets

Στον Hamiltonian φορμαλισμό μπορούμε να ορίσουμε τις αγκύλες Poisson οι οποίες προκύπτουν
από τις κανονικές εξισώσεις του Hamilton. Από τον ορισμό της ολικής παραγώγου έχουμε.

df(q, p; t)

dt
=

∂f

∂qα

dqα
dt

+
∂f

∂pα

dpα
dt

+
∂f

∂t
=

∂f

∂qα

∂H(q, p; t)

∂pα
+

∂f

∂pα

(
−∂H(q, p; t)

∂qα

)
+
∂f

∂t

df(q, p; t)

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t

{f, g} =
∂f

∂qα

∂g

∂pα
− ∂f

∂pα

∂g

∂qα

{f, g + h} = {f, g}+ {f, h}
{f, gh} = {f, g}h+ g {f, h}

0 = {{f, g} , h}+ {{h, f} , g}+ {{g, h} , f}

Αν η θεωρία μας περιέχει και συνδέσμους, 1ης τάξης με εξίσωση ϕm = 0,m = 1, . . . ,M , μπορούμε
να ορίσουμε την Hamiltonian λαμβάνοντας τους υπόψιν ορίζοντας κατάλληλους πολλαπλασιαστές
Langrange [10].

HD = H+ uβϕβ (1.6)

q̇α =
∂H
∂pα

+
∂uβ

∂pα�
��

0
ϕβ + uβ

∂ϕβ
∂pα

=
∂H
∂pα

+ uβ
∂ϕβ
∂pα

(1.7)

ṗα = − ∂H
∂qα

− ∂uβ

∂qα�
��

0
ϕβ − uβ

∂ϕβ
∂qα

= − ∂H
∂qα

− uβ
∂ϕβ
∂qα

ġ = {g,HD} =
{
g,H+ uβϕβ

}
= {g,H}+

{
g, uβ

}
���

0
ϕβ + uβ {g, ϕβ} = {g,H}+ uβ {g, ϕβ}



6 Φορμαλισμός Μηχανικών συστημάτων
Για συνδέσμους 2ης τάξης έχουμε χs, s = 1, . . . , S ορίζουμε τον πίνακα

css′ = {χs, χs′} = −cs′s : css′ {χs′ , χs′′} = δss′′

{f, g}∗ = {f, g} − {f, χs} css′ {χs′ , g}
{f, χs′′}∗ = {f, χs′′} − {f, χs} css′ {χs′ , χs′′} = {f, χs′′} − {f, χs} δss′′ = 0

{f, g + h}∗ = {f, g}∗ + {f, h}∗

{f, gh}∗ = {f, g}∗ h+ g {f, h}∗

0 =
{
{f, g}∗ , h

}∗
+
{
{h, f}∗ , g

}∗
+
{
{g, h}∗ , f

}∗
Παράδειγμα 1.2.1.

L(q,∇αq; t) = −1

2

(
gµν∇µΨ∇νΨ+m2Ψ2

)
(1.8)

∂L(Ψ,∇αΨ; t)

∂Ψ
= −m2Ψ & ∂L(Ψ,∇αΨ; t)

∂(∇αΨ)
= −1

2
gµνδµα∇νΨ− 1

2
gµνδνα∇µΨ = −gµα∇µΨ

gµα∇α∇µΨ−m2Ψ = 0 ⇒ (□2 −m2)Ψ = 0 (1.9)

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση Klein − Gordon για καμπυλομένο χωρόχρονο. Της οποίας η
κβάντωση των Ψ μας δίνει Bosonic πεδία μάζας m.



2
Εξισώσεις Κίνησης σε καμπυλωμένος
χωρόχρονο

Για την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης για ένα σωματίδιο ή πεδίο σε καμπυλωμένο χωρόχρονο
εισάγουμε στο ολοκλήρωμα της δράσης την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci ως την Lagrangian του συ-
στήματος. Η επιλογή της εν λόγω Lagrangian βασίζεται στην απλότητα της και στην υπόθεση ότι η
κίνηση των σωματιδίων θα υπακούει στις αλλαγές της γεωμετρίας. Παρακάτω θα δούμε διαφορετι-
κές επιλογές για την Lagrangian , όπως μία συνάρτηση της βαθμωτής καμπυλότητα Ricci . Όπως είδαμε
και πιο πάνω για τον υπολογισμό των εξισώσεων κίνησης θα πρέπει να κάνουμε την μεταβολή της
δράσης.

Στην ανάλυση μας όμως αυτή τους επιφανειακούς όρους δεν τους εξαλείψουμε αντιθέτως θεω-
ρούμε ότι συνεισφέρουν στην δυναμική του συστήματος [13].

2.1 Μεταβολή Δράσης Hilbert − Einstein

Έχοντας ορίσει το ολοκλήρωμα της δράσης θα κάνουμε την μεταβολή του ως προς την μετρική
gµν για να βρούμε τις δυναμικές εξισώσεις.

SH =

∫
V

R
√
−gd4x =

∫
V

Rµνgµν
√
−gd4x (2.1)

δSH =

∫
V

δRµνgµν
√
−gd4x+

∫
V

Rµνδgµν
√
−gd4x+

∫
V

Rµνgµνδ
√
−gd4x

Για την μεταβολή των συμβόλων Christoffel θα πάρουμε μόνο γραμμικούς όρους για την ανάλυση της
μεταβολής της δράσης. Οπότε όπου προκύπτουν τετραγωνικοί όροι ως προς τα σύμβολα Christoffel

θα θεωρούνται αμελητέοι και θα απαλείφονται Οπότε και για την μεταβολή του τανυστή Ricci θα
κρατήσουμε μόνο τους γραμμικούς όρους ως προς τα σύμβολα Christoffel συνεπώς έχουμε:

Γ′ρ
µν =Γρµν + δΓρµν

Rµν =∂αΓ
α
µν − ∂νΓ

α
µα + ΓρµνΓ

α
ρα − ΓρµαΓ

α
ρν

δ⇒
δRµν =∂αδΓ

α
µν − ∂νδΓ

α
µα + δΓρµνΓ

α
ρα + ΓρµνδΓ

α
ρα − δΓρµαΓ

α
ρν − ΓρµαδΓ

α
ρν

δRµν =∂αδΓ
α
µν+ΓαραδΓ

ρ
µν−ΓρανδΓ

α
µρ−ΓρτµδΓ

τ
νρ − (∂νδΓ

α
µα+ΓανρδΓ

ρ
αµ−ΓαραδΓ

ρ
µν − ΓρανδΓ

α
µρ)

∇ρδΓ
τ
µν =∂ρδΓ

τ
µν + ΓτρξδΓ

ξ
µν − ΓξρµδΓ

τ
νξ − ΓξρνδΓ

τ
µξ (2.2)

δRµν =∇αδΓ
α
µν −∇νδΓ

α
µα
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Για την μεταβολή της ρίζας της μετρικής έχουμε τον παρακάτω τύπο στον οποίο εξ’ υποθέσεως
κρατάμε μόνο γραμμικούς όρους.

ln (detA) = Tr(lnA) δ⇒ δ(detA)
detA = Tr(A−1δA)

g = det(gµν)

}
⇒

1
g δg = Tr(gµνδgµν)

gµνgµτ = δντ ⇒ δgρν = −gµνgρτδgµτ

}
δg =− ggµνδg

µν (2.3)

δ
√
−g =

δ(−g)
2
√
−g

= − 1

2
√
−g

(−ggµνδgµν) = − 1

2
√
−g

(
√
−g

√
−ggµνδgµν) = −1

2

√
−ggµνδgµν (2.4)

Συνεπώς έχουμε ότι η μεταβολή των συμβόλων Christoffel δίνεται από τους παρακάτω τύπους.

δΓρµν =δ(gρτΓτµν) = δgρτΓτµν + gρτδΓτµν = −gραgτβδgαβΓτµν +
1

2
gρκ(∂µδgκν + ∂νδgκµ − ∂κδgµν) ⇒

=
1

2
gρλ(∂µδgλν + ∂νδgλµ − ∂λδgµν − 2Γβµνδgβλ) (2.5)

=
1

2
gρλ(∂µδgλν + ∂νδgλµ − ∂λδgµν − (Γβµν + Γβνµ)δgβλ − (Γβνλ − Γβλν)δgβµ + (Γβµλ − Γβλµ)δgβν)

=
1

2
gρλ((∂µ(δgνλ)− Γβνµδgβλ − Γβµλδgβν) + (∂ν(δgλµ)− Γβµνδgβλ − Γβνλδgβµ)−

− (∂λ(δgµν)− Γβµλδgβν − Γβνλδgβµ)) ⇒

δΓρµν =
1

2
gρλ(∇ν(δgµλ) +∇µ(δgλν)−∇λ(δgµν)) (2.5)

δΓνµν =
1

2
gνλ(∇ν(δgµλ) +∇µ(δgλν)−∇λ(δgµν)) (2.6)

Εισάγοντας τις σχέσεις 2.5 & 2.6 στον επιφανειακό όρο θα καταλήξουμε σε μία γραμμική σχέση
της μεταβολής της μετρικής όπως φαίνεται και παρακάτω.

Zτ =gµνδΓτµν − gµτδΓρµρ

=
1

2
(gµνgτρ(∇µδgρν +∇νδgρµ −∇ρδgµν)− gµτgρλ(∇µδgλρ +∇ρδgλµ −∇λδgµρ))

=
1

2
(gµνgτρ∇µδgρν + gµνgτρ∇νδgµρ − gµνgτρ∇ρδgµν − gµτgλρ∇µδgλρ − gµτgρλ∇ρδgλµ + gµτgλρ∇λδgµρ)

=
1

2
(gµνgτρ∇µδgρν + gµνgτρ∇νδgµρ − gµνgτρ∇ρδgµν − gτρgµν∇ρδgµν − gτρgµν∇νδgµρ + gτρgµν∇µδgρν)

=gµνgτρ∇µδgρν − gµνgτρ∇ρδgµν = gµνgτρ(∇µδgρν −∇ρδgµν)

∇τZ
τ =gµνgτρ(∇τ∇µδgρν −∇τ∇ρδgµν) = −∇µ∇νδg

µν + gµν□2δgµν (2.7)

Η σχέση 2.7 μας δίνει ουσιαστικά έναν τελεστή ο οποίος δρα στην μεταβολή της μετρικής, και εν γένει
σε οποιαδήποτε συνάρτηση υπάρχει μέσα στην δράση. Αυτός ο τελεστής θα μας φανεί πολύ χρήσιμος
σε ανάλυση που θα γίνει παρακάτω, διότι δεν θα εξαλείψουμε τους επιφανειακοούς όρους ίσα ίσα
που θα τους χρησιμοποιήσουμε για την ανάπτυξή της θεωρίας μας. Παρακάτω αφού προσθέσουμε
τις ποσότητες που έχουμε κάνει μεταβολή θα προκύψει η μεταβολή της δράσης Einstein − Hilbert που
μας δίνει την εξίσωση του βαρυτικού πεδίου χωρίς να έχουμε εξαλείψει τους επιφανειακούς όρους.
Από την οποία αν θεωρήσουμε μηδενικούς τους επιφανειακούς όρους θα καταλήξουμε στην εξίσωση
Einstein για τον κενό χώρο και χωρίς να έχουμε επιρροή από τους όρους στο σύνορο.
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Η μεταβολή του τανυστή Ricci είναι αυτή η οποία μας δίνει τους επιφανειακούς όρους στο ολοκλή-
ρωμα όπως φαίνεται και παρακάτω.∫
V

δRµνgµν
√
−gd4x =

∫
V

(∇αδΓ
α
µν −∇νδΓ

α
µα)g

µν√−gd4x =

∫
V

(∇αg
µνδΓαµν − gµν∇νδΓ

α
µα)

√
−gd4x

=

∫
V

(∇αg
µνδΓαµν −∇µδΓαµα)

√
−gd4x =

∫
V

(∇αg
µνδΓαµν − gνµ∇νδΓ

α
µα)

√
−gd4x

=

∫
V

∇τ (g
µνδΓτµν − gτµδΓαµα)

√
−gd4x =

∫
∂V

(gµνδΓτµν − gτµδΓαµα)
√
−gdΣτ

=

∫
∂V

Zτ
√
−gdΣτ

Τέλος εισάγοντας μέσα στο ολοκλήρωμα τις σχέσεις που έχουμε υπολογίσει παραπάνω θα πάρουμε
την μεταβολή της δράσης Einstein − Hilbert .∫
V

Rµνgµνδ
√
−gd4x =

∫
V

R
(
−1

2

√
−ggµνδgµν

)
d4x = −1

2

∫
V

Rgµνδgµν
√
−gd4x

δSH =

∫
V

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν

√
−gd4x+

∫
∂V

Zτ
√
−gdΣτ = 0

δSH =

∫
V

Gµνδg
µν√−gd4x+

∫
∂V

Zτ
√
−gdΣτ = 0

Αν επιπλέον υποθέσουμε και μηδενισμό των επιφανειακών όρων θα πάρουμε την εξίσωση του
Einstein για τον κενό χώρο. Δηλαδή θα πάρουμε μία εξίσωση ενός άμαζου σωματιδίου που η κίνηση
του υπόκειται στην γεωμετρία του χώρου.

δSH

δgµν
Zτ=0
= Gµν = 0 (2.8)

2.2 Δράση σε όρους εξωτερικής γεωμετρίας

Για την ανάλυση της δράσης Hilbert − Einstein στα πλαίσια του φορμαλισμού Hamilton θα χρησι-
μοποιήσουμε την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci ως την Lagrangian πυκνότητα η οποία θα εκφραστεί
σε όρους εξωτερικής γεωμετρίας. Στο φορμαλισμό Hamilton της γενικής θεωρίας της σχετικότητας
κάνουμε την υπόθεση ότι ο χρόνος κινείται σε μία καμπύλη και ο τρισδιάστατος χώρος χωρίζεται σε
φύλλα, έτσι θα ορίσουμε την επαγώμενη μετρική η οποία θα περιγράφει την γεωμετρία του χώρου.
Για τον ορισμό της δράσης χρειαζόμαστε τις περιοχές στις οποίες ορίζεται οπότε θα ορίσουμε τα
εφαπτόμενα και τα κάθετα διανύσματα στο χωρίο καθώς και στο σύνορο του χώρου. Ορίζουμε τα
εφαπτόμενα rµ και κάθετα nµ διανύσματα τις τετραδιάστατης γεωμετρίας μέσω των διαφορικών
μορφών της τρισδιάστατης γεωμετρίας eµm [13].

rµ =rmeµm & nµ = −N∂µt
nµn

µ=−1⇒ nµ = N−1∂tx
µ & rµrµ = 1 & rµnµ = 0 (2.9)

eµA =eµme
m
A =

∂xµ

∂θA
, σAB = gµνe

µ
Ae

ν
B (2.10)

gµν =− nµnν + rµrν + σABeµAe
ν
B (2.11)

Όπου κάναμε διάσπαση της τετραδιάστατης μετρικής gµν σε όρους της τρισδιάστατης σAB και των
κάθετων nµ και εφαπτόμενων διανυσμάτων rµ.

kAB =(Dmrn)e
m
Ae

n
B = (∇µrν)e

µ
Ae

ν
B & k = σABkAB (2.12)

Από την ανάλυση προκύπτει η εξωτερική καμπυλότητα Gauss για τρισδιάστατη γεωμετρία.

gij =gµνe
µ
ie
ν
j , e

µ
i ≡

∂xµ

∂zi
⇒ gµν = rµrνgijeµie

ν
j (2.13)
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Τέλος ορίζουμε μία τρισδιάστατη μετρική η οποία έχει εφαρμογή στο σύνορο του τετραδιάστατου
χώρου και μας δίνει μία δική της εξωτερική καμπυλότητα Gauss.

dxµ =
∂xµ

∂t
dt+

∂xµ

∂θA
dθA = Nnµdt+ eµAdθ

A (2.14)

ds2B =gµνdx
µdxν = gµν(Nn

µdt+ eµAdθ
A)(Nnνdt+ eνBdθ

B)

=N2nµn
µdt2 + nµe

µ
Adtdθ

A + nνe
ν
Bdtdθ

B + gµνe
ν
Be

µ
Adθ

AdθB

=−N2dt2 + σABdθ
AdθB ⇒

√
−gij = N

√
σAB (2.15)

Kij =(∇µrν)e
µ
ie
ν
j (2.16)

16πSG =

∫
V

R
√
−gd4x+ 2

∮
∂V

ϵK
√
hlnd

3y, ∂V = Σt1 ∪ (−Σt2) ∪ B

=

∫
V

R
√
−gd4x− 2

∮
Σt1

ϵK
√
hlnd

3y + 2

∮
Σt2

ϵK
√
hlnd

3y + 2

∮
B

ϵK
√
gijd

3z∫
V

R
√
−gd4x =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

(R(3) +KmnKmn −H2)N
√
hlnd

3y − 2

∮
∂V

((∇νn
µ)nν − nµ∇νn

ν)dΣµ

Ο τελευταίος όρος δίνει διαφορετικές συνεισφορές για το σύνορο (B) και για τους χώρους (Σt1,2)
οπότε θα εξετάσουμε τις τρεις διαφορετικές περιπτώσεις. Συνεπώς για τα τρία χωρία έχουμε

((∇νn
µ)nν − nµ∇νn

ν)nµ
√
hlndy

3 =(�����:0
nµ(∇νn

µ)nν −���*−1
nµnµ∇νn

ν)
√
hlndy

3 = ∇νn
ν
√
hlndy

3 = K
√
hlndy

3

((∇νn
µ)nν − nµ∇νn

ν)rµ
√
gijdz

3 =(rµ(∇νn
µ)nν −���*

0
nµrµ∇νn

ν)
√
gijdy

3 = 2(∇νn
µ)rµn

ν√gijdy3

=(2∇ν(���*
0

nµrµn
ν)− 2(∇νrµ)n

µnν)
√
gijdy

3 = −2(∇νrµ)n
µnν

√
gijdy

3

Τελικά αφού προσθέσουμε όλες τις ποσότητες για όλες τις περιοχές προκύπτει η δράση του βα-
ρυτικού πεδίου να δίνεται από την παρακάτω σχέση 2.17 στην οποία προστέθηκε ένα επιπλέον
αριθμητικός παράγοντας ο οποίος δεν εξαρτάται από την μετρική και δίνει αριθμητικές διορθώσεις
για τις οριακές τιμές στο σύνορο.

16πSG =

t2∫
t1

dt

∫
Σt

(R(3) +KmnKmn −H2)N
√
hlnd

3y + 2

∮
B

(K + nµnν∇νrµ)
√
−gijd3z

(K + nµnν∇νrµ) =g
ijKij + nµnν∇νrµ = gijeµie

ν
j∇νrµ + nµnν∇νrµ = ∇νrµ(g

µν − rµrν + nµnν)

=(∇νrµ)σ
ABeµAe

ν
B = σAB(∇νrµ)e

µ
Ae

ν
B = σABkAB = k

16πSG =

t2∫
t1

{∫
Σt

(R(3) +KmnKmn −H2)N
√
hd3y + 2

∮
St

(k − k0)N
√
σd2θ

}
dt (2.17)

2.3 Φορμαλισμός Hamilton

Για τον προσδιορισμό των εξισώσεων του Hamilton θα χρειαστούμε να ορίσουμε την συζυγή ορμή
η οποία ορίζεται από την παραγώγιση της Lagrangian ως προς τις συζυγείς μεταβλητές q̇ (η χρονική
παράγωγος μπορεί να είναι γενική παράγωγος και για τανυστές). Όπως επίσης τον προσδιορισμό
της Hamiltonian η οποία αποτελεί τον μετασχηματισμό Legendre της Lagrangian ως προς τις συζυγείς
μεταβλητές της [13].
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ḣmn =Lthmn = Lt(gµνe
µ
me

ν
n) = Lt(gµν)e

µ
me

ν
n = (∇µtν +∇νtµ)e

µ
me

ν
n

=(∇µ(Nnν +Nν) +∇ν(Nnµ +Nµ))e
µ
me

ν
n

=(nν∂µN +N∇νnµ +∇µNν + nµ∂νN +N∇µnν +∇νNµ)e
µ
me

ν
n

Kmn=e
µ
me

ν
n∇µnν

=
eµmnµ=0
Kmn=Knm

(2NKmn + (∇νNµ)e
µ
me

ν
n + (∇µNν)e

µ
me

ν
n)

(∇νN
µ)eνneµm =((DnN

l)eµl − ϵNm((∇νnµ)e
µ
me

ν
n)n

µ)eµm
nµeµm=0

= DnNm

ḣmn =(2NKmn +DnNm +DmNn) ⇒ Kmn =
1

2N
(ḣmn −DnNm −DmNn) (2.18)

16π
√
−gLG =(R(3) + (hmlhpn − hmnhlp)KmnKlp) (2.19)

16πpmn =
∂(16π

√
−gLG)

∂ḣmn
=
∂Kkq

∂ḣmn

∂(16π
√
−gLG)

∂Kkq

∂ḣDN=0
=

=
1

2N
δmkδqn((h

mlhpn − hmnhlp)δkmδqnKlp + (hmlhpn − hmnhlp)δklδqpKmn)
√
−g

=
1

2N
δmkδqn(K

kq −Hhkq +Kkq −Hhkq)N
√
h = (Kmn −Hhmn)

√
h (2.20)

Όπου προέκυψαν οι συζυγείς ορμές να είναι συναρτήσει τις εξωτερικής καμπυλώτητας. Αφού υπο-
λογίστηκαν οι ορμές εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό Legendre παίρνουμε την Hamiltonian του συ-
στήματος μας.

16πHG =pmnḣmn −
√
−gLG(hmn, pmn; t)

=(Kmn −Hhmn)
√
h(2NKmn +DnNm +DmNn)−���*

N
√
h√

−g(R(3) + (KmnKmn −H2))

=N(KmnKmn −H2 − R(3)) + (Kmn −Hhmn)(DnNm +DmNn)

Kmn=Knm= N(KmnKmn −H2 − R(3)) + 2(Kmn −Hhmn)DnNm (2.21)

Για την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης του συστήματος θα πάρουμε την μεταβολή της δράσης
για τον υπολογισμό αυτόν θα εκφράσουμε την Lagrangian συναρτήσει της Hamiltonian 2.22 οπότε θα
κάνουμε την διαφόριση. Για την μεταβολή θα υποθέσουμε ότι τα πεδία N,Nm, hmn εξαλλείφονται
στο σύνορο St δηλαδή η μεταβολή αυτών είναι μηδενική. Συνεπώς θα προκύψουν οι εξισώσεις
Hamilton για το βαρυτικό πεδίο απουσία εξωτερικών πεδίων.

16πHG =

∫
Σt

16πHGd
3y − 2

∮
St

(k − k0)d
2θ

=

∫
Σt

(N(KmnKmn −H2 − R(3)) + 2(Dn((K
mn −Hhmn)Nm)−

NmDn(K
mn −Hhmn)))

√
hd3y − 2

∮
St

N(k − k0)
√
σd2θ

=

∫
Σt

(N(KmnKmn −H2 − R(3))− 2NmDn(K
mn −Hhmn)))

√
hd3y−

2

∮
St

(k − k0)d
2θ − (Kmn −Hhmn)Nm���*

rn
√
σABd

2θ
dSn

=

∫
Σt

(N(KmnKmn −H2 − R(3))− 2NmDn(K
mn −Hhmn)))d3y−

2

∮
St

{(k − k0)− (Kmn −Hhmn)Nmrn
√
σAB}d2θ (2.22)
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Γράφοντας τις καμπυλότητες συναρτήσει των συζυγών ορμών έχουμε.

16πpmn =Kmn −Hhmn ⇒ 16πpmnhmn = Kmnhmn −Hhmnhmn = H −H3 = −2H = 16πp

√
hKmn =16π

(
pmn − 1

2
phmn

)
−H

√
h=8πp⇒

√
h(Kmn −Hhmn) = 16πpmn (2.23)

KmnKmn −H2 =(16π)2h−1

{(
pmn − 1

2
phmn

)(
pmn − 1

2
phmn

)
− 1

4
p2
}

=(16π)2h−1

{
pmnpmn − 1

2
p�����:p
pmnhmn − 1

2
p�����:p
pmnh

mn +
1

4
p2�����:3
hmnh

mn − 1

4
p2
}

=(16π)2h−1

{
pmnpmn − 1

2
p2
}

(2.24)

Τέλος αντικαθιστώντας τις καμπυλότητες στην Hamiltonian καταλήγουμε στην εξής σχέση.

16πHG =16πHΣt + 16πHSt ⇒ HG = HΣt +HSt

HG =

∫
Σt

(
N(h−

1
2

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
−
√
hR(3))− 2Nm

√
hDn(h

− 1
2 pmn)

)
d3y−

2

∮
St

{N(k − k0)− h−
1
2 pmnNmrn

√
σAB}d2θ (2.25)

Εν συνεχεία διαφορίζουμε την Hamiltonian ως προς όλες τις δυνατές μεταβολές. Πρώτα ως προς τα N
εν συνεχεία ως προς τις ορμές p και τέλος ως προς την τρισδιάστατη μετρική hmn και συνθέτοντας
όλα μαζί προκύπτει η μεταβολή της δράσης και οι εξισώσεις του Hamilton. Έχοντας γράψει την δράση
ως γινόμενο των N με τις υπόλοιπες ποσότητες που είναι ανεξάρτητες από αυτά γίνεται εύκολος ο
υπολογισμός των διαφορικών.

δNHG =

∫
Σt

(
δN(h−

1
2

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
−

√
hR(3))− 2δNm

√
hDn(h

− 1
2 pmn)

)
d3y−

2

∮
St

{��*0
δN(k − k0)− h−

1
2 pmnδNmrn

√
σAB}d2θ

=

∫
Σt

(
−CδN − 2C

m
δNm

)
d3y + 2

∮
St

{h− 1
2 pmnδNmrn

√
σAB}d2θ

δpHG =

∫
Σt

{
Nh−

1
2 δp

(
pmnpmn − 1

2
p2 −

√
hR(3)

)
− 2δp(

√
hDn(Nmh

− 1
2 pmn)

− (DnNm)pmn)

}
d3y + 2

∮
St

{h− 1
2 δpp

mnNmrn
√
σAB}d2θ

Για την μεταβολή ως προς τις ορμές p γράφουμε την δράση σε όρους ορμών και κάνουμε την
διαφόριση, επίσης έχουμε ότι η βαθμωτή καμπυλότητα Ricci δεν εξαρτάται από τις ορμές οπότε η
μεταβολή της είναι μηδενική. Aρχικά υπολογίζουμε την μεταβολή των κινητικών όρων που αποτελούν
τετραγωνική μορφή των ορμών
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δp

(
hkmhlnp

klpmn − 1

2
pmnpklhmnhkl

)
=

∂

∂pqp

(
hkmhlnp

klpmn − 1

2
pmn + pklhmnhkl

)
δpqp

=
(
hkmhlnδkqδlpp

mn + hkmhlnδpmδqnp
kl − 1

2
(δqmδpnp

klhmnhkl

+ δqkδplp
mnhmnhkl)

)
δpqp

=

(
hqmhpnp

mn + hkphlqp
kl − 1

2
(pklhqphkl + pmnhmnhqp)

)
δpqp

=2

(
pmn − 1

2
phmn

)
δpmn

δpHG =

∫
Σt

(
Nh−

1
2 δp

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
+ 2(DnNm)δpmn)

)
d3y+

2

∮
St

−Nmh−
1
2 δpmn���*

rn
√
σABd

2θ
dΣn + {h− 1

2 δpp
mnNmrn

√
σAB}d2θ

δpHG =

∫
Σt

(
2Nh−

1
2

(
pmn − 1

2
phmn

)
+ 2(DnNm)

)
δpmnd3y =

∫
Σt

Hmnδp
mnd3y

Τέλος έχουμε ότι η μεταβολή ως προς τις ορμές δίνεται από την τελευταία σχέση επίσης παρατη-
ρούμε ότι οι συνοριακοί όροι αλληλοαναιρούνται. Για να ολοκληρώσουμε την ανάλυση της μεταβολής
της δράσης παίρνουμε την μεταβολή ως προς την επαγώμενη μετρική h.

δhHG =

∫
Σt

{
N
[(
pklpkl −

1

2
p2
)
���*

− 1
2h

− 3
2hmnδhmn

δh−
1
2 + h−

1
2 δh

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
− δh(

√
hR(3))

]

+ δh(DnNm)pmn

}
d3y − 2δh

∮
(
√
hNmh

− 3
2 pmn +N(k − k0)−

√
hNmh

− 1
2 pmn)

√
σABd

2θ

Για την μεταβολή των κινητικών όρων, οι οποίοι αποτελούνται από τετραγωνικούς όρους, ως προς
την μετρική θα τους γράψουμε συναρτήσει της μετρικής αυτής και θα κάνουμε την μεταβολή.

δh

(
hkmhlnp

klpmn − 1

2
pmnpklhmnhkl

)
=

∂

∂hqp

(
hkmhlnp

klpmn − 1

2
pmnpklhmnhkl

)
δhqp

=
(
δqkδpmhlnp

klpmn + δqlδpnhkmp
klpmn − 1

2
pmnpklδqmδpnhkl

− 1

2
pmnpklhmnδqkδpl

)
δhqp

=
(
pqnp

pn + pkppqk −
1

2
ppqp− 1

2
pqpp

)
δhqp

=2

(
pqnp

pn − 1

2
ppqp

)
δhqp

Η μεταβολή ως προς την μετρική h είναι γνωστή από τα προηγούμενα οπότε παίρνουμε έτοιμες τις
εξισώσεις. Όπως επίσης και η μεταβολή των επιφανειακών όρων Zµ είναι γνωστή από προηγούμε-
νους υπολογισμούς και παραθέτουμε παρακάτω τις εξισώσεις.

δh(
√
hR(3)) =−Gmnδhmn +

√
hDkZ

k

δhDmNn =(DnN
k)δhmk + hmkN

lδΓknl

Gmn =Rmn − 1

2
Rhmn

Zk =hmnδΓkmn − hmkδΓnmn = hmnhkrDmδhrn − hmnhkrDrδhmn

DkZ
k =(hmn□2

D −DmDn)δh
mn
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δhHG =

∫
Σt

{
− 1

2
Nh−

3
2

(
pklpkl −

1

2
p2
)
hmn + 2Nh−

1
2

(
pmkp

nk − 1

2
pmnp

)
−N

√
hGmn+

+ pkmDkN
n

}
δhmnd

3y −
∫
Σt

(−N
√
hDmZ

m + 2pmnhmkN
lδΓknl)d

3y

Για τον υπολογισμό των επιφανειακών όρων θα χωρίσουμε τους όρους σε συμμετρικούς και αντι-
συμμετρικούς ούτως ώστε να κάνουμε εύκολα τους υπολογισμούς. Οπότε μηδενίζοντας τους όρους
που αποτελούν γινόμενα συμμετρικών αντισυμμετρικών καταλήγουμε στις παρακάτω σχέσεις τέλος
με χρήση του κανόνα Leibniz παίρνουμε έναν όρο ολικού διαφορικού και έναν που έχει το διαφορικό
της μετρικής.

Zk =
1

2
(hmnhkl − hmkhnl)(

Ynml︷ ︸︸ ︷
Dnδhlm +Dmδhln−

Wlnm︷ ︸︸ ︷
Dlδhnm)

(DkN)Zk =
1

2
(hmnDlN − hlnDmN)(Ynlm −Wlnm) = Xmnl(Ynlm −Wlnm)

Xmnl=−Xlnm

= −XnlmWlmn

=− (hmnDlN − hlnDmN)Dlδhnm

=−Dl((h
mnDlN − hlnDmN)δhnm) +Dl(h

mnDlN − hlnDmN)δhnm

Ακολουθώντας την ίδια τακτική με των χωρισμό σε συμμετρικό και αντισυμμετρικό μέρος καθώς
και την χρήση του κανόνα Leibniz παίρνουμε τον δεύτερο όρο.

2pnkN
lδΓknl =2ppnN lhkp(Dnδhlp +Dlδhnp −Dpδhnl) = ppnN l(

Wlnp︷ ︸︸ ︷
Dlδhnp+

Ynlp︷ ︸︸ ︷
Dnδhlp −Dpδhnl)

Wlnp=Wlpn
=

Ynlp=−Ynpl

ppn=pnp

ppnN lDlδhnp = Dl(p
pnN lδhnp)−Dl(p

pnN l)δhnp

δhHG =

∫
Σt

{
−1

2
Nh−

1
2

(
pklpkl −

1

2
p2
)
hmn + 2Nh−

1
2

(
pmkp

nk − 1

2
pmnp

)
+N

√
hGmn+

pkmDkN
n −Dl(p

mnN l) +Dl(h
mnDlN − hlnDmN)

}
δhmnd

3y−∫
St

1

2

{
pmnN l − (hmnDlN − hlnDmN)

}
����:0
δhmn dΣl

=

∫
Σt

P
mn
δhmnd

3y

P
mn

=N
√
hGmn − 1

2

(
pklpkl −

1

2
p2
)
hmn + 2Nh−

3
2

(
pmkp

nk − 1

2
pmnp

)
+ pkmDkN

n

−Dl(p
mnN l) + (hmnDlD

lN −DnDmN)

Όπου τελικώς έχουμε γράψει όλους τους όρους της Hamiltonian σύμφωνα με τις μεταβολές τους.

δHG =

∫
Σt

(P
mn
δhmn +Hmnδp

mn − CδN − 2C
m
δNm)d3y

δHG =

∫
Σt

(Pmnδhmn +Hmnδp
mn − CδN − 2CmδNm)d3y (2.26)

Ορίζουμε την Lagrangian μέσω της Hamiltonian και του μετασχηματισμού Legendre και έτσι εφόσον
έχουμε υπολογίσει την μεταβολή της Hamiltonian προκύπτουν οι εξισώσεις ADM, Arnowitt ,Misner ,Wheeler .

SG =

∫ t2

t1

∫
Σt

LG(hmn, pmn; t)d3ydt =
∫ t2

t1

∫
Σt

{
pmnḣmn −HG

}
d3ydt
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Όπου καταλήγουμε στην μεταβολή της δράσης να δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις.

δSG =

∫ t2

t1

∫
Σt

{(δpmn)ḣmn + pmnδḣmn − δHG}dt

=

∫ t2

t1

∫
Σt

(ḣmn −Hmn)δp
mn − (ṗmn + Pmn)δhmn + CδN + 2CmδN

m}d3ydt⇒

ḣmn =Hmn

ṗmn =− Pmn

C =
√
h(KmnKmn −H2 − R(3)) = 0 ≡ H (2.27)

Cm =− 2Dn(K
mn −Hhmn) = −2Dnp

nm = 0 ≡ Hm (2.28)

προέκυψαν οι εξισώσεις ADM τις οποίες θα χρησιμοποιήσουμε για να βρούμε τις εξισώσεις κί-
νησης ενός σωματιδίου ¹. Οι σχέσεις 2.27, 2.28 αποτελούν τις εξισώσεις των συνδέσμων και είναι
η Hamiltonian και οι εξισώσεις συνδέσμων για τις ορμές που αντιστοιχούν στους πολλαπλασιαστές
Langrange N & Nm. Όπως φαίνεται από τις εξισώσεις η Hamiltonian εξαρτάται από τις κύριες καμπυ-
λότητες αλλά και από την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci της επαγώμενης μετρικής.

C =
√
h

(
(16π)2h−1

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
− R(3)

)
(2.27)

√
hC =

(
(16π)2

(
pmnpmn − 1

2
p2
)
− hR(3)

)
(2.27)

Από την τελευταία σχέση, 2.27, εκφράζοντας τις μέσες και κύριες καμπυλότητες ως προς τις αντί-
στοιχες ορμές παρατηρούμε ότι η Hamiltonian έχει τετραγωνική μορφή ως προς τις ορμές και συνεπώς
η καμπυλότητα Ricci θα αποτελεί κάποιου είδους δυναμικής συνάρτησης του συστήματος.

Σχήμα 2.1: Geometrodynamics

¹Space tells matter how to move; matter tells space how to curve. John Archibald Wheeler
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3
9 Bianchi ′s Cosmologies

Από τον ορισμό της Riemanian μετρικής έχουμε για χώρο n διαστάσεων ότι υπάρχουν και αντί-
στοιχες n ανεξάρτητες συντεταγμένες xn. Συνεπώς έχουμε έναν χώρο Sn για τον οποίο υπάρχει η
έννοια της μετρικής gµν και τα απειροστά τόξα για τα οποία έχουμε dxµ να ικανοποιείται το Πυ-
θαγόρειο θεώρημα. Έχει ενδιαφέρον να ορίσουμε έναν χώρο S′

n για τον οποίο οι μετασχηματισμοί
αφήνουν τα μήκη αναλλοίωτα δηλαδή οι δύο μετρικοί χώροι Sn & S′

n να έχουν την ίδια μετρική
εξίσωση τότε αυτοί οι χώροι ονομάζονται ισομετρικοί, τέτοιοι χώροι είναι χρήσιμοι στην φυσική
διότι τα συστήματα που περιγράφονται από Lagrangian ή Hamiltonian θα ικανοποιούν το θεώρημα της
Noether το οποίο μας δίνει χρήσιμες πληροφορίες [7].

Τις ισομετρίες του χώρου Sn θα τις αποκαλούμε κινήσεις του χώρου, διότι είναι σαν να μετακινού-
μαστε στον χώρο χωρίς όμως να μεταβάλλεται ο ίδιος ο χώρος. Το ενδιαφέρον μας θα επικεντρωθεί
σε συνεχείς κινήσεις στον χώρο οι οποίες όλες μαζί αποτελούν μία ομάδα, έχουν όλες τις αλγεβρικές
ιδιότητες της ομάδας, λόγω γεωμετρικών υποθέσεων ο αριθμός των παραμέτρων της ομάδας πρέπει
να είναι πεπερασμένος. Αν υποθέσουμε ότι οι παράμετροι τις ομάδας είναι r το πλήθος, το οποίο
είναι πεπερασμένο, θα αποτελούν μία ομάδα Lie που παράγεται από r συνεχείς μετασχηματισμούς
Gr : {X1f,X2f, . . . , Xrf}. Το πρόβλημα του προσδιορισμού αυτών των μετασχηματισμών έγκειται
στο ποιες μετρικές επιτρέπουν τέτοιου είδους συνεχείς μετασχηματισμούς και με αυτό το πρόβλημα
θα ασχοληθούμε σε αυτήν την ενότητα ειδικότερα στην περίπτωση των τρισδιάστατων χώρων [7, 19].

Κατ’ αρχάς να επισημάνουμε την διαφορά των διδιάστατων και των τρισδιάστατων γεωμετριών,
θυμόμαστε ότι διδιάστατοι χώροι που επιτρέπουν τις μεταφορές είναι αυτοί οι οποίοι έχουν σταθερή
καμπυλότητα, δηλαδή αν ένα σημείο μπορεί να μεταφερθεί σε κάθε σημείο, θα μπορεί να περιστρα-
φεί και ως προς κάθε σημείο. Από την άλλη υπάρχουν χώροι τριών διαστάσεων οι οποίοι παρόλο που
δεν έχουν σταθερή καμπυλότητα επιτρέπουν τέτοιες μεταφορές τέτοιοι χώροι επιδέχονται ομάδες
μετασχηματισμών 3 ή και 4 παραμέτρων. Χώροι που επιδέχονται μόνο ομάδα μετασχηματισμών 3
παραμέτρων τότε σταθεροποιώντας ένα σημείο αυτών συνεπάγεται να σταθεροποιηθεί και ολόκλη-
ρος ο χώρος. Από την άλλη χώροι 4 παραμέτρων υπάρχει περίπτωση να υπάρχει ομάδα στροφών
G1 η οποία να επιτρέπει τις στροφές γύρω από ένα σημείο. Ωστόσο μαζί με αυτό το σημείο και
όλα τα σημεία της γεωδεσιακής που περνάνε από αυτό παραμένουν σταθερά οπότε αυτή η ομάδα
αποτελεί μέρος της άλγεβρας Lie. Ο χώρος που είναι επενδυμένος με διπλή απειρία αυτών των
γεωδετικών αξόνων που συμπληρώνουν τον χώρο, παρά των μετασχηματισμών (μετακινήσεων) που
επιτρέπουν την μετακίνηση ενός σημείου σε οποιοδήποτε μέρος, εξακολουθούν να υπάρχουν αυ-
θαίρετες στροφές οι οποίες μπορεί να γίνουν σε οποιοδήποτε σημείο αυτών των αξόνων. Επιπλέον
χώροι που ικανοποιούν μία ομάδα G3 και αυτοί που ικανοποιούν μία ομάδα G4 είναι διακεκριμένες
σε διαφορετικούς μη αναγώγιμους τύπους όπως θα δούμε παρακάτω [4, 7, 19].
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3.1 Εξίσωση Killing και ισομετρίες

Από τον μετασχηματισμό της μετρικής προκύπτουν οι εξισώσεις Killing οι οποίες εξάγονται πα-
ρακάτω και μας δίνουν ισομετρίες τις μετρικής.

ds2 =gµνdx
µdxν

Xf =ξµ
∂f

∂xµ
(3.1)

X[ds2] =X[gµν ]dx
µdxν + gµνX[dxµ]dxν + gµνdx

µX[dxν ] = ξr
∂gµν
∂xr

dxµdxν + gµνdξ
µdxν + gµνdx

µdξν

= ξκ
∂gµν
∂xκ

dxµdxν + gµν
∂ξµ

∂xλ
dxλdxν + gµνdx

µ ∂ξ
ν

∂xλ
dxλ =

(
ξκ
∂gµν
∂xκ

+ gλν
∂ξλ

∂xµ
+ gµλ

∂ξλ

∂xν

)
dxµdxν

Η ορίζουσα της παραπάνω σχέσης είναι διάφορη του μηδενός συνεπώς οι εξισώσεις είναι γραμμικός
ανεξάρτητες οπότε προκύπτει η παρακάτω σχέση. Επιπλέον η σχέση αυτή είναι συμμετρική οπότε
οι ανεξάρτητες λύσεις τις για τις n διαστάσεις είναι 1

2n(n+ 1)

0 =ξκ
∂gµν
∂xκ

+ gλν
∂ξλ

∂xµ
+ gµλ

∂ξλ

∂xν
(3.2)

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση ως προς τ .

0 =ξτ
∂2gµν
∂xλ∂xτ

+
∂ξτ

∂xλ
∂gµν
∂xτ

+
∂gτν
∂xλ

∂ξτ

∂xµ
+
������
gτν

∂2ξτ

∂xλ∂xµ
+
∂gµτ
∂xλ

∂ξτ

∂xν
+
������
gµτ

∂2ξτ

∂xν∂xλ

0 =ξτ
∂2gµλ
∂xν∂xτ

+
∂ξτ

∂xν
∂gµλ
∂xτ

+
∂gτλ
∂xν

∂ξτ

∂xµ
+ gτλ

∂2ξτ

∂xν∂xµ
+
∂gµτ
∂xν

∂ξτ

∂xλ
+
������
gµτ

∂2ξτ

∂xλ∂xν

0 =ξτ
∂2gλν
∂xµ∂xτ

+
∂ξτ

∂xµ
∂gλν
∂xτ

+
∂gτν
∂xµ

∂ξτ

∂xλ
+
������
gτν

∂2ξτ

∂xµ∂xλ
+
∂gλτ
∂xµ

∂ξτ

∂xν
+ gλτ

∂2ξτ

∂xν∂xµ

Από τις παραπάνω σχέσεις αφαιρώντας την πρώτη σχέση από το άθροισμα των δύο τελευταίων
παίρνουμε

0 =ξτ
( ∂2gµλ
∂xν∂xτ

+
∂2gλν
∂xµ∂xτ

− ∂2gµν
∂xλ∂xτ

)
+
∂ξτ

∂xλ

(∂gτν
∂xµ

+
∂gλτ
∂xν

− ∂gµν
∂xτ

)
+
∂ξλ

∂xµ

(∂gµλ
∂xν

+
∂gλν
∂xτ

− ∂gτν
∂xλ

)
+
(∂gµλ
∂xτ

+
∂gλτ
∂xµ

− ∂gµτ
∂xλ

) ∂ξτ
∂xν

+ 2gλτ
∂2ξτ

∂xν∂xµ

=gλτ
∂2ξτ

∂xν∂xµ
+ ξτ∂τΓµνλ +

∂ξτ

∂xλ
Γµντ +

∂ξλ

∂xµ
Γτνλ +

∂ξτ

∂xν
Γµτλ

=
∂2ξρ

∂xν∂xµ
+ gρλξτ∂τΓµνλ + gρλ

∂ξτ

∂xλ
Γµντ +

∂ξλ

∂xµ
Γρτν +

∂ξτ

∂xν
Γρµτ (3.3)

Η τελευταία εξίσωση περιέχει τον μέγιστο αριθμό ανεξαρτήτων αυθαίρετων σταθερών οι οποίες
για τις n διαστάσεις είναι n(n+1) άρα ο μέγιστος αριθμός ανεξαρτήτων αυθαίρετων σταθερών της
εξίσωσης 3.2

r =n(n+ 1)− 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n+ 1)
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Αν ο μέγιστος αριθμός ξεπεραστεί θα έχουμε την περίπτωση της πλήρους ολοκληρωσιμότητας και
ο χώρος Sn θα έχει σταθερή καμπυλότητα. Σε κάθε περίπτωση ο αριθμός των ανεξαρτήτων πε-
περασμένων μετασχηματισμών της μετρικής ικανοποιεί την σχέση r ≤ 1

2n(n + 1), και αυτοί οι r
μετασχηματιμοί θα γεννούν την ομάδα συνεχή ομάδα των κινήσεων, Gr = {X1f,X2f, . . . ,Xrf}, του
χώρου Sn. Ένα βασικό σημείο είναι ότι αν ισχύει η 3.2 συνεπάγεται ότι δύο πεπερασμένοι μετα-
σχηματισμοί του Sn δεν μπορεί να έχουν κοινές τροχιές χωρίς να συμπίπτουν οι μετασχηματισμοί
αυτό αποδεικνύεται παρακάτω. Έστω ότι έχουμε ξn = λ(x)ξn

0 =λ(x)ξκ
∂gµν
∂xκ

+ gλν
∂(λ(x)ξλ)

∂xµ
+ gµλ

∂(λ(x)ξλ)

∂xν

0 =λ(x)

���������������:0(
ξκ
∂gµν
∂xκ

+ gλν
∂ξλ

∂xµ
+ gµλ

∂ξλ

∂xν

)
+ ξλgλν

∂λ(x)

∂xµ
+ ξλgµλ

∂λ(x)

∂xν

∂λ
∂xν ̸=0
⇒
µ=ν

0 =gµλξ
λ ∂λ(x)

∂xµ
detgµν ̸=0⇒ gµλξ

λ = 0 ⇒ ξµ = 0 (3.4)

Από την υπόθεση ότι λ = λ(x) καταλήγουμε στο ότι δεν θα υπήρχαν μετασχηματισμοί άρα λ =
constant

3.1.1 Χώροι με ομάδα μετασχηματισμών G1

Σε αυτήν την περίπτωση μπορούμε να επιλέξουμε τον μοναδικό μετασχηματισμό ξ1 = 1 = η1
που προκύπτουν από την μεταθετική σχέση.

[X1, X2] =0

Οπότε η εξίσωση 3.2 θα παίρνει την μορφή.

∂gµν
∂x1

=0 (3.5)

Άρα η μετρική του χώρου είναι ανεξάρτητη από την μεταβλητή x1

ds2 =dx21 + dx22 (3.6)

Στην απλούστερη περίπτωση ομάδα μετασχηματισμών,η οποία είναι η G1, παρατηρούμε ότι ο χώρος
είναι επίπεδος.

3.1.2 Επιφάνειες με ομάδα μετασχηματισμών G2

Θα ασχοληθούμε με τις επιφάνειες δύο και τριών διαστάσεων που ικανοποιούν την ομάδα μετα-
σχηματισμών G2. Για αρχή έχουμε ότι οι πεπερασμένοι μετασχηματιμοί θα ικανοποιούν τις σχέσεις

[X1, X2]f =

{
0 (a)

X1f (b)

X1 =ξ
∂

∂x1
& X2 = η

∂

∂x2

Όπου από τις μεταθετικές σχέσεις της άλγεβρας Lie έχουμε.

[X1, X2]f =


(
ξ ∂η∂x1

∂
∂x2 − η ∂ξ

∂x2
∂
∂x1

)
f = 0 (a)(

ξ ∂η∂x1
∂
∂x2 − η ∂ξ

∂x2
∂
∂x1

)
f = ξ ∂

∂x1 f (b)
⇒

{
∂η
∂x1 = 0 & ∂ξ

∂x2 = 0 (a)
∂η
∂x1 = 0 & η ∂ξ

∂x2 = −ξ (b)

=

{
ξ = η = 1 ή ξ = 1, η = 0 ή ξ = 0, η = 1 (a)

η = 1 & 1
ξ
∂ξ
∂x2 = −1 ⇒ ξ = e−x2 (b)



20 9 Bianchi ′s Cosmologies
Συνοψίζοντας τα διανύσματα Killing δίνονται παρακάτω

X =


Xµ =


X1 = ∂

∂x1 , X2 = ∂
∂x2

X1 = ∂
∂x1 , X2 = 0

X1 = 0, X2 = ∂
∂x2

(a)

Xµ =
{
X1 = e−x2 ∂

∂x1 , X2 = ∂
∂x2 (b)

(3.7)

Από την εξίσωση Killing , 3.2, θα βρούμε την μορφή της μετρικής για διδιάστατες επιφάνειες.

3.2 =



��7
1

ξ1
∂gµν

∂x1 +��7
0

ξ2
∂gµν

∂x2 + gκν0 + gµκ0 = 0

��7
1

ξ1
∂gµν

∂x1 +��7
0

ξ2
∂gµν

∂x2 + gκν0 + gµκ0 = 0

��7
0

ξ1
∂gµν

∂x1 +��7
0

ξ2
∂gµν

∂x2 + gκν0 + gµκ0 = 0

(a)

��7
e−x2

ξ1
∂gµν

∂x1 +��7
0

ξ2
∂gµν

∂x2 + gκν
∂ξκ

∂xµ + gµκ
∂ξκ

∂xν = 0

��>
0

η1
∂gµν

∂x1 +��>
1

η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

gκν
∂ηκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

(b)

(3.8)

=


∂g11
∂x1 = 0 ⇒ g11 = g11(x2) (a)

e−x2 ∂gµν

∂x1 + g1ν
∂ξ1

∂xµ + gµ1
∂ξ1

∂xν = 0
∂gµν

∂x2 = 0 ⇒ gµν = gµν(x1)
(b)

(3.9)

=


e−x2 ∂g11

∂x1 + 2����*
0

g11
∂ξ1

∂x1 = 0

e−x2 ∂g22
∂x1 + 2g12

∂ξ1

∂x2 = 0

e−x2 ∂g12
∂x1 + g21�

��
0

∂ξ1

∂x1 + g11
∂ξ1

∂x2 = 0

=


dg11
dx1 = 0
dg22
dx2 = 2g12
dg12
dx1 = g11

=


g11 = a

g12 = ax1 + b

g22 = ax21 + 2bx1 + c

ds2
a=1
b=0=
c=R2

dx21 + 2x1dx1dx2 + (x21 +R2)dx22

x1 =− ve−
u
R & x2 =

u

R
⇒ dx1 = −e− u

R

(
dv − v

du

R

)
& dx2 =

du

R

ds2 =e−
2u
R

(
dv2 + v2

du2

R2
− 2v

dvdu

R

)
+ 2ve−

u
R
du

R
e−

u
R

(
dv − v

du

R

)
+
du2

R2

(
v2e−2 u

R +R2
)

=e−
2u
R dv2 + du2 (3.10)

3.1.3 Επιφάνειες με ομάδα μετασχηματισμών G3

Για την περίπτωση της G3 σε επιφάνειες έχουμε για τους πεπερασμένους μετασχηματισμούς να
δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις.

X1 =
∂

∂x1
& X2 =

∂

∂x2
& X3 = x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2

η άλγεβρα που ικανοποιούν οι πεπερασμένοι μετασχηματισμοί δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις.

[Xi, Xj ] =


0 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

(3.11)

3.1.4 Χώροι με ομάδα μετασχηματισμών G2

Τώρα θα μελετήσουμε χώρους τριών διαστάσεων με ομάδα μετασχηματισμών G2. Οι τροχιές
των διδιάστατων πεπερασμένων γεννητόρων της ομάδας G2 μελετήθηκαν παραπάνω, και είδαμε
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πως κάθε σημείο του χώρου θα μετακινείται σε μία επιφάνεια σύμφωνα με τους μετασχηματισμούς
της G2. Θα έχουμε μία άπειρη οικογένεια επιφανειών που θα αναπαράγει την ομάδα κάτι που
ο Lie αποκαλεί ελάχιστες αναλλοίωτες ποικιλίες. Για έναν δοσμένο μετασχηματισμό της G2, κάθε
μία από τις επιφάνειες μπορεί να μετασχηματίζεται στον εαυτό της καθώς και κάθε επιφάνεια
γεωδαιτικά παράλληλη στην επιφάνεια αυτή. Συμπεραίνουμε ότι κάθε μία από τις άπειρες αυτές
τις επιφάνειες είναι γεωδαιτικά παράλληλη, επιπλέον κάθε μία από αυτές ικανοποιούν μία ομάδα
μετασχηματισμών G2, θα είναι με θετική αρνητική ή μηδενική καμπυλότητα. Αν επιλέξουμε τις
επιφάνειες συντεταγμένες επιφάνειες για x1 = contant, συνεπώς ξ1 = 0, και τις ορθογώνιες τροχιές
στην x1 μπορούμε να γράψουμε την μετρική στην μορφή.

ds2 =g11dx
2
1 + g22dx

2
2 + 2g23dx2dx3 + g33dx

2
3

X1 =ξµ
∂

∂xµ
=

�
�
���

0

ξ1
∂

∂x1
+ ξ2

∂

∂x2
+ ξ3

∂

∂x3
= ξ2

∂

∂x2
+ ξ3

∂

∂x3

X2 =ηµ
∂

∂xµ
=

�
�
��>

0

η1
∂

∂x1
+ η2

∂

∂x2
+ η3

∂

∂x3
= η2

∂

∂x2
+ η3

∂

∂x3

Κατ’ αρχάς από την εξίσωση Killing , 3.2, θα βρούμε την μορφή για την πρώτη συνιστώσα της μετρικής,
g11. Στην συνέχεια θα βρούμε την μορφή που πρέπει να έχουν οι υπόλοιπες συνιστώσες της μετρικής
ικανοποιώντας κάποιες συνθήκες, την συνθήκη σταθερής καμπυλότητας.

3.2 =

����*
0

ξ1
∂gµν

∂x1 + ξ2
∂gµν

∂x2 + ξ3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ξκ

∂xµ + gµκ
∂ξκ

∂xν = 0

����*
0

η1
∂gµν

∂x1 + η2
∂gµν

∂x2 + η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

=

{
ξ2
∂g11
∂x2 + ξ3

∂g11
∂x3 + 2gκ1

∂ξκ

∂x1 = 0 µ = ν = 1

η2
∂g11
∂x2 + η3

∂g11
∂x3 + 2gκ1

∂ηκ

∂x1 = 0 µ = ν = 1

=


ξ2
∂g11
∂x2 + ξ3

∂g11
∂x3 + 2g11�

��
0

∂ξ1

∂x1 + 2����*
0

g21
∂ξ2

∂x1 + 2����*
0

g31
∂ξ3

∂x1 = 0 µ = ν = 1

η2
∂g11
∂x2 + η3

∂g11
∂x3 + 2g11�

��
0

∂η1

∂x1 + 2����*
0

g21
∂η2

∂x1 + 2����*
0

g31
∂η3

∂x1 = 0 µ = ν = 1

=

{
ξ2
∂g11
∂x2 + ξ3

∂g11
∂x3 = 0

η2
∂g11
∂x2 + η3

∂g11
∂x3 = 0

⇒ det
∣∣∣∣ξ2 ξ3
η2 η3

∣∣∣∣ ̸= 0 (3.12)

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η εξίσωση 3.2 για την g11 μας δίνει ότι η g11 είναι ανεξάρ-
τητη των x2, x3 συνεπώς μπορούμε να την επιλέξουμε σταθερή και μέσω μετασχηματισμού της x1
να την απορροφήσουμε στις μεταβλητές μας.

ds2 =dx21 + g22dx
2
2 + 2g23dx2dx3 + g33dx

2
3 (3.13)

[X1, X2]f =

{
0 (a)

X2f (b)

X =

{
X1 = ξ ∂

∂x2 & X2 = η ∂
∂x3 (a)

X1 = ξ ∂
∂x3 & X2 = η ∂

∂x2 (b)
(3.14)
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Όπου από τις μεταθετικές σχέσεις της άλγεβρας Lie έχουμε.

[X1, X2]f =


(
ξ ∂η∂x2

∂
∂x3 − η ∂ξ

∂x3
∂
∂x2

)
f = 0 (a)(

ξ ∂η∂x3
∂
∂x2 − η ∂ξ

∂x2
∂
∂x3

)
f = η ∂

∂x2 f (b)
⇒

{
∂η
∂x2 = 0 & ∂ξ

∂x3 = 0 (a)
∂ξ
∂x2 = 0 & ξ ∂η∂x3 = η (b)

=

{
ξ = η = 1 ή ξ = 1, η = 0 ή ξ = 0, η = 1 (a)

ξ = 1 & 1
η
∂η
∂x3 = 1 ⇒ η = ex3 (b)

X =


X1 = ∂

∂x2 , X2 = ∂
∂x3

X1 = ∂
∂x2 , X2 = 0

X1 = 0, X2 = ∂
∂x3

(a)

X1 = ∂
∂x3 , X2 = ex3 ∂

∂x2 (b)

=

����*
0

ξ2
∂gµν

∂x2 +��7
1

ξ3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ξκ

∂xµ + gµκ
∂ξκ

∂xν = 0

��>
ex3

η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

=



�
��>

0
∂g12
∂x3 +����*

0

gκ2
∂ξκ

∂x1 +����*
0

g1κ
∂ξκ

∂x2 = 0

∂g22
∂x3 +����*

0

gκ2
∂ξκ

∂x2 +����*
0

g2κ
∂ξκ

∂x2 = 0 ⇒ g22 = g22(x1, x2)

�
��>

0
∂g13
∂x3 +����*

0

gκ3
∂ξκ

∂x1 +����*
0

g1κ
∂ξκ

∂x3 = 0

∂g23
∂x3 +����*

0

gκ3
∂ξκ

∂x2 +����*
0

g2κ
∂ξκ

∂x3 = 0 ⇒ g23 = g23(x1, x2)

∂g33
∂x3 +����*

0

gκ3
∂ξκ

∂x3 +����*
0

g3κ
∂ξκ

∂x3 = 0 ⇒ g33 = g33(x1, x2)

����*
0

ex3 ∂g12
∂x2 +����*

0

gκ2
∂ηκ

∂x1 +����*
0

g1κ
∂ηκ

∂x2 = 0

ex3 ∂g22
∂x2 +����*

0

gκ2
∂ηκ

∂x2 +����*
0

g2κ
∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ g22 = g22(x1)

����*
0

ex3 ∂g13
∂x2 +����*

0

gκ3
∂ηκ

∂x1 +����*
0

g11
∂η1

∂x3 +����*
0

g12
∂η2

∂x3 +����*
0

g13
∂η3

∂x3 = 0

ex3 ∂g23
∂x2 +����*

0

gκ3
∂ηκ

∂x2 +����*
0

g21
∂η1

∂x3 + g22
∂η2

∂x3 +����*
0

g23
∂η3

∂x3 = 0

ex3 ∂g33
∂x2 + 2����*

0

g31
∂η1

∂x3 + 2g32
∂η2

∂x3 + 2����*
0

g33
∂η3

∂x3 = 0

=

{
∂g23
∂x2 = −g22
∂g33
∂x2 = −2g32

⇒

{
g23 = −g22(x1)x2 + b(x1) = −a(x1)x2 + b(x1)

g33 = −g22(x1)x
2
2

2 + b(x1)x2 + c(x1) = x22a(x1)− 2b(x1)x2 + c(x1)

ds2 =dx21 + adx22 + 2(−a(x1)x2 + b(x1))dx2dx3 + (x22a(x1)− 2b(x1)x2 + c(x1))dx
2
3 (3.15)

3.1.5 Χώροι με μια αμετάβατη ομάδα μετασχηματισμών Gr, r ≥ 3

Τώρα θα ασχοληθούμε με τον τρισδιάστατο χώρο που επιδέχεται χώρο μετασχηματισμών με
παραπάνω από 2 παραμέτρους, ξεκινώντας από την αμετάβατη ομάδα μετασχηματισμών. Από τις
υποθέσεις για την G2 οι ελάχιστες αναλλοίωτες ποικιλίες της ομάδας μετασχηματισμών αποτελούν
γεωδαιτικές επιφάνειες, και λόγω αυτής της ιδιότητας πρέπει να ικανοποιείται και για Gr, r ≥ 3,
αυτό ισχύει διότι αν όλα τα σημεία μίας επιφάνειας ήταν σταθερά τότε η επιφάνεια θα έπρεπε να
είναι ακινητοποιημένη.

ds2 = dx21 + g22dx
2
2 + 2g23dx2dx3 + 2g23dx

2
3 (3.13)

και οι γεωδαιτικά παράλληλες επιφάνειες x1 = constant θα έχουν σταθερή καμπυλότητα. Επιλέγο-
ντας αυθαίρετα την τιμή του x1 = 0 αυτές οι επιφάνειες θα μπορούν να χαρακτηριστούν από τρεις
καμπυλότητες K = 0, 1,−1. Έτσι για τις τρεις καμπυλότητες μπορούμε να επιλέξουμε x1 = constant
και από την εξίσωση Killing , 3.2, θα εξαγάγουμε την μορφή της μετρικής όπου αργότερα θα γενι-
κεύσουμε για x1 ̸= constant.
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X =



XK
µ =


X1 = ∂

∂x2

X2 = ∂
∂x3

X3 = x3
∂
∂x2 − x2

∂
∂x3

K = 0

XK
µ =


X1 = ∂

∂x3

X2 = sinx3 ∂
∂x2 + cotx2 cosx3 ∂

∂x3

X3 = cosx3 ∂
∂x2 − cotx2 sinx3 ∂

∂x3

K = 1

XK
µ =


X1 = ∂

∂x3

X2 = ∂
∂x2 − x3

∂
∂x3

X3 = x3
∂
∂x2 − 1

2 (e
−2x3 − x22)

∂
∂x3

K = −1

3.2 =


ξτ
∂gµν

∂xτ + gκν
∂ξκ

∂xµ + gµκ
∂ξκ

∂xν = 0

ητ
∂gµν

∂xτ + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

θτ
∂gµν

∂xτ + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0

=




ξ2
∂gµν

∂x2 +����*
0

gκν
∂ξκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ξκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1, x3)

η3
∂gµν

∂x3 +����*
0

gκν
∂ηκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ηκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1)

����*
0

θ3
∂gµν

∂x2 +����*
0

θ2
∂gµν

∂x3 + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0

K = 0


ξ3
∂gµν

∂x3 +����*
0

gκν
∂ξκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ξκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1, x2)

η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

θ2
∂gµν

∂x2 +����*
0

θ3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0

K = 1


ξ3
∂gµν

∂xτ +����*
0

gκν
∂ξκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ξκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1, x2)

η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

θ2
∂gµν

∂x2 +����*
0

θ3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0

K = −1

=



g2ν���>
δ3µ

∂x3

∂xµ + g3ν����*
−δ2µ

∂(−x2)
∂xµ + gµ2�

��>
δ3ν

∂x3

∂xν + gµ3����*
−δ2ν

∂(−x2)
∂xν = 0

g2νδ3µ − g3νδ2µ + gµ2δν3 − gµ3δν2 = 0 ⇒ g23 = 0
K = 0

ξ3
∂gµν

∂x3 +����*
0

gκν
∂ξκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ξκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1, x2)

sinx3 ∂gµν

∂x2 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0

cosx3 ∂gµν

∂x2 + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0
∂gµν

∂x2 + gκν(sinx3 ∂η
κ

∂xµ + cosx3 ∂θ
κ

∂xµ ) + gµκ(sinx3 ∂η
κ

∂xν + cosx3 ∂θ
κ

∂xν ) = 0

∂g22
∂x2 + g32(sinx3�

��

− cos x3
cos2 x2

∂η3

∂x2 + cosx3�
��

− sin x3
cos2 x2

∂θ3

∂x2 ) = 0 ⇒ ∂g22
∂x2 = 0 ⇒ g22 = g22(x1)

∂g33
∂x2 + 2g32(sinx3�

��

− cos x3
cos2 x2

∂η3

∂x2 + cosx3�
��

− sin x3
cos2 x2

∂θ3

∂x2 ) + 2g33(sinx3�
��

− sin x3 cotx2

∂θ3

∂x3 + cosx3�
��

− cos x3 cotx2

∂θ3

∂x3 ) = 0
∂g33
∂x2 = 2 cotx2g33 ⇒ g33 = sin2 x2

K = 1



ξ3
∂gµν

∂xτ +����*
0

gκν
∂ξκ

∂xµ +����*
0

gµκ
∂ξκ

∂xν = 0 ⇒ gµν = gµν(x1, x2)

∂gµν

∂x2 + gκν
∂ηκ

∂xµ + gµκ
∂ηκ

∂xν = 0 ⇒ ∂g22
∂x2 + gκ2�

��
0

∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ g22 = g22(x1)
∂g33
∂x2 + 2gκ3

∂ηκ

∂x3 = 0 ⇒ ∂g33
∂x2 + 2g33

∂(−x3)
∂x3 = 0 ⇒ g33 = e2x2

∂g23
∂x2 +�����: 0

2gκ3
∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ g23 = g23(x1)

x3
∂gµν

∂x2 + gκν
∂θκ

∂xµ + gµκ
∂θκ

∂xν = 0

K = −1

(3.16)

Αφού έχουμε κάνει όλους τους υπολογισμούς για να βρούμε την μορφή των συνιστωσών της
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μετρικής και έχουμε επιλέξει σταθερό το x1 παίρνουμε την μετρική.

ds2 =


dx22 + dx23 K = 0

dx22 + sin2 x2dx23 K = 1

dx22 + e2x2dx23 K = −1

Αφού είδαμε ποια θα είναι η μορφή των εξισώσεων για x1 = constant είναι ώρα να γενικεύσουμε
και για x1 ̸= constant όπου η μορφή της μετρικής θα είναι η εξής.

ds2 =


dx21 + ϕ(x1)

2(dx22 + dx23) K = 0

dx21 + ϕ(x1)
2(dx22 + sinx2dx23) K = 1

dx21 + ϕ(x1)
2(dx22 + e2x2dx23) K = −1

(3.17)

Όπου οι υπολογισμοί έχουν γίνει παραπάνω, 3.16, και για τις τρεις περιπτώσεις της σταθερής κα-
μπυλότητας, K = 0, 1,−1. Η συνάρτηση ϕ(x1) εισάγεται ως σύμμορφος παράγων χωρίς να επηρεάζει
την διαφορική εξίσωση, 3.2, απλός στην προηγούμενη περίπτωση ήταν σταθερή, x1 = constant, οπότε
το απορροφούσαν οι μεταβλητές x2, x3. Στην συνέχεια θα δούμε τις πλήρεις εξισώσεις για την συ-
γκεκριμένη μετρική. Όπου και θα ολοκληρωθεί η ταξινόμηση των ομογενών τριδιάστατων μετρικών.
Έχουμε το διάνυσμα Killing για το οποίο θα βρούμε την τελική μορφή της μετρικής

X =ηµ
∂

∂xµ
= η1

∂

∂x1
+ η2

∂

∂x2
+ η3

∂

∂x3

Η μορφή της μετρικής που έχουμε είναι η εξής και μέσω των εξισώσεων, 3.2, θα προσδιορίσουμε
την πλήρη μορφή που πρέπει να έχει για να είναι συμβατή με την άλγεβρα μας.

3.2 =

η1 ∂gµν

∂x1 +����*
0

η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ
∂xµ

+ gµκ
∂ηκ
∂xν

= 0

η1
∂gµµ

∂x1 + 2gµκ
∂ηκ
∂xµ

= 0

=



����*
0

η1
∂g11
∂x1 + 2gκ1

∂ηκ
∂x1

= 0 ⇒ ∂η1
∂x1

µ = ν = 1

η1
∂g22
∂x1 + 2gκ2

∂η2

∂x2 = 0 ⇒ η12ϕϕ
′ + 2ϕ2 ∂η

2

∂x2 = 0 µ = ν = 2

η1
∂g33
∂x1 + 2gκ3

∂η3

∂x3 = 0 ⇒ η12ϕϕ
′ + 2ϕ2 ∂η

3

∂x3 = 0 µ = ν = 3

����*
0

η1
∂g12
∂x1 + gκ1

∂ηκ

∂x2 + g2κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x2 + ϕ2 ∂η
2

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 2

����*
0

η1
∂g13
∂x1 + gκ1

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x3 + ϕ2 ∂η
3

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 3

����*
0

η1
∂g23
∂x1 + gκ2

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ ϕ2 ∂η
2

∂x3 + ϕ2 ∂η
3

∂x2 = 0 µ = 2, ν = 3

=


∂η2

∂x1
= − 1

ϕ2
∂η1

∂x2
& ∂η3

∂x1
= − 1

ϕ2
∂η1

∂x3

∂2η2

∂x1∂x2
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 = 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
2
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1

∂2η3

∂x1∂x3
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 = 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
3
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1

Εφόσον έχουμε ότι το η1 είναι ανεξάρτητο του x1 θα πρέπει να ισχύει ότι, ϕ′′ϕ − ϕ′2 = constant
γιατί αλλιώς θα είχε εξάρτηση από αυτό οπότε βρίσκουμε.

=



∂2η1

∂x2
2
= cη1

∂2η1

∂x2
3
= cη1

η2 = −∂η1

∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ψ(x2, x3)

η3 = −∂η1

∂x3

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ζ(x2, x3)

−2 ∂η1

∂x3∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ∂ζ(x2,x3)

∂x2 + ∂ψ(x2,x3)
∂x3 = 0

(3.18)
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Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει το η1 = constant διότι από την τελευταία σχέση έχουμε ότι
ο συντελεστής του ολοκληρώματος, ∂η1

∂x3∂x2 , πρέπει να είναι μηδέν αλλιώς τα ψ, ζ θα εξαρτώνται
από την μεταβλητή x1 οπότε έχουμε η1 = constant άρα η2 = ψ & η3 = ζ. Οπότε έχουμε από
τις εξισώσεις αυτές να προκύπτει είτε ο Ευκλείδειος χώρος, αν υποθέσουμε c = 0, είτε χώρος
σταθερής καμπυλότητας, αν επιλέξουμε c = k, c ∈ C (καμπυλότητα K = −k2). Σε κάθε περίπτωση
προκύπτει πλήρης ομάδα μετασχηματισμών που έχει έξι παραμέτρους. Τώρα θα ασχοληθούμε με
την περίπτωση θετικής σταθερής καμπυλότητας όπου πάλι μέσω των εξισώσεων Killing , 3.2, θα
προσδιορίσουμε την πλήρη μορφή της μετρικής

3.2 =

η1 ∂gµν

∂x1 + η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ
∂xµ

+ gµκ
∂ηκ
∂xν

= 0

η1
∂gµµ

∂x1 + η2
∂gµµ

∂x2 + 2gµκ
∂ηκ
∂xµ

= 0

=



����*
0

η1
∂g11
∂x1 +����*

0

η2
∂g11
∂x2 + 2gκ1

∂ηκ
∂x1

= 0 ⇒ ∂η1
∂x1

= 0 µ = ν = 1

η1
∂g22
∂x1 +����*

0

η2
∂g22
∂x2 + 2gκ2

∂η2

∂x2 = 0 ⇒ η12ϕϕ
′ + 2ϕ2 ∂η

2

∂x2 = 0 µ = ν = 2

η1
∂g33
∂x1 + η2

∂g33
∂x2 + 2gκ3

∂η3

∂x3 = 0 ⇒
η12ϕϕ

′ sin2 x2 + 2ϕ2 sinx2 cosx2η2 + 2ϕ2 sin2 x2 ∂η
3

∂x3 = 0 µ = ν = 3

����*
0

η1
∂g12
∂x1 +����*

0

η2
∂g12
∂x2 + gκ1

∂ηκ

∂x2 + g2κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x2 + ϕ2 ∂η
2

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 2

����*
0

η1
∂g13
∂x1 +����*

0

η2
∂g13
∂x2 + gκ1

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x3 + ϕ2 sin2 x2 ∂η
3

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 3

����*
0

η1
∂g23
∂x1 +����*

0

η2
∂g23
∂x2 + gκ2

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ ϕ2 ∂η
2

∂x3 + ϕ2 sin2 x2 ∂η
3

∂x2 = 0 µ = 2, ν = 3

=


∂η2

∂x1
= − 1

ϕ2
∂η1

∂x2
& ∂η3

∂x1
= − 1

sin2 x2ϕ2
∂η1

∂x3

∂2η2

∂x1∂x2
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 = 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
2
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1

∂2η3

∂x1∂x3
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 + cot x2

ϕ2
∂η2
∂x1

= 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
3
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2) sin2 x2η1 − sinx2 cosx2 ∂η2∂x1

Εφόσον έχουμε ότι το η1 είναι ανεξάρτητο του x1 θα πρέπει να ισχύει ότι, ϕ′′ϕ − ϕ′2 = constant
γιατί αλλιώς θα είχε εξάρτηση από αυτό οπότε βρίσκουμε.

=



∂2η1

∂x2
2
= cη1

∂2η1

∂x2
3
= cη1 sin2 x2η1 − sinx2 cosx2 ∂η1∂x2

η2 = −∂η1

∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ψ(x2, x3)

∂η2

∂x3 = − ∂η1

∂x3∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ∂ψ(x2,x3)

∂x3

η3 = − 1
sin2 x2

∂η1

∂x3

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ζ(x2, x3)

∂η3

∂x2 = 2 sin x2 cosx2

sin4 x2

∂η1

∂x3

∫
dx1

ϕ2(x1)
− 1

sin2 x2

∂η1

∂x3∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ∂ζ(x2,x3)

∂x2

−2
(

∂η1

∂x3∂x2 − cotx2 ∂η
1

∂x3

) ∫
dx1

ϕ2(x1)
+ sin2 x2 ∂ζ(x2,x3)

∂x2 + ∂ψ(x2,x3)
∂x3 = 0

(3.19)
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Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει το η1 = constant διότι από την τελευταία σχέση έχουμε ότι ο
συντελεστής του ολοκληρώματος,

(
∂η1

∂x3∂x2 − cotx2 ∂η
1

∂x3

)
, πρέπει να είναι μηδέν αλλιώς τα ψ, ζ θα

εξαρτώνται από την μεταβλητή x1 οπότε έχουμε η1 = constant άρα η2 = ψ & η3 = ζ.

∂η1

∂x3∂x2
= cotx2

∂η1

∂x3
∂3η1

∂x3∂x22
=− 1

sin2 x2
∂η1

∂x3
+ cotx2

∂2η1

∂x3∂x2
⇒ ∂cη1

∂x3
= − 1

sin2 x2
∂η1

∂x3
+ cot2 x2

∂η1

∂x3

c
∂η1

∂x3
=− −1 + cos2 x2

sin2 x2
∂η1

∂x3
⇒ (c+ 1)

∂η1

∂x3
= 0 ⇒

{
c = −1 (a)
∂η1

∂x3
= 0 (b)

(a) ⇒ϕ′′ϕ− ϕ′2 = −1 ⇒ ϕ′′′ϕ+ ϕ′′ϕ′ − 2ϕ′ϕ′′ = 0 ⇒ ϕ′′′

ϕ′′
=
ϕ′

ϕ
⇒ lnϕ′′ = ln(kϕ) ⇒ ϕ′′ = kϕ

ϕ′2 =1 + kϕ2 =


1 k = 0

1 + ϕ2

R2 k > 0

1− ϕ2

R2 k < 0

⇒ ϕ =


x1 k = 0

R sin x1

R k > 0

R sinh2 x1

R k < 0

ds2 =


dx21 + x21(dx2 + dx23) k = 0

dx21 +R2 sin2 x1

R (dx2 + sin2 x2dx23) k > 0

dx21 +R2 sinh2 x1

R (dx2 + e2x2dx23) k < 0

Η πρώτη σχέση ανήκει στον Ευκλείδειο χώρο σε πολικές συντεταγμένες και οι δεύτερη και η σχέση
σε χώρους με θετική και αρνητική καμπυλότητα αντίστοιχα. Οι χώροι αυτοί ικανοποιούν την ομάδα
μετασχηματισμών G6.

(b) ⇒∂2η1
∂x22

= cη1 &
�
�
���

0

∂2η1

∂x23
= cη1 sin2 x2η1 − sinx2 cosx2

∂η1
∂x2

⇒ ∂η1
∂x2

= c tanx2η1

∂2η1
∂x22

=c tanx2
∂η1
∂x2

+
c

cos2 x2
η1 ⇒ cη1 = c

(
tan2 x2 +

1

cos2 x2

)
η1 ⇒ c

(
1− 1

cos2 x2

)
= c2

sin2 x2
cos2 x2

c(c+ 1) =0 (3.20)

Από τις δύο περιπτώσεις που προέκυψαν για το c την περίπτωση c = −1 την έχουμε μελετήσει
οπότε μας μένει η περίπτωση c = 0 συνεπώς θα έχουμε η1 = constant = a.

(b) =


∂ψ
∂x2

+ aϕ
′

ϕ = 0
∂ζ
∂x3

+ aϕ
′

ϕ + cotx2ψ = 0
∂ψ
∂x3

+ sin2 x2 ∂ζ
∂x2

= 0

(3.21)

Για να ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις πρέπει να ισχύει ϕ
′

ϕ = b συνεπώς θα έχουμε.

∂ψ

∂x2
=− ab⇒ ψ(x2, x3) = −abx2 + θ(x3)

∂ζ

∂x2
=− θ′

sin2 x2
& ∂ζ

∂x3
= −ab− cotx2(−abx2 + θ(x3)) ⇒

∂2ζ

∂x2∂x3
=− θ′′

sin2 x2
& ∂2ζ

∂x3∂x2
=

(−abx2 + θ(x3))

sin2 x2
+ cotx2ab⇒

θ′′ + θ =− ab(x2 − sinx2 cosx2) (3.22)
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Όπου από την συνθήκη ολοκληρωσιμότητας πρέπει το δεξί μέλος να είναι μηδέν ο μόνος τρόπος να
ισχύει αυτό ταυτοτικά είναι το γινόμενο ab να είναι μηδέν αλλά επειδή δεχτήκαμε ότι το η1 = a ̸= 0
θα ισχύει ότι b = 0 άρα.

θ′′ + θ =0 ⇒ θ(x3) = m sinx3 + n cosx3
ζ = cotx2(m cosx3 − n sinx3) + l

ηµ =


a µ = 1

m sinx3 + n cosx3 µ = 2

cotx2(m cosx3 − n sinx3) + l µ = 3

Όπου έχουμε a,m, l, n αυθαίρετες σταθερές τις οποίες από την άλγεβρα μπορούμε να τις υπολογί-
σουμε. Συνεπώς η ομάδα G4 μας δίνει τελικά.

Xµ =


X1 = ∂

∂x3
µ = 1

X2 = sinx3 ∂
∂x2

+ cotx2 cosx3 ∂
∂x3

µ = 2

X3 = cosx3 ∂
∂x2

− cotx2 sinx3 ∂
∂x3

µ = 3

X4 = ∂
∂x1

µ = 4

(3.23)

[Xi, Xj ] =


X3 i = 1, j = 2

X2 i = 3, j = 1

X1 i = 2, j = 3

0 i = 1, 2, 3, j = 4

(3.24)

ds2 =dx21 + dx22 + sin2 x2dx23 (3.25)

Η μορφή της μετρικής ήδη καθιστά ήδη εκ των προτέρων ενδείξεις ότι, εκτός από τις άπειρες κινήσεις
που αντιστοιχούν στην ολίσθηση στις σταθερές επιφάνειες, x1, στον εαυτό τους, υπάρχει μία ομάδα
G1 που επιτρέπει x′1 = x1 + constant, x′2 = x2, x

′
3 = x3. Αλλά από τους υπολογισμούς μας βλέπουμε

ότι η ομάδα G4 είναι επίσης η πλήρης ομάδα μετασχηματισμών. Μία τέτοια ομάδα όπως η G4 είναι
καθαρά μεταβατική, Επιπλέον αποτελεί ομάδα Lie διότι οι κινήσεις που αφήνουν ένα σημείο του
χώρου αναλλοίωτο αφήνουν και όλα τα σημεία μίας γεωδαιτικής, x1, από τα οποία περνάει διαμέσο
αυτής. Άρα αυτές οι γεωδαιτικές είναι οι ποικιλίες που συνθέτουν την ομάδα. Όλος ο χώρος μπορεί
να περιστραφεί γύρω από κάθε μία από αυτές, αλλά καμία άλλη περιστροφή δεν είναι επιτρεπτή.

3.2 =

η1 ∂gµν

∂x1 + η2
∂gµν

∂x2 +����*
0

η3
∂gµν

∂x3 + gκν
∂ηκ
∂xµ

+ gµκ
∂ηκ
∂xν

= 0

η1
∂gµµ

∂x1 + η2
∂gµµ

∂x2 + 2gµκ
∂ηκ
∂xµ

= 0

=



����*
0

η1
∂g11
∂x1 +����*

0

η2
∂g11
∂x2 + 2gκ1

∂ηκ
∂x1

= 0 ⇒ ∂η1
∂x1

= 0 µ = ν = 1

η1
∂g22
∂x1 +����*

0

η2
∂g22
∂x2 + 2gκ2

∂η2

∂x2 = 0 ⇒ η12ϕϕ
′ + 2ϕ2 ∂η

2

∂x2 = 0 µ = ν = 2

η1
∂g33
∂x1 + η2

∂g33
∂x2 + 2gκ3

∂η3

∂x3 = 0 ⇒ η12ϕϕ
′e2x2 + 2ϕ2e2x2η2 + 2ϕ2e2x2 ∂η

3

∂x3 = 0 µ = ν = 3

����*
0

η1
∂g12
∂x1 +����*

0

η2
∂g12
∂x2 + gκ1

∂ηκ

∂x2 + g2κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x2 + ϕ2 ∂η
2

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 2

����*
0

η1
∂g13
∂x1 +����*

0

η2
∂g13
∂x2 + gκ1

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x1 = 0 ⇒ ∂η1

∂x3 + ϕ2e2x2 ∂η
3

∂x1 = 0 µ = 1, ν = 3

����*
0

η1
∂g23
∂x1 +����*

0

η2
∂g23
∂x2 + gκ2

∂ηκ

∂x3 + g3κ
∂ηκ

∂x2 = 0 ⇒ ϕ2 ∂η
2

∂x3 + ϕ2e2x2 ∂η
3

∂x2 = 0 µ = 2, ν = 3

=



∂η2

∂x1
= − 1

ϕ2
∂η1

∂x2
& ∂η3

∂x1
= − e−2x2

ϕ2
∂η1

∂x3

∂2η2

∂x1∂x2
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 = 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
2
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1

∂2η3

∂x1∂x3
+ (ϕ′′ϕ−ϕ′2)

ϕ2 η1 + ∂η2
∂x1

= 0 ⇒ ∂2η1

∂x2
3
= (ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1 − e−2x2ϕ2 ∂η2∂x1

∂2η1

∂x2
3
= e2x2(ϕ′′ϕ− ϕ′2)η1 − e2x2 ∂η1

∂x2
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Εφόσον έχουμε ότι το η1 είναι ανεξάρτητο του x1 θα πρέπει να ισχύει ότι, ϕ′′ϕ − ϕ′2 = constant
γιατί αλλιώς θα είχε εξάρτηση από αυτό οπότε βρίσκουμε.

=



∂2η1

∂x2
2
= cη1

∂2η1

∂x2
3
= e2x2

(
cη1 − ∂η1

∂x2

)
η2 = −∂η1

∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ψ(x2, x3)

∂η2

∂x3 = − ∂η1

∂x3∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ∂ψ(x2,x3)

∂x3

η3 = −e−2x2 ∂η
1

∂x3

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ζ(x2, x3)

∂η3

∂x2 = 2e−2x2 ∂η
1

∂x3

∫
dx1

ϕ2(x1)
− e−2x2 ∂η1

∂x3∂x2

∫
dx1

ϕ2(x1)
+ ∂ζ(x2,x3)

∂x2

−2
(

∂η1

∂x3∂x2 − ∂η1

∂x3

) ∫
dx1

ϕ2(x1)
+ e2x2 ∂ζ(x2,x3)

∂x2 + ∂ψ(x2,x3)
∂x3 = 0

(3.26)

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει το η1 = constant διότι από την τελευταία σχέση έχουμε ότι ο
συντελεστής του ολοκληρώματος,

(
∂η1

∂x3∂x2− ∂η1

∂x3

)
, πρέπει να είναι μηδέν αλλιώς τα ψ, ζ θα εξαρτώνται

από την μεταβλητή x1 οπότε έχουμε η1 = constant άρα η2 = ψ & η3 = ζ.

∂η1

∂x3∂x2
=
∂η1

∂x3

∂3η1

∂x3∂x22
=

∂2η1

∂x3∂x2
⇒ ∂cη1

∂x3
=
∂η1

∂x3
⇒ (c− 1)

∂η1

∂x3
= 0 ⇒

{
c = 1 (a)
∂η1

∂x3
= 0 (b)

(a) ⇒ϕ′′ϕ− ϕ′2 = 1 ⇒ ϕ′′′ϕ+ ϕ′′ϕ′ − 2ϕ′ϕ′′ = 0 ⇒ ϕ′′′

ϕ′′
=
ϕ′

ϕ
⇒ lnϕ′′ = ln(kϕ) ⇒ ϕ′′ = kϕ (3.27)

Η σταθερά k πρέπει να είναι υποχρεωτικά θετική αλλιώς το ϕ θα ήταν μιγαδικό. Οπότε θέτουμε
k = 1

R2 και έχουμε.

ϕ(x1) =R cosh
x1
R

ds2 =dx21 +R2 cosh2 x1
R

(dx22 + e2x2dx23) (3.28)

Από τις δύο περιπτώσεις που προέκυψαν για το c την περίπτωση c = −1 την έχουμε μελετήσει
οπότε μας μένει η περίπτωση c = 0 συνεπώς θα έχουμε η1 = constant = a.

(b) =


∂ψ
∂x2

+ aϕ
′

ϕ = 0
∂ζ
∂x3

+ aϕ
′

ϕ + ψ = 0
∂ψ
∂x3

+ e2x2 ∂ζ
∂x2

= 0

(3.29)

Για να ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις πρέπει να ισχύει ϕ
′

ϕ = b συνεπώς θα έχουμε.

∂ψ

∂x2
=− ab⇒ ψ(x2, x3) = −abx2 + θ(x3)

∂ζ

∂x2
=− e−2x2θ′ & ∂ζ

∂x3
= −ab− (−abx2 + θ(x3)) ⇒

∂2ζ

∂x2∂x3
=− e−2x2θ′′ & ∂2ζ

∂x3∂x2
= ab⇒

θ′′ =− abe2x2 (3.30)
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Όπου από την συνθήκη ολοκληρωσιμότητας πρέπει το δεξί μέλος να είναι μηδέν ο μόνος τρόπος να
ισχύει αυτό ταυτοτικά είναι το γινόμενο ab να είναι μηδέν αλλά επειδή δεχτήκαμε ότι το η1 = a ̸= 0
θα ισχύει ότι b = 0 άρα.

θ′′ =0 ⇒ θ(x3) = mx3 + n

ζ =− 1

2
(mx23 + 2nx3)

ηµ =


a µ = 1

mx3 + n
m
2 (e

−2x2 − x23)− lx3 + d

Όπου έχουμε a,m, l, n αυθαίρετες σταθερές τις οποίες από την άλγεβρα μπορούμε να τις υπολογί-
σουμε. Συνεπώς η ομάδα G4 μας δίνει τελικά.

Xµ =


X1 = ∂

∂x3
µ = 1

X2 = − ∂
∂x2

+ x3
∂
∂x3

µ = 2

X3 = x3
∂
∂x2

1
2 (e

−2x2 − x23)
∂
∂x3

µ = 3

X4 = ∂
∂x1

µ = 4

(3.31)

[Xi, Xj ] =


X1 i = 1, j = 2

X3 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

0 i = 1, 2, 3, j = 4

(3.32)

ds2 =dx21 + dx22 + sin2 x2dx23 (3.33)

H άλγεβρα που προέκυψε είναι ίδια με την προηγούμενη ανάλυση που έγινε παρόλα αυτά μιλάμε
για δύο διαφορετικού τύπου χώρους που ικανοποιούν, γεγονός που καθορίζεται από την παρατή-
ρηση ώστε οι δύο επιφάνειες είναι ορθογώνιες με τις γεωδαιτικές, x1 επιφάνειες θετικής σταθερής
καμπυλότητας ενώ για τον εν λόγο χώρο είναι για σταθερή αρνητική καμπυλότητα.

Συνοψίζοντας έχουμε το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 3.1.1. Αν ένας τρισδιάστατος χώρος ικανοποιεί αμετάβατη ομάδα μετασχηματισμού
G3, η μετρική σχέση μπορεί να αναχθεί σε έναν από τους τρεις τύπους.

ds2 =


dx21 + ϕ(x1)(dx

2
2 + dx23)

dx21 + ϕ(x1)(dx
2
2 + sin2 x2dx23)

dx21 + ϕ(x1)(dx
2
2 + e2x2dx23)

(3.34)

και γενικά ολόκληρη η ομάδα των κινήσεων είναι ακριβός ομάδα τριων παραμέτρων. Την μόνη
εξαίρεσή αποτελούν οι δύο παρακάτω χώροι.

ds2 =

{
dx21 + dx22 + sin2 x2dx23
dx21 + dx22 + e2x2dx23

(3.35)

που ο καθένας είναι ομάδα τεσσάρων παραμέτρων, και οι χώροι με σταθερή καμπυλότητα
που ικανοποιούν ομάδα έξι παραμέτρων.

3.1.6 Χώροι με μια μεταβατική ομάδα μετασχηματισμών G3

Aφού έχουμε μελετήσει τους χώρους με αμετάβατη ομάδα μετασχηματισμών ήρθε η ώρα να
κάνουμε το ίδιο με τους χώρους με μεταβατική ομάδα μετασχηματισμών. Θα υποθέσουμε ότι η με-
τρική του χώρου μας δίνεται από την παρακάτω σχέση, η οποία ορίζεται μέσω πρώτων μορφών, και
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θα εξαγάγουμε τα διανύσματα Killing και θα βρούμε ποια άλγεβρα ικανοποιούν και πως μπορούμε
να τις ταξινομήσουμε

Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε μεταβατικές ομάδες G3 στις τρεις μεταβλητές, x1, x2, x3,
για χώρους που επιδέχονται τέτοιους μετασχηματισμούς.

ds2 =hαβ(x)dx
αdxβ = hαβ(x

′)dx′αdx′β

dx′α =
∂x′α

∂xδ
dxδ

ds2
e(a)

α dx
α

= ηabe
(a)
α dx

αe
(b)
β dx

β

e(a)α (x)e
β
(a)(x) =δ

β
α & e(a)α (x)e

α
(b)(x) = δab (3.36)

e(a)α (x)dx
α =e(a)α (x

′)dx′α
eβ

(a)
(x′)

⇒ eβ(a)(x
′)e(a)α (x)dx

α =
∂x′α

∂xδ
dxδ

��������:δβα
eβ(a)(x

′)e
(a)
β (x

′)

∂x′β

∂xα
=eβ(a)(x

′)e(a)α (x)

∂2x′β

∂xγ∂xα
=
∂eβ(a)(x

′)

∂xγ
e(a)α (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
α (x)

∂xγ
=
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
∂x′δ

∂xγ
e(a)α (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
α (x)

∂xγ

=
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)e(b)γ (x)e
(a)
α (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
α (x)

∂xγ

∂2x′β

∂xα∂xγ
=
∂eβ(a)(x

′)

∂xα
e(a)γ (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
γ (x)

∂xα
=
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
∂x′δ

∂xα
e(a)γ (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
γ (x)

∂xα

=
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)e(b)α (x)e
(a)
γ (x) + eβ(a)(x

′)
∂e

(a)
γ (x)

∂xα

Για να είναι ολοκληρώσιμο το σύστημα θα πρέπει να ισχύει η εξής συνθήκη ολοκληρωσιμότητας.

∂2x′β

∂xγ∂xα
=

∂2x′β

∂xα∂xγ

eβ(a)(x
′)
(∂e(a)γ (x)

∂xα
− ∂e

(a)
α (x)

∂xγ

)
=
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)e(b)γ (x)e
(a)
α (x)−

∂eβ(a)(x
′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)e(b)α (x)e
(a)
γ (x)

eβ(a)(x
′)
(∂e(a)γ (x)

∂xα
− ∂e

(a)
α (x)

∂xγ

)
=

(
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)−
∂eβ(b)(x

′)

∂x′δ
eδ(a)(x

′)

)
e(b)γ (x)e

(a)
α (x)

Για να μπορούμε να βγάλουμε συμπέρασμα από το κριτήριο αυτό θα πρέπει οι εξισώσεις να μην
έχουν πλεγμένες τις συντεταγμένες x, x′ έτσι θα πολλαπλασιάσουμε το δεξί μέρος της εν λόγω
εξίσωσης με τον αντίστροφο e(b)β(x′) καθώς και το αριστερό μέλος με το γινόμενο των αντίστροφων
eβ(b)(x)e

γ
(a)(x) και χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις 3.36 θα τις αποσυζεύξουμε.

e(b)γ (x)e
(a)
α (x)e

δ
(b)(x)e

ϵ
(a)(x)e

(f)
β (x′) =δδγδ

ϵ
αe

(f)
β (x′)

eδ(b)(x)e
ϵ
(a)(x)e

(f)
β (x′)eβ(a)(x

′) =δfae
δ
(b)(x)e

ϵ
(a)(x)

Όπου παραπάνω υπολογίσαμε το γινόμενο των αντίστροφων και καταλήξαμε στις δύο σχέσεις τις
οποίες θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω και θα βρούμε τελικά ότι η συνθήκη ολοκληρωσιμότητας
καταλήγει στην παρακάτω σχέση.

eα(d)(x)e
γ
(c)(x)

(∂e(f)γ (x)

∂xα
− ∂e

(f)
α (x)

∂xγ

)
=

(
∂eβ(a)(x

′)

∂x′δ
eδ(c)(x

′)−
∂eβ(c)(x

′)

∂x′δ
eδ(b)(x

′)

)
e
(f)
β (x)
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Όμως η τελευταία εξίσωση πρέπει να ισχύει ταυτόχρονα και για x αλλά και για x′ άρα θα πρέπει
και τα δύο μέλη να εξισώνονται με σταθερές συνεπώς έχουμε.

Cfdc =e
α
(d)(x)e

γ
(c)(x)

(∂e(f)γ (x)

∂xα
− ∂e

(f)
α (x)

∂xγ

)
(3.37)

−Cfcd ≡e
γ
(d)(x)e

α
(c)(x)

(∂e(f)α (x)

∂xγ
− ∂e

(f)
γ (x)

∂xα

)
(3.37)

eα(a)e
(a)
β =δαβ ⇒ ∂e

(c)
α

∂xβ
= −e(c)δ e

(d)
α

∂eδ(d)

∂xβ

Ccabe
γ
(c) =e

γ
(c)e

α
(a)e

β
(b)

(
− e

(c)
δ e

(d)
α

∂eδ(d)

∂xβ
+ e

(d)
β e

(c)
δ

∂eδ(d)

∂xα

)
=− δγδδ

d
ae
β
(b)

∂eδ(d)

∂xβ
+ δγδδ

d
be
α
(a)

∂eδ(d)

∂xα

Ccabe
γ
(c) =− eβ(b)

∂eγ(a)

∂xβ
+ eα(a)

∂eγ(b)

∂xα

Ccabe
γ
(c)

∂

∂xγ
=− eβ(b)

∂eγ(a)

∂xβ
∂

∂xγ
+ eα(a)

∂eγ(b)

∂xα
∂

∂xγ

Τέλος θέτοντας Xa ≡ eα(a)
∂
∂xα τους γεννήτορες της άλγεβρας των μετασχηματισμών προκύπτει η

μεταθετική σχέση αυτών.

CcabXc =− eβ(b)
∂Xa

∂xβ
+ eβ(b)e

γ
(a)

�
�

�
��>

∂2

∂xγ∂xβ

∂2

∂xβ∂xγ
+ eα(a)

∂Xb

∂xα
− eα(a)e

γ
(b)

∂2

∂xγ∂xα

CcabXc =−XbXa +XaXb ≡ [Xa, Xb] (3.38)

Τέλος εφόσον έχουμε της σταθερές δομής της άλγεβρας Cαβγ οι οποίες ικανοποιούν την ταυτότητα
του Jacobi όπως φαίνεται και παρακάτω.

0 =[[Xa, Xb], Xc]] + [[Xc, Xa], Xb]] + [[Xb, Xc], Xa]] (3.39)

Η οποία με χρήση των μεταθετικών σχέσεων 3.38 μπορεί να πάρει την εξής μορφή.

0 =CeabC
d
ec + CebcC

d
ea + CecaC

d
eb (3.39)

Χρησιμοποιώντας το πλήρως αντισυμμετρικό σύμβολο των Levi − Civita θα επαναορίσουμε τις στα-
θερές δομής με την χρήση του συμβόλου και ποσοτήτων με δύο δείκτες μέσω ενός δυικού μετασχη-
ματισμού όπως φαίνεται παρακάτω.

Cabc =ϵbcdC
dc

Ύστερα από τον δυικό μετασχηματισμό έχουμε τις μεταθετικές σχέσεις των σταθερών ως εξής.

ϵabcXbXc =
1

2
(
����������:0

ϵabc(XbXc +XcXb) + ϵabc(XbXc −XcXb))

=
1

2
ϵabc(XbXc −XcXb) =

1

2
ϵabc[Xb, Xc] =

1

2
ϵabcCdbcXd

ϵabcXbXc =
1

2
(ϵabcCdbc − ϵabcCdcb)Xd =

1

2
(ϵabcCdbc + ϵabcCdbc)Xd

ϵabcXbXc ≡CadXd (3.40)
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Από την Ταυτότητα του Jacobi 3.39 πολλαπλασιασμένη με το σύμβολο Levi − Civita και τον δυικό
μετασχηματισμό των σταθερών δομής έχουμε.

0 =ϵabc([[Xa, Xb], Xc]] + [[Xc, Xa], Xb]] + [[Xb, Xc], Xa]])

=ϵabc[[Xa, Xb], Xc]] + ϵabc[[Xc, Xa], Xb]] + ϵabc[[Xb, Xc], Xa]]

=ϵabc[[Xa, Xb], Xc]] + ϵcab[[Xc, Xa], Xb]] + ϵbca[[Xb, Xc], Xa]]

=3ϵabc[[Xa, Xb], Xc]] = 3ϵabc[CdabXd, Xc] = 3ϵabcCdabC
e
dcXe

=3ϵabcϵablC
ldϵdckC

keXe = 18δclϵdckC
ldCkeXe = 0

ϵabcC
bcCad =0 (3.41)

Της σταθερές δομής Cab μπορούμε να τις γράψουμε ως προς το συμμετρικό και το αντισυμμετρικό
τους μέρος οπότε έχουμε.

Cab =Sab +Aab

Χρησιμοποιώντας πάλι έναν δυικό μετασχηματισμό μπορούμε να γράψουμε το αντισυμμετρικό μέ-
ρος αυτού ως προς ένα δυικό διάνυσμα.

Cab =Sab + ϵabcac (3.42)

Από την σχέση που προέκυψε από την ταυτότητα του Jacobi έχουμε.

ϵabcC
bcCad =ϵabc(S

bc + ϵbceae)C
ad = (����:0

ϵabcS
bc +����:

6δea
ϵabcϵ

bcead)C
ad

=6aaC
ad = 6aa(S

ad + ϵadeae) = 6aaS
ae + 6�����:0

ϵadeaaae = 0

aaS
ad =0 (3.43)

3.2 Ταξινόμηση διαφόρων τύπων για ομάδα G3

Με τις γενικές παρατηρήσεις που έχουμε κάνει νωρίτερα μπορούμε να είμαστε σίγουροι ότι
σε κάθε μεταβατική ομάδα G3 με πάνω από 3 μεταβλητές αντιστοιχούν πάντα χώρους τριών δια-
στάσεων που γίνεται δεκτό ως ομάδα κινήσεων. Ωστόσο δεν είναι αληθές και σωστό σε όλες τις
περιπτώσεις, ότι η πλήρης ομάδα των κινήσεων του χώρου που λαμβάνεται είναι όντως η δοσμένη
G3. Θα δούμε ότι μπορεί υπό ορισμένες συνθήκες της G3 η οποία συνεπάγεται κατ ’ανάγκην την
ύπαρξη μεγαλύτερης ομάδας κινήσεων. Επιπλέον, θέλουμε να δημιουργήσουμε για για κάθε πιθανό
τύπο της G3 μια αντίστοιχη κανονική μορφή για τη μετρική, εφαρμόζοντας την ολοκλήρωση την
οποία έχουμε δει σε προηγούμενη ανάλυση ως βάση των υπολογισμών μας, παίρνουμε την ταξινό-
μηση που δίνεται από των Lie των πιθανών συνθέσεων των ομάδων τριών παραμέτρων. Eδώ μία
ουσιαστική προειδοποίηση είναι απαραίτητη για εμάς. Στην ταξινόμηση του Lie δεν υπάρχει κανένας
τρόπος για να γίνει διάκριση μεταξύ πραγματικής και μιγαδικής ομάδας, ενώ στην παρούσα μελέτη
θέλουμε να αναφερθούμε μόνο σε πραγματικές ομάδες και τις πραγματικές τους υποομάδες έτσι θα
πρέπει, συνεπώς, να υποδιαιρέσουμε σε περισσότερους τύπους ορισμένα είδη τα οποία αποτελούν
ένα ενιαίο τύπο από τη γενική άποψη της Lie. Υποθέτοντας τις ολοκληρώσιμες ομάδες από τους έξι
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τύπους που έχουν ταξινομηθεί από τον Lie που προκύπτουν από τις ακόλουθες σχέσεις.

[Xi, Xj ] =




0 i = 1, j = 2

0 i = 2, j = 3

0 i = 1, j = 3

Type I


0 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

0 i = 3, j = 1

Type II


0 i = 1, j = 2

0 i = 2, j = 3

X1 i = 1, j = 3

Type III


0 i = 1, j = 2

X1 +X2 i = 2, j = 3

X1 i = 1, j = 3

Type IV


0 i = 1, j = 2

X1 +X2 i = 2, j = 3

X1 i = 1, j = 3

Type V


0 i = 1, j = 2

hX2, h ̸= 0, 1 i = 2, j = 3

X1 i = 1, j = 3

Type VI


0 i = 1, j = 2

−X1 + hX20 ≤ h ≤ 2 i = 2, j = 3

X2 i = 1, j = 3

Type VII

(3.44)

Ο V II τύπος είναι πραγματικός και προστέθηκε διότι δεν έχει καμία πραγματική υποομάδα, ενώ
οι υπόλοιποι έξι τύποι έχουν τουλάχιστον μία πραγματική υποομάδα G1. Επιπλέον πρέπει να
παρατηρήσουμε ότι στον τύπο V II η σταθερά h είναι ουσιώδους σημασίας διότι είναι αδύνατον
να υπάρξει μία άλλη ομάδα με ίδιες αλγεβρικές σχέσεις η οποία να είναι ισομορφική με αυτήν και
αυτό αποδεικνύεται παρακάτω. Έστω ότι υπάρχει μία τέτοια.

[Yi, Yj ] =


0 i = 1, j = 2

−Y1 + kY3, 0 ≤ k ≤ 2 i = 2, j = 3

Y2 i = 1, j = 3

(3.45)
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Αν k ̸= h τότε οι δύο ομάδες δεν είναι δυνατόν να θεωρηθούν ότι έχουν ισομορφική ισοδυναμία.
Πράγματι, αν αυτό συμβεί θα υποδείξουμε τα X̄1, X̄2, X̄3 τους πεπερασμένους μετασχηματισμούς
της πρώτης ομάδας που αντιστοιχούν στα Y1, Y2, Y3 στο δεύτερο, τότε τα X̄1, X̄2 πρέπει να αποτε-
λούνται μόνο από τα X1, X2 δεδομένου ότι και τα δύο ζεύγη των μετασχηματισμών ανήκουν στην
ομάδα από την οποία προέρχονται. Υποθέτουμε λοιπόν ότι ισχύει.

X̄1 =αX1 + βX2 & X̄2 = γX1 + δX2 & X̄3 = aX1 + bX2 + cX3

[X̄i, X̄j ] =


0 i = 1, j = 2

X̄2 i = 1, j = 3

−X̄1 + kX̄2 i = 2, j = 3

[X̄1, X̄2] =0 ⇒ [αX1 + βX2, γX1 + δX2] = 0 ⇒ 0 = 0

[X̄1, X̄3] =X̄2 ⇒ [αX1 + βX2, aX1 + bX2 + cX3] = γX1 + δX2 ⇒
αcX2 − βc(X1 − hX2) =γX1 + δX2 ⇒ αc+ hβc− γ & − βc− γ = 0

[X̄2, X̄3] =− X̄1 + kX̄2 ⇒ [γX1 + δX2, aX1 + bX2 + cX3] = −(αX1 + βX2) + k(γX1 + δX2)

γcX2 − δc(X1 − hX2) =− (α− kγ)X1 − (β − δk)X2 ⇒ γc+ hc = −(β − δk) & − δc = −(α− kγ)

α =c(δ − kβ) & γ = −βc,

{
β(1− c2) + (hc− k)δ = 0

βc(h− kc) + (c2 − 1)δ = 0

Από την τελευταία σχέση έχουμε ότι για να λύνεται το σύστημα και να μην είναι τετριμένο ότι η
ορίζουσα των β, δ να είναι διάφορη του μηδενός συνεπώς έχουμε.

0 =c4 − hkc3 + (h2 + k2 − 2)c2 − hkc+ 1 (3.46)

Αλλά η ορίζουσα αδ − βγ πρέπει να είναι μηδέν εφόσον ισχύουν c1 ̸= 1 & k ̸= ±h αλλά αυτό
καταλήγει σε άτοπο οπότε αποδείχθηκε ότι δεν είναι ισομορφικές οι δύο ομάδες.

Τέλος το αφού έχουμε αναλύσει τα ολοκληρώσιμα συστήματα, για την G3, το μόνο που μένει είναι
να δούμε αυτά που δεν επιδέχονται ολοκλήρωση. Οπότε προκύπτουν οι παρακάτω δύο τύποι.

[Xi, Xj ] =




X1 i = 1, j = 2

2X2 i = 2, j = 3

X3 i = 1, j = 3

Type VIII


X3 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

Type IX

(3.47)

Στην όλη ανάλυση δεν έγινε καμία αναφορά στην ομάδα G5 ο λόγος είναι ότι δεν υπάρχει αυτή
η ομάδα μετασχηματισμών. Από αυτό συνεπάγεται αν ένας χώρος είχε μία υποομάδα G5, θα είχε
επίσης και G6, η οποία θα ήταν σταθερής καμπυλότητας. Αλλά μπορούμε να πάμε παραπέρα και να
δείξουμε ότι η ομάδα G6 των κινήσεων του χώρου με σταθερή καμπυλότητα δεν έχει πραγματικές
υποομάδες πέντε παραμέτρων, Ονομαστικά δεν υπάρχουν τρισδιάστατοι χώροι των οποίων οι ομάδα
μετασχηματισμού να περιέχει υποομάδα πέντε παραμέτρων. Υποθέτοντας την ύπαρξη μίας τέτοιας
ομάδας κινήσεων, G5, κάθε υποομάδα, G2, που αφήνει οποιοδήποτε σημείο του χώρου σταθερό
περιέχεται σε αυτήν σε μία πραγματική ομάδα G3. Αυτή η ομάδα G3 πρέπει απαραίτητα να είναι
μεταβατική διότι διαφορετικά με τις κινήσεις της G3 θα μπορούσαμε να μετακινήσουμε ένα σημείο
οπουδήποτε αλλά κάθε σημείο πρέπει να μένει σταθερό κάτω από διπλή πεπερασμένη κίνηση της
ομάδας G3 το οποίο συνεπάγεται σε άτοπο. Η ομάδα G3 είναι αμετάβατη, όπου μπορούμε να
βρούμε τις εξισώσεις των μετρικών για την εν λόγω ομάδα για τις οποίες ισχύει ότι έχουν σταθερή
καμπυλότητα.
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ds2 =



dx21 + dx22 + dx23 K = 0

dx21 + e2x1(dx22 + dx23) K = −1

dx21 + x21(dx
2
2 + sin2 x2dx23) K = 1

dx21 + sin2 x1(dx22 + sin2 x2dx23) K = 0

dx21 + sinh
2 x1(dx

2
2 + sin2 x2dx23) K = −1

dx21 + cosh
2 x1(dx

2
2 + sin2 x2dx23) K = −1

Τα οποία είναι προσαρμοσμένα στην υποομάδα της G3 των περιστροφών γύρω από ένα σημείο ¹.
Για κάθε μία από αυτές τις περιπτώσεις πρέπει να προσδιορίσουμε, ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις
Killing , 3.2, η μορφή της πλήρους ομάδας G6 των κινήσεων και θα δούμε αν υπάρχει υποομάδα G5 της
G6 που να περιέχει την G3. Η απάντηση παραμένει αρνητική, η δηλωθείσα ιδιότητα θα επαληθευτεί
Θα επιβεβαιώσουμε για μία τυχαία μετρική, από τις έξι,(η οποία περιγράφει παραβολοειδές) και
θα δεχτούμε ότι ισχύει και για τις άλλες.

ds2 = dx21 + e2x1(dx22 + dx22)

Οπότε ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις Killing , 3.2, βρίσκουμε ότι έχει πλήρη ομάδα κινήσεων G6 η
οποία γεννάται από τους έξι πεπερασμένους μετασχηματισμούς.

Xi =



∂
∂x2

i = 1
∂
∂x3

i = 2

x3
∂
∂x2

− x2
∂
∂x3

i = 3

x2
∂
∂x1

+ 1
2

(
e−2x1 + x23 − x22

)
∂
∂x2

− x2x3
∂
∂x3

i = 4

x3
∂
∂x1

− x2x3
∂
∂x2

+ 1
2

(
e−2x1 + x23 − x22

)
∂
∂x3

i = 5

∂
∂x1

− x3
∂
∂x2

− x2
∂
∂x3

i = 6

[Xi, Xj ] =



0 i = 1, j = 2

−X2 i = 1, j = 3

X6 i = 1, j = 4

−X3 i = 1, j = 5

−X1 i = 1, j = 6

X1 i = 2, j = 3

X3 i = 2, j = 4

X6 i = 2, j = 5

−X2 i = 2, j = 6

X5 i = 3, j = 4

−X4 i = 3, j = 5

0 i = 3, j = 6

i = 4, j = 5

X4 i = 4, j = 6

X5 i = 5, j = 6

¹όπως έχουμε δει, χώροι με σταθερή καμπυλότητα (Ευκλείδειες), έχουμε δύο διαφορετικές μορφές της μετρικής, η πρώτη
αντιστοιχεί στο κέντρο περιστροφής στο άπειρο και η δεύτερη με κέντρο περιστροφής σε μία πεπερασμένη απόσταση. Για
την περίπτωση των ψευδοσπερικών χώρων (K = −1) έχουμε τρεις διακριτές μορφές, σύμφωνα με το που είναι το κέντρο
περιστροφής στο άπειρο ή σε πεπερασμένη απόσταση, ή ιδανικά, και τελικά για χώρους Riemann (K = 1) μόνο μία μορφή.
Οι γεωμετρικές περιπτώσεις είναι γνωστές από την θεωρία για χώρους με σταθερή καμπυλότητα.
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θα μας δείξει ότι δεν υπάρχει στην G6 καμία πραγματική υποομάδα της G5 η οποία να περιέχει την
G3 = {X1, X2, X3}. Στην πραγματικότητα ας πάρουμε Y να είναι πεπερασμένοι μετασχηματισμοί
της G5 η οποία δεν ανήκει στην G3 μπορούμε να θέσουμε Y = aX4 + bX5 + cX6, a, b, c ∈ R. Στην
G5 θα υπάρχουν οι τρεις πεπερασμένοι μετασχηματισμοί

[Xi, Y ] =


aX6 − bX3 − cX1 i = 1

aX3 + bX6 + cX2 i = 2

aX5 − cX4 i = 1

(3.48)

Και επίσης aX6, bX6 και λοιπόν και κάθε περίπτωση αφού αν a = b = 0 Y καταλήγει στην X6.
Τώρα οι τέσσερις μετασχηματισμοί X1, X2, X3, X6 της G5 στην πραγματικότητα γενούν την G4 αν
με την Z = aX4 + bX5 αν υποδείξουμε τον τελευταίο πεπερασμένο μετασχηματισμό, τότε [X3, Z] =
aX5 − bX4 θα πρέπει να είναι ένας συνδυασμός των X1, X2, X3, X6, Z άρα θα διαφέρει από τον Z
κατά έναν σταθερό παράγοντα ρ. Έτσι μπορούμε να έχουμε a = ρb και b = −ρa από όπου προκύπτει
ρ2+1 = 0 άρα λοιπόν Z = X4+ iX5, το οποίο δίνει μία μιγαδική ομάδα G5. Μπορεί να επιβεβαιωθεί
και για τις υπόλοιπες μετρικές με ανάλογο τρόπο.

3.2.1 Συγκεντρωτικός πίνακας μετρικών με πλήρεις ομάδες μετασχηματισμών

Είναι χρήσιμο να συνοψίσουμε τα αποτελέσματα συγκεντρώνοντας όλους τους τύπους των που
προέκυψαν για όλους τους χώρους που επιδέχονται συνεχείς ομάδες κινήσεων. Θα χωρίσουμε τους
χώρους σε έξι κατηγορίες ανάλογα με τους τύπους των πλήρων ομάδων των κινήσεων. θα ορίσουμε
ως χώρο τύπου A αν η ομάδα μετασχηματισμού που επιδέχεται είναι τύπου G1, B αν η ομάδα είναι
G2, C αν η ομάδα είναι αμετάβατη G3. Οι άλλες δύο οι D,E περιέχει τους χώρους που η ομάδα είναι
μεταβατική, D για την G3 και E για την G4. Τέλος ως F ορίζονται οι χώροι με σταθερή καμπυλότητα
και ομάδα μετασχηματισμού G6.

• Κατηγορία A
Ομάδα G1 με συντελεστές gij ανεξάρτητες από την συντεταγμένη x1 και πεπερασμένο

μετασχηματισμό X1 = ∂
∂x1

• Κατηγορία B
Ομάδα G2

ds2 = dx21 + α(x1)dx
2
2 + β(x1)dx2dx3 + γ(x1)dx

2
3

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3

Με άλγεβρα
[X1, X2] = 0

ds2 = dx21 + α(x1)dx
2
2 + β(x1)dx2dx3 + (α(x1)x

2
2 − 2β(x1)x2 + γ(x1))dx

2
3

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3

Με άλγεβρα
[X1, X2] = X2

• Κατηγορία C
ds2 = dx21 + ϕ(x1)(dx

2
2 + dx23)

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3
, X2 = x2

∂
∂x3

− x3
∂
∂x2

Με άλγεβρα
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[Xi, Xj ] =


0 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

ds2 = dx21 + ϕ(x1)(dx
2
2 + sin2 x2dx23)

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = ∂

∂x3
, X2 = sinx3 ∂

∂x2
+ cotx2 cosx3 ∂

∂x2
, X2 = cosx3 ∂

∂x3
− cotx2 sinx3 ∂

∂x2

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


X3 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

ds2 = dx21 + ϕ(x1)(dx
2
2 + e2x2dx23)

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς

X1 = ∂
∂x2

, X2 = ∂
∂x2

− x3
∂
∂x3

, X3 = x3
∂
∂x2

+ 1
2

(
e−2x2 − x23

)
∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


−X1 i = 1, j = 2

−X3 i = 2, j = 3

−X2 i = 3, j = 1

• Κατηγορία D
Type IV
ds2 = dx21 + e2x1(dx22 + 2x1dx2dx3 + (x21 +R2)dx23)

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = 2 ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3
, X3 = −2 ∂

∂x1
+ (x2 + 2x3)

∂
∂x2

+ x3
∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


0 i = 1, j = 2

X1 +X2 i = 2, j = 3

−X1 i = 3, j = 1

Type VI
ds2 = dx21 + e2x1dx22 + 2he(h+1)x1dx2dx3 + e2hx1dx23

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = 2 ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3
, X3 = − ∂

∂x1
+ x2

∂
∂x2

+ hx3
∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


0 i = 1, j = 2

hX2 i = 2, j = 3

−X1 i = 3, j = 1

Type VII

ds2 = dx21 + ehx1

(
(n+ cosux1)dx22 + (h cosux1 + u sinux1 + hn)dx2dx3 +

(
2−u2

2 cosux1 + hu
2 + n

)
dx23

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = 2 ∂

∂x2
, X2 = ∂

∂x3
, X3 = ∂

∂x1
+ x3

∂
∂x2

+ (x2 + hx3)
∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


0 i = 1, j = 2

−X1 + hX2 i = 2, j = 3

−X2 i = 3, j = 1
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Type VIII

ds2 = Q(4)(x1)
4! dx21+Q(x1)dx

2
2+
(
Q(x1)x

2
2−

Q′(x1)
2 x2+

Q′′(x1)
2 − h

2

)
dx232

(
Q′′(x1)

12 +h
)
dx1dx2+

2
{
Q′′′(x1)

24 −
(
Q′′(x1)

12 + h
)
x2

}
dx2dx3 + 2

(
Q′(x1)

4 −Q(x1)x2

)
dx1dx3

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς

X1 = e−x3 ∂
∂x1

− x22e
−x3 ∂

∂x2
− 2x2e

−x3 ∂
∂x3

, X2 = ∂
∂x3

, X3 = ∂
∂x2

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


X1 i = 1, j = 2

X3 + hX2 i = 2, j = 3

−2X2 i = 3, j = 1

Type IX

gµν =



2e cos(2x3) + 2f sin(2x3) + a2+d
2 µ = ν = 1

cosx1(b cosx3 + c sinx3) + 2 sinx1(e sin(2x3)− f cos(2x3)) µ = 1, ν = 2

b cosx3 + c sinx3 µ = 1, ν = 3

sin(2x1)(b sinx3 − c cosx3)− g11 sin2 x1 + a2 + d sin2 x1 µ = ν = 2

a2 cosx1 + sinx1(b sinx3 − c cosx3) µ = 2, ν = 3

a2 µ = ν = 3

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς

X1 = ∂
∂x2

, X2 = cosx2 ∂
∂x1

− cotx1 sinx2 ∂
∂x2

+ sin x2

sin x1

∂
∂x3

X3 = − sinx2 ∂
∂x1

− cotx1 cosx2 ∂
∂x2

+ cos x2

sin x1

∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =


X3 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

X2 i = 3, j = 1

• Κατηγορία E

Type II

ds2 = dx21 + dx22 + 2x1dx2dx3 + (x21 + 1)dx23

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς

X1 = ∂
∂x2

, X2 = ∂
∂x3

, X3 = − ∂
∂x1

+ x3
∂
∂x2

, X4 = x3
∂
∂x1

+ 1
2 (x

2
1 − x23)

∂
∂x2

− x1
∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =



0 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

0 i = 3, j = 1

0 i = 1, j = 4

−X3 i = 2, j = 4

X2 i = 3, j = 4

Types [III,VIII]

ds2 = dx21 + e2x1dx22 + 2ne2x1dx2dx3 + dx23

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς

X1 = ∂
∂x2

, X2 = ∂
∂x3

, X3 = ∂
∂x1

− x2
∂
∂x2

, X4 = x2
∂
∂x1

+ 1
2

(
e−2x1

1−n2 − x22

)
∂
∂x2

− e−2x1

1−n2
∂
∂x3

Με άλγεβρα
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[Xi, Xj ] =



0 i = 1, j = 2

0 i = 2, j = 3

1 i = 3, j = 1

3 i = 1, j = 4

0 i = 2, j = 4

−X4 i = 3, j = 4

Types IX
ds2 = dx21 + (sin2 x1 + n2 cos2 x1)dx22 + 2n cosx1dx2dx3 + dx23

και πεπερασμένους μετασχηματισμούς
X1 = ∂

∂x2
, X2 = cosx2 ∂

∂x1
+ cotx1 sinx2 ∂

∂x2
+ n sin x2

sin x1

∂
∂x3

X3 = sinx2 ∂
∂x1

− cotx1 cosx2 ∂
∂x2

+ n cos x2

sin x1

∂
∂x3

, X4 = ∂
∂x3

Με άλγεβρα

[Xi, Xj ] =



X3 i = 1, j = 2

X1 i = 2, j = 3

2 i = 3, j = 1

0 i = 1, j = 4

0 i = 2, j = 4

0 i = 3, j = 4

• Κατηγορία E
Όλοι οι χώροι με σταθερή καμπυλότητα.

Έχοντας ταξινομίσει όλους τους πιθανούς χώρους που επιδέχονται συνεχείς ομάδες κινήσεων,
απομένει μόνο να λέμε πως, δίνοντας μας την μετρική εξίσωση του χώρου μπορεί κανείς να δια-
πιστώσει κατά πόσον η ίδια παραδέχεται ένα χώρο με συνεχείς ομάδες κινήσεων, και αν ναι, πώς
μπορούν να βρεθούν οι εξισώσεις που οδηγούν την μετρική εξίσωση να έχει μία από τις μορφές που
έχουμε ταξινομίσει στον παραπάνω πίνακα. Για αυτόν τον σκοπό είναι αρκετό να ανακαλέσουμε
τις εξισώσεις Killing , 3.2, ως “εξισώσεις ορισμού” της ομάδας. Με μόνο αλγεβρικές πράξεις και δια-
φορήσεις μπορεί κανείς να αξιολογήσει τον αριθμό των παραμέτρων της ομάδας και να αποφασίσει
για την μεταβατικότητα ή μη αυτής, ούτως ώστε να βλέπει κανείς άμεσα σε ποια από τις δοσμένες
κατηγορίες ανήκει ο χώρος. Η ολοκλήρωση των εξισώσεων 3.2 τότε μας δίνει την ακριβή μορφή των
πεπερασμένων μετασχηματισμών της ομάδας και αυτό κάνει εμφανή την άλγεβρα σε εμάς, αφού
κανείς αποφασίσει άμεσα σε ποιόν τύπο στην κατηγορία που ο χώρος ανήκει δεδομένου μπορεί
εύκολα να βρει στον πίνακα μία και μόνο μία ομάδα η οποία προσφέρει την ίδια ή ισοδύναμη
άλγεβρα. Τότε κανείς προσπαθεί να ταυτοποιήσει τις δύο ομάδες δηλαδή να εκχωρήσει τις τιμές
των σταθερών οι οποίες εισέρχονται στην ομάδα της κανονικής μορφής και να υπολογίσει τις εξι-
σώσεις των μετασχηματισμών. Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι η τύπου IX μετρική
υπακούσει σε άλγεβρα SO(3) η οποία είναι χρήσιμη στην φυσική. Λόγω αυτής της ιδιότητας η εν
λόγω μετρική παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον και θα γίνει ανάπτυξη αυτής σε ADM φορμαλισμό
και όπως θα γίνει παρακάτω γνωστό διάφορα ενδιαφέροντα φαινόμενα λαμβάνουν χώρα για αυτή.
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3.2.2 9η Κοσμολογία του Bianchi

Η 9η Κοσμολογία του Bianchi προκύπτει από την παρακάτω μετρική η οποία είναι γραμμένη σε
όρους πρώτων μορφών, σε σφαιρικές συντεταγμένες, και έχει διανύσματα Killing που προκύπτουν
από τις παρακάτω σχέσεις.

gµν =δµνσ
µσν Με σµ =


− sinψdθ + sin θ cosψdϕ
+ cosψdθ + sin θ sinψdϕ
+ cos θdϕ+ dψ

(3.49)

ds2 =− dt2 + dθ2 + dϕ2 + dψ2 + 2 cos θdϕdψ (3.50)

gµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 cos θ
0 0 cos θ 1

 =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 cos θ
0 0 cos θ 0

 = ηµν + hµν(x)

Γρµν =
1

2
gρτ (∂µgντ + ∂νgτµ − ∂τgµν) =

1

2
gρτ (∂µhντ + ∂νhτµ − ∂τhµν)

Γρµν =


0 ρ = t, ∀µ, ν, ρ = θ, µ, ν ̸= ϕ, ψ, ρϕ, µ, ν ̸= θ, ϕ; θ, ψ, ρ = ψ, µ, ν ̸= θ, ϕ; θ, ψ

+1
2 sin θ ρ = θ, µ, ν = θ, ψ, ρ = ϕ, µ, ν = θ, ψ, ρ = ψ, µ, ν = θ, ψ

−1
2 sin θ ρ = ψ, µ, ν = θ, ϕ

+1
2 cot θ ρ = ϕ, µ, ν = θ, ϕ

Lξgµν =∂µξν + ∂νξµ − 2Γτµνξτ = 0 ⇒


∂iξi = 0 i = θ, ϕ, ψ

∂θξϕ + ∂ϕξθ − cot θξϕ + sin θξψ = 0 µ = θ, ν = ϕ

∂θξψ + ∂ψξθ − sin θξϕ − sin θξψ = 0 µ = θ, ν = ψ

∂ϕξψ + ∂ψξϕ − sin θξθ = 0 µ = ϕ, ν = ψ

ξθ =∂ϕ & ξϕ = cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ +
sinϕ
sin θ ∂ψ & ξψ = − sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ +

cosϕ
sin θ ∂ψ

Αφού βρήκαμε τα διανύσμτα Killing θα εξαγάγουμε την άλγεβρα που ικανοποιούν μέσω τον μετα-
θετικών σχέσεων που δίνονται παρακάτω.

[ξθ, ξϕ] =

[
∂ϕ, cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ +

sinϕ
sin θ ∂ψ

]
=[∂ϕ, cosϕ∂θ]− [∂ϕ, cot θ sinϕ∂ϕ] +

[
∂ϕ,

sinϕ
sin θ ∂ψ

]
=∂ϕ(cosϕ∂θ)− cosϕ∂θ∂ϕ − ∂ϕ(cot θ sinϕ∂ϕ) + cot θ sinϕ∂ϕ∂ϕ + ∂ϕ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− sinϕ
sin θ ∂ψ∂ϕ

=− sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ +
cosϕ
sin θ ∂ψ = ξψ
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[ξϕ, ξψ] =

[
cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ +

sinϕ
sin θ ∂ψ,− sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ +

cosϕ
sin θ ∂ψ

]
=− [cosϕ∂θ, sinϕ∂θ]− [cosϕ∂θ, cot θ cosϕ∂ϕ] +

[
cosϕ∂θ,

cosϕ
sin θ ∂ψ

]
+ [cot θ sinϕ∂ϕ, sinϕ∂θ] + [cot θ sinϕ∂ϕ, cot θ cosϕ∂ϕ]−

[
cot θ sinϕ∂ϕ,

cosϕ
sin θ ∂ψ

]
−
[
sinϕ
sin θ ∂ψ, sinϕ∂θ

]
−
[
sinϕ
sin θ ∂ψ, cot θ cosϕ∂ϕ

]
+

[
sinϕ
sin θ ∂ψ,

cosϕ
sin θ ∂ψ

]
=− cosϕ∂θ(cot θ cosϕ∂ϕ) + cot θ cosϕ∂ϕ(cosϕ∂θ) + cosϕ∂θ

(
cosϕ
sin θ ∂ψ

)
− cosϕ
sin θ ∂ψ(cosϕ∂θ)

+ cot θ sinϕ∂ϕ(sinϕ∂θ)− sinϕ∂θ(cot θ sinϕ∂ϕ) + cot θ sinϕ∂ϕ(cot θ cosϕ∂ϕ)

− cot θ cosϕ∂ϕ(cot θ sinϕ∂ϕ)− cot θ sinϕ∂ϕ
(
cosϕ
sin θ ∂ψ

)
+
sinϕ
sin θ ∂ψ (cot θ cosϕ∂ϕ)

− sinϕ
sin θ ∂ψ (sinϕ∂θ) + sinϕ∂θ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− sinϕ
sin θ ∂ψ(cot θ cosϕ∂ϕ) + cot θ cosϕ∂ϕ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
=
cos2 ϕ
sin2 θ

∂ϕ − cot θ cosϕ sinϕ∂θ + cot θ
sin2 ϕ
sin θ ∂ψ − cos2 ϕ cos θ

sin2 θ
∂ψ + cot θ sinϕ cosϕ∂θ

+
sin2 ϕ
sinϕ θ

∂ϕ − cot2 θ sin2 ϕ∂ϕ − cot2 θ cos2 ϕ∂ϕ − sin2 ϕ
cos θ
sin2 θ

∂ψ + cot θ cos
2 ϕ

sin θ ∂ψ

=

(
cos2 ϕ
sin2 θ

+
sin2 ϕ
sin2 θ

− cot2 θ sin2 ϕ− cot2 θ cos2 ϕ
)
∂ϕ

+

(
− cos2 ϕ cos θ

sin2 θ
− sin2 ϕ cos θ

sin2 θ
+ cot θ sin

2 ϕ

sin θ + cot θ cos
2 ϕ

sin θ

)
∂ψ =

1− cos2 θ
sin2 θ

∂ϕ = ∂ϕ = ξθ

[ξψ, ξθ] =

[
− sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ +

cosϕ
sin θ ∂ψ, ∂ϕ

]
= − [sinϕ∂θ, ∂ϕ]− [cot θ cosϕ∂ϕ, ∂ϕ] +

[
cosϕ
sin θ ∂ψ, ∂ϕ

]
=− sinϕ∂θ∂ϕ + ∂ϕ(sinϕ∂θ)− cot θ cosϕ∂ϕ∂ϕ + ∂ϕ(cot θ cosϕ∂ϕ) +

cosϕ
sin θ ∂ψ∂ϕ − ∂ϕ

(
cosϕ
sin θ ∂ψ

)
= cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ +

sinϕ
sin θ ∂ψ = ξϕ

[ξi, ξj ] =ϵijkξk, ξ ∈ SO(3) (3.51)

Τα διανύσματα Killing ικανοποιούν την άλγεβρα των στροφών στον τρισδιάστατο χώρο, αυτός
ήταν και ο λόγος επιλογής αυτής της γεωμετρίας. Η περιγραφή μίας πολλαπλότητας M με ομάδα
συμμετρίας G γίνεται απλούστερη όταν χρησιμοποιήσουμε μία αναλλοίωτη βάση. Τα στοιχεία αυτής
της βάσης είναι διανυσματικά πεδία Xµ, το καθένα είναι αναλλοίωτο κάτω από την δράση της G.
Οπότε αυτά τα διανυσματικά πεδία ικανοποιούν την εξίσωση Killing για κάθε ένα από τα διανύσματα
Killing έτσι έχουμε.

[ξi, Xµ] =0

Η αναλλοίωτη βάση είναι χρήσιμη διότι έχει πολλά πλεονεκτήματα τα οποία παραθέτω παρακάτω.
Η μετρική ορίζεται μέσω των διανυσμάτων βάσης οπότε συνολικά η μετρική μένει αναλλοίωτη
κάτω από την δράση της ομάδας G, αφού κάθε ένα από αυτά παραμένει αναλλοίωτο. Έτσι λοιπόν
η μετρική είναι σταθερή σε κάθε ομοιογενή υπόχωρο ο οποίος παράγεται από την συγκεκριμένη
ομάδα. Οι συντελεστές δομής είναι σταθερές για κάθε ομοιογενή υπερεπιφάνεια και ορίζονται από
τις σχέσεις [Xµ, Xν ] = Dρ

µνXρ.
Δεν μπορεί κάθε αυθαίρετη ομάδα να χρησιμοποιηθεί για να περιγράψει κάθε n−διάστατη πολ-

λαπλότητα. Ωστόσο αν G είναι μία ομάδα συμμετρίας για την πολλαπλότηταM μπορούμε να πούμε
ότι μία αναλλοίωτη βάση μπορεί να βρεθεί
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Τώρα από τις σχέσεις μετάθεσης θα προσδιορίσουμε τα διανύσματα της αναλλοίωτης βάσης.

[ξ1, X1] =[∂ϕ, a
1∂θ + b1∂ϕ + c1∂ψ] = 0 ⇒

=∂ϕ(a
1∂θ) + ∂ϕ(b

1∂ϕ) + ∂ϕ(c
1∂ψ)− a1∂θ∂ϕ − b1∂ϕ∂ϕ − c1∂ψ∂ϕ

=(∂ϕa
1)∂θ + (∂ϕb

1)∂ϕ + (∂ϕc
1)∂ψ

[ξ1, X2] =[∂ϕ, a
2∂θ + b2∂ϕ + c2∂ψ] = 0 ⇒

=∂ϕ(a
2∂θ) + ∂ϕ(b

2∂ϕ) + ∂ϕ(c
2∂ψ)− a2∂θ∂ϕ − b2∂ϕ∂ϕ − c2∂ψ∂ϕ

=(∂ϕa
2)∂θ + (∂ϕb

2)∂ϕ + (∂ϕc
2)∂ψ

[ξ1, X3] =[∂ϕ, a
3∂θ + b3∂ϕ + c3∂ψ] = 0 ⇒

=∂ϕ(a
3∂θ) + ∂ϕ(b

3∂ϕ) + ∂ϕ(c
3∂ψ)− a3∂θ∂ϕ − b3∂ϕ∂ϕ − c3∂ψ∂ϕ

=(∂ϕa
3)∂θ + (∂ϕb

3)∂ϕ + (∂ϕc
3)∂ψ

ai =fi(θ, ψ), b
i = gi(θ, ψ), c

i = hi(θ, ψ)

[ξ2, Xi] =[cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ +
sinϕ
sin θ ∂ψ, a

i∂θ + bi∂ϕ + ci∂ψ] = 0 ⇒

= cosϕ∂θ(ai∂θ) + cosϕ∂θ(bi∂ϕ) + cosϕ∂θ(bi∂ϕ)− cot θ sinϕai∂ϕ∂θ − cot θ sinϕbi∂ϕ∂ϕ

− cot θ sinϕci∂ϕ∂ψ +
sinϕ
sin θ ∂ψ(a

i∂θ) +
sinϕ
sin θ ∂ψ(b

i∂ϕ) +
sinϕ
sin θ ∂ψ(c

i∂ψ)

− ai cosϕ∂θ∂θ + sinϕai∂θ(cot θ∂ϕ)− ai∂θ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− bi∂ϕ(cosϕ∂θ) + bi cot θ∂ϕ(sinϕ∂ϕ)

+ bi∂ϕ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− cosϕ∂ψ∂θ − cot θ sinϕ∂ψ∂ϕ +

sinϕ
sin θ ∂ψ∂ψ

= cosϕ(∂θai)∂θ + cosϕ(∂θbi)∂ϕ + cosϕ(∂θci)∂ψ +
sinϕ
sin θ (∂ψa

i)∂θ +
sinϕ
sin θ (∂ψb

i)∂ϕ +
sinϕ
sin θ (∂ψc

i)∂ψ

− ai
sinϕ
sini x

∂ϕ − bi
cosϕ
sin θ ∂ψ + bi sinϕ∂θ + bi cot θ cosϕ∂ϕ + bi

cosϕ
sin θ ∂ψ = 0

[ξ3, Xi] =[− sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ +
cosϕ
sin θ ∂ψ, a

i∂θ + bi∂ϕ + ci∂ψ] = 0 ⇒

=− sinϕ∂θ(ai∂θ)− sinϕ∂θ(bi∂ϕ)− sinϕ∂θ(bi∂ϕ)− cot θ cosϕai∂ϕ∂θ − cot θ cosϕbi∂ϕ∂ϕ

− cot θ cosϕci∂ϕ∂ψ +
cosϕ
sin θ ∂ψ(a

i∂θ) +
cosϕ
sin θ ∂ψ(b

i∂ϕ) +
cosϕ
sin θ ∂ψ(c

i∂ψ)

− ai cosϕ∂θ∂θ + sinϕai∂θ(cot θ∂ϕ)− ai∂θ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− bi∂ϕ(cosϕ∂θ) + bi cot θ∂ϕ(sinϕ∂ϕ)

+ bi∂ϕ

(
sinϕ
sin θ ∂ψ

)
− cosϕ∂ψ∂θ − cot θ sinϕ∂ψ∂ϕ +

sinϕ
sin θ ∂ψ∂ψ

=− sinϕ(∂θai)∂θ − sinϕ(∂θbi)∂ϕ − sinϕ(∂θci)∂ψ − cosϕ
sin θ (∂ψa

i)∂θ −
cosϕ
sin θ (∂ψb

i)∂ϕ −
cosϕ
sin θ (∂ψc

i)∂ψ

− ai
cosϕ
sini x

∂ϕ − bi
cosϕ
sin θ ∂ψ + bi sinϕ∂θ + bi cot θ cosϕ∂ϕ + bi

cosϕ
sin θ ∂ψ = 0

=


cosϕ(∂θai) + sinϕ

sin θ (∂ψa
i) + bi sinϕ = 0

cosϕ(∂θbi) + sinϕ
sin θ (∂ψb

i)− ai sinϕsin θ + bi cosϕ cos θsin θ = 0

cosϕ(∂θci) + sinϕ
sin θ (∂ψc

i)− ai cosϕsin θ + bi cosϕsin θ = 0

⇒

=


a1 = − sinψ a2 = cosψ a3 = 0

b1 = cosψ
sin θ b2 = sinψ

sin θ b3 = 0
c1 = − cot θ cosψ c2 = − cot θ sinψ c3 = 1

Xµ =


− sinψ∂θ + cosψ

sin θ ∂ϕ − cot θ cosψ∂ψ µ = 1

− cosψ∂θ + sinψ
sin θ ∂ϕ − cot θ sinψ∂ψ µ = 2

∂ψ µ = 3

(3.52)
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3.3 Hamiltonian Φορμαλισμός ομογενών κοσμολογιών

Η δράση που έχουμε για τον προσδιορισμό των εξισώσεων κίνησης είναι, 3.53. Στην δράση αυτή
αναπαραμετρικοπιούμε τον χρόνο με τον όγκο του συστήματος ο οποίος θεωρούμε ότι μεταβάλλεται
με τον χρόνο συνεχώς. Η επιλογή μας αυτή για τον όγκο, Ω(t), είναι λογική εκ’ υποθέσεως ότι το
σύμπαν διαστέλλεται συνεχώς [4, 14, 17]. Συνεπώς για προσδιορίσουμε τις εξισώσεις πρέπει να
κάνουμε την διαφόριση της δράσης όπου θα προκύψουν οι εξισώσεις κίνησης ενός σωματιδίου.

S =
1

16π

∫
pmnḣmnd

4x (3.53)

σ0 =dt & σi = bijω
j ⇒ ds2 = ηµνσ

µσν = −(σ0)2 + (σ1)2 + (σ2)2 + (σ3)2 ⇒ hij = bikbkj = BBT

Ω =− 1

6
ln dethij = −1

6
ln det (bikbkj) = −1

6
ln (det bkj)2 = −1

3
ln det bij ⇒ det bij = e−3Ω

eΩ(t)B =eβij(t) ⇒ det
(
eΩ(t)B

)
= e3Ω det bij = e3Ωe−3Ω = det eβij(t) = eTr{βij} = 1 ⇒ Tr{βij} = 0

bij(t) =e
−Ω(t)eβij(t) ⇒ dσi =

dbij
dt

dt ∧ ωj + bijdω
j =

(
−Ω̇e−Ωeβij + e−Ω de

βij

dt

)
dt ∧ ωj + bijdω

j ⇒

Όπου έχουμε χωρίσει την μετρική σε δύο εκθετικές συναρτήσεις, οι έξι ανεξάρτητες παράμετροι
δίνονται από τις συναρτήσεις bij (πέντε παράμετροι διότι ισχύει bii = 0) και μία η παράμετρος του
όγκου (Ω), οι οποίες είναι εύκολες στην μεταχείρισή τους.

ds2 =− dt2 +R2
0e

−2Ω(t)e2βij(t)ωiωj = −(N2 +NmN
m)dΩ2 + 2N jdΩωj +R2

0e
−2Ωe2βij(Ω)ωiωj

dgµν =d(−1) + dhij + 2dh0i = dhij = d
(
R2

0e
−2Ωeβikeβkj

)
= −2dΩhij +R2

0e
−2Ω

(
deβikeβkj + eβikdeβkj

)
=− 2dΩhij +

(
deβime−βmteβtkeβkjR2

0e
−2Ω +R2

0e
−2Ωeβikeβkme−βtmdeβtj

)
=− 2dΩhij +

(
deβike−βkthjt + hite

−βtkdeβkj
)
= 2

(
−dΩhij + hjt

1

2

(
deβike−βkt + e−βtkdeβki

))
dhij =2

(
−dΩhij + hjt

1

2
{deβ , e−β}it

)
= 2

(
−dΩhij + hjtd{eβ ,e−β}it

)
pijdhij =2(−dΩpii + pijd{eβ ,e−β}ij ) = 2(−dΩp+ δirp

r
kδjkd{eβ ,e−β}ij )

pijdhij =2(−dΩp+ eβikprke
−βrjd{eβ ,e−β}ij )

S =
1

16π

∫
pmnḣmnd

3xdt =
1

16π

∫
pmndhmnd

3x =
1

16π

∫
2(eβikprke

−βrjd{eβ ,e−β}ij − pdΩ)d3x

Για διευκόλυνση των πράξεων μπορούμε να θέσουμε τον traceless τανυστή ορμής.

Πij =2π

(
eβitptre

−βrj −
δij
3
pl l

)
= 2π

(
hitptj −

δij
3
pl l

)
= 2π

(
hitptj −

δij
6π
H
)

Πii =2π

(
hitpti −

δii
6π
H
)

= 2π

(
pii −

3

6π
H
)

= 0

ΠijΠ
ij =(2π)2

(
pij −

hij
6π
H
)(

pij − hij

6π
H
)

=(2π)2
(
pijp

ij − H
6π
hijpij −

H
6π
hijp

ij +
hijh

ij

(6π)2
H2

)
=(2π)2

(
pijp

ij − H
6π2

H+
3

(6π)2
H2

)
ΠijΠ

ij =4π2

(
pijp

ij − 1

12π2
H2

)
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Από την εξίσωση συνδέσμων, 2.27, για την Hamiltonian έχουμε.

4π2pijp
ij =ΠijΠ

ij +
1

3
H2

H2 =− 8π2hR(3) + 8π2pijp
ij

H2 =− 8π2hR(3) + 2

(
ΠijΠ

ij +
1

3
H2

)
⇒ H2 = 6ΠijΠ

ij − 24π2hR(3) (3.54)

Για την διαγωνοποίηση του πίνακα των θέσεων κάνουμε στροφή Euler [16], προς τον ένα άξονα,
όπως βλέπουμε παρακάτω. Από αυτήν την διαγωνοποίηση θα βρούμε την σχέση διαφορικών ως
προς τις θέσεις, β2, και έτσι θα είμαστε θέση να τις εισάγουμε στο ολοκλήρωμα δράσης.

deβ =d(e−ϕk3eβDeϕk3) = d(e−ϕk3eβD )eϕk3) + e−ϕk3(deβD )eϕk3 + e−ϕk3eβD (deϕk3)

=− e−ϕk3k3e
βDeϕk3ϕ+ e−ϕk3(deβD )eϕk3 + e−ϕk3eβDk3e

ϕk3dϕ

=e−ϕk3 [eβD , k3]e
ϕk3 + e−ϕk3(deβD )eϕk3

Θέτουμε η eβD να παίρνει την παρακάτω διαγώνια μορφή καθώς επίσης παραμετρίζουμε τα β2 με
έναν βολικό τρόπο που θα μας βοηθείσει παρακάτω να παραμετρίσουμε και τις συζυγείς ορμές με
παρόμοιο τρόπο. Σαφώς η διαγώνια μορφή του πίνακα b πρέπει να υπακούει την συνθήκη bii = 0
όπως και γίνεται.

eβD =

eβ11 0 0
0 eβ22 0
0 0 eβ33

 =

eβ++
√
3β− 0 0

0 eβ+−
√
3β− 0

0 0 e−2β+

 , k3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


[eβD , k3] =

eβ11 0 0
0 eβ22 0
0 0 eβ33

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

−

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

eβ11 0 0
0 eβ22 0
0 0 eβ33


=

 0 eβ11 0
−eβ22 0 0
0 0 0

−

 0 eβ22 0
−eβ11 0 0
0 0 0

 = eβ+2 sinh(
√
3β−)

0 1 0
1 0 0
0 0 0


[eβD , k3]e

−βD =eβ+2 sinh(
√
3β−)

0 1 0
1 0 0
0 0 0

e−β+−
√
3β− 0 0

0 e−β++
√
3β− 0

0 0 e2β+


=eβ+2 sinh(

√
3β−)

 0 e−β++
√
3β− 0

e−β+−
√
3β− 0 0

0 0 0


e−βD [eβD , k3] =e

β+2 sinh(
√
3β−)

e−β+−
√
3β− 0 0

0 e−β++
√
3β− 0

0 0 e2β+

0 1 0
1 0 0
0 0 0


=eβ+2 sinh(

√
3β−)

 0 e−β+−
√
3β− 0

e−β++
√
3β− 0 0

0 0 0
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Αφού προσθέσουμε τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει το πρώτο μέρος του διαφορικού ως προς β2,
τώρα μένει να υπολογίσουμε το διαφορικό του διαγώνιου κομματιού της eβ ούτως ώστε προσθέτο-
ντας τα να έχουμε όλο το διαφορικό.

=2 sinh(
√
3β−)

 0 e
√
3β− + e−

√
3β− 0

e−
√
3β− + e

√
3β− 0 0

0 0 0


=4 sinh(

√
3β−) cosh(

√
3β−)

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 = 2 sinh(2
√
3β−)T2

deβDe−βD =

(
∂eβD

∂β+
dβ+ +

∂eβD

∂β−
dβ−

)
e−βD =

(
∂βD
∂β+

eβDdβ+ +
∂βD
∂β−

eβDdβ−

)
e−βD

=

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 dβ+ +

√
3 0 0

0 −
√
3 0

0 0 0

 dβ−

e−βDdeβD =e−βD

(
∂eβD

∂β+
dβ+ +

∂eβD

∂β−
dβ−

)
= e−βD

(
eβD

∂βD
∂β+

dβ+ + eβD
∂βD
∂β−

dβ−

)

=

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 dβ+ +

√
3 0 0

0 −
√
3 0

0 0 0

 dβ−

d{eβ ,e−β}ij =
1

2

(
deβike−βkt + e−βtkdeβki

)
=
e−ψk3

2

(
[eβD , k3]e

βD + deβDe−βD + eβD [eβD , k3] + e−βDdeβD
)
eψk3

=
e−ψk3

2

2

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 dβ+ + 2

√
3 0 0

0 −
√
3 0

0 0 0

 dβ− + 2 sinh(2
√
3β−)T2

 eψk3

d{eβ ,e−β}ij =e−ϕk3

 dβ+ +
√
3dβ− sinh(2

√
3β−)dϕ 0

sinh(2
√
3β−)dϕ dβ+ −

√
3dβ− 0

0 0 −2dβ+

 eϕk3 (3.55)

Αφού έχουμε υπολογίσει το διαφορικό d{eβ ,e−β}ij θα γράψουμε το ολοκλήρωμα της δράσης πα-
ραμετρίζοντας τις συζυγείς ορμές ώστε να αντιστοιχούν στις συζυγείς θέσεις, β2.

Πijd{eβ ,e−β}ij =Π11d{eβ ,e−β}11 +Π12d{eβ ,e−β}12 +�������:0
Π13d{eβ ,e−β}13 +Π21d{eβ ,e−β}21 +Π22d{eβ ,e−β}22+

�������:0
Π23d{eβ ,e−β}23 +�������:0

Π31d{eβ ,e−β}31 +�������:0
Π32d{eβ ,e−β}32 +Π33d{eβ ,e−β}33

=Π11d{eβ ,e−β}11 + 2Π12d{eβ ,e−β}12 +Π22d{eβ ,e−β}22 +Π33d{eβ ,e−β}33

=Π11(dβ+ −
√
3dβ−) + 2Π12 sinh(2

√
3β−)dϕ+Π22(dβ+ +

√
3dβ−)− 2Π33dβ+

≡Π+dβ+ +Π−dβ− +Πϕdϕ⇒

Π+ =Π11 +Π22 − 2Π33, Π− =
√
3
(
Π22 −Π11

)
, Πϕ = 2Π12 sinh(2

√
3β−)

Πii =0 ⇒ Π11 +Π22 +Π33 = 0
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Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ο τανυστής των ορμών.

6Πij =e−ϕk3

Π+ −
√
3Π−

3Πϕ

sinh(2
√
3β−)

0
3Πϕ

sinh(2
√
3β−)

Π+ +
√
3Π− 0

0 0 −2Π+

 eϕk3 (3.56)

ΠijΠij =
Π11Π11 +Π12Π12 +����: 0

Π13Π13 +Π21Π21 +Π22Π22 +����: 0
Π23Π23 +����: 0

Π31Π31 +����: 0
Π32Π32 +Π33Π33

36

=
(Π+ −

√
3Π−)

2 + 2
32Π2

ϕ

sinh2(2
√
3β−)

+ (Π+ +
√
3Π−)

2 + 4Π2
+

36
=

Π2
+ +Π2

− +
3Π2

ϕ

sinh2(2
√
3β−)

6

H2 =Π2
+ +Π2

− +
3Π2

ϕ

sinh2(2
√
3β−)

− 24π2hR(3)

Τελικά καταλήγουμε σε μία σχέση για την Hamiltonian όπου έχουμε ότι η βαθμωτή καμπυλότητα Ricci

της τριδιάστατης γεωμετρίας ορίζει το δυναμικό [17].

H2 =Π2
+ +Π2

− +
3Π2

ϕ

sinh2(2
√
3β−)

+ e−4Ω(V (β+, β−)− 1)

Πιο συγκεκριμένα για την IX Κοσμολογία του Bianchi έχουμε ´οτι η Hamiltonian να δίνεται από τον
παρακάτω τύπο.

H2 =Π2
+ +Π2

− +
3Π2

ϕ

sinh2(2
√
3β−)

+
e−4Ω

3

(
2e4β+(cosh(4

√
3β−)− 1)− 4e−2β+ cosh(2

√
3β−) + e−8β+

)

Για την περιγραφή της κίνησης στον χώρο θα χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις κίνησης του Hamilton

χωρίς συνδέσμους όπου έχουμε.

β̇± =
∂H
∂Π±

=
Π±

H (3.57)

ϕ̇ =
∂H
∂Πϕ

=

3Πϕ

sinh2(2
√
3β−)

H =
Π′
ϕ(β−)

H (3.58)

Π̇ϕ =− ∂H
∂ϕ

= 0 ⇒ Πϕ = constant (3.59)

Π̇i=± =− ∂H
∂β±

= −
δi−

∂Π′2
ϕ

∂β−
+ e−4Ω ∂V

∂β±

2H = −δi−
2H

∂Π′2
ϕ

∂β−
− e−4Ω

2H
∂V

∂β±
(3.60)

H2 =Π2 + e−4Ω(V − 1) = H2β̇2 + e−4Ω(V − 1) ⇒ H2 =
e−4Ω(V − 1)

1− β̇2

∂ lnH2

∂Ω
=
∂(−4Ω + ln(V − 1)− ln(1− β̇2))

∂Ω
= −4 +

1

V − 1

∂V

∂Ω
+

2β̇β̈

1− β̇2

β̈ =
2(β̇+β̈+ + β̇−β̈− + ϕ̇ϕ̈)

2β̇
=
β̇iβ̈i

β̇
⇒ β̇β̈ = β̇iβ̈i

β̈i =
∂β̇i
∂Ω

=
∂

∂Ω

(
Πi
H

)
=

Π̇iH−Πi
∂H
∂Ω

H2
=

Π̇i
H − β̇i

∂ lnH
∂Ω

β̇β̈ =
β̇iΠ̇i
H − β̇iβ̇i

∂ lnH
∂Ω

=
β̇iΠ̇i
H − β̇2 ∂ lnH

∂Ω
=

Π̇iΠi
H2

− β̇2 ∂ lnH
∂Ω
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∂ lnH2

∂Ω
=− 4 +

1

V − 1

∂V

∂Ω
+

2 Π̇iΠi

H2 − β̇2 ∂ ln H2

∂Ω

1− β̇2
⇒

∂V

∂Ω
=
∂V

∂β+

∂β+
∂Ω

+
∂V

∂β−

∂β−
∂Ω

= −2He4ΩΠ̇+β̇+ − 2He4Ω
(
Π̇− +

1

2H
∂Π′2

ϕ

∂β−

)
β̇−

=− 2He4Ω
(
Π̇+

Π+

H + Π̇−
Π−

H +
1

2H
∂Π′2

ϕ

∂Ω

)
= −e4Ω

∂(Π2
+ +Π2

− +Π′2
ϕ )

∂Ω
= − 1

e−4Ω

∂Π2

∂Ω

∂ lnH2

∂Ω
=− 4(1− β̇2) +

(
− 1− β̇2

e−4Ω(V − 1)︸ ︷︷ ︸
H2(1−β̇2)

+
1

H2

)∂Π2

∂Ω
= 4(β̇2 − 1) (3.61)

για να έχουμε διατήρησή της ενέργειας πρέπει να υποθέσουμε ότι η 3.61 είναι ίση με μηδέν. Επίσης
έχουμε για την κίνηση των τοιχωμάτων του δυναμικού να προκύπτει από την Hamiltonian η εξής
προσεγγιστική σχέση από την οποία προκύπτει η ταχύτητα κίνησης των τοιχωμάτων, εφόσον ισχύει
και η διατήρηση της ενέργειας, από την εν λόγω σχέση [17].

H2 =Π2 + e−4Ω(V − 1)
β+→−∞⇒

�
�
��
0

Π2

H2
+H−2e−4Ω

����:
1
3e

−8β+

(V − 1) ≃ 1 ⇒

β+ ≃ βWall = −Ω

2
− 1

8
ln(3H2) ⇒ β̇Wall = −1

2
− 1

8

∂ ln(H2)

∂Ω
= −1

2
β̇2 = −1

2
(3.62)

Παρατηρούμε ότι αφού η Πϕ = constant και Π′
ϕ = Π′

ϕ(β−) έχουμε ένα επιπλέον κεντρικό δυνα-
μικό έτσι θεωρώντας ϕ σταθερό, απαλείφουμε την ανομοιογένειά ως προς ϕ που δημιουργούσε το
επιπλέον κεντρικό δυναμικό, και β− → ∞ έχουμε.

Π̇−
β−→∞
= −e

−4Ω

2H
∂V

∂β−
= −e

−4Ω

6H
∂e−8β+

∂β−
= 0 ⇒ Π− = constant

Π̇+
β−→∞
= −e

−4Ω

2H
∂V

∂β+
= −e

−4Ω

6H
∂e−8β+

∂β+
=

4

3He
−8β+−4Ω

Ḣ =± ∂

∂Ω

√
Π2 + e−4Ω(V − 1) = ± 1

2
√
Π2 + e−4Ω(V − 1)

∂(Π2 + e−4Ω(V − 1))

∂Ω

=
1

2H

(
�

�
��

−e−4Ω ∂V
∂Ω

∂Π2

∂Ω
+ (V − 1)

∂e−4Ω

∂Ω
+ e−4Ω ∂V

∂Ω

)
= −e

−4Ω

2H 4(V − 1)

β−→∞
=

e−4Ω

2H

(
−4

3
e−8β+

)
= − 2

3He
−8β+−4Ω

J =
1

2
Π+ +H = constant (3.63)

όπου έχουμε δύο διατηρήσιμες ποσότητες, J & Π− άρα από την σχέση 3.61 ισχύει.

Π2 =H2 ⇒ Π−

H

∣∣∣∣
i

= sin θi &
Π+

H

∣∣∣∣
i

= − cos θi &
Π−

H

∣∣∣∣
f

= sin θf &
Π+

H

∣∣∣∣
f

= cos θf
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όπου από τις συνθήκες διατήρησης θα πάρουμε τους νόμους ανάκλασης.

Π−|i = Π−|f ⇒ Hi sin θi = Hf sin θf

Ji =Jf ⇒ −1

2
Hi cos θi +Hi =

1

2
Hf cos θf +Hf

sin θf
sin θi

=
1 + 1

2 cos θf
1− 1

2 cos θi
=

2 + cos θf
2− cos θi

⇒ sin θf −
1

2
cos θi sin θf = sin θi +

1

2
cos θf sin θi ⇒

2(sin θf − sin θi) = cos θf sin θi + cos θi sin θf = sin(θi + θf )
ϕ=θi+θf⇒
ψ=θi−θf

sinϕ
2

= sin
(
ϕ− ψ

2

)
− sin

(
ϕ+ ψ

2

)
sin
(
ϕ

2

)
cos
(
ϕ

2

)
= sin

(
ϕ

2

)
cos
(
ψ

2

)
− sin

(
ψ

2

)
cos
(
ϕ

2

)
− sin

(
ϕ

2

)
cos
(
ψ

2

)
− cos

(
ϕ

2

)
sin
(
ψ

2

)
⇒

sin
(
ϕ

2

)
=− 2 sin

(
ψ

2

)
⇒
sin
(
θi+θf

2

)
sin
(
θi−θf

2

) = −2 ⇒
sin
(
θi
2

)
cos
(
θf
2

)
+ sin

(
θf
2

)
cos
(
θi
2

)
sin
(
θi
2

)
cos
(
θf
2

)
− sin

(
θf
2

)
cos
(
θi
2

) = −2 ⇒

tan
(
θf
2

)
=3 tan

(
θi
2

)
⇒

√
1− cos θf
1 + cos θf

= 3

√
1− cos θi
1 + cos θi

⇒ cos θf =
−4 + 5 cos θi
5− 4 cos θi

sin θf
sin θi

=
2 + −4+5 cos θi

5−4 cos θi
2− cos θi

⇒ sin θf =
(6− 3 cos θi) sin θi

(5− 4 cos θi)(2− cos θi)
=

3 sin θi
5− 4 cos θi

(3.64)

Σχήμα 3.1: Δυναμικό V (β+, β−)

Όπου καταλήγουμε στην σχέση 3.64 η οποία αποτελεί τον νόμο ανάκλασης στα τοιχώματα του
δυναμικού. Όπως φαίνεται και από την 3.1 το δυναμικό είναι τριγωνικό και ένα σωματίδιο που
υπόκειται σε αυτό είναι αναγκασμένο να προσκρούει στα τοιχώματα και να κάνει ανακλάσεις. Το
πρόβλημα όμως αυτού του δυναμικού είναι ότι συνεχώς αυξάνει το μέγεθος του διότι τα τοιχώματα
απομακρύνονται συνεχώς οπότε το σύστημα καταλήγει να έχει χαοτική συμπεριφορά όπως θα δούμε
και παρακάτω.

Σχήμα 3.2: Mixmaster Chaos
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3.3.1 Χαοτική συμπεριφορά Mixmaster μοντέλων

Η χαοτική συμπεριφορά στα δυναμικά συστήματα γίνεται πιο εύκολα κατανοητή σε Hamiltonian

συστήματα. Για τέτοια συστήματα μία πρωταρχική μέθοδος ελέγχου αν παρουσιάζεται χαοτική
συμπεριφορά είναι οι εκθέτες Lyapunov . Ένα τέτοιο σύστημα μπορεί να είναι ο χωρόχρονος όπου
σύμφωνα με την γενική θεωρία της σχετικότητας αποτελεί ένα δυναμικό σύστημα από μόνος του.
Όταν η εξέλιξη του σύμπαντος περιγράφεται με τον φορμαλισμό ADM τότε μπορεί να θεωρηθεί ότι
αποτελεί ένα Hamiltonian σύστημα.

Ανάμεσα στα διάφορα κοσμολογικά μοντέλα που έχουν μελετηθεί το IX κοσμολογικό μοντέλο
του Bianchi , ή αλλιώς Mixmaster, είναι ένα από τα επικρατέστερα να παρουσιάζει χαοτική συμπε-
ριφορά. Ωστόσο οι εκθέτες Lyapunov παρουσιάζουν διαφορετικές ιδιότητες, όπως για παράδειγμα
το ότι η φαινόμενη εξάρτηση από τις συντεταγμένες που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή του
χωρόχρονου. Τέτοιου είδους εξαρτήσεις, αν όντως υπάρχουν, προκαλούν έκπληξη διότι η χρονική
συντεταγμένη του χωρόχρονου δεν σχετίζεται με την παραμετροποίηση του χώρου των φάσεων.
Επιπλέον τέτοιου είδους εξαρτήσεις μπορεί να παραπέμψει το χάος ως κακή επιλογή συντεταγμέ-
νων και όχι μία δυναμική ιδιότητα του συστήματος. Το πρόβλημα με τους εκθέτες Lyapunov έγκειται
στις ασάφειες που παραμένουν στον ορισμό του ολοκληρώματος δράσης ADM. Η τρέχουσα ερμη-
νεία περιλαμβάνει έναν πολλαπλασιαστή Lagrange ως την αναγκαία αναλλοίωτα των συντεταγμένων
του χωρόχρονου. Ένας πολλαπλασιαστής αποδεικνύεται ότι δεν είναι αναγκαίος για την αναλλοιώ-
τητα των συντεταγμένων, επιπροσθέτως καταστρέφει την συμπλεκτική μορφή δομή του χώρου των
φάσεων. Στην πραγματικότητα, η γεωμετρία επιλέγει την παραμετρικοποίηση του χώρου των φά-
σεων, καθώς και κάθε μεταβολή στα αποτελέσματα παραμέτρων σε ένα μεταβαλλόμενο Hamiltonian

σύστημα
Πρέπει να τονιστεί ότι ο καθορισμός των παραμέτρων του χώρου των φάσεων δεν επιβάλει

την επιλογή συντεταγμένων στο χωρόχρονο. Οι παράμετροι επιλέγονται από την συμπλεκτική δομή
του χώρου των φάσεων και η πλήρης αναλλοιώτητα των παραμέτρων του χωρόχρονου παραμένει
άθικτη. Αφού οι απαιτήσεις των δύο γεωμετριών, του χώρου των φάσεων και του χωρόχρονου,
ικανοποιούνται, οι εκθέτες Lyapunov καθίστανται ανεξάρτητοι από την επιλογή των παραμέτρων
που επιβάλλονται για τον χωρόχρονο. Επιπλέον η διόρθωση της δομής του χώρου των φάσεων
οδηγεί σε μία πιο γενική Hamiltonian [14, 20].

IX Bianchi κοσμολογικό μοντέλο ως χαοτικό σύστημα

Έχουν γίνει διάφορες συζητήσεις για το αν η ΙX Κοσμολογία του Bianchi αποτελέι ένα χαοτικό
σύστημα. Μία πειστική περιγραφή για το αν είναι χαοτικό αυτό το σύστημα είναι ο φορμαλισμός
ADM, για τον οποίο έχουμε κριτήρια για την ανίχνευση της χαοτικής συμπεριφοράς. Ένα κριτήριο
από αυτά είναι, η εκθετική απόκλιση των τροχιών, το οποίο είναι πολύ δύσκολα εφαρμόσιμο σε αυτό
το μοντέλο κοσμολογίας, στο IX. Ένα εύκολα εφαρμόσιμο κριτήριο είναι οι εκθέτες Lyapunov ως ένα
χρονοεξαρτόμενο μέτρο διαχωρισμού των τροχιών. Όμως αυτή η πρόταση είναι μη αληθής λόγω της
μη κατανόησης της αλληλεπίδρασης μεταξύ των δύο γεωμετριών, του χωρόχρονου και του χώρου
των φάσεων, που λαμβάνουν χώρα για την περιγραφή της κοσμολογίας ως δυναμικό σύστημα.

Οι εκθέτες Lyapunov μετρούν τον διαχωρισμό των τροχιών σε σχέση με την παραμετροποίηση των
τροχιών στον χώρο των φάσεων. Σε ένα γενικό Hamiltonian σύστημα, η παράμετρος αυτή είναι η συ-
ζυγής συντεταγμένη του χώρου φάσεων ως προς την Hamiltonian και δεν σχετίζεται με καμία από τις
παραμέτρους του χωρόχρονου. Στον φορμαλισμό ADM η IX Κοσμολογία του Bianchi περιγράφει ένα
σύμπαν με μετρική η οποία είναι αναλλοίωτη κάτω από την δράση της SO(3). Αν οι εκθέτες Lyapunov

εξαρτώνται από χωροχρονικές συντεταγμένες τότε δεν είναι ικανοί να μας δώσουν στοιχεία για το
αν το σύστημα είναι χαοτικό ή όχι. Ουσιαστικά πρόκειται για κακή επιλογή συντεταγμένων παρά
για μία φυσική ιδιότητα του συστήματος. Η αποτυχία αυτή δεν αποτελεί αποτυχία μόνο για την
πρόβλεψη του χάους αλλά και της κατάρρευσης της συμπλεκτικής δομής του χώρου των φάσεων.
Αυτά τα προβλήματα εντοπίζονται λόγω της χρήσης ενός πολλαπλασιαστή Lagrange στο ολοκλήρωμα
δράσης στον επεκταμένο χώρο των φάσεων. Η αυθαιρεσία των πολλαπλασιαστών καταστρέφει και
την συμπλεκτική δομή του χώρου των φάσεων αλλά και την αναλλοιώτητα των εκθετών Lyapunov .
Στον Hamiltonian φορμαλισμό, ADM, έχουμε ότι ο χώρος των φάσεων είναι ένας επεκταμένος χώρος
των φάσεων. Μία μέθοδος είναι η επιλογή ενός αυθαίρετου πολλαπλασιαστή Lagrange στον αυθαίρετο
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χώρο των φάσεων η οποία μας επιτρέπει να έχουμε μία ανεξάρτητη Hamiltonian , μία εναλλακτική
μέθοδος είναι αυτή της συμπλεκτικής γεωμετρίας, οι προβλεπόμενες λύσεις είναι οι ίδιες και για
τις δύο μεθόδους. Οι διαφορές στις δύο προσεγγίσεις είναι ότι σε αυτήν με τον αυθαίρετο πολλα-
πλασιαστή Lagrange οι λύσεις δεν προσδιορίζεται πως θα είναι αντιστρέψιμες, αλλά η συμπλεκτική
γεωμετρία του χώρου των φάσεων διορθώνει την παράμετρο όταν επιλεγεί η Hamiltonian. Αυτές τις
δύο σκοπιές μπορούμε να τις κάνουμε να συμφωνούν μόνο αν ο πολλαπλασιαστής πάψει να είναι
αυθαίρετος. Η συγκεκριμένη τιμή του πολλαπλασιαστή μπορεί να επιλεγεί απαιτώντας η Hamiltonian

και η παράμετρος να είναι συζυγείς μεταβλητές, αυτή η μέθοδος συνηθίζεται σε προβλήματα με
συνδέσμους.

Εφόσον ο αυθαίρετος πολλαπλασιαστής Lagrange δεν είναι επιτρεπτός ούτως ώστε να διατηρείται
η συμπλεκτική δομή του χώρου των φάσεων, η τρέχουσα διατύπωση της ADM Hamiltonian πρέπει
να αναθεωρηθεί. Χωρίς την ικανότητα να απορροφούντε ορισμένοι παράγοντες σε ένα αυθαίρετο
πολλαπλασιαστή, ο προσδιορισμός της παραμέτρου και της Hamiltonian γίνεται πιο δύσκολη. Ο τε-
λευταίος όρος στη δράση πρέπει να διαχωριστεί σε Hamiltonian και στην συζυγή παράμετρο. Μόλις
επιλεγεί ένα από αυτά τα δύο, η άλλη καθορίζεται από τη γεωμετρία. Όταν η γεωμετρική άποψη
ακολουθείται, θα διαπιστώσει ότι μια έγκυρη επιλογή για την παράμετρο στο χώρο των φάσεων
είναι ο τετραόγκος της εξελισσόμενης κοσμολογίας. Ο χωροχρονικός όγκος είναι ένα γεωμετρικά
αναλλοίωτο μέγεθος και έτσι παρέχει ένα γεωμετρικά αναλλοίωτο ορισμό των εκθετών Lyapunov .
Αν η παράμετρος επιλεγεί τότε η Hamiltonian προκύπτει από την γεωμετρία του χώρου των φάσεων,
για ομογενείς κοσμολογίες η Hamiltonian είναι ένα γεωμετρικά αναλλοίωτο μέγεθος. Η Hamiltonian και
η συζυγής παράμετρος, πρέπει μαζί να αποτελούν τον τελευταίο όρο στην δράση, και κάτω από
μεταβολές, πρέπει να παράγουν κατάλληλες βαρυτικές εξισώσεις

Για τον προσδιορισμό λοιπόν της συμπεριφοράς του υπό μελέτη συστήματος θα ορίσουμε μία
νέα επεκταμένη Hamiltonian της οποία συζυγής μεταβλητή θα είναι ο χωροχρονικός όγκος, Ω, όπου
ορίζει την διαφορική σχέση dτ = dΩ

H . Συνεπώς οι νέες κανονικές θα είναι

H =
1

2
{Π2

+ +Π2
− −Π2

Ω + e−4Ω(V − 1)} (3.65)

dβ±
dτ

=
∂H

∂Π±
⇒ dβ±

dΩ�
�
�7
H

dΩ

dτ
= Π± ⇒ β̇± =

Π±

H

Επειδή θέλουμε ο όγκος του σύμπαντος συνεχώς να αυξάνει, δηλαδή dΩ
dτ > 0, και έχουμε

dΩ

dτ
=
∂H

∂ΠΩ
= −ΠΩ (3.66)

Θα επιλέξουμε ΠΩ < 0 όπου έχουμε ότι ΠΩ = ±
√
Π2

+ +Π2
− + e−4Ω(V − 1)

β̇± =− Π±

ΠΩ
(3.67)

Από την ανάλυση των εξισώσεων των συνδέσμων έχουμε ότι H = 0. Για τον έλεγχο της συ-
μπεριφοράς του συστήματος γραμμικοποιούμε τις εξισώσεις γράφοντας τις στην παρακάτω μορφή
και βρίσκουμε τους εκθέτες Lyapunov με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να αποφανθούμε για το αν η
συμπεριφορά είναι χαοτική ή όχι.

żi =g(z) ⇒ żi =
∂gi(z)

∂zk

∣∣∣∣
z=0

zk +
1

2!

∂2gi(z)

∂zk∂zl

∣∣∣∣
z=0

���*
0

zlzk + . . .

żi =Aikz
k ⇒ z = eAtz0 ⇒ zi = eλitz0

λi = lim
t→∞

1

t
ln z(t)
z(0)

(3.68)

όπου z(t) είναι η γραμμικοποιημένη λύση της διαφορικής εξίσωσης. Όπως έχουμε σχολιάσει
παραπάνω το πρόβλημα με τις εξισώσεις του μοντέλου Mixmaster που έχουμε να μελετήσουμε είναι
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Σχήμα 3.3: Largest Lyapunov Exponents (short time) for the
Mixmaster cosmology calculated with Minkowski metric

ότι οι εκθέτες Lyapunov φαίνεται να μην είναι αναλλοίωτοι κάτω από αλλαγές συντεταγμένων κάτι
το οποίο δημιουργεί την σύγχυση σχετικά με το αν είναι ή όχι χαοτικό το σύστημα. Μία διαφορετική
προσέγγιση είναι μέσω της εντροπίας Kolmogorov που γίνεται από τον Barrow [20]

Από την ανάλυση που έγινε [14] προκύπτει το παρακάτω γράφημα των εκθετών Lyapunov όπου
αποκαλύπτεται η χαοτική συμπεριφορά του συστήματος. Είδαμε ότι το IX , καθώς και το V III ,
ομοιογενή κοσμολογικά μοντέλα του Bianchi έχουν χαοτική συμπεριφορά. Τα εν λόγω μοντέλα είναι
τα μόνα που δεν έχουν κλασσικό ανάλογο, από σκοπιάς Newtonian δυναμικής, συνεπώς η χαοτική
συμπεριφορά είναι εγγενώς σχετικιστικό φαινόμενο. Το Mixmaster μοντέλο αντιπροσωπεύει την
εξέλιξη των βαρυτικών κυμάτων με επαρκείς βαθμούς ελευθερίας ώστε να δημιουργούνται ανισο-
τροπίες στην τριδιάστατη καμπυλότητα. Τα βαρυτικά κύματα δημιουργούν τις ανισοτροπίες στην
τριδιάστατη καμπυλότητα με την κίνηση τους και οι ανισοτροπίες δημιουργούν μία αντίδραση στην
κίνηση τους. Η μη γραμμικότητα της ανισότροπης καμπυλότητας είναι η άμεση αιτία της μη μηδε-
νικής μετρικής εντροπίας, που αποτελεί κριτήριο για το αν ένα σύστημα είναι ή όχι χαοτικό. Θα
περίμενε κανείς ότι τα σχετικιστικά συστήματα θα έχουν πιο θεαματική χαοτική συμπεριφορά σε
σχέση με τα κλασικά αυτό λόγω της μοναδικότητας των αυτο-αλληλεπιδρώντων, και της μη γραμμι-
κότητας της θεωρίας του Einstein. Ενώ όλες οι άλλες φυσικές θεωρίες απλώς παρέχουν τις εξισώσεις
που περιγράφουν τις αλληλεπιδράσεις των σωματιδίων ή των πεδίων σε κάποια σταθερό και προ-
καθορισμένο γεωμετρικό υπόβαθρο, οι εξισώσεις του Einstein είναι διαφορετικές. Οι εξισώσεις του
χωρόχρονου περιγράφουν την ίδια την γεωμετρία και την εξέλιξη της καθώς και την αλληλεπίδραση
των σωματιδίων ή των πεδίων με την ίδια την γεωμετρία. Όλα αυτά μαζί είναι υπεύθυνα για την
χαοτική συμπεριφορά αυτών των συστημάτων.

Απεικόνιση Poincare

Μία διαφορετική προσέγγιση του προβλήματος της χαοτικής συμπεριφοράς του μοντέλου Mixmaster
είναι να θεωρήσουμε ότι οι διαφορικές εξισώσεις τις οποίες καλούμαστε να λύσουμε είναι τις μορφής
ẋ = F (x) και να υποθέσουμε απεικονίσεις οι οποίες δίνονται από την παρακάτω σχέση.

xn+1 = T (xn)

Από την παραπάνω απεικόνιση έχουμε για τις λύσεις του xn αν για ένα αρκετά μεγάλο πλήθος
επαναλήψεων αν το σύστημα συγκλίνει τότε η συμπεριφορά είναι ομαλή ειδάλως το σύστημα έχει
χαοτική συμπεριφορά. Θα υποθέσουμε μία απεικόνιση η οποία ύστερα από συγκεκριμένο αριθμό
επαναλήψεων θα καταλήγει σε μία στάσιμη κατάσταση η οποία δεν θα εξαρτάται από τον αριθμό
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των επαναλήψεων π.χ.

y =T (x) =
1

2
(x− x−1)

Επίσης θα θεωρήσουμε την ποσότητα µ(y) ως το σχετικό πλήθος των επαναλήψεων {xi} οι οποίες
λαμβάνουν χώρα στο διάστημα {y, δy}. Αν η ποσότητα µ(y) υπάρχει θα πρέπει να είναι ανεξάρτητη
από την απεικόνιση T και το πλήθος των επαναλήψεων στο οποίο το σύστημα καταλήγει να έχει
στάσιμες λύσεις.

x2 − 2yx− 1 =0 ⇒ x± = y ±
√
y2 + 1 ⇒ x2± = 2y2 ± 2y

√
y2 + 1 + 1

dx± =dy ± ydy√
y2 + 1

=

√
y2 + 1± y√
y2 + 1

= ± x±√
y2 + 1

dy

Η ποσότητα µ(y) έχει δύο σκέλη και δίνεται από την παρακάτω σχέση.

µ(y)dy =µ(x+)dx+ + µ(x−)dx− =
1√
y2 + 1

(x+µ(x+)− x−µ(x−))dy

µ(y)(y2 + 1) =
√
y2 + 1(x+µ(x+)− x−µ(x−))

√
y2+1x±=±

x2
±+1

2⇒ 1

2
(x2+ + 1)µ(x+) +

1

2
(x2− + 1)µ(x−)

2f(y) =f(x+) + f(x−), f(x) = (x2 + 1)µ(x)

Η συνάρτηση f(x) θέλουμε να είναι γραμμική οπότε έχουμε.

µ(y) =
a0 + a1y

y2 + 1
(3.69)

Καθώς θέλουμε η συνάρτηση µ(y) να είναι κανονικοποιημένη στην μονάδα και να μην αποκλείνει η
σταθερά a1 = 0 και η σταθερά a0 = π−1.

µ(y) =
1

π(y2 + 1)
(3.70)

Αυτή αποτελεί μία μη γραμμική απεικόνιση και μπορεί να περιγράφει το σύστημα μας. Θα εφαρ-
μόσουμε μία τέτοια απεικόνιση στο Mixmaster μοντέλο και θα δούμε ότι είναι ένα σύστημα που
εμφανίζει χαοτική συμπεριφορά.Κατ’αρχας θεωρούμε την μετρική Kasner η οποία περιγράφει το
μοντέλο Mixmaster και αναλύουμε τις εξισώσείς ως ένα σύστημα ταλαντωτών. Για το σύστημα
αυτό έχουμε ότι κοντά στην αρχική ιδιομορφία περιγράφεται όπως και στην Hamiltonian ανάλυση,
δηλαδή ένα δυναμικό στο οπόιο προσκρούει ένα σωματίδιο και ακολουθεί συγκεκριμένους νόμους
ανάκλασης καθώς στο εσωτερικό του δυναμικού δηλαδή μακριά από τα τοιχώματα συμπεριφέρεται
σαν Kasner μοντέλο διότι σχεδόν εξαφανίζεται το δυναμικό.

ds2 =− dt2 + t2pidx2i

Από την ανάλυση από της μετρικής Kasner και των εξισώσεων πεδίου έχουμε ότι οι εκθέτες pi ότι
πρέπει να ικανοποιούν τις εξής σχέσεις.

3∑
i=1

pi =
3∑
i=1

p2i = 1p1(u)p2(u)
p3(u)

 =
1

1 + u+ u2

 −u
1 + u
u+ u2

 , pi(u
−1) = pi(u) (3.71)
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Επίσης από τις εξισώσεις πεδίου Rmm = 0,m = 1, 2, 3 προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις.

d2 ln(α2)

dΩ2
=(β2 − γ2)2 − α4 (3.72αʹ)

d2 ln(β2)

dΩ2
=(α2 − γ2)2 − β4 (3.72βʹ)

d2 ln(γ2)
dΩ2

=(β2 − α2)2 − γ4 (3.72γʹ)

d2 ln(α2β2γ2)

dΩ2
=
d ln(α2)

dΩ

d ln(β2)

dΩ
+
d ln(β2)

dΩ

d ln(γ2)
dΩ

+
d ln(γ2)
dΩ

d ln(α2)

dΩ
(3.73)

Οι παραπάνω εξισώσεις περιγράφουν την κίνηση ενός σωματιδίου εντός ενός χρονοεξαρτόμενου
δυναμικού. Οι όροι στην δεξιά πλευρά των εξισώσεων αυτών προσδιορίζει το δυναμικό. Όταν οι
όροι στην δεξιά πλευρά τίθενται ίση με μηδέν οι εξισώσεις πεδίου καταλήγουν σε εξισώσεις που
περιγράφουν την Κοσμολογία Bianchi I ή Kasner .

Οι παρακάτω λύσεις περιέχουν τέσσερις αυθαίρετες σταθερές A,B,C, u οι B,C προσδιορίζουν τα
πλάτη της ταλάντωσης των α2, β2 όπου τα πλάτη προσδιορίζονται από το μέγιστο του α2, μακριά
από τα σημεία καμπής οι λύσεις έχουν ίδια συμπεριφορά με τις λύσεις για εποχή Kasner , ενώ η λύση
για το γ2 δίνει απόσβεση του συστήματος, καθώς τ → −∞.

α2 =Ausechθ ⇒ d ln(α2)

dΩ
= −A tanh θ (3.74αʹ)

β2 =
Au

B
cshθe−

θ
u ⇒ d ln(β2)

dΩ
= A(tanh θ − 1) (3.74βʹ)

γ2 =
Au

C
cshθe−

θ
u ⇒ d ln(γ2)

dΩ
= A(tanh θ − u2) (3.74γʹ)

θ =Au(Ω− Ω0), B =

(
α

β

)
α̇=0

C =

(
α

γ

)
α̇=0

un+1 =un − 1;un > 1

Bn+1 =
1

4

(
un − 1

un

)[
4Bn

(
un − 1

un

)] un
un−1

Cn+1 =Cn

(
un − 1

un

)[
4Bn

(
un − 1

un

)]un

An+1 =An

Η προσέγγιση Kasner των παραπάνω εξισώσεων μακριά από τα σημεία καμπής των α2, β2 περι-
γράφεται από την παράμετρο u.

Μία σειρά από μικρές ταλαντώσεις από την μία Kasner στην άλλη Kasner συμπεριφορά συμβαίνει
όταν η τιμή της σταθεράς un πέφτει κάτω από την μονάδα. Στην περίπτωση αυτή η αναλλοίωτες
ιδιότητες pi(u) στο μοντέλο Kasner δείχνουν να ξεκινάει νέος κύκλος ταλαντώσεων όπου.

un+1 =
1

un
, un < 1 (3.75)

Τελικά καταλήγουμε ότι η εξέλιξη του σύμπαντος αν πάμε πίσω προς την αρχική ιδιομορφία, Big
Bang, περνάει μέσα από μία σειρά από πεπερασμένες ταλαντώσεις των παραμέτρων κλίμακας
α2, β2, γ2 σε ένα χρονικό διάστημα (0, T ). Από φυσικής απόψεως μιλώντας είναι η εξέλιξη μίας
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μπάλας ενέργειας βαρυτικών κυμάτων καθώς καταρρέει σε μηδενικό όγκο. Η κατάρρευση ακολουθεί
μια σειρά κύκλων, κατά την οποία δύο από τους παράγοντες κλίμακας (”ακτίνες”) εκτελούν μικρές
ταλαντώσεις, ενώ το τρίτο καταρρέει μονοτονικά. Η αλλαγή της συμπεριφοράς που υποδεικνύει
την έναρξη ενός νέου κύκλου είναι η επίτευξη ενός τοπικού ελάχιστου από τη συνάρτηση η οποία
πέφτει μονοτονικά. Κατά τη διάρκεια του νέου κύκλου, η μονότονη κλίμακα του παλιού κύκλου
εκτελεί μικρές ταλαντώσεις, ενώ ο παράγοντας κλίμακας που την αντικατέστησε αναλαμβάνει τώρα
μονοτονική συμπεριφορά μέχρις ότου ο επόμενος κύκλος αρχίζει. Κατά τη διάρκεια οποιασδήποτε
χρονικού διαστήματος στο οποίο κανένας από τους α2, β2, γ2 δεν έχουν τοπικά μέγιστα ή ελάχιστα
η επέκταση περιγράφεται σε μια καλή προσέγγιση με το μοντέλο Kasner . Αν υποθέσουμε ως ένα
Hamiltonian σύστημα το αριστερό μέλος των εξισώσεων περιγράφει τους κινητικούς ρους ενώ το
δεξί τους δυναμικούς όπως έχουμε ήδη αναλύσει σε προηγούμενα κεφάλαια. Οπότε το σωματίδιο
βρίσκεται μακριά από τα τοιχώματα περιγράφεται επαρκώς από το μοντέλο Kasner αυτό συμβαίνει
και όταν προσκρούει στα τοιχώματα και απομακρύνεται πάλι τείνει να περιγραφεί από το ίδιο
μοντέλο οπότε η σταθερά u0 αν ξεκινήσει με τιμή μεγαλύτερη της μονάδας σε κάθε μία πρόσκρουση
θα παίρνει την τιμή u0 − 1 στο επόμενο u0 − 2 και ούτω καθεξής. Συνεπώς η σταθερά u περιγράφει
την προσέγγιση Kasner στην αρχή κάθε κύκλου μικρών ταλαντώσεων και δίνεται από τον τύπο.

u1 =
1

u0 − [u0]
, [u0] Ακέραιο μέρος της u0 (3.76)

Σχήμα 3.4: Η ταλαντούμενη εξέλιξη των παραγόντων κλίμακας α2, β2, γ2 καθώς προσεγγίζουμε την αρχική ιδιομορφία
t → 0 η εξέλιξη περιγράφεται από μία σειρά από κύκλους στους οποίους οι δύο παράμετροι ταλαντώνονται ενώ ο τρίτος
πέφτει μονοτονικά στην κλίμακα του “χρόνου” eΩ.
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Η Γενική θεωρία της σχετικότητας από όταν πρωτοεισήχθει προέβλεπε με αρκετά μεγάλη ακρί-
βεια διάφορα παρατηρησιακά δεδομένα κάτι το οποίο την έκανε και μία από τις βασικές φυσικές
θεωρίες. Η γενική θεωρία της σχετικότητας αποτελεί μία καθαρά γεωμετρική θεωρία για την οποία
οποιαδήποτε εξέλιξη στον χωρόχρονο ερμηνεύεται ως βαρυτικό φαινόμενο, όπως μία μελανή οπή η
οποία συνδέεται με την στρέβλωση του χωρόχρονου. Παρ όλες τις επιτυχίες της σύντομα ο επιστη-
μονικός κόσμος ήθελε να βρει άλλες θεωρίες οι οποίες πιθανόν να είναι γενικότερες και ορθότερες.
Αυτή η ανησυχία για την επέκταση της γενικής θεωρίας της σχετικότητας οδηγείσαι σε διάφορες επε-
κταμένες θεωρίες, όπως η θεωρία f(R) καθώς και η θεωρία Brans − Dicke στις οποίες θα αναφερθούμε
παρακάτω. Η ανάπτυξη αυτών των νέων θεωριών βασίστηκε πάνω στην γενική θεωρία της σχετι-
κότητας δηλαδή όλες οι θεωρίες που προέκυψαν λόγω της σχετικότητας αποτελούσαν γεωμετρικής
φύσης θεωρίες, κάτι τέτοιο έδωσε έναυσμα για την ανάπτυξη αυτού του τομέα των μαθηματικών.
Βασική απαίτηση των καιρών μας για να είναι μία φυσική θεωρία πλήρης πρέπει να έχουμε και την
κβαντική περιγραφή αυτής κάτι το οποίο δεν έχει γίνει, ακόμα, εφικτό για την βαρύτητα και αυτό
αποτελεί έναν από τους σημαντικότερους λόγους των επεκτάσεων της γενικής θεωρίας της σχετικό-
τητας. Όμως η γενική θεωρία της σχετικότητας σε συνδυασμό με την κβαντική θεωρία, ημικλασική
προσέγγιση, δίνει διάφορα ενδιαφέροντα αποτελέσματα, όπως η ακτινοβολία Hawking και το φαι-
νόμενο Unruh , τα οποία υποδεικνύουν ότι είναι πιθανή η κβάντωση του βαρυτικού πεδίου. Όμως
πέραν των κβαντικών προβλημάτων τα οποία έχουμε να αντιμετωπίσουμε υπάρχουν και κλασικά
προβλήματα τα οποία η γενική θεωρία της σχετικότητας αδυνατεί να τα εξηγήσει και απαιτεί μία
επέκταση της, όπως το πρόβλημα του ορίζοντα όπου απομακρυσμένα σημεία του σύμπαντος δεν
θα έπρεπε να έχουν αλληλεπίδραση μεταξύ τους παρόλα αυτά εμφανίζουν κοινά παρατηρησιακά
χαρακτηριστικό όπως η θερμοκρασία υποβάθρου. Συνεπώς παρακάτω θα αναφερθούμε σε δύο πι-
θανά μοντέλα επέκτασης της γενικής σχετικότητας αυτά είναι η f(R) θεωρίες βαρύτητας καθώς και
η θεωρία Brans − Dicke, οι οποίες αποδεικνύεται ότι είναι δύο ισοδύναμες θεωρίες.

4.1 Θεωρία Brans − Dicke

Η θεωρία Brans − Dicke αποτελεί μία από τις επεκταμένες θεωρίες βαρύτητας είναι ένα χαρα-
κτηριστικό παράδειγμα βαθμωτής-τανυστικής θεωρίας για την βαρύτητα, βαρυτικές θεωρίες στις
οποίες η βαρύτητα προκαλείται λόγω ενός βαθμωτού πεδίου και των πεδίων της κλασικής θεωρίας
της γενικής σχετικότητας. Στην συγκεκριμένη βαρυτική θεωρία, σύμφωνα με τις ιδέες του Dirac, η
παγκόσμια βαρυτική σταθερά παύει πλέον να είναι σταθερά και αντικαθήσταται με ένα πεδίο, ϕ,
το οποίο εξαρτάται από τα σημεία του χωρόχρονου. Οι εξισώσεις πεδίου της θεωρίας Brans − Dicke

περιέχουν μια παράμετρο, που ονομάζεται η σταθερά σύζευξης Brans − Dicke. Αυτή είναι μια πραγ-
ματική αδιάστατη σταθερά που μπορεί να επιλεγεί ούτως ώστε να ταιριάζει τις παρατηρήσεις.
Τέτοιου είδους παράμετροι αποκαλούνται tuneable παράμετροι διότι προσαρμόζουν την θεωρία
στα πειραματικά δεδομένα. Η θεωρία Brans − Dicke δίνει κυματικές εξισώσεις από τις οποίες προ-
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κύπτουν βαρυτικά κύματα τα οποία είναι πιθανόν ανιχνεύσιμα.

4.1.1 δράση Brans − Dicke

Για την θεωρία Brans − Dicke έχουμε την παρακάτω δράση για την οποία έχουμε ένα δυναμικό
το οποίο εξαρτάται ρητά από τα πεδία ϕ και τους κινητικούς όρους των πεδίων ϕ.

SBD =
1

16π

∫ (
ϕR− ω

ϕ
∇µϕ∇µϕ− V (ϕ)

)√
−gd4x+ SM (4.1)

Μπορούμε να γράψουμε σε ισοδύναμη με την προηγούμενη μορφή την δράση όπου πλέον γίνεται
εμφανής η αλλαγή της σταθεράς παγκόσμιας έλξης με το πεδίο ϕ.

SBD =
1

16π

∫
ϕ (R− ω∇µ lnϕ∇µ lnϕ− U(ϕ))

√
−gd4x+ SM (4.1)

Αν κάνουμε την μεταβολή της δράσης, ως προς την μετρική gµν , θα πάρουμε τις εξισώσεις κίνησης
από τις οποίες προκύπτει μία γενικευμένη τανυστική εξίσωση. Επιπλέον αν κάνουμε την μεταβολή,
ως προς τα πεδία ϕ, θα προκύψουν οι κυματικές εξισώσεις.

δgSBD =
1

16π

∫
δg

(
ϕR− ω

ϕ
∇µϕ∇µϕ− V (ϕ)

)√
−gd4x+ δSM

δ(
√
−gR)=(Gµν−∇µ∇ν+gµν□2)δgµν

⇒
δ
√
−g=− 1

2 gµνδgµν

=
1

16π

∫ (
ϕ(Gµν −∇µ∇ν + gµν□2)− ω

ϕ
(∇µϕ∇νϕ− 1

2
gµν∇τϕ∇τϕ)

)√
−gδgµνd4x+ δSM

=
1

16π

∫ (
ϕGµν − (∇µ∇νϕ− gµν□2ϕ)− ω

ϕ
(∇µϕ∇νϕ− 1

2
gµν∇τϕ∇τϕ) +

V

2ϕ
gµν

)√
−gδgµνd4x+

δSM
δgµν

δgµν +−
∮

(δτν∇µ − gµν∇τ )(ϕδgµν)
√
−gητd3x

Gµν =
1

ϕ
(∇µ∇νϕ− gµν□2ϕ) +

ω

ϕ2
(∇µϕ∇νϕ− 1

2
gµν∇τϕ∇τϕ) +

8π

ϕ
Tµν −

V

2ϕ
gµν

Υποθέτουμε ότι ο όρος στην δράση που μας δίνει την αλληλεπίδραση της γεωμετρίας με την ύλη
δεν εξαρτάται από τα πεδία ϕ.

δϕSBD =
1

16π

∫
δϕ

(
ϕR− ω

ϕ
∇µϕ∇µϕ− V (ϕ)

)√
−gd4x+����:0

δϕSM

=
1

16π
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ϕ
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)
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√
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ϕ
+
dV (ϕ)
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R =− 1

ϕ
(□2ϕ− 4□2ϕ)− ω
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ϕ
T+
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ϕ
⇒

□2ϕ =
1

2ω + 3

(
8πT+ ϕ

dV (ϕ)

dϕ
− 2V (ϕ)

)
(4.2)

Παρακάτω θα δούμε μία άλλη βαθμωτή-τανυστική θεωρία η οποία όπως θα αποδεικνύεται κα-
ταλήγει να είναι ισοδύναμη με μία θεωρία Brans − Dicke.
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4.2 f(R) θεωρίες βαρύτητας

Οι πρώτες προσπάθειες για την επέκταση της θεωρίας του Einstein , πέραν της επιστημονικής
περιέργιας, δεν είχαν κάποιο θεωρητικό ή πειραματικό ενδιαφέρον γιαυτό και μέχρις ότου εμφα-
νίστηκαν κάποιες ενδείξεις δεν είχε γίνει καμία πρόοδος. Οι ενδείξεις αυτές υπεισέρχονται στο
γεγονός ότι η γενική θεωρία της σχετικότητας δεν επιδεχόταν επανακανονικοποίηση ενώ για με-
γαλύτερης τάξης θεωρίες, θεωρίες με Lagrangian πολυώνυμα βαθμού μεγαλύτερου της μονάδας της
καμπυλότητάς Ricci , αποδεικνύεται ότι είναι εφικτή η επανακανονικοποίηση, για βρόχους πρώτης
τάξης, πρωταρχικά η απόδειξη αυτή έγινε από τους Utiyama και DeWitt [21] η οποία μελετήθηκε
εκτενέστερα από τον Stelle [22] ο οποίος έδειξε ότι ναι μεν είναι επανακανονικοποίηση αλλά όχι
μοναδιακή θεωρία. Τέτοιου είδους υποθέσεις οδηγούν το επιστημονικό ενδιαφέρον σε μεγαλύτε-
ρης τάξης θεωρίες βαρύτητας. Ωστόσο, η σημασία αυτών των όρων στη δράση αυτή θεωρείται ότι
περιορίζεται σε πολύ ισχυρά συστήματα βαρύτητας και αναμένεται να καταστέλλεται σημαντικά
από μικρές συζεύξεις, όπως θα περίμενε κανείς, όταν λαμβάνονται υπόψη οι απλές εκτιμήσεις της
θεωρίας πεδίου. Επομένως διορθώσεις στην γενική θεωρία της σχετικότητας θα θεωρούνται σημα-
ντικές για κλίμακες συγκρίσιμες με την κλίμακα του Planck , συνεπώς, αυτό θα συμβαίνει στο πρώιμο
σύμπαν ή κοντά σε μελανές οπές και μάλιστα υπάρχουν σχετικές μελέτες, όπως το γνωστό σενά-
ριο πληθωρισμού με γνώμονα την καμπυλότητα που μελετήθηκε από τον Starobinsky [23]. Ωστόσο,
δεν αναμένεται ότι τέτοιες διορθώσεις θα μπορούσαν να επηρεάσουν τη βαρυτική φαινομενολογία
σε χαμηλές ενέργειες, και, κατά συνέπεια, μεγάλες κλίμακες, όπως, για παράδειγμα, το σημερινό
σύμπαν.

4.2.1 Κίνητρα επέκτασης της γενικής θεωρίας της σχετικότητας

Πιο πρόσφατα, τα νέα στοιχεία που προέρχονται από την αστροφυσική και την κοσμολογία έχουν
αποκαλύψει μια εντελώς απρόσμενη εικόνα του σύμπαντος. Τελευταία σύνολα δεδομένων που προ-
έρχονται από διαφορετικές πηγές, όπως είναι η μικρο κυματική ακτινοβολία υποβάθρου (CMBR)
και έρευνες από υπερκαινοφανής (Supernovæ), φαίνεται να υποδηλώνουν ότι η προϋπολογιζόμενη
ενέργεια του σύμπαντος είναι η ακόλουθη: 4% συνηθισμένη βαρυονική ύλη, 20% σκοτεινή ύλη και
76% σκοτεινή ενέργεια [72, 25, 77, 27]. Ο όρος σκοτεινή ύλη αναφέρεται σε ύλη, άγνωστης προς
το παρόν μορφής, η οποία έχει την ιδιότητα να δημιουργεί συμπλέγματα ύλης όπως η συνήθης ύλη
αλλά δεν είναι προς το παρόν ανιχνεύσιμη. Ο όρος σκοτεινή ενέργεια προορίζεται για μία άγνωστη
μορφή ενέργειας που όχι μόνο δεν έχει ανιχνευθεί άμεσα, αλλά επίσης δεν έχει την ιδιότητα της
συνηθισμένης ύλης που δημιουργεί συμπλέγματα. Πιο αυστηρά, θα μπορούσε κανείς να χρησιμο-
ποιήσει τις διάφορες συνθήκες ενέργειας του Wald [28] οι οποίες διακρίνουν τη σκοτεινή ύλη και
τη σκοτεινή ενέργεια: Για την συνήθη και τη σκοτεινή ύλη ικανοποιείται η ισχυρή συνθήκη για την
ενέργεια, ενώ για την σκοτεινή ενέργεια δεν ικανοποιείται. Επιπλέον, η σκοτεινή ενέργεια φαίνεται
να μοιάζει σε μεγάλη λεπτομέρεια με την κοσμολογική σταθερά. Λόγω της δεσπόζουσας θέσης της
ύλης, πέρα από το θέμα (συνήθης και σκοτεινή) στην σημερινή εποχή, η διαστολή του σύμπαντος
φαίνεται να είναι επιταχυνόμενη, σε αντίθεση με τις παρελθοντικές προσδοκίες που έχουμε από τις
υπάρχουσες θεωρίες και τα πειραματικά δεδομένα.

Σημειώνουμε ότι η επιταχυνόμενη διαστολή του σύμπαντος που παρατηρείται τις μέρες μας
προστίθεται στην πρώιμη εποχή επιταχυνόμενης διαστολής του σύμπαντος που προβλέπεται από
την πληθωριστική θεωρία [29, 30, 31]. Η θεωρία του πληθωρισμού είναι αναγκαία για την αντιμετώ-
πιση τριών κύριων προβλημάτων της κοσμολογίας, του προβλήματος του ορίζοντα της επιπεδότητας
του σύμπαντος καθώς και το πρόβλημα των μαγνητικών μονοπόλων [30, 31, 17, 33], καθώς και για
να παρέχουν το μηχανισμό που δημιουργεί αρχέγονες ανομοιογένειες που ενεργούν ως σπόροι για
το σχηματισμό των δομών μεγάλης κλίμακας [34]. Υπενθυμίζουμε επίσης ότι, μεταξύ αυτών των
δύο περιόδων της επιτάχυνσης, θα πρέπει να υπάρχει μια περίοδος επιβραδυντικής διαστολής, έτσι
ώστε η πιο συμβατικές κοσμολογικές εποχές της κυριαρχίας της ακτινοβολίας και της κυριαρχίας
της ύλης να μπορούν να λάβουν χώρα. Πράγματι, υπάρχουν αυστηρά παρατήρησιακά όρια για τις
αφθονίες των ελαφρών στοιχείων, όπως το δευτέριο, το ήλιο και το λίθιο, οι οποίες απαιτούν την
θεωρία της Νουκλεοσύνθεσης της μεγάλης έκρηξης (Big Bang Nucleosynthesis, ΒΒΝ), η παραγωγή
των πυρήνων βαρύτερων από το υδρογόνο, λαμβάνει χώρα κατά τη διάρκεια της εποχής που κυριαρ-
χούσε η ακτινοβολία [35, 36]. Από την άλλη πλευρά, μια εποχή κυριαρχίας της ύλης απαιτείται για
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να λάβει χώρα o σχηματισμός δομών, όπως οι γαλαξίες. Παρατηρήσεις οι οποίες προβληματίζουν
έρχονται συνεχώς από διάφορους τομείς. Η σκοτεινή ύλη δεν κάνει όχι μόνο την εμφάνισή της σε
κοσμολογικά δεδομένα, αλλά και σε αστροφυσικές παρατηρήσεις. Το ερώτημα της “ελλείπουσας
μάζα” είχε ήδη τεθεί ήδη για τα σμήνη των γαλαξιών [37] και για μεμονωμένους γαλαξίες [38] και
μια ικανοποιητική τελική απάντηση βρίσκεται σε εκκρεμότητα [39, 40, 41, 42, 43, 44]. Ένα, λοιπόν,
πρέπει να παραδεχτούμε ότι η ισχύουσα εικόνα της εξέλιξης και το ποσοστό ενέργειας/μάζας του
σύμπαντος είναι τουλάχιστον εντυπωσιακή και χρειάζεται μία εξήγηση.

Το απλούστερο μοντέλο που ταιριάζει επαρκώς τα δεδομένα που δημιουργούν αυτή την εικόνα
είναι το λεγόμενο μοντέλο αντιστοιχίας ή ΛCDM (Λ-Cold Dark Matter), συμπληρώνεται από κάποιο
πληθωριστικό σενάριο, συνήθως με βάση κάποιο βαθμωτό πεδίο που ονομάζεται inflaton. Άλλωστε
δεν εξηγεί την προέλευση του inflaton ή τη φύση της σκοτεινής ύλης από μόνη της, το μοντέλο
ΛCDM επιβαρύνεται με τα γνωστά προβλήματα της κοσμολογικής σταθεράς [45, 46]: το πρόβλημα
του μεγέθους της κοσμολογικής σταθεράς, σύμφωνα με την οποία η παρατηρούμενη τιμή της εί-
ναι εξαιρετικά μικρή για να αποδοθεί στην ενέργεια του κενού των πεδίων ύλης, και το πρόβλημα
της σύμπτωσης, η οποία μπορεί να συνοψιστεί στο ερώτημα: αφού υπάρχει μόνο ένα εξαιρετικά
σύντομο χρονικό διάστημα στην εξέλιξη του σύμπαντος στο οποίο η ενέργεια πυκνότητα της κο-
σμολογικής σταθεράς είναι συγκρίσιμες με αυτή της ύλης, γιατί είναι αυτό που συμβαίνει σήμερα
τώρα που είμαστε παρόντες για να το παρατηρήσουμε; Τα προβλήματα αυτά καθιστούν το μο-
ντέλο ΛCDM περισσότερα από μία εμπειρική προσαρμογή στα δεδομένα των οποίων το θεωρητικό
κίνητρο μπορεί να θεωρηθεί ως πολύ κακό. Κατά συνέπεια, έχουν υπάρξει πολλές προσπάθειες
είτε άμεσα να παρακινήσει την παρουσία της κοσμολογικής σταθεράς ή να προτείνει εναλλακτικές
λύσεις δυναμικών στη σκοτεινή ενέργεια. Δυστυχώς, καμία από αυτές τις προσπάθειες είναι χωρίς
προβλήματα. Για παράδειγμα, η λεγόμενη ανθρωπική αιτιολογία για το μέγεθος του Λ [47, 48],
ακόμα και όταν τοποθετείται σε σταθερότερα θεμέλια μέσα από την ιδέα της «ανθρωπικής ή το
τοπίο των (υπερ)χορδών” [49], κάνει ακόμα πολλούς φυσικούς να αισθάνονται άβολα λόγω πιθα-
νολογική φύση της. Από την άλλη πλευρά, απλά σενάρια για δυναμική σκοτεινή ενέργεια, όπως η
πεμπτουσία [50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57] δεν φαίνεται να είναι, καθώς και θεωρητικά κίνητρα όπως
θα επιθυμούν. Μια άλλη προοπτική για την επίλυση των ζητημάτων που περιγράφονται ανωτέρω,
η οποία μπορεί να φανεί ως πιο ριζοσπαστική σε κάποιους, είναι η εξής: η βαρύτητα είναι μακράν
η κυρίαρχη αλληλεπίδραση σε κοσμολογικές κλίμακες και, ως εκ τούτου, είναι η δύναμη που διέπει
την εξέλιξη του σύμπαντος. Θα μπορούσε να είναι ότι η περιγραφή μας της βαρυτικής αλληλεπίδρα-
σης στις σχετικές κλίμακες δεν είναι αρκετά επαρκής και βρίσκεται στη ρίζα όλων ή ορισμένων από
αυτά τα προβλήματα. Θα πρέπει να εξετάσει το ενδεχόμενο τροποποίησης της θεωρία της βαρύτη-
τας μας και αν ναι, θα βοηθήσει αυτό στην αποφυγή σκοτεινών όρων και απαντώντας στους γρίφους
της κοσμολογίας και της αστροφυσικής. Επιπλέον οι τροποποιημένες θεωρίες σε συνδυασμό με τα
πειραματικά δεδομένα που προέρχονται από το πείραμα BICEP2 [58, 59] ανοίγουν τον δρόμο για
την επιβεβαίωση της θεωρίας του πληθωρισμού καθώς και τις κβάντωσης του βαρυτικού πεδίου, τα
βαρυτικά κύματα θεωρούνται υπαίτια για τις ανομοιογένειες του σύμπαντος καθώς και κατάλοιπο
των κβαντικών διακυμάνσεων του πρώιμου θερμού σύμπαντος, η οποία θα φέρει τους επιστήμονες
ένα βήμα πιο κοντά στην ενοποίηση των θεμελιωδών αλληλεπιδράσεων

Είναι μάλλον άσκοπο να αμφισβητηθεί αν μια τέτοια προοπτική θα είναι καλύτερη ή χειρότερη
από ό,τι οποιαδήποτε από τις άλλες λύσεις που έχουν ήδη προταθεί. Είναι σίγουρα ένας διαφορετι-
κός τρόπος για να αντιμετωπίσει τα ίδια προβλήματα και, εφ’όσον αυτά τα προβλήματα δεν μπορούν
να βρουν μια εύλογη, καλά αποδεκτή και απλή, λύση, αξίζει να επιδιώκουν όλες τις εναλλακτικές
λύσεις. Επιπλέον, αμφισβητώντας την ίδια τη θεωρία της βαρύτητας έχει σίγουρα πλεονεκτήματα
της: μας βοηθά να αποκτήσουμε μια βαθύτερη κατανόηση των σχετικών θεμάτων και της βαρυτικής
αλληλεπίδρασης, έχει υψηλές πιθανότητες να οδηγήσει σε μια νέα φυσική και έχει λειτουργήσει στο
παρελθόν. Υπενθυμίζεται ότι η μετάπτωση της τροχιάς του Ερμή είχε αρχικά αποδοθεί σε κάποια
απαρατήρητο («σκοτεινό») πλανήτη σε τροχιά εντός της τροχιάς του Ερμή, αλλά στην πραγματικό-
τητα αποτέλεσε το πέρασμα από τη Newtonian βαρύτητα στην γενική θεωρία της σχετικότητας ούτως
ώστε να εξηγηθεί.
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4.2.2 Generalized Einstein − Hilbert action

Μία γενίκευση της δράσης Einstein − Hilbert είναι να θεωρήσουμε ότι η Lagrangian δεν είναι η βαθ-
μωτή καμπυλότητα Ricci αλλά μία συνεχής και διαφορίσιμη συνάρτηση αυτής. Η επιλογή αυτή έχει
πλεονεκτήματα διότι πρόκειται για εύκολα διαχειρίσιμη επέκταση, θα μπορούσαμε να πάρουμε για
Lagrangian βαθμωτές ποσότητες όπως η RµνRµν ή RµνξρRµνξρ οι οποίες είναι σαφώς δυσκολότερες
στον χειρισμό τους, η οποία δίνει θεωρητικές προβλέψεις για την φυσική υψηλών ενεργειών, επανα-
κανονικοποιήσιμα Feynman , όπου είναι ένα ισχυρό κίνητρο για τέτοιου είδους επεκτάσεις Άρα χωρίς
να θεωρούμε μία τέτοια επέκταση είτε λανθασμένη είτε ορθή θα εργαστούμε ούτως ώστε να την
επιβεβαιώσουμε ή να την απορρίψουμε άλλωστε αποτελεί μία εύλογη επιλογή ως toy model.

SE−H =
1

2k2

∫
R
√
−gd4x

Από την απλή δράση Einstein − Hilbert αντικαθιστούμε την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci με την συνάρ-
τηση f(R) αυτής και έτσι έχουμε.

SGE−H =
1

2k2

∫
f(R)

√
−gd4x

Μεταβολή γενικευμένης δράσης

Συνεπώς θα εξάγουμε τις εξισώσεις κίνησης για την εν λόγω δράση κάνοντας την μεταβολή όπως
ακριβώς και στην δράση Einstein − Hilbert . Από τον ορισμό της δράσης έχουμε την παρακάτω σχέση
από την οποία μεταβάλλοντας την θα προκύψει μία γενικευμένη εξίσωση βαρύτητας η οποία λόγω
της συναρτησιακής σχέσης της R θα προσθέτει επιπλέον όρους στην γνωστή εξίσωση του Einstein.
Ουσιαστικά προκύπτει μία εξίσωση η οποία έχει ένα δυναμικό που εξαρτάται από την f και τις
παραγώγους της.

SGE−H =
1

2k2

∫
f(R)

√
−gd4x

δSGE−H =
1

2k2

∫
δ(f(R)

√
−g)d4x =

∫ {
(δf(R))

√
−g) + f(R)(δ

√
−g)

}
d4x

=
1

2k2

∫ {
df

dRδR− f
1

2
gµνδg

µν

}√
−gd4x

=
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2k2
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f ′(Rµνδgµν +∇µZ

µ)− f

2
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)√
−gd4x

2.7
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2k2
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2k2
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2
gµν)δg

µν√−gd4x⇒

δSGE−H

∂δgµν
=f ′Rµν − (∇µ∇ν − gµν□2)f ′ − 1

2
gµνf
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1

2
f ′Rgµν +

1
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f ′Rgµν − (∇µ∇ν − gµν□2)f ′ − 1

2
gµνf

=f ′Gµν − (∇µ∇ν − gµν□2)f ′ +
1

2
(f ′R− f)gµν
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Όπου προέκυψε η μία γενικευμένη εξίσωση Einstein για κενό χώρο από την γενικευμένη δράση που
χρησιμοποιήσαμε. Εν συνεχεία θα προσθέσουμε μία δράση που περιέχει τους όρους ύλης και θα
εξαγάγουμε μία γενικευμένη εξίσωση βαρύτητας για χώρο με ύλη.

S =SGE−H + SMatt =
1

2k2

∫
f(R)

√
−gd4x+

∫
LMatt(gµν ,Ψ)

√
−gd4x⇒

δS
δgµν

=
δSGE−H

δgµν
+
δSMatt

δgµν
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1

2
(f ′R− f)gµν = k2Tµν

k2gµνTµν =f ′gµνGµν − gµν(∇µ∇ν − gµν□2)f ′ +
1

2
(f ′R− f)gµνgµν ⇒ k2T = (R+ 3□2)f ′ − 2f
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f ′

(
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2
(f ′R− f)gµν + k2Tµν

)
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f ′
((∇µ∇νf
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1

3
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2
(f ′R− f)gµν + k2Tµν)
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1

f ′
((∇µ∇νf

′)− 1

6
(f ′R+ f)gµν + k2(Tµν −
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3
gµνT))

=
k2

f ′
(Tµν + Teffµν ) = Geff (Tµν + Teffµν )

Teffµν ≡ 1

k2

(
(∇µ∇ν − gµν□2)f ′ − 1
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(f ′R− f)gµν

)
Geff ≡k

2

f ′

Η εξίσωση που προέκυψε μας δίνει την εξίσωση Einstein με ένα ενεργό τανυστή ενέργειας ορμής ο
οποίος οφείλεται στις παραγώγους της συνάρτησης f , η συνάρτηση που εισήχθη για Langrangian στην
δράση, όπως παρατηρούμε ο τανυστής αυτός δεν έχει την συνήθη μορφή, δηλαδή δεν αποτελείται
από τετραγωνικούς όρους του πεδίου f ′ αλλά περιέχει και γραμμικούς όρους ως προς τις δεύτερες
παραγώγους του πεδίου. Επίσης προέκυψε Geff η οποία απότελεί ενεργό ζεύξη με το βαρυτικό
πεδίο.

Ισοδυναμία f(R) με την θεωρία Brans − Dicke

Με τον ίδιο τρόπο που μπορεί κανείς να κάνει επαναπροσδιορισμούς των μεταβλητών στην
κλασική μηχανική, προκειμένου να φέρει μια εξίσωση που περιγράφει ένα σύστημα σε μία πιο
ελκυστική, ή εύκολο να το χειριστεί, μορφή (με παρόμοιο τρόπο με την αλλαγή του συστήματος
συντεταγμένων), μπορεί κανείς να εκτελέσει επαναπροσδιορισμούς των πεδίων σε μια θεωρία πε-
δίου, προκειμένου να ξαναγράψει την δράση ή τις εξισώσεις πεδίου. Δεν υπάρχει μοναδική συνταγή
για τον επανακαθορισμό των πεδίων μιας θεωρίας. Κάποιος μπορεί να εισαγάγει βοηθητικά πε-
δία,να εκτελέσει επανακανονικοποιήσεις ή σύμμορφους μετασχηματισμούς, ή ακόμα και απλά να
επαναπροσδιορίσει τα πεδία του. Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι, τουλάχιστον σε μια κλασική
προοπτική, όπως εκείνη που ακολουθείται εδώ, οι δύο θεωρίες θεωρούνται δυναμικά ισοδύναμες,
εφόσον, σύμφωνα με ένα κατάλληλο επαναπροσδιορισμό των βαρυτικών και των υλικών πεδίων,
μπορεί κανείς να κάνει εξισώσεις πεδίου τους να συμπίπτουν. Η ίδια κατάσταση μπορεί να γίνει
στο επίπεδο της δράσης. Δυναμικά ισοδύναμες θεωρίες δίνουν ακριβώς τα ίδια αποτελέσματα όταν
περιγράφουν ένα δυναμικό σύστημα, το οποίο εμπίπτει στο πεδίο εφαρμογής αυτών των θεωριών.
Υπάρχουν σαφή πλεονεκτήματα για την εξερεύνηση της δυναμικής ισοδυναμίας μεταξύ των θεω-
ριών: μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα που έχουν ήδη προκύψει για μία θεωρία
για τη μελέτη της σε άλλη, ισοδύναμη, θεωρία.Ο όρος ”δυναμική ισοδυναμία” μπορεί να θεωρηθεί
παραπλανητικός στην κλασική βαρύτητα. Μέσα σε μια κλασική προοπτική, μια θεωρία περιγρά-
φεται πλήρως από ένα σύνολο εξισώσεων πεδίου. Όταν αναφερόμαστε σε θεωρίες της βαρύτητας,
οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν τη δυναμική των συστημάτων που έλκονται. Ως εκ τούτου, οι δύο
δυναμικά ισοδύναμες θεωρίες είναι πραγματικά ακριβώς διαφορετικές αναπαραστάσεις της ίδιας
θεωρίας (που καθιστά σαφές ότι όλα επιτρέπονται, οι αναπαραστάσεις μπορεί να χρησιμοποιη-
θούν επί ίσοις όροις.). Το ζήτημα της διάκρισης μεταξύ δύο πραγματικά διαφορετικών θεωριών
και διαφορετικών αναπαραστάσεων της ίδιας θεωρίας (ή δυναμικά ισοδύναμων θεωριών) είναι μια
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αρκετά περίπλοκη διαδικασία. Θα έχει σοβαρές επιπτώσεις και υπήρξε η αιτία πολλών παρανοή-
σεων στο παρελθόν, ειδικά όταν οι σύμμορφοι μετασχηματισμοί χρησιμοποιούνται προκειμένου να
επαναπροσδιοριστούν τα πεδία, π.χ. στα πλαίσια Einstein και Jordan που εφαρμόζονται σε βαθμωτές-
τανυστικές θεωρίες [60], δεδομένου ότι αντιμετωπίζονται με προσοχή, επαναπροσδιορισμοί των
πεδίων και για διαφορετικές αναπαραστάσεις της ίδιας θεωρίας είναι απολύτως νόμιμοι και απο-
τελούν πολύ χρήσιμα εργαλεία για την κατανόηση των βαρυτικών θεωριών Συνεπώς ξεκινώντας
από την γενικευμένη δράση και κάνοντας ανάπτυξη κατά Taylor της συνάρτησης f , ως και πρώτης
τάξης, παίρνουμε τα παρακάτω.

SGE−H =
1

2k2

∫
f(R)

√
−gd4x+ SMatt(gµν ,Ψ)

≈
1

2k2

∫
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√
−gd4x+ SMatt(gµν ,Ψ)

δSGE−H=0⇒
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δSGE−H =
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2k2

∫
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√
−gd4x+ δSMatt(gµν ,Ψ) ⇒ χ = R

SGE−H
Φ=fχ
=

1

2k2

∫
(ΦR− V (Φ))

√
−gd4x+ SMatt(gµν ,Ψ), V (Φ) = χfχ − f(χ)

Όπου προέκυψε μία δράση παρόμοια με την Brans − Dicke. Αυτή είναι η αναπαράσταση της δράσης
στο πλαίσιο Jordan μιας θεωρίας Brans − Dicke με Brans − Dicke παράμετρο ω0 = 0. Ένα ω0 = 0 θεωρία
Brans − Dicke [μερικές φορές ονομάζεται ”μαζική βαρύτητα dilaton” [61] η οποία είχε αρχικά προταθεί
από τον O’Hanlon [62] προκειμένου να δημιουργήσει έναν όρο Yukawa στο Newtonian όριο και έχει
κατά καιρούς εξεταστεί στην βιβλιογραφία [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70]. Θα πρέπει να τονιστεί
ότι ο βαθμωτός βαθμός ελευθερίας ϕ = f ′(χ) είναι αρκετά διαφορετική από ένα υλικό πεδίο, για
παράδειγμα, όπως και όλα τα μη ελάχιστα συζευγμένα βαθμωτά πεδία, μπορεί να παραβιάσει όλες
τις προϋποθέσεις ενέργειας [18]. Οι εξισώσεις πεδίο που αντιστοιχούν στην προκύπτουσα δράση
Brans − Dicke είναι.

Gµν =
1

ϕ
((∇µ∇νϕ− gµν□2ϕ)− 1

2ϕ
V (ϕ)gµν +

k2

ϕ
Tµν

k2

ϕ
T =3□2ϕ+ 2V (ϕ)− ϕ

dV (ϕ)

dϕ

Από την τελευταία εξίσωση προκύπτει η δυναμική του συστήματος για δοσμένα υλικά πεδία. Τέ-
λος, ας αναφέρουμε ότι, ως συνήθως, σε θεωρία Brans − Dicke και πιο γενικές βαθμωτές-τανυστικές
θεωρίες, μπορεί κανείς να εκτελέσει ένα σύμμορφο μετασχηματισμό και να ξαναγράψει τη δράση
Brans − Dicke σε αυτό που ονομάζεται πλαίσιο Einstein , σε αντίθεση με το πλαίσιο Jordan. Συγκεκρι-
μένα, εκτελώντας τον σύμμορφο μετασχηματισμό έχουμε.

gµν →g̃µν = f ′(R)gµν = ϕgµν

dϕ̃ =

√
2 + 3ω0

2k2
dϕ

ϕ

με μια βαθμωτή-τανυστική θεωρία να αντιστοιχίζεται μέσα στο πλαίσιο Einstein στο οποίο το ”νέο”
βαθμωτό πεδίο ϕ συζευγνύεται ελάχιστα με την καμπυλότητα Ricci και έχει κανονική κινητική ενέρ-
γεια, όπως περιγράφεται από τη βαρυτική δράση. Για την ολική δράση προσθέτουμε επιπλέον τα
υλικά πεδία

S =

∫ ( R̃
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2
∇µϕ̃∇µϕ̃− U(ϕ̃)

)√
g̃d4x (4.3)
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Κοσμολογικές εποχές

Όπως αναφέρεται στην εισαγωγή, η πρόσφατη πυρετώδης θεωρητική δραστηριότητα στα f(R)
μοντέλα απορρέει από την ανάγκη μας να εξηγήσουμε τη σημερινή επιτάχυνση του σύμπαντος που
ανακαλύφθηκε από τους υπερκαινοφανής τύπου Ia [72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79]. Είναι ήδη γνωστό
από τα R2-πληθωριστικά σενάρια του πρώιμου σύμπαντος ότι είναι δυνατή η κοσμική επιτάχυνση,
κι έτσι είμαστε πράγματι μάρτυρες μιας ανάστασης αυτής της θεωρητική δυνατότητας σε μοντέλα
του πρόσφατου σύμπαντος- αυτό είναι παράλληλη με την χρήση των βαθμωτών πεδίων να οδη-
γούν στου αρχικού σταδίου πληθωρισμό ή πρόσφατη επιτάχυνση των μοντέλων της πεμπτουσίας.
Υπάρχουν, επίσης, προσπάθειές για την ενοποίησή του πρώιμου πληθωρισμού και στην πρόσφατη
επιτάχυνση του σύμπαντος σε θεωρίες τροποποιημένης βαρύτητας [80, 81]. Ωστόσο, οποιοδήποτε
μοντέλο προσπαθεί να εξηγήσει την κοσμική επιτάχυνση σε μεταγενέστερους χρόνους δεν θα πρέπει
να χαλάσει τις επιτυχίες του καθιερωμένου κοσμολογικού μοντέλου που απαιτεί μια συγκεκριμένη
ακολουθία των εποχών που δίδεται παρακάτω.

1. Πρώιμος πληθωρισμός

2. Εποχή ακτινοβολίας κατά την οποία λαμβάνει χώρα η πυρηνοσυνθεση της μεγάλης έκρηξης,
Big Bang Nucleosynthesis (BBN).

3. Εποχή ύλης

4. Παροντική επιτάχυνση του σύμπαντος

5. Μελλοντική εποχή

έτσι τα διάφορα μοντέλα βαρύτητας πρέπει να τηρούν αυτήν την σειρά των εποχών ούτως ώστε να
θεωρούνται αξιόπιστα.

4.3 Ένα παράδειγμα της R2 θεωρίας βαρύτητας σε Mixmaster
κοσμολογικό μοντέλο.

Μια εφαρμογή της f(R) θεωρίας για την βαρύτητα είναι να θεωρήσουμε την τετραγωνική μορφή
της βαθμωτής καμπυλότητας Ricci και να την εφαρμόσουμε σε συγκεκριμένο μοντέλο αυτό του
Mixmaster. Για αρχή παίρνουμε την μετρική του χώρου για το εν λόγω μοντέλο.

ds2 =− dt2 + hmnωmωn, hmn = diag(α2(t), β2(t), γ2(t))

deth =α2(t)β2(t)γ2(t) = S6 (4.5)

Από τις εξισώσεις πεδίου για τον κενό χωρόχρονο εφαρμοσμένες στο μοντέλο Mixmaster έχουμε
τις παρακάτω σχέσεις.

3□22R =− R2R+ 2R2 ⇒ 6√
h
∂µ(

√
h∂µR) = 0 (4.6)

R=R(t)
= ∂0(S
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Ṡ
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∂ ln Ṙ
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∂t

⇒ Ṙ =
1
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dτ
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=

1

S3
⇒ ∂R

∂τ

dτ
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1

S3
⇒ R = τ (4.7)
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4
Rgµν

Rµν −
1

4
Rgµν =∇µ∇ν lnR+∇µ lnR∇ν lnR (4.8)
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Λύσεις τις παραπάνω εξίσωσης δίνονται από την εξίσωση Rµν = 0 συνεπώς προκύπτουν οι εξισώσεις
3.72. Κάτω από αναπαραμετρικοποίηση των α, β, γ σύμφωνα με τις σχέσεις α = ea, β = eb, γ =
ec, d = a+ b+ c

τ ä+ ȧ− τ

2
((e2b − e2c)2 − e4a) +

τ2

4
e2d = 0 (4.9αʹ)

τ b̈+ ḃ− τ

2
((e2a − e2c)2 − e4b) +

τ2

4
e2d = 0 (4.9βʹ)

τ c̈+ ċ− τ

2
((e2b − e2a)2 − e4c) +

τ2

4
e2d = 0 (4.9γʹ)

d̈− 2(ȧḃ+ ȧċ+ ḃċ) +
τ

4
ed = 0 (4.9δʹ)

Οι εξισώσεις που προκύπτουν αν θεωρήσουμε την οριακή κατάσταση τ → 0 δίνονται από τις παρα-
κάτω σχέσεις οι οποίες αποτελούν τις εξισώσεις για το Bianchi I κοσμολογικό μοντέλο για R2 θεωρία
βαρύτητας [82].

τ ä+ ȧ+
τ2

4
e2d = 0 (4.9εʹ)

τ b̈+ ḃ+
τ2

4
e2d = 0 (4.9Ϛʹ)

τ c̈+ ċ+
τ2

4
e2d = 0 (4.9ζʹ)

d̈− 2(ȧḃ+ ȧċ+ ḃċ) +
τ

4
ed = 0 (4.9ηʹ)

όπου οι λύσεις των παραπάνω εξισώσεων δίνονται.

e−d =

√
3

4n
τ

3
2 (Cτn + C−1τ−n) (4.10)

{a, b, c} = e
d
3 {τν1 , τν2 , τν3} (4.11)

Tέλος παρατηρούμε ότι οι λύσεις για το κενό της R2 θεωρίας για την βαρύτητα είναι οι ίδιες με
αυτές για την απλή, R, θεωρία του Einstein. Συγκεκριμένα αυτό συνεπάγεται ότι η χαοτική συμπε-
ριφορά του μοντέλου Mixmaster θα υπάρχει και στο συγκεκριμένο μοντέλο. Όπως έχει δειχθεί ότι η
λύση είναι ασταθής στην προσθήκη υψηλότερης τάξης παραγώγων που εμφανίζονται στις εξισώσεις
πεδίου στην θεωρία του Einstein. Οι όροι αυτοί δημιουργούν επιπρόσθετους βαθμούς ελευθερίας
για τις εξισώσεις. Η πιο γενική λύση των εξισώσεων του Einstein σε ένα σύγχρονο σύστημα συντε-
ταγμένων απαιτεί τέσσερις αυθαίρετες συναρτήσεις για τις τρεις χωρικές μεταβλητές που πρέπει
να ορίζονται σε μία επιφάνεια Cauchy σταθερού χρόνου. Το πιο γενικό χαοτικό μοντέλο Mixmaster,
για τον κενό χώρο, μπορεί να προσδιοριστεί από τέσσερις αυθαίρετες σταθερές διότι είναι χωρικά
ομοιογενές.

Οι επιπλέον βαθμοί ελευθερίας που στη θεωρία του R2 καθιστούν τη συγκεκριμένη χαοτική λύση
της γενικής θεωρίας της σχετικότητας σσταθή σε μονοτονική συμπεριφορά τύπου Kasner . Από την
σκοπιά της Hamiltonian ανάλυσης για το μοντέλο Mixmaster ως η κίνηση ενός σωματιδίου σε ένα
συστολικό, ουσιαστικά κλειστό, δυναμικό καθώς ο χρόνος τείνει στο μηδέν t → 0, η επίδραση του
όρου R2 είναι να επιβραδύνει την κίνηση του σωματιδίου σχετικά με τα τοιχώματα του δυναμικού
οπότε τείνει ποτέ να μην φθάνει σε αυτά. Συνεπώς δεν λαμβάνουν χώρα ταλαντώσεις και έτσι η
εξέλιξη του συστήματος παραμένει να είναι η χαρακτηριστική τύπου Kasner , δηλαδή μοντέλο χωρίς
δυναμικό.
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Επίλογος

Τελειώνοντας την εν λόγω εργασία έχω αποκομίσει πολλά εργαλεία για τις διάφορες βαρυτικές
θεωρίες καθώς και εμπειρία επάνω σε θέματα που αφορούν την σύγχρονη επιστήμη της φυσικής.
Παρουσιάζεται μεγάλο ενδιαφέρον στην εξέλιξη του σύμπαντος ειδικότερα τον τελευταίο καιρό που
τα πειράματα, Planck και BICEP-2, τροφοδοτούν συνεχώς με νέα δεδομένα τα οποία επιβεβαιώνουν,
ή απορρίπτουν, θεωρίες για την εξέλιξη του σύμπαντος κάτι το οποίο υποχρεώνει την εύρεση νέων
θεωριών ή την ενίσχυση των ήδη υπαρχουσών.

Συγκεκριμένα η ταξινόμηση των κοσμολογιών κατά Bianchi και η μελέτη αυτών μέσω του ADM
φορμαλισμού αποκαλύπτει την χαοτική συμπεριφορά δύο εξ αυτών η οποία φαινομενικά θα ήταν
απροσδόκητη επίσης μας δίνει έναν αξιόπιστο φορμαλισμό για την μελέτη και άλλων φαινομένων,
κλασικών ή κβαντικών. Η χαοτική συμπεριφορά αυτών των μοντέλων καταλήγουμε ότι δίνει μία πιο
βαθιά εικόνα για τα συγκεκριμένα μοντέλα τα οποία είναι εγγενώς δύο σχετικιστηκά μοντέλα και
οφείλουν την εν λόγω συμπεριφορά στις ανισοτροπίες των δύο μοντέλων.

Τέλος η μελέτη εκτεταμένων θεωριών βαρύτητας όπως Brans − Dicke ή f(R) δίνουν νέες προ-
οπτικές στην ανάπτυξη της επιστήμης. Αυτές οι δύο θεωρίες αποτελούν τις δύο όψεις του ίδιου
νομίσματος και δίνουν ενδιαφέροντα, τόσο θεωρητικά όσο και πειραματικά, αποτελέσματα είναι
δύο θεωρίες οι οποίες επιτρέπουν την περαιτέρω μελέτη της βαρύτητας ακόμα και σε κβαντικό
επίπεδο. Επίσης μοντέλα της f(R) αποφεύγουν την θεωρία της μεγάλης έκρηξης και εξηγούν με
εναλλακτικό τρόπο την γέννηση αυτού. Επίσης βασικό πλεονέκτημα που προσφέρουν τέτοιου εί-
δους θεωρίες είναι ότι μας δίνουν αποτελέσματα για το σύμπαν όπως είναι η σκοτεινή ενέργεια η
οποία αποτελεί ένα ανεξερεύνητο κομμάτι του σύμπαντος και είναι πρόβλημα για πολλά χρόνια
στον κλάδο της κοσμολογίας.

Μελλοντικά μπορούν τα αυτά μοντέλα να περιγράψουν μία θεωρία για την κοσμολογία, και γιατί
όχι μία κβαντική θεωρία για την βαρύτητα,η οποία να συμφωνεί με τα πειράματα και να προβλέπει
την αρχή και την εξέλιξη του σύμπαντος. Επίσης μπορεί επεκταμένες θεωρίες όπως αυτές να δίνουν
ακριβή περιγραφή και για την σκοτεινή ύλη που κατακλύζει το σύμπαν.
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Appendix A

Στην ενότητα αυτή θα αναπτύξουμε τις εξισώσεις Gauss − Codazzi μέσω των οποίων θα ορίσουμε
την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci σε όρους της εξωτερικής γεωμετρίας. κατ’αρχάς ορίζουμε τα εφα-
πτόμενα και τα κάθετα διανύσματα μέσω των οποίων προκύπτουν οι εξισώσεις Gauss − Codazzi .
Στην συνέχεια θα εκφράσουμε την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci των τεσσάρων διαστάσεων μέσω της
βαθμωτής καμπυλότητας Ricci των τριών διαστάσεων και κάποιων επιπλέον όρων.

Εξωτερική Γεωμετρία

Για την εξωτερική γεωμετρία πρέπει να ορίσουμε τα εφαπτόμενα (eµm) και τα καθετα δια-
νύσματα (nµ) καθώς και την συναλλοίωτη παράγωγο (Dm) μέσω των οποίων ορίζονται οι κύριες
καμπυλότητες (Kmn). Συνεπώς έχουμε

xα = (τ, yα) & uα =
∂xµ

∂τ
& eµm =

∂xµ

∂ym
(12)

ds2 = gαβdx
αdxβ = gαβ

∂xα

∂ym
∂xβ

∂yn
dymdyn = hmndy

mdyn, hmn ≡ gαβ
∂xα

∂ym
∂xβ

∂yn
(13){

uαu
α = −1 & uβ∇βu

α = 0 & ξβ∇βu
α = uβ∇βξ

α & uαξ
α = 0 Χρονοειδής Γεωδαισιακή

kαk
α = −1 & kβ∇βk

α = 0 & ξβ∇βk
α = kβ∇βξ

α & kαξ
α = 0 Φωτοειδής Γεωδαισιακή

(14)

nαnα = ϵ =

{
−1 Σ Χωροειδής
+1 Σ Χρονοειδής

(15)

ym = (λ, θA) & eµA =
∂xµ

∂θA
& kα =

∂xα

∂λ
& kαN

α = −1 & Nαe
α
A = 0

ds2 = gαβdx
αdxβ = gαβ

∂xα

∂θA
∂xβ

∂θB
dθAdθB = σABdθ

AdθB , σAB ≡ gαβ
∂xα

∂θA
∂xβ

∂θB
(16)

gαβ = −kαNβ − kβNα + σABeαAe
β
B (17)

hαβ = gαβ + kαNβ + kβNα (18)
Aα = Ameαm & Aαnα = 0 & Am = Aαe

α
m (19)

DmAn = (∇βAα)e
α
me

β
n ⇒ ∇β(Aαe

α
m)eβn −Aα(∇βe

α
m)eβn = (∂βAm)eβn − (∇βemγ)e

β
nA

leγl ⇒

DmAn = (∇βAα)e
α
me

β
n = ∂βAm

∂xβ

∂yn
− (∇βemγ)e

β
nA

leγl = ∂nAm − ΓlmnA
l = ∂nAm − ΓlmnAl
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Γlmn ≡ (∇βemγ)e

β
ne
γ
l (20)

∇γhαβe
α
me

β
ne
γ
l = ∇γ(gαβ − ϵnαnβ)e

α
me

β
ne
γ
l = −ϵ((∇γnα)nβ + nα(∇γnβ))e

α
me

β
ne
γ
l ⇒

∇γhαβe
α
me

β
ne
γ
l = −ϵ((∇γnα)e

α
m����*0
nβe

β
n + (∇γnβ)e

β
n����:0
nαe

α
m)eγl = 0 ⇒

Γlmn =
1

2
hlp(∂mhpn + ∂nhmp − ∂phmn) (20)

(∇βA
α)eβn = gαµ(∇βA

µ)eβn = (ϵnαnµ + hmneαmenµ)(∇βA
µ)eβn ⇒

(∇βA
α)eβn = ϵnα(nµ(∇βA

µ)eβn) + hmneαm((∇βA
µ)gµνe

ν
me

β
n)

(∇βA
α)eβn = ϵnα(∇β(���*0

nµA
µ)eβn − (∇βnµ)A

µeβn) + hmneαm((∇βAµ)e
µ
me

β
n) ⇒

(∇βA
α)eβn = (DnA

m)eαm − ϵAm((∇βnµ)e
µ
me

β
n)n

α = (DnA
m)eαm − ϵKmnA

mnα (21)

Kmn ≡ ((∇βnµ)e
µ
me

β
n)

(∇βe
µ
m)eβn=

eµm(∇βe
β
n)=

nαeαm=0
(∇β(nµe

µ
m)eβn)− (nµ(∇βe

µ
m)eβn) = −(nµ(∇βe

β
n)e

µ
m)

= −(∇β(����:0
nµe

µ
m)eβn) + ((∇βnµ)e

β
ne
µ
m) = Knm (22)

Knm =
1

2
(∇βnµ)e

β
ne
µ
m +

1

2
(∇µnβ)e

µ
ne
β
m =

1

2
((∇βnµ) + (∇µnβ))e

β
ne
µ
m =

1

2
(Lngβµ)e

β
ne
µ
m

(23)
H = hmnKmn (24)

Εξισώσεις Gauss − Codazzi

Από τον ορισμό του τανυστή Riemann ως ο μεταθέτης των συναλλοίωτων παραγώγων (Dm).
’Εχουμε ό,τι προκύπτει ο τανυστής Riemann της μετρικής (gµν) συναρτήσει του τανυστή Riemann της
επαγώμενης μετρικής (hmn). Τελικά οι εξισώσεις Gauss − Codazzi προκύπτουν προβάλοντας τους εν
λόγω τανυστές στα κάθετα και εφαπτόμενα διανύσματα αντίστοιχα

[Dm, Dn]A
c = −Rc

lmnA
l, Rc

lmn = ∂mΓcnl − ∂nΓ
c
lm + ΓcpmΓpnl − ΓcpnΓ

p
lm (25)

(∇λ((∇νe
µ
m)eνn))e

λ
l = (∇λ(Γ

k
mne

µ
k − ϵKmnn

µ))eλl

= (∂λΓ
k
mn)e

λ
le
µ
k − ϵ(∂λKmn)e

λ
ln
µ + Γkmn(∇λe

µ
k)e

λ
l − ϵKmn(∇λn

µ)eλl

= (∂lΓ
k
mn)e

µ
k − ϵ(∂lKmn)n

µ + Γkmn(Γ
p
kle

µ
p − ϵKkln

µ)− ϵKmn(∇λn
µ)eλl

(∇λ((∇νe
µ
m)eνn))e

λ
l = (∇λ∇νe

µ
m)eνne

λ
l + (∇νe

µ
m)(∇λe

ν
n)e

λ
l

= (∇λ∇νe
µ
m)eνne

λ
l + (∇νe

µ
m)(Γknle

ν
k − ϵKnln

ν)

= (∇λ∇νe
µ
m)eνne

λ
l + (∇νe

µ
m)Γknle

ν
k − ϵKnln

ν(∇νe
µ
m)

= (∇λ∇νe
µ
m)eνne

λ
l + Γknl(Γ

p
mke

µ
p − ϵKmkn

µ)− ϵKnln
ν(∇νe

µ
m)

(∇λ∇νe
µ
m)eνne

λ
l = (∂lΓ

k
mn)e

µ
k − ϵ(∂lKmn)n

µ + Γkmn(Γ
p
kle

µ
p − ϵKkln

µ)− ϵKmn(∇λn
µ)eλl−

Γknl(Γ
p
mke

µ
p − ϵKmkn

µ) + ϵKnln
ν(∇νe

µ
m)

(∇ν((∇λe
µ
m)eλl))e

ν
n = (∇ν(Γ

k
mle

µ
k − ϵKmln

µ))eνn

= (∂νΓ
k
ml)e

ν
ne
µ
k − ϵ(∂νKml)e

ν
nn

µ + Γkml(∇νe
µ
k)e

ν
n − ϵKml(∇νn

µ)eνn

= (∂nΓ
k
ml)e

µ
k − ϵ(∂nKml)n

µ + Γkml(Γ
p
kne

µ
p − ϵKknn

µ)− ϵKml(∇νn
µ)eνn

(∇ν((∇λe
µ
m)eλl))e

ν
n = (∇ν∇λe

µ
m)eλle

ν
n + (∇λe

µ
m)(∇νe

λ
l)e

ν
n

= (∇ν∇λe
µ
m)eνne

λ
l + (∇λe

µ
m)(Γklne

λ
k − ϵKnln

λ)

= (∇ν∇λe
µ
m)eλle

ν
n + (∇λe

µ
m)Γknle

λ
k − ϵKnln

λ(∇λe
µ
m)

= (∇ν∇λe
µ
m)eλne

ν
l + Γknl(Γ

p
mke

µ
p − ϵKmkn

µ)− ϵKnln
λ(∇λe

µ
m)
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(∇ν∇λe

µ
m)eλle

ν
n = (∂nΓ

k
ml)e

µ
k − ϵ(∂nKml)n

µ + Γkml(Γ
p
kne

µ
p − ϵKknn

µ)− ϵKml(∇νn
µ)eνn−

Γknl(Γ
p
mke

µ
p − ϵKmkn

µ) + ϵKnln
λ(∇λe

µ
m)

eνne
λ
l[∇ν ,∇λ]e

µ
m = (∇ν∇λe

µ
m)eλne

ν
l − (∇λ∇νe

µ
m)eλne

ν
l

= (∂nΓ
k
ml)e

µ
k − ϵ(∂nKml)n

µ + Γkml(Γ
p
kne

µ
p − ϵKknn

µ)− ϵKml(∇νn
µ)eνn−

Γknl(Γ
p
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µ
p − ϵKmkn

µ) + ϵKnln
λ(∇λe

µ
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k
mn)e

µ
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µ−
Γkmn(Γ

p
kle

µ
p + ϵKkln

µ) + ϵKmn(∇λn
µ)eλl + Γknl(Γ

p
mke

µ
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µ
m)

= (∂nΓ
k
ml)e

µ
k − (∂lΓ

k
mn)e

µ
k + (ΓkmlΓ

p
kn − ΓknlΓ

p
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µ
p − ϵ(∂nKml − ∂lKmn)n

µ

− ϵ(ΓkmlKkn − ΓknlKmk)n
µ − ϵ(Kml(∇νn

µ)eνn −Kmn(∇λn
µ)eλl)

+ ϵ(Knln
λ(∇λe
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m))
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mnle

µ
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µ)eνn −Kmn(∇λn

µ)eλl)

Rµ
κλνe
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ν
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mnle
µ
k − ϵ(DnKml −DlKmn)n
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µ)eλl)
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m = Rk

mnleµpe
µ
k − ϵ(DnKml −DlKmn)����:0

eµpn
µ − ϵ(Kml(∇νn

µ)eνn −Kmn(∇λn
µ)eλl)eµp

= Rkmnl − ϵ(KmlKnk −KmnKlk) (26)
Rµκλνn
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ν
n −Kmn(∇λnµ)e

λ
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= ϵ(DnKml −DlKmn) (27)

Βαθμωτό Ricci

Θα υπολογίσουμε την βαθμωτή καμπυλότητα Ricci της τετραδιάστατης γεωμετρίας συναρτήσει
της τριδίαστατης και κάποιων όρων εξωτερικής γεωμετρίας.

Rκλ = gµνRµκνλ
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µ
me

λ
l(∇νnκ)e

ν
ne
κ
k

= hkmhlnKmnKlk = KmnK
mn (29)

nν [∇µ,∇ν ]n
µ = Rµ

λµνn
λnν = Rµνn

µnν ⇒ nν [∇µ,∇ν ]n
µ = nν∇µ(∇νn

µ)− nµ∇µ(∇µn
µ)

R = 2ϵ(H2 −KmnKmn +∇µ(n
ν∇νn

µ − nµ∇νn
ν)) + R3 + ϵ(KmnKmn −H2)

R = R3 + ϵ(H2 −KmnKmn +∇µ(n
ν∇νn

µ − nµ∇νn
ν)) (30)

Όπου καταλήγουμε σε μία σχέση που συνδέει τις δύο καμπυλότητες της εξωτερικής και εσωτερικής
γεωμετρίας.
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Appendix B

Στην ενότητα αυτή θα δούμε την γεωμετρία από την σκοπιά των μορφών όπου θα γίνει χρήση
των εξισώσεων Cartan.

Γεωμετρία σε όρους μορφών

dσµ = −1

2
Cµαβσ

α ∧ σβ 1η εξίσωση Cartan (31)

g = gµνσ
µσν

∇µσ = ∇µ(aνσ
ν) = (∂µaν − Γτνµaτ )σ

ν (32)
∇τg = ∇τ (gµνσ

µσν) = (∂τgµν − Γρντgµρ − Γρρµgνρ)σ
µσν = 0 ⇒

∂τgµνσ
τ = (Γρντgµρ + Γρρµgνρ)σ

τ σµ
ν=Γµ

νσσ
σ

⇒
dgµν=∂τgµνστ

dgµν = σµν + σνµ (33)

dσµ
Cµ

αβ=Γµ
βα−Γµ

αβ
= −1

2
Cµαβσ

α ∧ σβ = −1

2
(Γµβα − Γµαβ)σ

α ∧ σβ = −Γµβασ
α ∧ σβ

Γτµν =
1

2
gτρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) +

1

2
(−Cτµν + gµσg

ρλCσλν + gσνg
τρCσρµ)

θµν = dσµν + σµτ ∧ στν 2η εξίσωση Cartan (34)
= d(Γµνσσ

σ) + Γµτσσ
σ ∧ Γτνρσ

ρ = dΓµνσσ
σ + Γµνσdσ

σ + ΓµτσΓ
τ
νρσ

σ ∧ σρ

= ∂ρΓ
µ
νσσ

ρ ∧ σσ − ΓµνσΓ
σ
λκσ

κ ∧ σλ + ΓµτσΓ
τ
νρσ

σ ∧ σρ

=
1

2
(∂ρΓ

µ
νσ(σ

ρ ∧ σσ − σσ ∧ σρ)− ΓµνσΓ
σ
λκ(σ

κ ∧ σλ − σλ ∧ σκ) + ΓµτσΓ
τ
νρ(σ

σ ∧ σρ − σρ ∧ σσ))

=
1

2
((∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓ

µ
νρ)σ

ρ ∧ σσ − (ΓµνσΓ
σ
λκ − ΓµνσΓ

σ
κλ)σ

κ ∧ σλ + (ΓµτσΓ
τ
νρ − ΓµτρΓ

τ
νσ)σ

σ ∧ σρ)

=
1

2
(∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓ

µ
νρ + Γµνκ(Γ

κ
ρσ − Γκσρ)− (ΓµτσΓ

τ
νρ − ΓµτρΓ

τ
νσ))σ

ρ ∧ σσ =
1

2
Rµ

νρσσ
ρ ∧ σσ

σµν = Γµντσ
τ ⇒ σµν = ηµτσ

τ
ν

dgµν=0⇒ σµν + σνµ = 0 ⇒ η0τ (στ0 + σ0τ ) = 0 ⇒ σ0
0 + σ0

0 = 0

σµν + σνµ = 0 ⇒ σ0
0 + σij + σ0

0 + σji = 0 ⇒ σij = −σji ⇒ Γijτσ
τ = −Γjiτσ

τ ⇒ Γijτ = −Γjiτ

σ0
i = η0τστi = −δ00σ0i + δ0jσji = −δ00σ0i = σi0 & σi0 = ηiτστ0 = δijσj0 + δi0σi0 = σi0 = σ0

i ⇒
Γi0τσ

τ = Γ0
iτσ

τ ⇒ Γi0τ = Γ0
iτ & σ0

0 = 0 ⇒ Γ0
0τ = 0 ⇒ Γ0

0j = 0 ⇒ Γi00 = Γ0
i0 = 0 ⇒ Γi0j = Γ0

ij

Από την 1η εξίσωση Cartan προκύπτουν οι συντελεστές σύνδεσης Γ ενώ από την 2η ο τανυστής
καμπυλότητας.
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dσi =

−Ω̇bij +
deβit

dt
e−Ω e−βtleβlj︸ ︷︷ ︸

δjt

 dt ∧ ωj + bijdω
j =

(
−Ω̇bij +

deβit

dt
e−βtlbjl

)
dt ∧ ωj + bijdω

j

dσi =

(
−Ω̇δil +

deβit

dt
e−βtl

)
bjldt ∧ ωj + bijdω

j =

(
−Ω̇δil +

deβit

dt
e−βtl

)
dt ∧ σl + 1

2
bijC

j
klω

k ∧ ωl

dσi =

(
−Ω̇δij +

deβik

dt
e−βjk

)
dt ∧ σj + 1

2
bijC

j
kl

(
eΩe−βpkσp

)
∧
(
eΩe−βlrσr

)
dσi =

(
−Ω̇δij +

deβik

dt
e−βjk

)
dt ∧ σj + 1

2
Cjkle

Ωeβije−βpke−βlrσp ∧ σr

dσi = kijdt ∧ σj +
1

2
dijkσ

j ∧ σk & dσµ = Γµκλσ
κ ∧ σλ

dσ0 = d(dt) = 0 = Γ0
κλσ

κ ∧ σλ ⇒ Γ0
κλσ

κ ∧ σλ = 0 ⇒ Γ0
κλ

1

2
(σκ ∧ σλ − σλ ∧ σκ) = 0 ⇒

Γ0
κλσ

κ ∧ σλ − Γ0
λκσ

κ ∧ σλ = 0 ⇒ Γ0
κλ − Γ0

λκ = 0

dσi = kijσ
0 ∧ σj + 1

2
dijkσ

j ∧ σk = Γiκλσ
κ ∧ σλ

= kijσ
0 ∧ σj + 1

2
dijkσ

j ∧ σk = Γi0jσ
0 ∧ σj + Γij0σ

j ∧ σ0 +
1

2
Γijk(σ

j ∧ σk − σk ∧ σj)

= (kij − Γi0j + Γij0)σ
0 ∧ σj = 1

2

(
−dijk + Γijk − Γikj

)
σj ∧ σk ⇒

kij = Γi0j − Γij0 & dijk = Γijk − Γikj ⇒ kij + kji = Γi0j − Γij0 + Γj0i − Γji0 ⇒

kij + kji = Γi0j + Γj0i − (Γij0 + Γji0) = 2Γ0
ij − 0 ⇒ Γ0

ij =
1

2
(kij + kji) = lij

kij − kji = Γi0j − Γij0 − Γj0i + Γji0 ⇒ kij − kji = Γi0j − Γj0i − (Γij0 − Γji0) = 0− 2Γij0 ⇒

Γij0 = −1

2
(kij − kji) = −mij & Γist =

1

2
(dist − dtis − dsit)

θµν = Rµ
ντρσ

τ ∧ σρ = dσµν + σµτ ∧ στν

θ0i = R0
iτρσ

τ ∧ σρ =�������:0
R0

iττσ
τ ∧ στ +R0

i0jσ
0 ∧ σj +R0

ijkσ
j ∧ σk

θ0i = dσ0
i + σ0

τ ∧ στi = d(lijσ
j) +�����:0

σ0
0 ∧ σ0

i + σ0
j ∧ σ

j
i = l̇ijσ

0 ∧ σj + lijdσ
j + ljkσ

k ∧ Γjiτσ
τ

= l̇ijσ
0 ∧ σj + lij

(
kjkσ

0 ∧ σk + 1

2
djstσ

s ∧ σt
)
+ ljk(Γ

j
i0σ

k ∧ σ0 + Γjilσ
k ∧ σl)

= (l̇ij + likkkj − lkjΓ
k
i0)σ

0 ∧ σj + 1

2

(
lijd

j
st + ljs(d

j
it − dtji − dijt

)
σs ∧ σt

= (l̇ij + likkkj − lkjmik)σ
0 ∧ σj + 1

2

(
lijd

j
st + ljs(d

j
it − dtji − dijt)

)
σs ∧ σt

θi0 = Ri
0µνσ

µ ∧ σν =�������:0
Ri

0µµσ
µ ∧ σµ +Ri

00jσ
0 ∧ σj +Ri

0klσ
k ∧ σl

= dσi0 + σiτ ∧ στ0 = dσ0
i +�����:0

σi0 ∧ σ0
0 + σij ∧ σ

j
0 = d(lijσ

j) + Γijτσ
τ ∧ ljkσk

= l̇ijσ
0 ∧ σj + lijdσ

j + ljk(Γ
i
j0σ

0 + Γijsσ
s) ∧ σk

= l̇ijσ
0 ∧ σj + lij

(
kjtσ

0 ∧ σt + 1

2
djklσ

k ∧ σl
)
+ ljk(−mijσ

0 + Γijsσ
s) ∧ σk

= (l̇ij + likkkj + lkjmik)σ
0 ∧ σj +

(
1

2
lijd

j
kl + ljlΓ

i
jk

)
σk ∧ σl

θij = Ri
jµνσ

µ ∧ σν =�������:0
Ri

jµµσ
µ ∧ σµ +Ri

j0kσ
0 ∧ σk +Ri

jklσ
k ∧ σl

= dσij + σiτ ∧ στj = dσij + σi0 ∧ σ0
j + σik ∧ σkj = dσij + σ0

i ∧ σ0
j + σki ∧ σkj

= d(Γijµσ
µ) + lilσ

l ∧ ljkσk + Γkiµσ
µ ∧ Γkjνσ

ν = d(Γij0σ
0 + Γijkσ

k) + lilljkσ
l ∧ σk + Γkiµσ

µ ∧ Γkjνσ
ν

= Γ̇ijkσ
0 ∧ σk + lilljkσ

l ∧ σk + (Γki0σ
0 + Γkilσ

l) ∧ (Γkj0σ
0 + Γkjmσ

m)

= Γ̇ijkσ
0 ∧ σk + lilljkσ

l ∧ σk + Γki0Γ
k
jmσ

0 ∧ σm + ΓkilΓ
k
j0σ

l ∧ σ0 + ΓkjmΓkilσ
m ∧ σl

= (Γ̇ijk + Γl i0Γ
l
jk − Γl ikΓ

l
j0)σ

0 ∧ σk + (likljl + ΓmjkΓ
m
il)σ

l ∧ σk
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