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Розглянуто можливiсть поширення антисиметричних гармонiчних хвиль у системi двох перiодично пiдкрiплених
жорсткими поперечними перегородками паралельних пружних стержнiв. При цьому вважалося, що обмеженi стер-
жнями й сусiднiми перегородками об’єми заповненi акустичним середовищем (газом), а самi стержнi коливаються
протифазно. Iз застосуванням методу Флоке одержано вiдповiдне дисперсiйне рiвняння i проаналiзовано його ко-
ренi. Збуджена таким способом хвиля – еквiволюмiальна, тому внутрiшнє акустичне середовище вiдiграє тут роль
приєднаної маси. Як наслiдок, у цьому випадку ефективна пружнiсть системи i вiдповiдна швидкiсть поширення
хвилi виявилися значно нижчими, нiж при синфазних коливаннях стержнiв, якi супроводжуються об’ємними дефор-
мацiями газонаповнених камер. Одержаний результат дозволяє на якiсному рiвнi пояснити деякi експериментальнi
данi стосовно хвильових властивостей пористих газонаповнених середовищ, зокрема, легеневої паренхiми.

Рассмотрена возможность распространения антисимметричных гармонических волн в системе двух периодически
подкрепленных жесткими поперечными перегородками параллельных упругих стержней. При этом считалось, что
ограниченные стержнями и соседними перегородками объемы заполнены акустической средой, а сами стержни
колеблются противофазно. С применением метода Флоке получено соответствующее дисперсионное уравнение и
проанализированы его корни. Возбужденная таким способом волна – эквиволюмиальная, поэтому внутренняя аку-
стическая среда играет здесь роль присоединенной массы. Как следствие, в этом случае эффективная упругость
системы и соответствующая скорость распространения волны оказались значительно ниже, чем при синфазных
колебаниях стержней, которые сопровождаются объемными деформациями газонаполненных камер. Полученный
результат позволяет на качественном уровне объяснить некоторые экспериментальные данные, касающиеся волно-
вых свойств пористых газонаполненных сред, в частности, легочной паренхимы.

The paper deals with considering the possibility of antisymmetric harmonic wave propagation in the system of two elastic
rods periodically supported by rigid transverse barriers. The volumes bounded by the rods and adjacent barriers were
considered to be filled with an acoustic medium (gas), with rods performing an antiphase motion. With use of the Floquet
method, the corresponding dispersion equation has been obtained and its roots have been analyzed. The wave, excited in
such way, is an equivoluminal one, therefore, the internal acoustic medium plays the role of an equivalent mass. Hence, in
this case the effective system elasticity parameter and corresponding wave propagation velocity are considerably lower than
that occurring at the in-phase rod vibration, accompanying by volume deformations of the gas-filled cells. The obtained
result allows the qualitative explanation of some experimental data concerning wave properties of gas-filled porous media,
in particular, the parenchyma of the lung.

ВСТУП

Починаючи з останньої чвертi XX сторiччя, у
свiтi спостерiгається iнтенсивний розвиток засо-
бiв об’єктивної реєстрацiї, аналiзу й вiдображен-
ня акустичних характеристик звукiв дихання, якi
покликанi модернiзувати одну з найпоширенiших
традицiйних дiагностичних методик – аускульта-
цiю респiраторного тракту людини [1, 2]. Приро-
дно, що це стимулювало численнi дослiдження,
спрямованi на з’ясування акустичних властиво-
стей однiєї з найбiльш значущих компонент орга-
нiв дихання – легеневої тканини (паренхiми) [3 – 9].
Очевидно, що за рахунок суттєво неоднорiдної пi-
ноподiбної структури легень, якi складаються з
тонкостiнних повiтряних пухирцiв-альвеол, зв’яза-
ними з бронхiальним деревом [10], їхня здатнiсть

проводити сигнали звукового дiапазону повинна
мати певнi особливостi.

Результати експериментiв, проведених при рi-
зноманiтних способах збудження акустомеханi-
чних коливань у препарованих органах та в леге-
нях in situ, дозволили з певним ступенем достовiр-
ностi роздiлити зафiксованi хвилi на три типи [6].
Два з них – це добре вiдомi поздовжня [3 – 5, 9]
й поперечна [7] хвилi, властивостi яких безпосе-
редньо визначаються ефективними параметрами
еквiвалентного однорiдного пружного середови-
ща [11]. При локалiзованому iмпульсному (ударно-
му) механiчному збудженнi поверхнi препарованої
легенi в дiапазонi до 100÷200 Гц досить надiйно
фiксувалася ще одна хвиля. Її було iдентифiковано
як поздовжню хвилю, що вiдповiдає так званому
квазистатичному модулю пружностi легень, у яко-
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му знiвельована роль об’ємної пружностi альвео-
лярного легеневого газу [6 –8]. Виявилось, що вiд-
повiдна фазова швидкiсть лежить мiж характер-
ними швидкостями поширення поздовжньої й по-
перечної хвиль. Величини всiх трьох швидкостей
сильно залежать вiд ступеня розтягу легень. Во-
ни зростають при збiльшеннi наповненостi легень
газом. Основними причинами цього вважаються
зростання пружностi стiнок альвеол по мiрi розтя-
гу разом з одночасним зменшенням середньої гу-
стини середовища [12].

Для пояснення природи другої поздовжньої хви-
лi висувались рiзнi гiпотези. Так, автори робiт [6,
13] вважали, що насправдi це – традицiйна поздов-
жня хвиля, для якої на вiдносно низьких часто-
тах справедливим стає наближення вiдкритих ка-
мер (open-cell approximation): на перiодi коливан-
ня газ вiльно перетiкає мiж альвеолою й вiдповiд-
ними термiнальними бронхiолами без змiни свого
об’єму, тому його стисливiсть не бере участi у фор-
муваннi еквiвалентної пружностi легень. Втiм, на-
вiть за попереднiми грубими оцiнками цей ефект
проявляється лише в дiапазонi нижче 30 Гц [13].

Iнша версiя була пов’язана з розглядом паренхi-
ми як насиченого пористого середовища, в якому
поровий газ-наповнювач має можливiсть рухатись
вiдносно тканинного “скелета” (теорiя Бiо) [14].
Тут можуть iснувати хвилi трьох типiв – двi по-
здовжнi й одна поперечна, причому друга поздов-
жня хвиля формується саме за рахунок iнтенсив-
них вiдносних рухiв порової рiдини (газу). При
цьому для вiдносно м’якого “скелета” можливi ви-
падки, коли фазова швидкiсть другої поздовжньої
хвилi лежить мiж фазовими швидкостями двох iн-
ших хвиль [15]. На жаль, проведена асимптотична
оцiнка для паренхiми легень показала, що тут дру-
га поздовжня хвиля мала б швидкiсть, яка радше
вiдповiдає хвилеводному механiзмовi поширення у
бронхiальному деревi [16]. Таким чином, досi жо-
дна з “вiдкритих” моделей не змогла задовiльно
пояснити результати дослiджень [6 – 8].

Виходячи з цього, у статтi [17] було запропоно-
вано принципово iнший пiдхiд, iдея якого поля-
гала в тому, щоб замiсть мiкронеоднорiдного се-
редовища розглянути регулярну перiодичну сис-
тему зi спрощеною геометрiєю, еквiвалентну йо-
му в тому сенсi, що на неї переносяться головнi
фiзичнi властивостi компонент-фаз, а геометричнi
параметри структурної одиницi вiдповiдають ха-
рактерним розмiрам структурного елемента сере-
довища. Для хвиль, довжина яких значно переви-
щує масштаб мiкроструктури, акустичнi власти-
востi такої регулярної перiодичної системи будуть
подiбними до акустичних властивостей середови-

ща. Важливо, що усi заповненi газом камери вва-
жаються замкненими, але всерединi кожної каме-
ри збережено можливiсть руху газу-наповнювача
вiдносно пружних стiнок. Фактично, це означає,
що ми обмежились моделюванням режимiв, якi
не супроводжуються помiтним витiканням альвео-
лярного газу в повiтроводи бронхiального дерева.

Геометрiю розглянутої в [17] перiодичної акусто-
пружної структури зображено на рис. 1. Це – два
паралельнi iдеально пружнi стержнi товщиною d,
перiодично (з кроком l) пiдкрiпленi перпендику-
лярними до них жорсткими масивними тонкостiн-
ними перегородками довжиною 2h. Вважалось, що
матерiал стержнiв має густину ρt, модуль Юнга
Et i коефiцiєнт Пуассона ν , а перегородка – по-
гонну (на одиницю площi) масу γ. Обмеженi пе-
регородками порожнини заповненi акустичним се-
редовищем без втрат з густиною ρg i швидкiстю
звуку cg . У статтi [17] знайдено фазову швидкiсть
гармонiчної хвилi, для якої рух стержнiв – син-
фазний (найпростiша квазиодновимiрна кiнемати-
ка системи). Встановлено, що результуюче значе-
ння вiдповiдає швидкостi поширення поздовжньої
(об’ємної) хвилi у пружному середовищi з осере-
дненими параметрами. Для легень вона вiдома як
швидкiсть хвилi Райса [3, 6].

Цю статтю, яка є логiчним продовженням до-
слiдження [17], присвячено вивченню випадку
протифазного руху направляючих стержнiв. Вiд-
мiннiсть цiєї моди коливань вiд розглянутої ранi-
ше полягає в тому, що тепер заповненi газом каме-
ри деформуються без змiни об’єму, а створене при
цьому акустичне поле в камерi – антисиметричне й
має виражену багатомодову двовимiрну структу-
ру. Очiкується, що вiдповiдна фазова швидкiсть
гармонiчної хвилi в структурi виявиться значно
нижчою, нiж вказана в статтi [17], i вiдповiдати-
ме експериментальним оцiнкам [6 – 8]. Такий ре-
зультат дозволив би пояснити iснування повiльної
поздовжньої хвилi без залучення гiпотези про ви-
тiкання альвеолярного газу в бронхiальне дерево
при проходженнi звукової хвилi через легеню.

1. ПОСТАНОВКА ГРАНИЧНОЇ ЗАДАЧI

Часовi залежностi в задачi задаються спiль-
ним гармонiчним множником e−iωt. Тому надалi
працюватимемо лише з амплiтудними значеннями
вiдповiдних величин, вiддiливши змiнну t. Дода-
тково зауважимо, що тут розглядається модельна
двовимiрна постановка для системи, нескiнченної
в напрямку, перпендикулярному до площини ри-
сунка.

Як i в [17], представимо направляючi стержнi у
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Рис. 1. Геометрiя перiодичної акустопружної структури

виглядi послiдовностi з’єднаних ланок довжиною
l, кожнiй з яких (i вiдповiднiй камерi) присвоїмо
номер n=0,±1,±2, . . ., див. рис. 1. Тодi u±

n позна-
чатиме змiщення n-ої ланки стержня (знак “+”
приписуємо верхньому з них, а “−” – нижньому).
Оскiльки тут розглядаються виключно антисиме-
тричнi рухи, то змiщення верхнього й нижнього
стержнiв мають однакову амплiтуду й вiдносний
зсув по фазi на π радiан:

u−

n = u+
n eiπ = −u+

n .

Це дозволяє спростити подальшi записи, формаль-
но вважаючи u+

n ≡un.
Потенцiал швидкостi в n-iй камерi позначимо

як φn, а вiдповiднi акустичний тиск i коливальну
швидкiсть – pn i vn. Тодi

pn =
dφ

dt
= −iωφ, vn = −

dφ

dx
.

У своїх областях iснування поля un i φn задо-
вольняють рiвняння

d2un

dx2
+ k2

t un = 0, kt =
ω

ct
,

ct =

√

E∗
t

ρt
, E∗

t =
Et

1 − ν
,

(1)

∇2φn + k2
gφ = 0, kg =

ω

cg
, (2)

де оператор Лапласа –

∇2 =
d2

dx2
+

d2

dy2
.

Вважатимемо стержнi недеформiвними в попе-
речному напрямку. Тому додатково слiд вимагати
рiвностi нулю нормальних швидкостей на верхнiй
i нижнiй стiнках камер:

dφn

dy

∣

∣

∣

∣

y=±h

= 0, xn−1 ≤ x ≤ xn. (3)

Оскiльки верхнiй та нижнiй стержнi коливаються
у протифазi, то умови спряження кiнематичних
величин у вузлах – точках крiплення перегородок
будуть виглядати так:

un|x=nl = un+1|x=nl,

−
dφn

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

= −
dφn+1

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

,

(4)

−
dφn

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

= −iω
y

h
un|x=nl, |y| ≤ h. (5)

Умову динамiчної рiвноваги для перегородки слiд
записати як

−2d(σn − σn+1)|x=nl+

+

h
∫

−h

(pn − pn+1)|x=nl dy+

+ω22γhun|x=nl = 0,

(6)

σn = E∗

t

dun

dx
.
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2. ДИСПЕРСIЙНЕ РIВНЯННЯ

Для визначення параметрiв гармонiчних хвиль,
якi можуть поширюватися в розглянутiй перiоди-
чнiй структурi, застосуємо метод (теорему) Фло-
ке [18, 19]. При цьому шуканий розв’язок слiд за-
писати у формi ∼ ei(κx−ωt) з узагальненою амплi-
тудою, модульованою вiдносно поперечної коорди-
нати y. Невiдома константа поширення κ i вiдпо-
вiдна фазова швидкiсть c=ω/κ визначаються як
розв’язки дисперсiйного рiвняння системи.

Згiдно з прийнятою методикою, запишемо умо-
ви перiодичностi для фiзичних полiв, якi виплива-
ють з нав’язаної гармонiчної залежностi вiдносно
x. Беручи до уваги очевидний зв’язок мiж σn, vn

i першими похiдними вiдповiдних величин, одер-
жимо

un|x=(n−1)l eiκl = un+1|x=nl,

dun

dx

∣

∣

∣

∣

x=(n−1)l

eiκl =
dun+1

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

,

(7)

φn|x=(n−1)l eiκl = φn+1|x=nl,

dφn

dx

∣

∣

∣

∣

x=(n−1)l

eiκl =
dφn+1

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

,

|y| ≤ h.

(8)

Загальний розв’язок рiвняння руху стержня (1)
має стандартний вигляд:

un = U1neiktx + U2ne−iktx, (9)

З умов перiодичностi випливає

U1n = eiκxe−iktxU1 n−1,

U2n = eiκxeiktxU2 n−1.

(10)

Зауважимо, що саме таким є коректний запис спiв-
вiдношень [17, (7)].

Залежнiсть акустичного поля вiд координати y
виникає за рахунок повороту перегородок вiдно-
сно своїх геометричних центрiв y=0. Тому розв’я-
зок рiвняння Гельмгольца (2) для φn має за-
довольняти граничнi умови (3), (5) для вузлiв
x=(n − 1)l та x=nl. Опустивши тривiальну про-
цедуру розв’язання вiдповiдної граничної задачi
для n-ої камери, запишемо його в кiнцевому ви-

глядi:

φn = 2iω

(

2

π

)2 ∞
∑

s=0

sin
π(2s + 1)

2h
y×

×
1

αs sinαsl

(−1)s

(2s + 1)2
×

×
[

un|x=(n−1)l cosαs(x − nl)−

−un|x=nl cosαs(x − (n − 1)l)
]

;

αs =

√

k2
g −

π2(2s + 1)2

4h2
.

(11)

Важливим наслiдком застосованої процедури ста-
ло вираження акустичного потенцiалу через змi-
щення стержнiв, у якому вже автоматично вра-
хованi умови перiодичностi, а невизначенi коефi-
цiєнти можна винести за знак суми як амплiтуди
кiнематичного збудження.

Переписавши кiнематичну й динамiчну умови
спряження (6), (4) з урахуванням виразу (11) для
акустичного потенцiалу й умови перiодичностi (7),
одержуємо систему з двох функцiональних рiв-
нянь:

un|x=nl − eiκlun|x=(n−1)l = 0,

dun

dx

∣

∣

∣

∣

x=nl

− eiκl dun

dx

∣

∣

∣

∣

x=(n−1)l

− un|x=nl×

×

[

2
ρgh

ρtd
(ηα − ηκ cos κl) +

1

3

γ

ρtd

]

= 0.

(12)

За рахунок пiдстановки загального розв’язку (9)
спiввiдношення (12) зводяться до однорiдної лiнiй-
ної алгебраїчної системи. Прирiвнюючи до нуля її
визначник, одержуємо дисперсiйне рiвняння, яке
визначає величини сталої поширення κ, для яких
у розглянутiй перiодичнiй структурi можуть iсну-
вати гармонiчнi хвилi. Наведемо його остаточний
вигляд:

e2iκl − 2q eiκl + 1 = 0, (13)
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де

q =

cos ktl −

(

ηα
ρgh

ρtd
+

1

6

h

l

γ

ρtd

)

ktl sinktl

1 − ηκ

ρgh

ρtd
ktl sinktl

;

ηα = −2

(

2

π

)4 ∞
∑

s=0

1

αsl sin αsl

1

(2s + 1)4
;

ηκ = −2

(

2

π

)4 ∞
∑

s=0

cosαsl

αsl sin αsl

1

(2s + 1)4
.

Табл 1. Фiзичнi характеристики матерiалу стержнiв

МАТЕРIАЛ ρt, кг/м3 Et, Па ν

Сталь 7.8·103 2·1011 0.3
Бiотканина 1.1·103 2·105 0.4999999

Табл 2. Фiзичнi характеристики акустичного
середовища

СЕРЕДОВИЩЕ ρg , кг/м3
cg, м/с

Повiтря 1.29 330
Вода 103 21500

kg h
0 /4 /2 3 /4

,

-1

-0.5

0

0.5

1

1
2

Рис. 2. Залежностi коефiцiєнтiв ηα, ηκ

вiд хвильового розмiру камери:
1 – ηα; 2 – ηκ

3. ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛIЗ

Розглянемо чисельнi результати, одержанi для
структур з рiзними комбiнацiями фiзичних хара-
ктеристик пружного матерiалу стержнiв i акусти-
чного заповнення, див. табл. 1, 2 (вихiднi данi взя-
то з джерел [12, 20]). Окрiм того, вважалося l=2h
(квадратнi камери), b=2d, γ=bρt (густин матерi-
алiв стержнiв i перегородок однаковi). З практи-
чних мiркувань розрахунки обмежувались дiапа-
зоном ktl≤π/2, в якому для пружних стiнок коре-
ктно використовувати стержньову модель.

Дисперсiйне рiвняння (13) має дiйснi коефiцi-
єнти. До того ж, дiйсними є величини ηα i ηκ .
Iхнi залежностi вiд акустичного хвильового роз-
мiру камери kgh зображенi на рис. 2. Оскiльки
при kgh≤π/2 всi αs – уявнi, то в цьому дiапазо-
нi ηα, ηκ – позитивнi, причому для kgh≤π/10 мо-
жна вважати, що вони є константами: ηα≈0.105
з точнiстю до 3.2 %, а ηκ ≈0.00906 з точнiстю
до 14.4 %. Тому можна стверджувати, що при
kgh, ktl→0 виконується умова |q|<1 i шукана ста-
ла поширення – дiйсна. При зростаннi акустичного
хвильового розмiру kgh поведiнка коефiцiєнтiв ηα,
ηκ суттєво змiнюється, визначаючи бiльш скла-
дний характер процесiв у системi, насамперед, в
околах значень kgh=π(2s + 1)/2.

Скориставшись узагальненими виразами для
обернених тригонометричних функцiй компле-
ксного аргумента [21, с. 46], запишемо (поки що,
формально):

κ =
ω

c
− iδ =

= Arccos q =















−i ln q, q > 1,

arccos q, |q| ≤ 1,

±π − i ln q, q < −1.

(14)

Як уже зазначалося, хвилевiднi властивостi си-
стеми суттєво залежать вiд наявностi акустичного
заповнення камер. Тому аналiз кiлькiсних даних
доцiльно розпочати з випадку вiдносно жорсткого
матерiалу стiнок (ct� cg), що дозволяє дослiдити
широкий дiапазон значень kgh. Зручною для цього
є комбiнацiя вода – сталь, тим бiльше, що вода має
достатньо високу густину i її динамiчний вплив на
перiодичну структуру має бути вiдчутним.

На рис. 3 зображено графiки c i δ для резуль-
туючої хвилi в перiодичнiй структурi зi сталеви-
ми стiнками. Крива 1 вiдповiдає вiдношенню c/ct

без акустичного заповнення. Зрозумiло, що при
ktl≤π/2 це – практично константа, дещо менша
вiд ct за рахунок впливу iнерцiйностi поперечних
перегородок. Структура, заповнена водою, демон-
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Рис. 3. Фазова швидкiсть c i коефiцiєнт згасання δ
для стержнiв зi сталi (ct≈6052 м/с):

1 – c/ct, порожнi камери;
2 – c/ct, камери заповненi водою;
3 – δl, камери заповненi водою
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Рис. 4. Величина параметра q в дисперсiйному
рiвняннi (13) для комбiнацiї матерiалiв вода – сталь

струє набагато складнiшу поведiнку (кривi 2, 3

для дiйсної й уявної частин κ вiдповiдно).
Як i очiкувалось, при ktl→0 величина c за ра-

хунок приєднаної маси акустичного заповнення
виявляється вiдчутно нижчою, нiж для порож-
нiх камер. Зi зростанням хвильового розмiру стру-
ктури спостерiгається зниження фазової швидко-
стi, а згодом i докорiнна змiна характеру коренiв
дисперсiйного рiвняння (13). Щоб краще зрозумi-

ти це, звернiмося до залежностi параметра q для
даної акустопружної структури. Ця величина в
достатньо широкому дiапазонi значень kgh може
приймати значення вiд −∞ до +∞. Тому умова
|q|≤1, за якої зi спiввiдношення (14) можна вiдшу-
кати дiйсне значення фазової швидкостi c, вико-
нується практично лише для малих хвильових чи-
сел (низьких частот). Надалi смуги з |q|≤1,q<−1,
q>1 чергуються i при зростаннi kgh (ktl) стають
все вужчими. Зрозумiло, що при врахуваннi ме-
ханiчних втрат в елементах структури параметр q
стане комплексною величиною, обмеженою за мо-
дулем. Втiм, цi змiни будуть вiдчутними лише при
наближеннi до точок розривiв.

Появу ненульової уявної частини хвильового
числа κ слiд трактувати як належнiсть вiдповiд-
них частот до дiапазону вiдсiкання, де гармонiчна
хвиля в системi не поширюється. Звертає на себе
увагу те, що при q<−1 κ має одночасно i дiйсну,
й уявну частини. На перший погляд, це могло б
свiдчити про iснування хвилi, яка поширюється,
але з експоненцiйним згасанням амплiтуди, що не-
можливо для системи без внутрiшнiх втрат енер-
гiї. Така удавана суперечнiсть знiмається за раху-
нок iснування парних комплексних коренiв, якi мi-
стять члени ±π. Справа в тому, що при дослiджен-
нi крайових задач з наявнiстю джерела збудже-
ння коливань вiдповiднi пари розв’язкiв завжди
формують модульовану експонентою стоячу хви-
лю, яка не переносить енергiї. Ця особливiсть об-
умовлена самою природою пружних систем, на по-
верхнях яких мають виконуватись одночасно двi
умови – i для нормальних, i для дотичних ком-
понент напружень [22]. Вона зберiгається при за-
стосуваннi постановок з виродженою геометрiєю
для планарних коливань тонкостiнних елементiв
(стержнiв, пластинок), у яких хвилi, що перено-
сять енергiю, формуються за рахунок взаємодiї
P- та SV-хвиль з бiчними поверхнями. Очевидно,
що дiапазони з q<−1 iснуватимуть i для стру-
ктур без акустичного заповнення. У цьому випад-
ку їхнє розташування цiлком залежатиме вiд того,
наскiльки масивними є перегородки.

Оцiнимо фазову швидкiсть поширення хвиль
у розглянутiй перiодичнiй структурi при ktl→0,
де |q| ≤ 1. Скориставшись вiдомими властивос-
тями тригонометричних функцiй малого аргумен-
ту, легко пересвiдчитися, що довгохвильова асим-
птотика величини c при протифазному збудженнi
стержнiв має вигляд

clf
ant ≈

ct
√

1 + 2(ηα − ηκ)
ρgh

ρtd
+

1

3

h

l

γ

ρtd

. (15)
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Рис. 5. Фазова швидкiсть c i коефiцiєнт згасання δ
для стержнiв з бiотканини (ct≈19 м/с):

1 – c/ct, камери заповненi повiтрям;
2 – c/ct, камери заповненi водою;
4 – δl, камери заповненi водою

Оскiльки тут ηα>ηκ , робимо висновок, що акусти-
чне середовище в камерах дiйсно працює як приєд-
нана маса. Взагалi кажучи, така поведiнка харак-
терна для акустопружних об’єктiв рiзної приро-
ди й призначення. Наприклад, у гiдроакустичних
системах перетiкання стисливої рiдини всерединi
пружних конструктивних елементiв використову-
ють для створення ефективних низькочастотних
випромiнювачiв звуку, якi мають малi розмiри у
порiвняннi з довжиною акустичної хвилi [23, 24].

Переходячи до розгляду структур з cg >ct (стiн-
ки з бiотканини, рис. 3), зауважимо що для них
дiапазон ktl≤pi/2 буде бiднiшим на прояви осо-
бливостей. Фактично, тут спостерiгається бiльш
розтягнутий взодвж осi абсцис низькочастотний
фрагмент графiка для комбiнацiї матерiалiв вода –
сталь. Як i слiд було очiкувати з формули (15),
при заповненнi камер повiтрям, за рахунок малої
його густини результуюча фазова швидкiсть c ви-
являється практично такою ж, як i в структурi без
заповнення (крива 1). Водночас, наявнiсть масив-
ного акустичного середовища (наприклад, води)
обумовлює не тiльки зниження величини c, але й
iснування першого дiапазону вiдсiкання вже при
вiдносно малiй хвильовiй довжинi перiоду стру-
ктури – ktl<π/4 (кривi 2, 3).

Зауважимо, що дослiдження комбiнацiї матерi-
алiв вода – бiотканина може бути цiкавим при аку-
стичному моделюваннi заповнених рiдинами па-
ренхiматозних органiв (наприклад, паренхiми пе-

чiнки). Окрiм того, можна вказати на певну подi-
бнiсть розглянутої перiодичної структури до ана-
томiчної будови великих артерiй [25].

4. БIОМЕХАНIЧНА IНТЕРПРЕТАЦIЯ РЕ-
ЗУЛЬТАТIВ

Повертаючись до задекларованої мети дослiд-
ження – моделювання акустичних властивостей
легеневої паренхiми, – повнiстю зосередимось на
розглядi довгохвильового дiапазону для структу-
ри зi стiнками, утвореними з бiотканин. Буде-
мо вважати низькими частоти, якi вiдповiдають
умовi ktl<π/4. Виберемо значення l=3·10−4 м,
b=5·10−6 м, якi приблизно вiдповiдають морфо-
метрiї альвеол людини на максимумi вдоху [10].
Тодi максимальна частота, при якiй можна за-
стосовувати асимптотику (15), становить близько
8 кГц. При цьому одержуємо фазову швидкiсть
для комбiнацiї повiтря – бiотканина clf

ant≈16.4 м/с,
що практично спiвпадає з верхньою межею екс-
периментальних оцiнок для сильно роздутих ле-
гень [6]. Водночас, роботи [7,8] дають значно ниж-
чi значення швидкостi c. Така розбiжнiсть може
бути пов’язана як з неточнiстю задання механi-
чних характеристик бiотканини в табл. 1, так i з
рiзницею в умовах проведення експериментiв (у
трьох згаданих дослiдженнях використовувались
препарованi легенi рiзних видiв тварин).

Для того, щоб порiвняти одержану величину
clf
ant зi швидкiстю хвилi у випадку симетричних ко-

ливань стержнiв, нагадаємо, що формулу для неї
було одержано у статтi [17]. Для зручностi порiв-
няння з оцiнкою (15) запишемо цю асимптотику у
виглядi

clf
syn ≈

√

√

√

√

√

√

√

c2
t +

ρgh

ρtd
c2
g

1 +
ρgh

ρtd
+

h

l

γ

ρtd

. (16)

Для системи повiтря – бiотканина одержуємо
clf
syn≈62.3 м/с, що добре узгоджується з результа-

тами [3 –5,9] для наповнених легень.
Структура виразу (16) дуже нагадує запис для

швидкостi об’ємної хвилi Райса при урахуван-
нi пружностi альвеолярних стiнок [3, 12], однак,
оскiльки в нашiй моделi поперечнi перегородки
вважаються недеформiвними, швидкiсть clf

syn має
бути трохи нижчою за iстинну швидкiсть об’ємної
хвилi. Втiм, дослiдження [12] дозволяє сподiвати-
ся, що ця розбiжнiсть лежатиме в межах ∼ 10 %.

У цьому контекстi видається цiкавим обрахува-
ти величину ще одної хвилi, яка спостерiгалась у
легенях – поперечної. Згiдно з оцiнками на основi
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теорiї Бiо для пористих середовищ [16],

cshear ≈

√

G

ρt
. (17)

Тут G – модуль зсуву бiотканини. Для ма-
лостисливих середовищ (ν→0.5) справедливо
G≈E/3. Для вибраних фiзичних параметрiв має-
мо cshear≈7.8 м/с. Це в кiлька разiв бiльше, нiж в
експериментах [7]. Очевидно, при поширеннi хви-
лi зсуву пружнiсть стiнок альвеол також задiяна
лише частково. Виходячи з цього, можна сподiва-
тися, що бiльш адекватну оцiнку cshear забезпечив
би вираз, одержаний на основi використання моде-
лi перiодичної структури (при належному заданнi
кiнематики системи). Ще одною ймовiрною причи-
ною розбiжностi є розiмкнутiсть стiнок реальних
альвеол, що повинно призвести до зниження вели-
чини G.

ВИСНОВКИ

За допомогою методу Флоке знайдено параме-
три хвилi, яка може поширюватись в акустопру-
жнiй системi двох перiодично пiдкрiплених жорс-
ткими поперечними перегородками паралельних
пружних стержнiв. При цьому вважалося, що
обмеженi стержнями й сусiднiми перегородками
об’єми заповненi акустичним середовищем, стер-
жнi коливаються у протифазi.

Показано, що для такої моди коливань об’єми
заповнених газом камер не змiнюються i внутрi-
шнє акустичне середовище виступає в ролi приєд-
наної маси. Як наслiдок, у цьому випадку ефек-
тивна пружнiсть системи i вiдповiдна швидкiсть
поширення хвилi виявилися значно нижчою, нiж
при синфазних (симетричних) коливаннях стер-
жнiв, якi супроводжуються об’ємними деформа-
цiями газонаповнених камер [17]. Таким чином,
у двох розглянутих випадках перiодична струк-
тура може пiдтримувати поширення двох незале-
жних гармонiчних хвиль. Поведiнка моделi вказує
на принципову можливiсть формування у певних
типах пористих середовищ хвиль з рiзними фазо-
вими швидкостями, в залежностi вiд типу збудже-
ння коливань.

Цей механiзм дає ймовiрне тлумачення експе-
риментальних результатiв з визначення швидко-
стi звуку в паренхiмi легень. Ймовiрно, що при
прозвучуваннi паренхiми або її механiчному збу-
дженнi через зовнiшнi тканини грудної клiтки пло-
ща поверхнi легенi, на яку падає сигнал-збудник,
виявляється достатньою для того, щоб iнiцiюва-
ти “симетричну” хвилю Райса з iнтенсивним об’-

ємним деформуванням альвеолярного газу. Нато-
мiсть, при безпосередньому локальному ударному
навантаженнi бiчної поверхнi плеври у паренхiмi
переважають “антисиметричнi” еквiволюмiнальнi
коливання альвеол, при яких задiяна лише пру-
жнiсть їхнiх стiнок. Тому вiдповiдна фазова швид-
кiсть завжди буде нижчою, нiж для хвилi Райса.
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