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Определение оператора поворота вектора 
в квадриплексном пространстве  

 
Рассмотрен один метод определения оператора поворота вектора в 
квадриплексном пространстве до совмещения с направлением, задан-
ным другим вектором. Метод базируется на изоморфизме квадрип-
лексных и бикомплексных чисел. 
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Постановка проблемы 

В статье продолжены исследования, начатые в работе [1], которые связаны со 
свойствами изоморфизма квадриплексных и бикомплексных чисел. Исследуется 
метод построения оператора поворота вектора в квадриплексном пространстве, то 
есть построения такого квадриплексного вектора, который, будучи умноженным 
на данный квадриплексный вектор, переведет его в заданное направление без из-
менения нормы, а именно путем чистого поворота. 

 
Анализ последних достижений и публикаций 

Исследованиям свойств и применений квадриплексных и бикомплексных чи-
сел и пространств посвящены многочисленные работы. 

В трудах [2, 3] квадриплексные числа рассматриваются как продукт коммута-
тивного удвоения системы комплексных чисел с помощью процедуры Грассмана-
Клиффорда. Изучаются арифметические и алгебраические свойства квадриплекс-
ных чисел, а также их непозиционные представления.  

Для квадриплексных чисел построены представления таких нелинейных 
функций, как экспонента, логарифм, тригонометрических и гиперболических 
функций, обратных функций [4, 5]. В работах [6, 7] рассмотрены некоторые гео-
метрические интерпретации квадриплексных пространств, предназначенные для 
конкретных физических задач. 

Квадриплексные числа нашли эффективное применение и в такой важной об-
ласти, как криптография [8, 9]. 
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В работах [9–18] квадриплексные числа применяются для синтеза цифровых 
фильтров, обладающих повышенным быстродействием. Использование квадрип-
лексных чисел позволяет снизить порядок фильтра при сохранении частотных ха-
рактеристик. 

Весьма перспективным представляется использование свойств изоморфизма 
систем квадриплексных и бикомплексных чисел. В работе [19] показано, как с 
помощью перехода от квадриплексных чисел к бикомплексным можно сущест-
венно повысить производительность вычислений. 

 
Цель статьи 

Целью статьи является разработка метода решения следующей задачи. Пусть 
в квадриплексном пространстве заданы векторы A и С. Требуется найти такой 
квадриплексный вектор D, что направления векторов D*A и C будут совпадать, а 
нормы векторов D*A и A будут равными: 
 

AAD =* .           (1) 
 
Это означает, что вектор A просто поворачивается до совмещения с направ-

лением вектора С. Таким образом, вектор D должен быть нормированным. 
 

Результаты исследований 
В дальнейшем квадриплексное пространство будем обозначать через K, а би-

комплексное через B. Пусть в квадриплексном пространстве с базисом 
{ }4321 ,,, eeee  заданы векторы KCA Î, : 

 
44332211 eaeaeaeaAK +++= ,        (2) 

 
44332211 ececececCK +++= .        (3) 

 
Индекс K в (2) и (3) означает, что вектора заданы в квадриплексном про-

странстве.  
Перейдем в бикомплексное пространство В с базисом { }4321 ,,, EEEE . Как по-

казано в [1], векторы А и С примут вид: 
 

BEaaEaaEaaEaaAB Î-+++--+-= 432341232141 )()()()( ,      (4) 
 

BEccEccEccEccCB Î-+++--+-= 432341232141 )()()()( .      (5) 
 
Представим BA  и BC  в экспоненциальной форме, как это показано в [1]: 

 
4221

21
E

A
E

AB eeA jj rr += ,          (6) 
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где 
 

2111 sincos21 EEe E jjj += ,          (7) 
 

4232 sincos42 EEe E jjj += ,          (8) 
 

å
=

±=
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1 43
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i
i aa
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ar ,          (9) 
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±
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Аналогично представим вектор BC : 
   

4221
21

E
C

E
CB eeC yy rr += ,        (11) 

 
где все компоненты определяются по формулам (7)–(10). 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию бикомплексного пространства и 
векторов BA  и BC . Как известно, бикомплексное пространство представляет со-
бой совокупность двух независимых комплексных плоскостей α и β, на которых 
установлены независимые системы координат (см. рис.).  

 

 
Геометрическая интерпретация бикомплексного пространства 

 
Здесь каждый бикомплексный вектор изображается парой комплексных век-

торов с модулями 1r  и 2r  с соответствующими индексами и аргументами 1j  и 2j  
(соответственно 1y  и 2y ). 

Для того, чтобы совместить бикомплексный вектор BA  с направлением би-
комплексного вектора BC , необходимо его комплексные компоненты повернуть 
на углы 11 yj -  и 22 yj -  соответственно. Если бы такая задача была только для 
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комплексной плоскости, то необходимо было бы исходный вектор умножить на 
оператор поворота )( 11 jy -je . 

В бикомплексном же пространстве такой оператор примет вид: 
 

)()( 224112 jyjy -- += EE
B eeD .        (12) 

 
Тогда: 
 

.
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    (13) 

 
Значит вектор BA  примет направление вектора BC , а его норма не изменится, 

так как 1=BD . 
Поэтому: 

 
BBBBBB AAADAD === *1** .     (14) 

 
С помощью выражений (6) и (7) представим оператор BD  покомпонентно: 
 

)sin()cos()sin()cos( 224223112111 jyjyjyjy -+-+-+-= EEEEDB .    (15) 
 
Теперь делаем обратный переход из бикомплексного пространства в квадри-

плексное путем преобразования базиса { }4321 ,,, EEEE  в базис { }4321 ,,, eeee  по 
формулам, приведенным в [1]: 

 

].)coscos()sinsin(

)sinsin()cos[(cos
2
1

421321

221121

ee

eeDK

D+D-+D-D-+

+D+D-+D+D=
     (16) 

 
Здесь для краткости введены следующие обозначения: 

 
2,1  , =-=D iiii jy .         (17) 

 
Нас интересует выражение оператора KD  через компоненты квадриплексных 

векторов KA  и KC . Для его вывода необходимо подставить в (16) выражения (10) 
и (17) и произвести необходимые преобразования. Так как эти преобразования 
весьма громоздки, то они проводились с помощью системы аналитических вы-
числений Мaple7 [20].  

 
> restart; 
>assume(a[1],real):assume(a[2],real):assume(a[3],real):assume(a[4],real: 
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>assume(b[],real):assume(b[2],real):assume(b[3],real):assume(b[4],real): 
> phi[1]:=-arctan((a[2]+a[3])/(a[1]-a[4])); 
> psi[1]:=-arctan((b[2]+b[3])/(b[1]-b[4]));  

 := y1 -
æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 + b~2 b~3

 - b~1 b~4
 

>phi[2]:=arctan((a[2]-a[3])/(a[1]+a[4]));  

 := f2

æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 - a~2 a~3

 + a~1 a~4
 

>psi[2]:=arctan((b[2]-b[3])/(b[1]+b[4]));             

 := y2

æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 - b~2 b~3

 + b~1 b~4
 

>Delta[1]:=psi[1]-phi[1];           

 := D1 -  + 
æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 + b~2 b~3

 - b~1 b~4

æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 + a~2 a~3

 - a~1 a~4
 

>Delta[2]:=psi[2]-phi[2];            

 := D2  - 
æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 - b~2 b~3

 + b~1 b~4

æ

è
ççç

ö

ø
÷÷÷

arctan
 - a~2 a~3

 + a~1 a~4
 

>Dk[1]:=simplify(expand(cos(Delta[1])+cos(Delta[2])),sqrt,symbolic); 
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Как видно из этого фрагмента, под радикалами — модули бикомплексных 

векторов BA  и BC  в соответствии с (9). Такие же выражения будут и в формулах 
для трех остальных компонент оператора KD . Произведя преобразования и введя 
обозначения: 

 

,))(())((
,))(())((

4,332324141

2,132324141

Sbbaabbaa
Sbbaabbaa

=±--

=±±+

mm

mm
      (18) 

 
получим компактные выражения для компонентов оператора поворота:  
 

KD :
CACA

K
SSD

22

2

11

1
4,1 rrrr

±= ,       (19) 
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CACA
K

SSD
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11

3
3,2 rrrr

±= .        (20) 

 
Полное выражение для оператора поворота: 
 

i
i

KiK eDD å
=

=
4

1
.       (21) 

 
Используя проведенные вычисления, можно получить условия перпендику-

лярности векторов KA  и KC . В бикомплексном пространстве условие перпенди-
кулярности этих векторов имеет вид: 

 

.
2

,
2

22

11

p
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p
jy

=-

=-
        (22) 

 
Dзяв тангенсы от обеих частей уравнений системы (22) и выполнив необхо-

димые преобразования (также с помощью системы Maple7), получим необходи-
мые и достаточные условия перпендикулярности квадриплексных векторов KA  и 

KC : 
 

.0))(())((
,0))(())((

324321414321

324321414321

=-++--++-+
=+-+++----

ccaaaaccaaaa
ccaaaaccaaaa

    (23) 

 
Выводы 

В работе показана возможность определения оператора поворота вектора в 
квадриплексном пространстве, что позволяет решать задачи моделирования дви-
жения в этом пространстве. Задача решается с помощью изоморфного перехода из 
квадриплексного в бикомплексное пространство, где существуют прямые анало-
гии объектов эвклидового пространства. Такой подход позволяет эффективно ре-
шать целый ряд задач, как, например, повышение эффективности вычислений, 
моделирование геометрических объектов и их движений, обработка сигналов и др. 
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