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закрывающ ейся трещиной при изгибных колебаниях

В. В. М атвеев , А. П . Б овсуновский

Институт проблем прочности НАН Украины, Киев, Украина

Рассматриваются свободные колебания упругого консольного стержня с краевой трещиной, 
которая моделируется участком стержня с уменьшенным моментом инерции сечения. 
Масса этого участка полагается неизменной, а его размеры определяются исходя из 
энергетического критерия эквивалентности.
Представлен аналитический подход к определению собственных частот и форм колебаний 
стержня с открытой или закрывающейся трещиной, а также к исследованию нелинейных 
искажений волны перемещения, ускорения и деформации различных сечений стержня с 
закрывающейся трещиной. В решении учитывается возможность возникновения нескольких 
форм колебаний стержня в момент раскрытия трещины и ее влияние на распределение 
деформации по объему стержня.
Показано, что предложенный подход позволяет получать достоверные зависимости раз­
личных вибрационных характеристик стержня от параметров трещины, а также решать 
обратную задачу диагностики повреждения.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : консольный стержень, изгибные колебания, усталостное 
повреждение, собственная частота, открытая трещ ина, закрываю щ аяся 
трещина, механика разрушения, гармонический анализ

О б о з н а ч е н и я

Ь -  длина стержня
Ьт -  координата сечения с трещиной
н -  высота поперечного сечения
ь -  ширина поперечного сечения
а -  глубина трещины

У -  относительная глубина трещины
а -  параметр, подлежащий определению

-  площадь поперечного сечения
і -  момент инерции сечения

I  о -  момент инерции сечения с трещиной

Тт -  момент инерции массы

тЬ -  масса груза на конце стержня
т -  интенсивность массы стержня
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Е  - модуль упругости

Р  - плотность

w (x ) - собственная форма колебаний стержня

в (х ) - распределение углов поворота сечений стержня по его длине

М  (х) - распределение изгибающего момента по длине стержня

в (х) - распределение поперечной силы по длине стержня
X - собственная угловая частота стержня без трещины

X о, X т - собственные угловые частоты стержня соответственно с открытой и 
закрывающейся трещиной

II о 1 резонансные частоты образцов соответственно без и с трещиной

*1  - коэффициент интенсивности напряжений

Введение. Вибрационные характеристики неповрежденного тела и тела 
с нарушенной сплошностью, как правило, существенно различаются. Это 
различие, обусловленное изменением жесткости, может использоваться для 
диагностики повреждения (например, трещ ины усталости) и определения 
его параметров (размеры и местоположение).

Большая часть опубликованных результатов аналитических исследо­
ваний данной проблемы представляют собой попытку использовать в каче­
стве характеристики повреждения собственную частоту колебаний [1-9]. 
Известны работы, которые посвящены исследованиям искажений собст­
венных форм либо совместно форм и частот колебаний тела с трещ иной [1,
2, 9]. В них рассматриваются открытые трещины, что не отражает в полной 
мере условия поведения трещ ин усталости, которые ведут себя как закры­
вающиеся (жесткость стержня с открытой трещ иной полагается одинаковой 
на обоих полуциклах колебания, а жесткость стержня с закрывающейся 
трещ иной -  различной).

Результаты ряда исследований показали перспективность использова­
ния для диагностики закрывающихся трещ ин обусловленного ими иска­
жения формы волны колебаний системы, моделирующей тело с трещиной 
[10-15]. Искажение формы волны оценивалось по наличию высших гар­
моник в разложении соответствующих временных функций в ряд Фурье.

Точность аналитического решения задачи о колебаниях тела с трещиной 
во многом определяется выбором модели трещины. В литературных источ­
никах представлен широкий спектр таких моделей: трещ ина моделируется 
пружиной [16, 17], упругим шарниром [7], вырезом [1-3], областью с 
уменьшенным модулем упругости [17]. В [9] влияние трещ ины учитывается 
полуэмпирическими функциями, описывающими распределение напряже­
ний и деформаций по всему объему стержня. При этом во всех случаях, за 
исключением работы [16], моделировались колебания стержня с открытой 
трещиной.

Цель настоящей работы -  создание аналитического подхода, позво­
ляющего моделировать колебания стержня с закрывающейся краевой тре­
щиной для решения как прямой (определение вибрационных характеристик 
стержня при заданных размере и местоположении трещины), так и обратной
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(оценка параметров трещ ины по известным значениям соответствующих 
вибрационных характеристик) задачи диагностики повреждения. В качестве 
исследуемых характеристик были выбраны собственные частоты и формы 
колебаний стержня, а также искажение формы волны перемещения, де­
формации (при учете близкого к реальному распределения деформаций в 
окрестности трещины) и ускорения произвольного сечения стержня.

М одель стерж ня с трещ иной . Суть предлагаемого аналитического 
подхода раскрывается на примере призматического консольного стерженя 
постоянного поперечного сечения с грузом на конце, поскольку для апро­
бации подхода использовались образцы аналогичного типа. Как известно, 
свободные поперечные колебания такого стержня без учета демпфирования 
описываются дифференциальным уравнением

д 4У (х , і ) + р р  д 2у (х , і ) =  0

д х 4 Е І  д і 2 , ( )

где Е  и р  -  соответственно модуль упругости и плотность материала
3

стержня; I  =  ЬН /12  и Р  =  ЬН -  соответственно момент инерции и площадь 

поперечного сечения стержня; Ь и Н -  ширина и высота поперечного 
сечения.

Общее решение уравнения (1) можно представить в виде

У( x , t)  = 2 w i (х )(p i s in m i t  +  R i co sm i t ), (2 )
Z=1

где w t (x ) и rn i -  соответственно собственные формы и угловые частоты 
колебаний стержня; i -  номер формы колебаний. Собственные формы коле­
баний стержня определяются выражением

w i (х ) =  A iS  (k ix ) +  В {Т (k ix ) +  C iU  (k ix ) +  D tV ( k ix ), (3)

где S ( k tx ), T (k tx ), U ( k tx ), V ( k tx ) -  функции Крылова;

S (k tx ) =  “ (ch k tx  +  co sk tx ); T (k tx ) =  2 (sh k tx  +  s in k tx );

U ( k tx ) =  “ (ch k tx  — co sk tx ); V ( k tx ) =  “ (sh k tx  — s in k tx );

4 = 2  P F  k; =  Ю; -----. 
1 1 E I

Коэффициенты A ; , B t , C t и D ; в выражении (3) определяются из 
граничных условий
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л , ч дн’; (0) д н ,  (Ь) 2 дн’і (Ь) 
н і (0) =  0; в  і (0) =  - ^ ^  =  0; М і (Ь) =  Е І ------^  =  І т т 2 л  '

дх

О  і (Ь) =  Е І
д н і (Ь)

дх  3

дх

-т ь т і н і (Ь ),

дх
(4)

где в  I -  угол поворота сечения; М 1 -  изгибающий момент; Q i -  поперечная 
сила; Ь  -  длина стержня; ть  -  масса груза на конце стержня; 1 т -  момент 
инерции массы.

Частотное уравнение в этом случае имеет вид

[5 (к 1Ь) -  д Т ( к Ь ) ] [ Б (В Д  +  g V (к ,-Ь )]-

-  [Т( к;Ь ) — д и (к гЬ)][Т( к;Ь ) +  g U (к,Ь)] =  0 , (5)

где
і  к  з
1 т к і т Ьк і

р Г

Определим коэффициент С і исходя из граничного условия (4) для
изгибающего момента, С і =  М (0 ) /  Е Ікі . Тогда

( ч М (0)Ги ( Л  У ( к Ь )  +  g U ( k iL) к Л1 
н і (х)  =  З Г Г  І и (к іх ) - ^ “  Т ( к іх )

Е Ікі І 5  ( к ,Ь )  +  g V  ( к ,Ь ) (6)

Коэффициенты Р 1 и в выражении (2) определяются [18] из начальных 
условий в момент времени t я для перемещения у ( х , гн ) =  у н(х ), скорости 
[ду(х , г) / дг] =  =  Vн(х ) и углов поворотов в ( х , гн ) =  в н(х ) сечений стерж­
ня по формулам

т і Є 1 8ш т і і н +  Є 2 со8т ггн

Я,- =

/  т н 2  (х Мх +  т Ьн 2  (Ь ) +  І т в  2 (Ь)
I. 0

т іЄ 1 со8 т і і н — Є 2 8Іп т  г гн

/  т н 2  (х Мх +  т ЬН2 (Ь) +  І т в  2 (Ь)
0

(7)

(8)

где т  =  р Г  -  интенсивность массы стержня;

Ь

С 1 = /  т У н ( х )н ,1(х  Мх +  тьУ  н ( ЬН ' (Ь) +  7т  в  н ( Ь )в I(Ь );
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G  2 = /  m v  и( x ) w i ( x ) dx  +  mLv  и( L) wi ( L) +  1  
0

d0 ( l ,  t )

dt
0  i ( L).

t=t,

Рассмотрим теперь стержень с открытой краевой трещиной (такая тре­
щина полагается открытой на обоих полуциклах колебаний), расположенной 
на расстоянии Ьт от основания (рис. 1). Заменим его эквивалентным 
стержнем, в котором трещ ина (равно как и ослабление напряженности по ее 
берегам) моделируется участком с уменьшенным моментом инерции попе­
речного сечения (участок 2  на рис. 1). Размер этого участка 2d варьируется 
исходя из энергетического критерия эквивалентности, суть которого описана 
ниже.

Рис. 1. Схема консольного стержня.

L

Свободные поперечные колебания каждого из участков такого стержня 
без учета демпфирования описываются дифференциальным уравнением ви­
да (1) [19], в котором I  =  I j  -  момент инерции поперечного сечения j -го 
участка стержня, j  =  1, 2, 3; 1 1 =  1 3 =  I  ; 1 2 =  I  o =  b( h — a  ) 3 /12; a  -  глубина
трещины (индекс “о” обозначает открытую трещину). В этом случае общее 
решение уравнения ( 1) для j -го участка стержня принимаем в виде

y o j (*>t ) = 2  w ij(х )(P o i s in w oit +  R oi co s (Ooit). (9 )
i=1

Строго говоря, из приведенной выше формулы для момента инерции 
второго участка эквивалентного стержня следует, что площадь его сечения 
равна F 2 =  b (h  — a ), а это, в свою очередь, формально обусловливает умень­
шение массы стержня по мере роста трещины. В то же время известно, что 
возникновение и рост трещины в теле не приводит к уменьшению его 
массы. Избежать этого недостатка модели можно либо, приняв плотность

второго участка р  2 =  ^ h , либо площадь сечения второго участка F 2 =  bh. 
h — a

Определяемые динамические характеристики стержня при изгибных коле­
баниях являются инвариантными относительно указанных подходов. По­
этому, учитывая, что протяженность участка с реальной трещиной пре-

ISSN 0556-171X. Проблемы прочности, 2000, № 3 9



В. В. Матвеев, Л. П. Бовсуновский

небрежимо мала по сравнению с длиной стержня и что второй подход 
значительно проще, принимаем =  Г . Таким образом, масса эквивалент­
ного стержня сохраняется неизменной при любой длине трещины.

Уравнения, определяющие собственные формы колебаний эквивалент­
ного стержня, записываются для каждого его участка у:

(х ) =  У  (к у х ) +  В у Т ( к у Х ) +  С у -и  (ку-х) +  О у Г  (к у Х X (10)

где
4 _ 2  Р І_  

к ч О оі Е і .

Краевые условия и условия сопряжения участков эквивалентного стержня с 
учетом массы на конце имеют вид

М я (Ь) _  І то Оік п [Лп Г (к п Ь) +  В й 5 ( к п Ь) +  С п Т (к ЯЬ) +  Д пи (к й Ь)];

Я й (Ь) _  —тоО , [Лй 5 (к йЬ) +  В п Т (к п Ь) +  С пи (к йЬ) +  Д „ V (к й Ь)];

Wn (X 2 ) _  ^  2 (х 2 ) ; 0  і1(х 2 ) _ 0  і 2 (х  2 ) ; М і1(х 2 ) _  М і 2 (х 2 ) ;

б л ( х 2 ) _  Я і 2 ( х 2 ); wi 2 ( х 1) _  w i з (х 1) ; 0  і 2 ( х і ) _ 0  і з (х 1);

М і2 (х  1) _  м із (х 1); й і 2 (х 1) _ й і з (х 1) ; w iз (0) _ 0; 0 із (0) _ о,

где
х 1 _  Ьт — d ; х 2 _  Ьт +  d .

Учитывая свойства функций Крылова (5 (0) _  1; Т (0) _  и  (0) _  V (0) _  0) и 
два последних краевых условия, находим Л із _  В із _  0. На основании остав­
шихся краевых условий и условий сопряжения получаем систему десяти 
уравнений, определитель которой можно представить следующим образом:

«11 «12 «1з «14 0 0 0 0 0 0

«21 «22 «2з «24 0 0 0 0 0 0

—5 (3) —Т (3) и (3) —V (3) 5 (X) Т (X) и  (X) V м 0 0

—V (3) —5 (3) —Т (3) -и  (3) г̂  (Х) г15 (х) г1Т (X) г1и  (X) 0 0

-и  (3) —V (3) —5 (3) —Т (3) г2и (Х) гУ (х) г25 (X) г2Т (X) 0 0

—Т (3) -и  (3) —V (3) —5 (3) г—1Т(X) г1—1и (х) Г—^  М Г—15 (X) 0 0

0 0 0 0 —5 (|) —Т (|) -и  (1 ) —V (|) V (п) и (п)
0 0 0 0 —V (І) —5 (|) —т а ) -и  (|) 1 1и (п) Г—1Т (п)
0 0 0 0 -и  (|) —V (|) —5 (|) —Т (|) г2—1Т (п) г—15 (п)
0 0 0 0 —Т £ ) -и  (|) —V (1) —5 (|) г15 (п) гlV (п)

_ 0,

( 11)
где

«11 _  и і ) — ч оV і ) ; а 12 _  V (^ і ) — 4 0 5 і ) ;
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а із =  Х(р і ) -  ч 0 Т (р і ); а і4 =  т(р і ) -  ч 0 и (р і ); а 21 =  т(р і ) +  я 0Х(р і ); 

а 22 =  и ( р і ) +  я 0т ( р і ) ; а 23 =  у (р і ) +  я 0 и ( р і ) ; а 24 =  Х(р і ) +  я 0у ( р і ) ;

р і =  к п ц  8  і =  к ц х 2 =  —  р і ; х  і =  ^і2х 2 =  — гір і ; £ і =  ^і2х і = — гіРі  ;

з
_ т  _  х 1 _  -0,25 _  0,5 _ Т 0 _ Ттр  і _ тЬр  і

п і =  к і3х і =  г р  і ; гі =  г  ; г2 =  г  ; г  =  Т ; ч 0 =  3 ; £  0і - ' 2  т  ̂ Ю „^- '<-50 7-і у
I  р ґ і }  р ґ Ь

При реш ении системы методом Гаусса коэффициент С із задается так 
же, как и для стержня без трещины, при этом принимаем М із ( 0) =  М (0). 
Полагаем также, что на границах участков момент инерции поперечного 
сечения равен I .

Решение частотного уравнения ( і і )  относительно р і позволяет опре­
делить собственные частоты колебаний консольного стержня с открытой 
трещиной:

Р І  \ Е 1  
ь Ч  р ґ

Изменение потенциальной энергии деформации второго участка экви­
валентного стержня, если пренебречь изменением изгибающего момента 
М (х ) по его длине, определяется уравнением

Д и  2 =
і 2М  2 а

і -
і

( і - У  ) 3
( і з )

где у  =  а  / к.
В линейно-упругом теле изменение потенциальной энергии деформа­

ции, обусловленное наличием трещ ины нормального отрыва, в предполо­
жении плоского напряженного состояния определяется выражением [2 0 ]

Ь
д и  =  -  Г К т2аа.

E J 1 (і4 )

В настоящей работе использован коэффициент интенсивности напря­
жений, полученный Черепановым для изгиба полосы с краевым вырезом 
[2 1 ]:

4,2 М
К  т =

ьн з/2 і - у ) з - ( і - у ) з (і5 )

Поскольку при реализуемых в работе частотах колебаний длина волны 
деформации на несколько порядков больше размера трещины, то упругое
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поле в ее окрестности можно считать квазистатическим [21]. Это позволяет 
пренебречь влиянием динамических эффектов на коэффициент интенсив­
ности напряжений. Подставляя уравнение (15) в (14), получаем

4 ,4 1 М 2 2 6 2
Д и  =  ’ (1 -  у )-2  [(1 -  у ) 6 -  3(1 -  у ) 2 +  2]. (16)

ЬН 2 Е

Из условия Д и 2 =  Д и  определяем параметр ё:

л  [(1_ у )б - 3(1 _ Г)2  +  2 ]. (17)

1 - ( 1 - У ) 3

Например, для стержня с высотой сечения Н =  13,8 мм параметр ё  находится 
в пределах 1,7...3,8 мм.

Рассмотрим теперь колебания стержня с так называемой закрыва­
ющейся краевой трещиной: такая трещ ина открыта на одном полуцикле 
колебаний и закрыта на другом. Полагаем также, что свойства стержня с 
закрытой трещ иной не отличаются от свойств стержня без трещины. За­
дадимся следующими начальными условиями для перемещения и скорости 
сечений стержня в момент времени гн =  - п  / 2(0 8:

у н (х) =  щ (х ) ; ^ н (х)  =  0 (18)

(индекс ’У ’ обозначает начальную задаваемую собственную форму коле­
баний). Тогда, учитывая условие ортогональности форм колебаний стержня

ь

/  )М і( х )ё х  +  Ш ь^х(ь )^ і (ь )  +  І т 0 я( ь ) 0 і (ь )  =  °  і ш ^  (19)
О

из уравнений (7) и (8) находим Р , =  1, Р ш  =  Я і =  0. При этом выражение (2) 
упрощается к виду

у (х , г) =  ^  (х ) 8ш  о  / .  (20 )

На другом полуцикле колебаний, когда трещ ина раскрывается, урав­
нение колебаний принимает вид, аналогичный (9) при у  ̂  =  у  ту , Р 0у =  Рту , 
Я у  =  Я ту (индекс “т” обозначает закрывающуюся трещину). Пусть трещина 
начинает раскрываться в момент времени гН2 =  0 , т.е. при переходе стержня 
через нейтральное положение. Тогда из уравнения (20) получим начальные 
условия для стержня с закрывающейся трещ иной в момент ее раскрытия:

12

у н2(х ) =  0; VН2 (х ) =  ° ^ (х ) . (21)
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Р  =

Используя выражения (7) и (8) с учетом (21), получаем Я т, =  0 и

ь  — й Ьт + й ь

^  m ws (х)м>1 з (х )й х  +  ^  mws (х)м>12 (х )й х  +  ^  m ws (х)мгц (х )й х  +  

о ь —й ь + й

Ь —й ь + й  ь  5

^  mw'2з (х )й х  +  ^  mw'22 (х )й х  +  ^  mwfl ( х )й х  +  0 4

о ь  — й ь + й

(22)

где в 3 =  mь w s (ь )w ,•l(ь )  +  ^ 0 5(ь )0 ,1( ь ) ; G 4 =  ь )  +  ^ 0 21(ь ) . ТогДа
решение уравнения колебаний стержня на полуцикле раскрытия трещины 
будет иметь вид

Ут] (х , О =  Р т ^ ]  (х О м г + 2  Рт, w ij (х  О Ы*- (23)

Анализ уравнений (22) и (23) показывает, что при раскрытии трещины 
могут возникнуть и другие (сопутствующие) формы колебаний, отличные от 
начальной задаваемой формы.

Уравнения (20) и (23) определяют решение для первого цикла коле­
баний стержня. Аналогичным образом можно построить решение для вто­
рого и последующих циклов. При этом начальные условия для стержня в 
момент закрытия трещ ины определяются из уравнения (23), а в момент 
открытия -  из уравнения (2). В общем случае каждый цикл колебаний 
описывается своей парой уравнений (2) и (23).

Вместе с тем оценка величины коэффициентов Рт, для образцов, 
использованных в настоящей работе (см. последний раздел статьи), пока­
зала, что амплитуды сопутствующих второй и третьей форм колебаний не 
превышали 3% амплитуды первой формы (э =  1). Это означает, что для 
первой формы колебаний рассматриваемых образцов можно ограничиться 
определением решения лишь для первого цикла колебаний.

Собственная частота 5-й формы колебаний стержня с закрывающейся 
трещ иной определяется по формуле [2 2 ]

2Ш 0Я
О) 8 +  О) 0Я (24)

Выражения (20) и (23) описывают форму волны перемещения сечений 
стержня с закрывающейся трещиной. Из них следуют выражения для опре­
деления формы волны ускорения различных сечений стержня на разных 
полуциклах колебаний:

ду  2 (х , () 2 /■ Ч •
------------ = —Оз w s (х ) 8ШО5Р; (25)

д г2
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дУ ту (х , і ) 

д і2

На полуциклах колебаний, когда трещина соответственно закрыта и откры­
та, нормированную функцию распределения деформаций по длине стержня 
можно представить в виде

Ё (х , I) =  М 8 (х ) в т  о  / ;  (27)

Рт$М у  (х О) оуі +  РтіМ іу (х О) 01і
І 8̂

(28)

где функция / е (х , у ) учитывает влияние трещ ины на распределение де­
формаций (виды функции представлены ниже). Функции М у(х ) и М у  (х ) 
являются нормированными функциями распределения изгибающего момен­
та по длине стержня без трещины и с открытой трещ иной соответственно 
( М у  (0) =  М у  (0) =  1).

Ш ен и Пьерр [9] представили функцию / е (х ,у ) на поверхности ре­
ального стержня со стороны трещ ины следующим образом:

/ е (х , У) = 1 -  ехр
2а  х — Ьт

I (29)

в которой приняли а  =  1,276. Конечноэлементный анализ распределения 
деформаций в окрестности трещины* показал существенную зависимость 
коэффициента а  от глубины трещ ины и позволил отразить эту зависимость 
ф у н кц и ей  ви д а  а ( у ) =  0,683 +  0,152/ у  (п ри  у  =  0 п р и н и м ается , что 
/ е (х , у ) =  1). В результате указанного анализа получена также функция 
распределения деформаций и на противоположной от трещ ины поверхности 
стержня:

/ е (х ,У) =  1 +  [в (У) — 1]ехР
/ Ьт — х  у  

\ и (у)Н  )
1п в (  у ) (30)

где в ( У) =  0,123 +  0,813ехр(у ) +  0,064ехр(7у ); и (у ) =  0,063 +  0,45у.
Как видно из рис. 2, интенсивность функций / е (х ,у ) вблизи трещины 

является весьма существенной. Это означает, что при измерении дефор­
мации в непосредственной близости от сечения с трещ иной необходимо 
учитывать влияние на волну деформации как местоположения тензорезис- 
торов Ьс , так и их базы О.

* Распределения напряжений в окрестности трещины получены с помощью метода конечных 
элементов А. Ю. Чирковым.
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0.8 1.0 1.2

Рис. 2. Распределение деформации по поверхности образца (Н = 13,8 мм) в окрестности 
трещины: а -  поверхность со стороны трещины; б -  противоположная от трещины поверх­
ность.

Таким образом, предложенная модель стержня с трещиной позволяет 
получить зависимости собственных частот и форм колебаний консольного 
стержня от глубины и местоположения как открытой, так и закрывающейся 
краевой трещины. Кроме того, полученные уравнения дают возможность 
исследовать проявление высших гармоник в разложении волн перемещения, 
ускорения и деформации различных сечений стержня, колеблющегося по 5-й 
форме, с закрывающейся трещиной в ряд Фурье:

^ т (х , г) =  ^  ( а п собпот5г +  Ьп бій п о т5г), (31)
п=1

где

о п
а и =

п

Ьп =
о .

п

п
0 °05

£  / ( х , г ) с о б п о + £  / т (х ,г ) соб п о , п =  1,2,3,
п 0
о5

- п
0 о 05

£  / (х, г)бш п о + £  / т (х ,г) біп по , п =  1,2,3,
п 0

_

а

б
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Для волны перемещения функции / (х , г) и / т (х , г) определяются 
соответственно уравнениями (20) и (23), для волны ускорения -  уравне­
ниями (25) и (26), для волны деформации в сечении х  стержня -  урав­
нениями (27) и (28), а для волны деформации, регистрируемой тензо- 
резистором, -  через усредненные по его базе значения деформации, описы­
ваемой уравнениями (27) и (28).

О ц ен ка корректн ости  модели стерж н я с трещ иной . Оценка кор­
ректности определения относительного изменения собственной частоты ко­
лебаний консольного стержня с краевой трещ иной выполнена на основании 
сопоставления результатов расчета по предложенному аналитическому под­
ходу с результатами испытания образцов с грузом на конце, геометрические 
и механические характеристики которых приведены в табл. 1 [23, 24], и 
результатами расчетов собственной частоты первой формы колебаний 
стержня без груза на конце (я =  1) по методу Рэлея-Ритца [9].

Т а б л и ц а  1
Размеры рабочей части образцов и механические свойства металлов

Материал Вид Ь, Ьт / Ь к, ь, т, Е, р>
образца трещины мм мм мм кг ГПа кг/м3

15Х2НМФА Закрыва­ 184 0,011 13,8 4 0,234 200 7800
ющаяся 220 0,036 13,8 4 0,154 200 7800

220 0,077 13,8 4 0,259 200 7800
220 0,136 13,8 4 - 200 7800
220 0,155 13,8 4 0,154 200 7800
220 0,277 13,8 4 0,259 200 7800

08Х18Н10 Закрыва­ 150 0,2 20 4 3,520 200 7900
ющаяся

ВТ-8 Открытая 220 0,091 20 4 0,150 110 4480
220 0,182 20 4 - 110 4480
220 0,518 20 4 0,255 110 4480

На рис. 3 и в табл. 2 представлено несколько примеров такого сопо­
ставления для некоторых из исследованных образцов с закрывающейся и 
открытой трещиной. Как видно, имеет место хорошее соответствие резуль­
татов расчета и эксперимента.

В то же время анализ результатов экспериментального и расчетного 
определения относительного изменения собственной частоты колебаний для 
образцов из стали 15Х2НМФА длиной Ь =  220 мм показал, что при у  <  0,5 
их отличие оказалось в пределах — 6,4 <  А /  <  2,1%. При у  >  0,5 это отличие 
уже достигало — 37,8%. По всей вероятности, причина такого расхождения 
связана с тем, что при испытаниях, когда трещ ина становится достаточно 
большой, не удается избежать возникновения значительных пластических 
деформаций в ослабленном сечении, вследствие чего трещ ина становится 
открытой частично или полностью. Косвенно это подтверждается резуль­
татами расчетов для образцов без груза на конце в предположении, что 
трещ ина открыта: в этом случае максимальное отличие результатов рас­
четов и экспериментов в диапазоне значений 0,5 <  у  <  0,87 не превышало
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8,3%. Для образцов из титанового сплава В Т -8 с открытой трещ иной от­
личие результатов экспериментального и расчетного определения относи­
тельного изменения собственной частоты колебаний оказалось в пределах
— 0 , 6 < Д  ̂  <  16,8% п р и 0 , 0 5 < у <  0,8.

Т а б л и ц а  2
Значения глубины трещины и относительного изменения собственной частоты, 

полученные экспериментально и в результате расчета

Материал
образца

Ьт / Ь а, мм Да ,% 1а / /а =0 %%Д

эксперимент расчет эксперимент расчет
15Х2ЫМФА 0,011 2,5 2,6 —4,0 0,984 0,985 — 0,1
(Ь =184 мм) 4,9 5,0 —2,0 0,942 0,944 —0,2

6,3 6,0 4,8 0,911 0,901 1,1
7,0 6,7 4,3 0,884 0,872 1,4
8,3 8,3 0 0,797 0,797 0
9,9 9,9 0 0,655 0,654 0,2

08Х18Ы10 0,2 1,9 3,7 —94,7 0,979 0,995 — 1,6
4,0 5,1 —27,5 0,960 0,976 — 1,7
6,1 6,1 0 0,943 0,943 0
7,8 7,4 5,1 0,913 0,903 1,1
10,1 9,7 4,0 0,845 0,830 1,8
12,0 11,7 2,5 0,765 0,749 2,1

ВТ-8 0,091 1,0 1,1 —10,0 0,996 0,997 — 0,1
2,0 2,3 — 15,0 0,987 0,990 —0,3
4,0 4,2 —5,0 0,953 0,959 —0,6
8,0 8,1 — 1,3 0,830 0,833 —0,4
12,0 11,9 0,8 0,629 0,624 0,8
16,0 15,9 0,6 0,343 0,338 1,5

Сталь [24] 0,2 1,33 1,5 —12,8 0,991 0,993 —0,2
2,53 2,5 0 0,974 0,974 0
4,0 3,9 2,5 0,933 0,928 0,5
6,0 5,8 3,3 0,812 0,797 1,8
8,0 7,9 1,3 0,522 0,510 2,3

Отличие результатов расчета собственной частоты первой формы коле­
баний консольного стержня с открытой трещиной, выполненного Ш еном и 
Пьерром [9] методом Рэлея-Ритца, от результатов эксперимента, прове­
денного Вендтландом [24], оказалось в пределах —1,2 < Д ^ <  11,9% при

0 , 1 3 3 < у <  0,8. В то же время, как видно из табл. 2, расчет на 
основании предложенного подхода точнее описывает данные Вендтланда 
(— 0,2 <  Д г  <  2,3%).

Предложенный аналитический подход позволяет также решать обрат­
ную задачу диагностики повреждения. Основываясь на полученных экспе­
риментальных результатах относительного изменения резонансной частоты 
колебаний образцов по первой форме, были рассчитаны соответствующие 
им значения глубины трещины. Как видно из табл. 2, относительное отли­
чие Д а значений глубины трещины, измеренных при испытаниях образцов 
и рассчитанных по относительному изменению их резонансной частоты, 
обратно пропорционально величине трещины. Заметим, что в расчете не
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учитывалась эллиптичность фронта трещины, что в наибольшей степени 
должно было сказаться на отличии результатов расчетов и экспериментов 
при малых трещ инах (т.е. реальная трещ ина была несколько больше фикси­
рованной при испытаниях). Это обстоятельство в определенной мере объяс­
няет тот факт, что при малых трещинах расчет дает завышенные значения 
глубины трещины.

Рис. 3. Влияние глубины закрывающейся (а) и открытой (б) трещины на изменение соб­
ственной частоты колебаний образцов (линии -  расчет, точки -  эксперимент).

Таким образом, при определении абсолютных значений глубины тре­
щины отличие результатов расчета от данных эксперимента, как правило, 
тем больше, чем меньше длина трещины. В то же время отличие результатов 
эксперимента и расчета для относительного изменения собственной частоты 
колебаний является наименьшим именно в диапазоне относительно неболь­
ших трещ ин (при у  <  0,5). Это хорошо видно при сопоставлении соот­
ветствующих значений А а и А у  в табл. 2. Следовательно, высокая точ­
ность аналитического определения отношения частот не всегда свидетель­
ствует о такой же точности определения величины трещины. Этот результат 
подтверждает выводы работы [23].

Экспериментальная методика гармонического анализа волны дефор­
мации, описанная в работе [25], использована для выявления высших гар­
моник в разложении в ряд Фурье временных зависимостей деформации и 
ускорения при испытании образцов, приведенных в табл. 1, по первой форме 
колебаний. Для измерения деформации использовались тензорезисторы с 
базой О  =  5 мм, расположение которых Ьс  относительно заделки и тре­
щины на испытанных образцах было разным, а для измерения ускорения -  
акселерометр, который крепился на конце образцов.
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При аналитическом определении высших гармоник волны деформации 
учитывали возможность возникновения второй и третьей форм колебаний 
стержня с закрывающейся трещиной. Заметим, что влияние этих форм 
колебаний на высшие гармоники для исследованных образцов оказалось 
незначительным.

Как видно из рис. 4 и 5, имеет место хорошее соответствие результатов 
эксперимента и расчета для амплитуд второй гармоники волны деформации 
(на рис. 4 -7  амплитуды высших гармоник показаны относительно первой 
гармоники Ь1, так как в нашем случае основная гармоника -  синусоида). 
Заметим, что на образце из стали 08Х18Н10 тензорезистор был расположен 
на поверхности со стороны трещины, а на образцах из стали 15Х2НМФА -  с 
противоположной от трещины стороны. В некоторых случаях количест­
венное расхождение экспериментальных и расчетных данных было сущ ест­
венным, как, например, для нулевой гармоники при испытании образца из 
стали 08Х18Н10 (рис. 4). Однако необходимо отметить, что все полу­
ченные расчетные зависимости описывают результаты эксперимента качест­
венно, а также, что погрешность измерения амплитуды нулевой гармоники 
определяется дрейфом нуля усилительной аппаратуры и может быть значи­
тельной. Н а рис. 5 штриховыми линиями показано, как реагирует амплитуда 
второй гармоники на изменение местоположения тензорезистора Ьд  вблизи 
трещины на ± 1  мм (таким образом имитировалась погрешность опреде­
ления величины Ь д ). Как видно, влияние погрешности измерения в экспе­
рименте параметра Ь д  на высшие гармоники относительно невелико. А на­
литическое исследование показало, что оно резко падает по мере удаления 
от сечения с трещиной, и им можно пренебречь.

Рис. 4. Влияние глубины трещины на амплитуды высших гармоник волны деформации для 
образца из стали 08Х18Н10, Ьд / Ь = 0,283. (Линии -  расчет, точки -  эксперимент.)
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Рис. 5. Влияние глубины трещины на амплитуду второй гармоники волны деформации для 
образцов из стали 15Х2НМФА. (Линии -  расчет, точки -  эксперимент, штриховые линии 
соответствуют диапазону значений Ьо / Ь =0,041...0,050.)

Рис. 6. Влияние глубины трещины на амплитуды высших гармоник волны ускорения для 
образца из стали 08Х18Н10. (Линии -  расчет, точки -  эксперимент.)

При аналитическом определении высших гармоник волны ускорения 
также учитывали возможность возникновения второй и третьей форм коле­
баний стержня. Как видно из рис. 6 и 7, для вторых гармоник получено 
удовлетворительное соответствие результатов расчетов и экспериментов, а 
также подтверждена малость в этих случаях нулевых гармоник. А нало­
гичные результаты получены и для других образцов с закрывающейся 
трещиной.
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Рис. 7. Влияние глубины трещины на амплитуды высших гармоник волны деформации для 
образца из стали 15Х2НМФА, Ьт / Ь = 0,277. (Линии -  расчет, точки -  эксперимент.)

Для образцов с открытой трещиной (сплав ВТ-8) результаты расчета и 
эксперимента довольно близки, так как расчет не выявляет нулевой и 
высших гармоник волны деформации и ускорения. Эксперимент также 
показал, что амплитуды этих гармоник близки к нулю.

Количественное расхождение между результатами расчетов высших 
гармоник волны деформации и ускорения и соответствующими эксперимен­
тами может быть обусловлено тем, что, с одной стороны, в аналитическом 
подходе не учитывалось возможное влияние на высшие гармоники демпфи­
рования, соударения берегов трещины, эллиптичности ее фронта и т.п., а с 
другой -  погрешностями экспериментального определения рассматрива­
емых динамических характеристик.

Заклю чение. Представлена модель консольного стержня с краевой тре­
щиной, в которой трещ ина имитируется участком с уменьшенным моментом 
инерции сечения.

Получены выражения, определяющие собственные частоты и формы 
колебаний стержня с открытой или закрывающейся краевой трещиной. При 
решении задачи о колебаниях стержня с закрывающейся краевой трещиной 
получены уравнения, которые позволяют исследовать обусловленное нали­
чием трещины искажение волны перемещения, ускорения и деформации 
различных сечений стержня. При этом учитывается возможность возник­
новения в момент раскрытия трещины форм колебаний стержня, отличных 
от начальной задаваемой формы колебаний, а также особенности распре­
деления деформаций в окрестности трещины.

Апробация предложенного аналитического подхода на значительном 
объеме экспериментальных данных и результатах расчетов на основе метода 
конечных элементов показала, что подход позволяет получать достоверные 
зависимости различных вибрационных характеристик стержня от парамет­
ров трещины.
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Р е з ю м е

Розглядаються вільні коливання пружного консольного стержня з крайовою 
тріщиною, яка моделюється частиною стержня зі зменшеним моментом 
інерції перерізу. М аса цієї частини вважається незмінною, а її розміри 
визначаються, виходячи з енергетичного критерія еквівалентності. 
Представлено аналітичний підхід до визначення власних частот і форм 
коливань стержня з відкритою або тією, що закривається, тріщиною, а також 
до дослідження хвилі переміщення, прискорення і деформації різних пере­
різів стержня з тріщиною, що закривається. У рішенні враховується мож­
ливість виникнення кількох форм коливань стержня в момент розкриття 
тріщини та її вплив на розподіл деформації по об’єму стержня.
Показано, що запропонований підхід дозволяє отримати вірогідні залеж­
ності різних вібраційних характеристик стержня від параметрів тріщини, а 
також вирішувати обернену задачу діагностики пошкодження.
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