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Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв слабко нелiнiйної нетерової
крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь у критичному випадку.

Постановка задачи. Исследуем задачу о построении решения z(t, ε): z(·, ε) ∈ C1[a, b],
z(t, ·) ∈ C[0, ε0] краевой задачи [1, 2]

dz

dt
= A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε), ℓz(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε). (1)

Решение задачи (1) ищем в малой окрестности решения порождающей задачи

dz0

dt
= A(t)z0 + f(t), ℓz0(·) = α, α ∈ R

m. (2)

Здесь A(t) — (n × n)-мерная матрица; f(t) — n-мерный вектор-столбец, элементы кото-
рых — непрерывные на отрезке [a, b] действительные функции; ℓz(·) — линейный ограни-
ченный векторный функционал ℓz(·) : C[a, b] → R

m. Нелинейности Z(z, t, ε) и J(z(·, ε), ε)
нетеровой (m 6= n) задачи (1) предполагаем дважды непрерывно дифференцируемыми по
неизвестной z в малой окрестности порождающего решения и по малому параметру ε в ма-
лой положительной окрестности нуля. Кроме того, считаем вектор-функцию Z(z, t, ε) не-
прерывной по независимой переменной t на отрезке [a, b]. Исследован критический случай
(PQ∗ 6= 0), причем предполагается выполненным условие

PQ∗

d
{α− ℓK[f(s)](·)} = 0; (3)

в этом случае порождающая задача (2) имеет (r = n − n1)-параметрическое семейство ре-
шений z0(t, cr) = Xr(t)cr + G[f(s);α](t), cr ∈ R

r. Здесь X(t) — нормальная (X(a) = In)
фундаментальная матрица однородной части системы (2), Q = ℓX(·) — (m × n)-матрица,
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rankQ = n1, Xr(t) = X(t)PQr
, PQr

— (n × r)-матрица, составленная из r линейно незави-
симых столбцов (n × n)-матрицы-ортопроектора PQ : Rn → N(Q), PQ∗

d
— (d × n)-матрица,

составленная из d = m − n1 линейно независимых строк (n × n)-матрицы-ортопроектора
PQ∗ : Rm → N(Q∗),

G[f(s);α](t) = K[f(s)](t)−X(t)Q+ℓK[f(s)](·) —

обобщенный оператор Грина краевой задачи (2),

K[f(s)](t) = X(t)

t
∫

a

X−1(s)f(s) ds —

оператор Грина задачи Коши для системы (2), Q+ — псевдообратная матрица по Муру–
Пенроузу [1–3]. Необходимые условия существования решения поставленной задачи (1)
определяет следующая лемма [1, 2].

Лемма. Пусть краевая задача (1) представляет критический (PQ∗ 6= 0) случай и вы-
полнено условие (3) разрешимости задачи (2). Предположим также, что задача (1) имеет
решение z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), обращающееся при ε = 0 в порождающее z0(t, c

∗

r). Тогда
вектор c∗r ∈ R

r удовлетворяет уравнению

F0(cr) = PQ∗

d
{J(z0(·, cr), 0) − ℓK[Z(z0(s, cr), s, 0)](·)} = 0. (4)

Предположим, что уравнение (4) имеет действительные корни. Фиксируя одно из реше-
ний c∗r ∈ R

r уравнения (4), приходим к задаче об отыскании решения задачи (1) z(t, ε) =
= z0(t, c

∗

r) + x(t, ε) в окрестности порождающего решения z0(t, c
∗

r) = Xr(t)c
∗

r +G[f(s);α](t).
Возмущение x(t, ε) определяет краевая задача

dx(t, ε)

dt
= A(t)x+ εZ(z0(t, c

∗

r) + x(t, ε), t, ε), ℓx(·, ε) = εJ(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε). (5)

В окрестности точек x = 0 и ε = 0 имеет место следующее представление:

Z(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c
∗

r), t, 0) +A1(t)x(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗

r) +

+ x(t, ε), t, ε),

где

A1(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

, A2(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

.

Аналогично выделяем линейную часть ℓ1x(·, ε) по x и линейную часть εℓ2(z0(·, c
∗

r)) по ε фун-
кционала J(z0(·, c

∗

r) + x(·, ε), ε), а также член J(z0(·, c
∗

r), 0) нулевого порядка по ε в окре-
стности точек x = 0 и ε = 0

J(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c
∗

r), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c
∗

r)) + J1(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε).

Достаточное условие. Обозначая (d × r)-матрицу

B0 = PQ∗

d
{ℓ1Xr(·)− ℓK[A1(s)Xr(s)](·)},
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приходим к операторной системе, равносильной задаче о нахождении решений задачи (5)

x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε),

B0cr = −PQ∗

d
{ℓ1x

(1)(·, ε) + εℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) + J1(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) −

− ℓK[A1(s)x
(1)(s, ε) + εA2(s) +R1(z0(s, c

∗

r) + x(s, ε), s, ε)](·)},

x(1)(t, ε) = εG[Z(z0(s, c
∗

r) + x(s, ε), s, ε);J(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε)](t).

(6)

Для построения решения краевой задачи (5) в критическом случае традиционно [1, 5]
используется условие PB∗

0
= 0, гарантирующее разрешимость второго уравнения опера-

торной системы (6); здесь PB∗

0
— (d×d)-матрица-ортопроектор: Rd → N(B∗

0). Как показано
в статье [4], существуют краевые задачи, для которых условие PB∗

0
= 0 не выполняется.

Для упрощения выкладок в случае PB∗

0
6= 0 предположим, что

∂

∂z

[

∂Z(z, t, ε)

∂z
x

]
∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

≡ 0,
∂

∂z

[

∂J(z(·, ε), ε)

∂z
x

]
∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

= 0.

В этом случае в малой выпуклой окрестности точек x = 0 и ε = 0 имеют место разло-
жения [6]

Z(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c
∗

r), t, 0) +A1(t)x(t, ε) + εA2(t) +

+ ε2 A3(t) + εA4(t)x(t, ε) +R2(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), t, ε), (7)

J(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c
∗

r), 0) + ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) +

+ ε2ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) + εℓ4x(·, ε) + J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε), (8)

где

A3(t) =
∂2Z(z, t, ε)

2 · ∂ε2

∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

, A4(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε∂z

∣

∣

∣

∣

z=z0(t,c∗r)
ε=0

—

соответственно (n × 1)- и (n × n)-матрицы и линейные векторные функционалы

ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) =
∂2J(z(·, ε), ε)

2 · ∂ε2

∣

∣

∣

∣z=z0
ε=0

, ℓ4x(·, ε) =
∂2J(z(·, ε), ε)

∂ε∂z

∣

∣

∣

∣z=z0
ε=0

.

Частное решение задачи (5) представимо в виде

x(1)(t, ε) = εG[Z(z0(s, c
∗

r), s, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](t) + x(2)(t, ε);

здесь

x(2)(t, ε) = εG[A1(s)x(s, ε) + ε2A3(s) + εA4(s)x(s, ε) + εA2(s) + εA4(s)x(s, ε) +

+R2(z0(s, c
∗

r) + x(s, ε), s, ε); ℓ1x(·, ε) + εℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) + ε2ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) +

+ εℓ4x(·, ε) + J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε)](t).
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Обозначим (d × r)-мерную матрицу

B1 = PB∗

0
PQ∗

d
{ℓ1G1(·) + ℓ4Xr(·)− ℓK[A1(s)G1(s) +A4(s)Xr(s)](·)}.

При условии

F1(c
∗

r) := PQ∗

d
{ℓ1G[Z(z0(s, c

∗

r), s, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0](·) + ℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) −

− ℓK[A1(s)G[Z(z0(τ, c
∗

r), τ, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](s) +A2(s)](·)} = 0

решение cr = c(0)r +c(1)r , c(1)r ∈ N(B0) второго уравнения операторной системы (6) определяет
равенство

c(0)r = −B+
0 PQ∗

d
{ℓ1x

(2)(·, ε) + ε2ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) + εℓ4x(·, ε) + J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) −

− ℓK[A1(s)x
(2)(s, ε) + ε2A3(s) + εA4(s)x(s, ε) +R2(z0(s, c

∗

r) + x(s, ε), s, ε)](·)}

и уравнение

εB1c
(1)
r = −PB∗

0
PQ∗

d
{ℓ1x

(3)(·, ε) + εℓ4Xr(·)c
(0)
r + ε2ℓ3(z0(·, c

∗

r), 0) +

+ εℓ4G[Z(z0(s, c
∗

r), s, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](·) + εℓ4[εG1(·)c
(1)
r + x(3)(·, ε)] +

+ J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) − ℓK{A1(s)x
(3)(s, ε) + εA4(s)Xr(s)c

(0)
r +

+ ε2A3(s) + εA4(s)G[Z(z0(τ, c
∗

r), τ, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](s) +

+ εA4(s)[εG1(s)c
(1)
r + x(3)(s, ε)] +R2(z0(s, c

∗

r) + x(s, ε), s, ε)}(·)}, (9)

разрешимость которого гарантирует разрешимость операторной системы (6). Уравнение (9)
разрешимо при условии PB∗

1
PB∗

0
= 0; здесь PB∗

1
: Rd → N(B∗

1) — матрица-ортопроектор.
Таким образом, в случае

PB∗

0
6= 0, PB∗

1
PB∗

0
= 0 (10)

краевая задача (5) имеет по меньшей мере одно решение, определяемое операторной сис-
темой

x(t, ε) = Xr(t)(c
(0)
r + c(1)r ) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG[Z(z0(s, c
∗

r), s, 0), J(z0(·, c
∗

r), 0)](t) + x(2)(t, ε),

x(2)(t, ε) = εG1(t)c
(1)
r + x(3)(t, ε), G1(t) = G[A1(s)Xr(s); ℓ1Xr(·)](t),

x(3)(t, ε) = εG{A1(s)[Xr(s)c
(0)
r + x(1)(s, ε)] + εA2(s) + ε2A3(s) +

+ εA4(s)[Xr(s)c
(0)
r + x(1)(s, ε)] +R2(z0(s, c

∗

r) + x(s, ε), s, ε);

ℓ1[Xr(·)c
(0)
r + x(1)(·, ε)] + εℓ4[Xr(·)c

(0)
r + x(1)(·, ε)] +

+ εℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) + ε2ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) + J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε)}(t),

c(0)r = −B+
0 PQ∗

d
{ℓ1x

(2)(·, ε) + ε2ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) + εℓ4[Xr(·)cr + x(1)(·, ε)] + (11)
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+ J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) − ℓK[A1(s)x
(2)(s, ε) + ε2A3(s) +

+ εA4(s)[Xr(s)cr + x(1)(s, ε)] +R2(z0(s, c
∗

r) + x(s, ε), s, ε)](·)},

εc(1)r (ε) = −B+
1 PB∗

0
PQ∗

d
{ℓ1x

(3)(·, ε) + εℓ4Xr(·)c
(0)
r + ε2ℓ3(z0(·, c

∗

r), 0) +

+ εℓ4G[Z(z0(s, c
∗

r), s, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](·) + εℓ4[εG1(·)c
(1)
r + x(3)(·, ε)] +

+ J2(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε) − ℓK{A1(s)x
(3)(s, ε) + εA4(s)Xr(s)c

(0)
r +

+ ε2A3(s) + εA4(s)G[Z(z0(τ, c
∗

r), τ, 0);J(z0(·, c
∗

r), 0)](s) +

+ εA4(s)[εG1(s)c
(1)
r + x(3)(s, ε)] +R2(z0(s, c

∗

r) + x(s, ε), s, ε)}(·)}.

Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема. Пусть для краевой задачи (1) имеет место критический случай PQ∗ 6= 0

и выполнено условие (3) разрешимости порождающей задачи (2). Тогда для каждого кор-
ня c∗r ∈ R

r уравнения (4) при условиях (10) и F1(c
∗

r) = 0 задача (5) имеет по меньшей
мере одно решение, определяемое операторной системой (11) и при ε = 0 обращающееся
в нулевое x(t, 0) ≡ 0. При этом задача (1) имеет по меньшей мере одно решение z(t, ε):
z(t, ·) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], при ε = 0 обращающееся в порождающее z0(t, c

∗

r) решение
задачи (2).

Для построения приближенного решения операторной системы (11) в случае (10) и
F1(c

∗

r) = 0 применим метод простых итераций [1, 4, 5]. Длина отрезка [0, ε∗], на котором
применим метод простых итераций, может быть оценена, как посредством мажорирующих
уравнений Ляпунова [2, 4, 5], так и непосредственно из условия сжимаемости оператора,
определяемого системой (10), аналогично [7]. В частном случае, когда PB0

PB1
= 0 решение

задачи (1) единственно. Здесь

PB0
: Rr → N(B0), PB1

: Rr → N(B1)

(r × r)-матрицы-ортопроекторы. Наличие производных

A2(s) 6= 0, A3(s) 6= 0, ℓ2(z0(·, c
∗

r), 0) 6= 0, ℓ3(z0(·, c
∗

r), 0) 6= 0,

а также условие F1(c
∗

r) = 0 отличают доказанную теорему от соответствующих теорем [2,
c. 193; 3, c. 42].

Периодическая задача для уравнения Матье. Примером выполнения условий до-
казанной теоремы является 2π-периодическая задача для уравнения Матье [2, 4, 5, 8]

y′′ + (k2 + εh(ε) + ε cos 2t) · y = 0, h(ε) = −
1

2
−

ε

32
+

ε2

512
,

которая приводится к виду (1) при k2 = 1,

A =

[

0 1
−1 0

]

, Z(z, ε) = col[0, (−h(ε) − cos 2t)z(a)], J(z(·, ε), ε) ≡ 0.

Поскольку Q = 0, то имеет место критический случай; при этом PQ∗ = I2, r = 2,

B0 = π

[

0 −1
0 0

]

, B+
0 =

1

π

[

0 0
−1 0

]

, PB∗

0
=

[

0 0
0 1

]

, PB0
=

[

1 0
0 0

]

.
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Уравнение (4) определяет порождающее решение, которому отвечают производные

A1(t) =

[

0 0
1

2
− cos 2t 0

]

, A2(t) =

[

0
1

32
cos t

]

, A4(t) =

[

0 0
1

32
0

]

.

Матрицы

B1 =
π

32
·

[

0 0
−1 0

]

, B+
1 =

32

π
·

[

0 −1
0 0

]

, PB1
=

[

0 0
0 1

]

, PB∗

1
=

[

1 0
0 0

]

позволяют проверить выполнение условий F1(c
∗

r) = 0, PB∗

1
PB∗

0
= 0 и PB0

PB1
= 0, гаран-

тирующих однозначную разрешимость поставленной периодической задачи для уравнения
Матье.
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A Noether nonlinear boundary-value problem in the critical case

We construct necessary and sufficient conditions for the existence of the solution of a Noether
weakly nonlinear boundary-value problem for a system of ordinary differential equations in the
critical case.
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