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Ši mokymo priemon� skirta �vairi� specialybi� studentams, studi-
juojantiems tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s dalyk�.  

Pirmoje mokomosios knygos dalyje pateikiamos pagrindin�s tiesi-
n�s algebros s�vokos: matricos, determinanto, tiesin�s lyg�i� sistemos. 
Išnagrin�ti ekonomin�s sistemos balanso modelio bei tiesinio progra-
mavimo uždaviniai. Antroje dalyje skaitytojai supažindinami su pagrin-
din�mis matematin�s analiz�s s�vokomis: skai�i� sekos ir funkcijos 
ribomis, funkcijos išvestine, diferencialu, neapibr�žtiniu integralu. At-
skiras skyrelis skirtas aprašyti bendrai funkcijos tyrimo schemai. 

Paragraf� pradžioje pateikiami apibr�žimai ir teoremos, kuriomis 
reikia remtis sprendžiant uždavinius. Knyga išsiskiria dideliu kiekiu 
detaliai išpr
st� uždavini� pavyzdži�. Norint �tvirtinti pateiktos medžia-
gos suvokim�, paragraf� gale yra suformuluoti savarankiško darbo už-
daviniai su atsakymais. 

Autor�s nuoširdžiai d�koja recenzentams, pateikusiems verting�
pasi�lym� ir pastab�. 
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Elementai nnaaa ...,,, 2211  sudaro matricos pagrindin� �strižain�, o 
elementai 1  1  2  1 ...,,, nnn aaa 
  sudaro matricos šalutin� �strižain�. 
Kvadratin� matrica, kurios visi pagrindin�s �strižain�s elementai lyg�s 
vienetui, o kiti – lyg�s nuliui, vadinama vienetine matrica ir žymima 
raide E , t. y. 
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vadinama transponuot�ja matrica ir žymima TA .  
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Veiksmai su matricomis yra tokie: 
� matricos daugyba iš skai�iaus 
� matric� sud�tis 
� matric� atimtis 
� matric� daugyba 

Matricos daugyba iš skai�iaus. Matric� A  dauginant iš skai�iaus � , 
kiekvienas jos elementas yra padauginamas iš to skai�iaus, t. y. 
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Matric� sud�tis ir atimtis. Sudedant (atimant) matricas, yra sudedami 
(atimami) j� atitinkami elementai. Sud�ti ir atimti galime tik tokias mat-
ricas, kurios turi vienodus matmenis (t. y. vienod� skai�i� eilu�i� ir 
vienod� skai�i� stulpeli�). Vienodus matmenis turin�ios matricos vadi-
namos vienar�š�mis. 
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 , b) BA 54 
 , c) AB 23 
 , d) BA 34 � , e) AB 37 
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b) BA 54 
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BA

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
























�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�


35692528
815914

11371423

35025441540028
201252054104
5162512104158

3525150
205510

5251015

0444028
122044
161248

54

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











35    69   25  28
8    15    9 14   

11       73 41  23   
. 
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c) AB 23 
    

Sprendimas

 �  �
 �

 �

,
              

               
             

 ·    ·        ·       · 
 ·        ·       ·   · 
 ·         ·  ·   · 

             
            

           
B

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









��

211590
12336
31569

73533303
43131323
13532333

7530
4112
1523

33

 �
 �

 �

,
    

         
           

             
                 

                

    
         
        

A

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

���
�
��
��
�
���

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








��

0222014
61022
8624

0211210272
32521212
42321222

011107
3511

4312
22

 �
 �

 �

.
           

               
            

          
                

             

    
         

           

              
               

             
AB

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
























�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�


21371114
6758
521813

0212215209140
6121032326
836152649

0222014
61022
8624

211590
12336
31569

23

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�













21    37  11  14   
6       7   5      8 
5    12      8  13

. 
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d) BA 34 �

Sprendimas

 �
 �

 �

,
0    44   4028
21   20   44    

16  12 4  8     

04      114      10474
34        54   14      14
44  34        14      24

0  11  107
3   5   1   1
4  31      2

44

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

���
�
��
��
�
���

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








��A

 �  �
 �

 �

,
21  15  9    0   
12   3      3    6
3   51     69

73  53      33       03
43      13       13 23
13       53 23 33

7  5  3   0   
4   1     1   2
1  5    23

33

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
���
���
�
��
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









��B

 �  �
 �

 �

.
    
      

         

               
                  

              

              
               

             

      
           

         
BA

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
���

���

�

��

�
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








��

21294928
42312
19321

2101544940028
12123203464
31615126498

211590
12336
31569

0444028
122044
161248

34

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










21   29  4928
4    23   12
91      3   21

. 
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e) AB 37 


Sprendimas

 �  �
 �

 �

,
4935210
287714
7351421

77573707
47171727

17572737

7530
4112
1523

77

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
���
���
�
��
�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









��

               
               

            

              
            

       

             
            

           
B

 �
 �

 �

,
    

          
         

            
                 

                

       
            

          
A

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

���
�
��
��
�
���

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








��

0333021
91533
12936

0311310373
33531313
43331323

011107
3511
4312

33

 �
 �

.
        
          

    

      
            

)  (       

    
          

         

             
            

         
AB

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
























�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�


4968921
1981017
5441727

04933353021210
92815737314
127935314621

0333021
91533
12936

4935210
287714
7351421

37

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�













49    86  9  12 
19     8   10  17
5   44  7127

. 
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Savarankiško darbo užduotys

1. Atlikite veiksmus: 

��
�

�
��
�

�

��

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
523
120

415
312

514
321

.                             

Atsakymas: ��
�

�
��
�

�
406

513
. 

2. Apskai�iuokite matric�  �TTBBA �� , kai: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

0   2   4
242
4   2   0

B .                               

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



00   8
080
80   0

. 

3. Apskai�iuokite CA 2� , kai: 

��
�

�
��
�

�



�
542
713   

A , ��
�

�
��
�

�






�

202
211   

C .                   

Atsakymas: ��
�

�
��
�

�





1  4  6

1115   
. 
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��"�������#���!$%&��

Kad gal�tume sudauginti dvi matricas A  ir B , jos turi b�ti sude-
rintos. Matrica A vadinama suderinta su matrica B , kai matricos A
stulpeli� skai�ius lygus matricos B eilu�i� skai�iui. Beje, pasteb�kime: 
iš to, kad matrica A  suderinta su matrica B , neišplaukia, kad matrica 
B suderinta su matrica A . 

Pavyzdžiui, turime tokias matricas:  

.
7130
1716
4102

,
086
251

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
���

�

�
��
�

�
� BA

Matrica A  suderinta su matrica B , nes matricos A  stulpeli� skai�ius 
(trys stulpeliai) lygus matricos B  eilu�i� skai�iui (trys eilut�s). Ta�iau 
matrica B  n�ra suderinta su matrica A , nes matricos B stulpeli� skai-
�ius yra keturi, o matricos A  eilu�i� skai�ius yra du. 
Matric� daugyb� pailiustruoja tokia schema: 

Matricos BA �  elementas, esantis i -ojoje eilut�je ir j -ajame stulpelyje, 
randamas sudauginus matricaos A i -osios eilut�s bei matricos B j -
ojo stulpelio elementus ir sud�jus šias sandaugas. 
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Pavyzdžiui, turime tokias dvi matricas:  

.,

32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

b
b
b

b
b
b

B
aaa
aaa
aaa

A

Matrica A  yra suderinta su matrica B . Tuomet  

.

323322321231

322322221221

321322121211

313321321131

312321221121

311321121111

32

22

12

31

21

11

333231

232221

131211

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
��

bababa
bababa
bababa

bababa
bababa
bababa

b
b
b

b
b
b

aaa
aaa
aaa

BA

Matricos BA �  eilu�i� skai�ius sutaps su matricos A  eilu�i� skai�iumi, 
o stulpeli� – su matricos B  stulpeli� skai�iumi. 
Pasteb�kime, kad matrica B  n�ra suderinta su matrica A , nes matricos 
B stulpeli� skai�ius yra du, o matricos A  eilu�i� skai�ius trys. Tod�l 

sandauga 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
��

333231

232221

131211

32

22

12

31

21

11

aaa
aaa
aaa

b
b
b

b
b
b

AB  yra negalima. Kitaip tariant, 

matrica AB �  neegzistuoja. 

Pavyzdžiui, sudauginsime matricas ��
�

�
��
�

�



�
401
231   

A  ir 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

6 
2 
3

  
5
4
1

B . 

Pirmiausia nustatome, ar sandauga BA �  galima, t. y. ar matricos A  ir 
B  yra suderintos. Matricos A  stulpeli� skai�ius (3 stulpeliai) sutampa 
su matricos B  eilu�i� skai�iumi (3 eilut�s). Vadinasi, sandauga BA �
yra galima: 
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 �  �

.

          
   

   
BA

��
�

�
��
�

�
�

���
�

�
��
�

�
�����
�����

����������

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
���

�

�
��
�

�



��

2119
2123

642031544011
622331524311

6
2
3

5
4
1

401
231

Pavyzdžiai 

1. Apskai�iuokite matric� A  ir B  sandaugas AB  ir BA , kai: 

a)
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

101
210  
532  

A , 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

011
110
101

B . 

Sprendimas

Kadangi matricos A  ir B  yra suderintos (matricos A  stulpeli� skai�ius 
sutampa su matricos B  eilu�i� skai�iumi), vadinasi, jas galima sudau-
ginti. Gautosios matricos matmenys bus [3×3]: 

.  
  

  
   

BA

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�����
�����
�����

���������������
���������������

��

110
132
587

011011111001110011
021110121100120110
051312151302150312

Kadangi matricos B  ir A  yra suderintos (matricos B  stulpeli� skai�ius 
sutampa su matricos A  eilu�i� skai�iumi), vadinasi, jas galima sudau-
ginti. Gautosios matricos matmenys bus [3×3]: 
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 �
 �
 �

.
  

  

AB

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

����������
�����
����������
�����
����������
�����

��

742
311
631

102151001131100121
112150011130110120
112051011031110021

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



��

110
132
587

  
  

BA , 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��

742
311
631

  

  
AB . 

b)
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

4
2
1

310
102
054

    A , TAB � . 

Sprendimas  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

4
2
1

    
310
102
054

A , 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��

421
310
105
024

TAB . 

Kadangi matricos A  ir B  yra suderintos (matricos A  stulpeli� skai�ius 
sutampa su matricos B  eilu�i� skai�iumi), vadinasi, jas galima sudau-
ginti. Gautosios matricos matmenys bus [3×3]: 

.
26119
11910
91042

443311002413012014035140
423110022211002212015042
413015042110052411005544

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

���������������������
���������������������
���������������������

��BA
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Kadangi matricos B  ir A  yra suderintos (matricos B  stulpeli� skai�ius 
sutampa su matricos A  eilu�i� skai�iumi), vadinasi, jas galima sudau-
ginti. Gautosios matricos matmenys bus [4×4]: 

.

211498
14
9
8

1032
32620
22020

442211341201140251042241
432110
412015
402214

331100130150032140
311005110055012045
301204100254002244

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��������������������
�����
�����
�����

���������������
���������������
���������������

��

   

    

   
AB

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
��

26119
11910
91042

BA , 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��

211498
14
9
8

1032
32620
22020

   

    
AB . 

Savarankiško darbo užduotys 

1. Atlikite veiksmus: 

a) ��
�

�
��
�

�



���
�

�
��
�

�

21
10

31
21

.

Atsakymas: ��
�

�
��
�

�





73
32

.

b) ��
�

�
��
�

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



112
101

0
2
1

1
0
2

. 

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







101
224
310

.
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c) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






���

�

�
��
�

�

2
1
0

0
2
1

110
101

.

Atsakymas: ��
�

�
��
�

�






12
21

.

d) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


 210
104
131

101
012
001

.

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


121
166
131

.

e) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







7
6
2

530
401
123

.

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


17
30

1
.

f)  �325
2
4
3


�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
.

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








6410
12820
9615

.

g) ��
�

�
��
�

� 

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 




102
011

2
0
1

1
1
2

.
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Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







213
011
120

.

h)  �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�


1
2
7

541 . 

Atsakymas:  �4 .

i) 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�









�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�










160168
882416

11351
2222

7467
4329
5346
3225

. 

Atsakymas: 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

0000
0000
0000
0000

. 

2. Duotos matricos: ��
�

�
��
�

�
�

03
12

A  ir ��
�

�
��
�

� 

�

13
21

B . 

Apskai�iuokite: a) AAB 2� , b) ABB �2 . 

Atsakymas: a) ��
�

�
��
�

�
63
75

, b) ��
�

�
��
�

� 

73
91

.

3. Apskai�iuokite AB  ir BA . Ar BAAB � ?

a) ��
�

�
��
�

�



�
43
52

A , ��
�

�
��
�

� 

�

34
75

B .   

Atsakymas: BAAB � .
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b) ��
�

�
��
�

� 

�

��
��

A
cossin
sincos

, ��
�

�
��
�

� 

�

��
��

B
cossin
sincos

. 

Atsakymas: BAAB � . 

4.* Apskai�iuokite  �Af , jei: 

a) ��
�

�
��
�

� 

�

02
11

A ,  � 2
2 752 Exxxf �
� .

Atsakymas:  � ��
�

�
��
�

�



��
�
36
30

752 2
2 EAAAf . 

b)
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�
133
220
101

A ,  � 3
2 473 Exxxf 

� . 

Atsakymas:  �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












�

�

3563
42418

1917
473 3

2 EAAAf . 

5.* �rodykite, kad matrica ��
�

�
��
�

�
dc
ba

 yra lygties 

 �  � 02
2 ��
���
 Ebcadxdax  sprendinys. 
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��'�(�������������

��'���
���������������)���������*+����������������

Determinantas – tai kvadratin�s matricos  �jiaA �  skaitin� reikš-

m�. Determinantus žym�sime D , A , �  arba Adet . Determinantai 
skai�iuojami pagal tam tikras taisykles. Antrosios eil�s determinantas 
lygus �strižaini� element� sandaug� skirtumui: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

�
�� . 

Pavyzdžiui,  � 171254351
54

31

�

��

��



. 

Tre�iosios eil�s determinantas skai�iuojamas pagal trikampi� taisykl
: 

.113223332112

312213133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaa

aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

��
��



��
���������

Ši taisykl� lengviau �simenama geometrin�je formoje: 

Pavyzdžiui, 

 �  �

.20412006

001212431101402231
204
031
121


�
�
���

���
�
�
��
��
�������
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Išbrauk
 determinanto i -�j� eilut
 ir j -�j� stulpel�, kuri� susikirtime yra 
elementas jia , gausime determinant�, kuris vadinamas elemento jia
minoru ir žymimas .jiM

Pavyzdžiui, 

determinanto 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 elemento 21a  minoras 
3332

1312
21 aa

aa
M � ,  

elemento 22a  minoras 
3331

1311
22 aa

aa
M � . 

Determinanto elemento jia adjunktu vadinamas jo minoras jiM , pa-

daugintas iš daugiklio  � ji�
1  ir žymimas jiA , t. y.  

 � ji
ji

ji MA �
� �1 . 

Pavyzdžiui,

 � ,1 2121
12

21 MMA 
��
� �

 � .1 2222
22

22 MMA ��
� �

Pagrindin�s determinanto savyb�s: 
� Determinantas nesikei�ia, jeigu jo eilutes sukei�iame su stulpeliais, 
t. y. TAA � .  

Pavyzdžiui,
186
432
501

145
830
621



�





. 

� Jeigu determinantas turi nulin
 eilut
 (stulpel�), tai jis lygus nuliui. 

Pavyzdžiui, .0
145
000
621
�
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� Sukeitus dvi determinanto eilutes (stulpelius) vietomis, determinato 
ženklas pasikei�ia. 

Pavyzdžiui, 
145
621
830

145
830
621





�






. 

� Jeigu determinantas turi dvi lygias eilutes (stulpelius), tai jis lygus 
nuliui. 

Pavyzdžiui, .0
145
621
621
�








� Jeigu determinanto eilut�s (stulpeliai) yra proporcingos, tai toks 
determinantas lygus nuliui.  

Pavyzdžiui, .0
145
621

2484
�









ia proporcingos pirmoji ir antroji 

determinanto eilut�s (t. y. pirm�j� eilut
 padalin
 iš  �4
 , gauname 
tokius pa�ius elementus kaip ir antrojoje eilut�je). 
� Jeigu kurios nors determinanto eilut�s (stulpelio) elementai turi 
bendr� daugikl�, tai j� galima iškelti prieš determinanto ženkl�. 

Pavyzdžiui, 
145
830
621

2
145
830

1242






��






.  

ia išk�l�me daugikl� 2 iš pirmosios eilut�s.

� Jeigu prie vienos determinanto eilut�s (stulpelio) element� prid�si-
me kitos eilut�s (stulpelio) elementus, padaugintus iš bet kurio (to pa-
ties) skai�iaus, nelygaus nuliui, determinanto reikšm� nepakis. 
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Pavyzdžiui, 
1103
830
621

145
830
621






�






.  

ia pirm�j� eilut
 padauginome iš  �2
  ir prid�jome prie tre�iosios 
eilut�s. 

� Determinantas lygus bet kurios eilut�s (stulpelio) element� ir juos 
atitinkan�i� adjunkt� sandaug� sumai. Ši formul� vadinama determinan-
to skleidiniu eilut�s (stulpelio) elementais (ši taisykl� yra vienintelis 
b�das apskai�iuoti aukštesn�s eil�s negu tre�ioji determinantams). 

Pavyzdžiui,  

������� 232322222121131312121111

333231

232221

131211

AaAaAaAaAaAa
aaa
aaa
aaa

������� 313121211111333332323131 AaAaAaAaAaAa
.333323231313323222221212 AaAaAaAaAaAa ������

Pavyzdžiai 

Apskai�iuokite determinantus: 

a)
14
32

. 

Sprendimas

14
32

 = 2·1 –  3·4 = 2 – 12 = – 10. 

Atsakymas: – 10. 



I. TIESIN� ALGEBRA 33

b)

86

3
4

2
1

. 

Sprendimas

4 846
3
48

2
1

86

3
4

2
1


�
��
�� . 

Atsakymas: – 4. 

c)
212
142
120






 . 

Sprendimas

 �  �  �  �  �

 �  �  � .14011222

214112212240
212
142
120

��
�

�
�



��

�
�
��
���
��








Atsakymas: 14. 

d)
165
112
514










. 

Sprendimas

 �  �  �  �  �  �

 �  �  �  � .0121416

515562511114
165
112
514

�
�
�

�
�



�
�
��
��
�
�
�
��










Atsakymas: 0. 
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e)
2113
1416

126







 . 

Sprendimas

 �  �  �  �  �

 �  �  �  �  � .061121621413

11161312426
2113
1416

126

��
�

�
�
�
�




�
�
�
�
��
���









Atsakymas: 0. 

f)
021
503
512









. 

Sprendimas

 �  �  �  �

 �  �  � .5225301

105523151002
021
503
512

�
�
�

��




��
�
�
�
�����
�









Atsakymas: 5. 

g) 
112
120
651



.

Sprendimas

 �  �

 � .1124103
12
20

6
12
10

5
11
12

16

1511651
112
120
651

13
31

12
21

11
11

131211


�
��



���




��
��

��
���
������



�

��

M

MMAAA

Atsakymas: – 11. 
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Savarankiško darbui užduotys 

1. Apskai�iuokite šiuos determinantus: 

a) 
23
10

.                                                            

 Atsakymas: 3
 .

b)
4  1   
52 



.                                                          

Atsakymas: 3
 . 

c)
023
5023
5121









.                                                       

Atsakymas: 5 . 

d) 
14  2
43  3  
1   33










.                                                  

Atsakymas: 54
 . 

e) 
14  12
43  22
1   310









.                                                     

                                                  Atsakymas: 0 .

f) 
32   5
4   40
24    3









.                                                     

Atsakymas: 28 .
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g) 
330
344
00  2









.                                                        

Atsakymas: 6 .

2*. Išspr
skite lygtis:

a) 010
113
212
23

28
3

2

�






   

    x
x

.                                      

Atsakymas: 0 ;2
 . 

b) .016
43

5

23
131
221

2

��



�



  
x

  x
                                      

Atsakymas: 6 ;3
 . 

c) 3
25
38

7
24
35

14
532

��
�





x
xx

.                                 

Atsakymas: 1 ;2 

 . 
3*. Išspr
skite nelygybes: 

a) 0
4
152 �



�

x
x .                                             

Atsakymas: 54 ��
 x . 

b) 
x

x
4

59
51

153 2

�



.                                       

Atsakymas: 54 �� xx, . 

c) 0
52
92

1
22

��
x
x

.                                         

 Atsakymas: 42 ��
 x .
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��'���,��������������*+����������������

Ketvirtosios eil�s determinantas apskai�iuojamas, skleidžiant j� pa-
gal bet kur� stulpel� arba bet kuri� eilut
, t. y. determinantas lygus bet 
kurios eilut�s (stulpelio) element� ir juos atitinkan�i� adjunkt� sandau-
g� sumai. 

Skleidimas pagal eilutes: 

��������� 1414131312121111

44434241

34333231

24232221

14131211

AaAaAaAa

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

.4444434342424141

3434333332323131

2424232322222121

AaAaAaAa
AaAaAaAa
AaAaAaAa

��������
���������
���������

Skleidimas pagal stulpelius: 

��������� 4141313121211111

44434241

34333231

24232221

14131211

AaAaAaAa

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

���������
���������

4343333323231313

4242323222221212

AaAaAaAa
AaAaAaAa

.4444343424241414 AaAaAaAa ��������



Tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s pagrindai38

Pavyzdžiai 

Apskai�iuokite 4-osios eil�s determinantus: 

a) 

0015
4200
3112
0721

.

Sprendimas

Duot�j� determinant� skleisime pagal 4-�j� eilut
, nes joje yra du nuli-
niai elementai ir tokiu atveju bus mažiau skai�iavimo nei skleidžiant, 
pavyzdžiui, pagal 1-�j� eilut
. 

Taigi, šiuo atveju formul� atrodys taip: 
.det 4444434342424141 AaAaAaAaA ����

Tuomet nagrin�jamu atveju tur�sime 

 �

 �

 �  � .10258325
420
312
071

420
311
072

5511

150015

0015
4200
3112
0721

424142
24

41
14

44434241

�
�
�
�

���
���
��
��

��
����������

�

�

MMM

MAAAA

Taigi, apskai�iavome duot�j� determinant�, skleisdami j� pagal ketvirt�j�
eilut
. 

Atsakymas: 102. 

Taikant determinant� savybes, nagrin�jam� determinant� pakei�iame 
taip, kad visi kurios nors eilut�s (stulpelio) elementai, išskyrus vien�, 
b�t� lyg�s nuliui.  
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b) 

9212
4634
2157
4283









.

Sprendimas

Pasirenkame antr�j� eilut
 (j� patogu imti, nes joje tre�iasis elementas 
yra vienetas) ir šios eilut�s elementus, nuosekliai padauginus iš 
 �  �6,2 

  ir  �2
 , prid�kime atitinkamai prie pirmosios, tre�iosios ir 
ketvirosios eilu�i�. Virš vieneto ir po juo gausime nulius ir gaut� deter-
minant�, skleisdami pagal tre�i�j� stulpel�, tur�sime: 

 �

 � .27272727  
13916
162738
81811

10010

130916
1602738

2157
801811

9212
4634
2157
4283

23
32

2343332313

�

�











�

��
����������

�














�









� MAAAAA

Atsakymas: 2727. 

c) 

3267
8324
5985
4679














.

Sprendimas

Jeigu determinante n�ra n� vieno elemento, lygaus vienetui, tai, pasi-
naudodami determinant� savyb�mis, kur� nors determinanto element�
pakei�iame vienetu.  
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Duotajame determinante tre�i�j� eilut
 prid�dami prie ketvirtosios, ele-
ment� 243 
�a pakei�iame vienetu: 

5183
8324
5985
4679

3267
8324
5985
4679












�














.

Dabar, pasinaudoj
 ketvirtojoje eilut�je esan�iu vienetu,  tre�iajame 
stulpelyje virš vieneto esan�ius elementus pakeisime nuliais (analogiš-
kai kaip b) pavyzdyje). Tuo tikslu ketvirt�j� eilut
 padaugin
 iš  �3
 , 
 �9
  bei 6 ir atitinkamai prid�j
 prie tre�iosios, antrosios ir pirmosios 
eilu�i�, gausime

5183
702213

5008032
2605527

5183
8324
5985
4679













�












.

Gaut�j� determinant� skleisdami pagal tre�i�j� stulpel�, suvedame � tre-
�iosios eil�s determinant�: 

���������













4343333323231313

5183
702213

5008032
2605527

AaAaAaAa

 �

 � .114114
72213

508032
265527

111000 43
34

43332313

�

�










�

��
���������� � MAAAA

Atsakymas: 114 . 
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Savarankiško darbui užduotys

Apskai�iuokite 4-osios eil�s determinantus: 

a)

45  12
230  1
4445
441   1











.                                                  

Atsakymas: 6
 . 

b)

1   01   3
3023
1   316
6   05   1







.                                                  

Atsakymas: 15 . 

c)

0101
1013
0132
1321











. 

Atsakymas: 20
 . 

d)

11   1   2  
3   987  
45  2  1
3   64  2  













. 

Atsakymas: 364 . 
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��-�
�����.���+���������

n -tosios eil�s kvadratin� matrica  

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�

����

�

�

21

22221

11211

vadinama neišsigimusi�ja, kai 0det �A . Priešingu atveju, t. y. kai 
0det �A , ji vadinama  išsigimusi�ja.  

Matrica 1
A  vadinama matricos A  atvirkštine matrica, jei 

,11 EAAAA �� 



�ia E  yra n -tosios eil�s vienetin� matrica. 
Kvadratin� matrica A  turi atvirkštin
 1
A  tik tada, kai 0det �A , t. y. 
kai ji yra neišsigimusioji. 
Atvirkštin
 matric� galima rasti dviem b�dais: 

1) pagal formul
 A
A

A ~
det

11 �
 , kur A~  – transponuotoji adjunkt� mat-

rica (dar vadinama prijungtine matricai A ); 
2) Gauso metodu. 

I b�das. Jei A  yra n -tosios eil�s matrica, tai jos atvirkštin� apskai�iuo-
jama taip:  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

��


nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A

A
A

�

����

�

�

21

22212

12111

1

det
1~

det
1 , 

�ia ijA , ,,...1,,..,1 njni ��  yra matricos A  element� ija  adjunktai, o 
matrica  
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��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

�

����

�

�

21

22212

12111

yra transponuotoji adjunkt� matrica, vadinama prijungtine matrica mat-
ricai A . Reikia atkreipti d�mes�, kad pirmojoje jos eilut�je surašyti mat-
ricos A  pirmojo stulpelio element� adjunktai, antrojoje eilut�je – matri-
cos A antrojo stulpelio element� adjunktai ir t. t.  

Pavyzdžiai

1) Raskite matricos ��
�

�
��
�

�



�
13

21
A  atvirkštin
 matric� 1
A . 

Sprendimas

Pirmiausia apskai�iuojame jos determinant�

.0761
13

21
det �
�

�



�A  Vadinasi, nagrin�jama matrica yra 

neišsigimusioji ir ji turi atvirkštin
 matric�. Šiuo atveju formul� atrodo 
taip: 

��
�

�
��
�

�
�


2212

21111

det
1

AA
AA

A
A . 

Dabar randame matricos adjunktus:  

 � ,11 11
11

11 
��
� � MA
 � ,31 12

21
12 
��
� � MA

 � ,21 21
12

21 
��
� � MA
 � .11 22

22
22 ��
� � MA

Tuomet prijungtin� matrica atrodys taip: 

��
�

�
��
�

�






�

13
21~A . 
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Gauname, kad 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�




���
�

�
��
�

�









�


7
1

7
3

7
2   

7
1

13
21

7
11A . 

Patikriname, ar EAA �� 
1 : 

EAA ���
�

�
��
�

�
�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�



�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�




���
�

�
��
�

�



�� 


10
01

7
1

7
6

7
3

7
3

7
2

7
2

7
6

7
1

7
1

7
3

7
2   

7
1

13
211 . 

Vadinasi, atvirkštin� matrica apskai�iuota teisingai. 

Atsakymas: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�



7
1

7
3

7
2   

7
1

. 

2) Raskite matricos 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

413
112
435

A  atvirkštin
 matric� 1
A . 

Sprendimas

Pirmiausia apskai�iuojame jos determinant�

.02524128920
413
112
435

det ��

��
�



�A  Vadinasi, matrica 

yra neišsigimusioji ir ji turi atvirkštin
 matric�. Šiuo atveju formul� at-
rodo taip: 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


332313

322212

312111
1

det
1

AAA
AAA
AAA

A
A . 

Dabar randame matricos adjunktus: 

 � ,314
41
11

1 11
11

11 �
��
� � MA

 �  � ,8 412 
41
43

1 21
12

21 
�

�
��
� � MA

 � ,1 43
11
43

1 31
13

31 
�
���
� � MA

 �  � � ,1138 
43
12

1 12
21

12 
�


�




��
� � MA

 �  � ,321220
43
45

1 22
22

22 �

�



��
� � MA

 �  � ,3 85 
12
45

1 32
23

32 �

�
��
� � MA

 �  � ,532
13
12

1 13
31

13 �

�



��
� � MA

 �  � � ,14 95 
13
35

1 23
32

23 
�


�




��
� � MA

 � .1 65
12
35

1 33
33

33 
�
���
� � MA

Tuomet 
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.
5,075,2  
5,1   16  5,5
5,0  45,1  

2
17

2
5

2
316

2
11

2
14

2
3

1145
33211
183

2
1

det
1

332313

322212

312111
1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�












�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


AAA
AAA
AAA

A
A

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


5,075,2  
5,1   16  5,5
5,0  45,1  

1A .

II b�das. Gauso metodas schematiškai atrodo taip: 

)()( 1
 aipertvarkym ejielementari


������ �� AEEA nn .                                       

Tegul .0det �A  Jei prie matricos A  iš dešin�s pus�s prirašysime viene-
tin
 matric� nE , t. y. 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

1000

0010
0001

21

22221

11211

����

�

����

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa
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ir gaut� matric� eilu�i� elementariaisiais pertvarkymais pakeisime mat-
rica  

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

�

����

�

�

����

21

22221

11211

1000

0010
0001

, 

tai gautoji matrica 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

�

����

�

�

21

22221

11211

 bus matricos A  atvirkštin� mat-

rica 1
A . 

Elementariaisias pertvarkymais laikomi tokie veiksmai: 
� matricos eilut�s daugyba iš skai�iaus, nelygaus nuliui; 
� matricos eilut�s, padaugintos iš nelygaus nuliui skai�iaus, prid�ji-
mas prie kitos matricos eilut�s; 
� dviej� matricos eilu�i� sukeitimas vietomis. 

Pavyzdžiai 

1) Raskite matricos 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

001
013
121

A  atvirkštin
 matric� 1
A  Gauso me-

todu: 

 � ~~
)2)1

001
010
100

121
013
001

100
010
001

001
013
121

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�EA
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 �,
521
310
100

100
010
001

101
310
100

120
010
001

001
310
100

121
010
001

1
)4

)4)3)2

~

~~~


�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



AE

1) pirmoji ir tre�ioji eilut�s sukeistos vietomis; 
2) pirmoji eilut� padauginta iš  �3
  ir prid�ta prie antrosios eilut�s; 
3) pirmoji eilut� padauginta iš  �1
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s; 
4) antroji eilut� padauginta iš  �2
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s. 
Taigi, gavome, kad 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�


521
310
100

1A . 

Atsakymas:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�


521
310
100

1A . 

2) Raskite matricos 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


�

326
412
101

A  atvirkštin
 matric� 1
A   

Gauso metodu: 
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 �

 �,
1210
2318
1211

100
010
001

1210
2318
001

100
010
101

1210
012
001

100
210
101

106
012
001

320
210
101

100
012
001

326
210
101

100
010
001

326
412
101

1
)5)4

)4)3)2

)2)1

~~

~~~

~~


�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�


�

AE

EA

1) pirmoji eilut� padauginta iš 2  ir prid�ta prie antrosios eilut�s; 
2) pirmoji eilut� padauginta iš  �6
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s; 
3) antroji eilut� padauginta iš  �2
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s. 
4) tre�ioji eilut� padauginta iš 2  ir prid�ta prie antrosios; 
5) tre�ioji eilut� padauginta iš  �1
  ir prid�ta prie pirmosios. 
Taigi, gavome, kad  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


1210
2318
1211

1A . 

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


1210
2318
1211

1A .
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Savarankiško darbui užduotys 

1. Raskite matricos A  atvirkštin
 matric� 1
A : 

a) ��
�

�
��
�

�



�
93
41

A .                                                  

Atsakymas: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

� 


�


21
1

7
1

21
4

7
3

1A . 

b) ��
�

�
��
�

�
�

13
21

A .                                                  

Atsakymas: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�







�


5
1

5
3   

5
2   

5
1

1A . 

c) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�

321
213

132
A .                                   

Atsakymas: 

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�






�


42
11

42
1

6
1   

6
1

6
1  

6
1

42
5

42
11  

6
1   

1A . 
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d) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

312
302
431

A .                                  

 Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







�


2,14,14,0
110
8,16,26,0

1A . 

e) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�
153

132
543

A .                                     

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


131
7185

11298
1A . 

f) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�

103
311
432

A .                                  

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�


5,09,03,0
14,18,0
5,03,01,0

1A . 

g) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�








�
210
320
211

A .                                           

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


210
320
101

1A . 
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2. Gauso metodu raskite matricos A  atvirkštin
 matric� 1
A :  

a) ��
�

�
��
�

�
�

50
02

A .

Atsakymas: ��
�

�
��
�

�
�


2,00
05,01A .

b) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�

100
210

721
A .                                      

 Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 

�


10  0
21  0
321

1A . 

c) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

110
321
111

A .

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 

�


111
211
101

1A . 
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����������#�*%$)�#����������

�����������#�*%$)�#����������

Nagrin�kime sistem�, sudaryt� iš m  lyg�i� ir n  nežinom�j�: 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

;
,

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�������������

�

�

�ia iij ba ,  ( njmi ,...,1;,...,1 �� ) – realieji skai�iai. Skai�iai ija  vadina-
mi sistemos koeficientais, ib  – laisvaisiais nariais, jx  – nežinomaisiais 
(arba kintamaisiais). Ši sistema vadinama tiesini� lyg�i� sistema, nes j�
sudaran�ios lygtys yra tiesin�s (pirmos eil�s) nežinom�j� jx  atžvilgiu. 
Bendruoju atveju lyg�i� skai�ius m  neb�tinai sutampa su nežinom�j�
skai�iumi n . 
Tiesin�s lyg�i� sistemos sprendiniu vadinamas skai�i� rinkinys 
 �,,,, 21 n��� �  kur� �raš
 vietoj nežinom�j� nxxx ,,, 21 � , iš kiekvienos 
lygties gauname teising� lygyb
. 
Kai visi laisvieji nariai 0�ib  ( mi ,...,1� ), sistema vadinama homoge-
nine lyg�i� sistema, o kai bent vienas 0�ib – nehomogenine lyg�i�
sistema.  
Matrica 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�

����

�

�

21

22221

11211

, 

sudaryta iš sistemos koeficient�, vadinama sistemos matrica, o matrica 



Tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s pagrindai54

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

BA
�

�

����

�

�

2

1

21

22221

11211

, 

gauta prie A  prijungus laisv�j� nari� stulpel�, vadinama išpl�st�ja si-
stemos matrica. 

� Tiesini� lyg�i� sistem�, kuri turi bent vien� sprendin�, vadiname 
suderinta sistema.  

� Tiesini� lyg�i� sistem�, kuri neturi sprendini�, vadiname nesu-
derinta sistema.  

� Suderinta sistema, vadinama apibr�žta, jei ji turi vienintel�
sprendin�. 

� Suderinta sistema, vadinama neapibr�žta, jei ji turi be galo 
daug sprendini�. 

� Dvi sistemos vadinamos ekvivalen�iomis, kai bet kuris vienos 
sistemos sprendinys kartu yra ir kitos sistemos sprendinys, ir atvirkš�iai. 
Ekvivalen�i�j� sistem� sprendini� aib�s sutampa. 

�����������#�*%$)�#�������#��/���������,���������
�����!�

Tarkime, turime tiesini� lyg�i� sistem�, sudaryt� iš n  lyg�i� su n
nežinom�j�: 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

.
,

,
,

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�������������

�

�

Sudarykime šios sistemos koeficient� matric�
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��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�

����

�

�

21

22221

11211

ir pažym�kime matricos A  determinant� taip: 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

�� . 

Tarkime, kad 0�� . 
Determinanto �  pirm�j� stulpel� pakeitus laisv�j� nari� nbbb ...,,, 21 stul-
peliu, gaunamas determinantas 

nnnn

n

n

aab

aab
aab

...
............

...

...

2

2222

1121

1 �� . 

Determinanto �  antr�j� stulpel� pakeitus laisv�j� nari� nbbb ...,,, 21 stul-
peliu, gaunamas determinantas 

nnnn

n

n

aba

aba
aba

...
............

...

...

1

2221

1111

2 �� . 

Analogiškai determinanto �  tre�i�j� stulpel� pakeisime laisv�j� nari�
nbbb ...,,, 21 stulpeliu, determinanto �  ketvirt�j� stulpel� pakeisime lais-

v�j� nari� nbbb ...,,, 21 stulpeliu ir t. t., kol galiausiai determinanto � n -
t�j� stulpel� pakeisime laisv�j� nari� nbbb ...,,, 21 stulpeliu ir gausime 
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nnn

n

baa

baa
baa

...
............

...

...

21

22221

11211

�� . 

Tada 
�
�

�
�
�

�
�
�

� n
nxxx ...,,, 2

2
1

1  – Kramerio formul�s, o duotosios 

tiesini� lyg�i� sistemos sprendinys yra toks rinkinys �
�
�

�
�
�

�
�

�
�

�
� n...,,, 21 , 

kur 0�� . 

Pastabos  
Jei 0�� , tai nagrin�jama lyg�i� sistema turi vienintel� sprendin�. 
Jei ,0��  o bent vienas iš n��� ...,,, 21  nelygus nuliui, tai nagrin�jama 
sistema neturi sprendini�. 
Jei 0��  ir visi n��� ...,,, 21  lyg�s nuliui, tai nagrin�jama sistema turi 
be galo daug sprendini�. 

Pavyzdys 
Išspr
sime duot� sistem�, remdamiesi Kramerio formul�mis: 

�
�

�
�

�

���

�
�

��


.1335
,223
,27487

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Sprendimas

Sudarome sistemos koeficient� matricos determinant� � : 

133
315
123
487
�




�� . 

Tada sudarome ir apskai�iuojame determinantus 321 ,, ��� : 
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133
3113
122
4827

1 �





�� , 133
3135
123
4277

2 
�

�� , 

.399
1315
223

2787

3 �




��

Tuomet pagal Kramerio formules randame: 

.3
133
399,1

133
133,1

133
133 3

3
2

2
1

1 ��
�
�

�
�



�
�
�

���
�
�

� xxx

Taigi, duotosios tiesini� lyg�i� sistemos sprendinys yra  �3,1,1 
 . 

Atsakymas:  �3,1,1 
 .

Savarankiško darbui užduotys 

Išspr
skite lyg�i� sistemas Kramerio metodu: 

a) 
�
�
�

��
�


.732
1

21

21

xx
,xx

                                                  

Atsakymas:  �1 ,2 . 

b) 
�
�

�
�

�

���
���

��


.52
32

6

321

321

321

xxx
,xxx

,xxx
                                           

Atsakymas:  �3 ,2 ,1 
 . 

c) 
�
�

�
�

�

�
��


�



.2
0333

28433

2

321

321

x
,xxx

,xxx
                                         

Atsakymas:  �4 ,2 ,2
 . 
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d) 
�
�

�
�

�

�
�

��


�
�

.1143
222

32

321

321

321

xxx
,xxx

,xxx
                                          

Atsakymas:  �2 ,0 ,1 
 . 

e) 
�
�

�
�

�

��
��

��


.12
73

62

32

31

321

xx
,xx

,xxx
                                            

 Atsakymas:  �1 ,1 ,2 
 . 

f) 
�
�

�
�

�


�
�

��


�



.523
32
62

321

321

321

xxx
,xxx
,xxx

                                           

Atsakymas:  �2 ,2 ,1
 . 

g) 
�
�

�
�

�

��

���
��


.1624
2

132

zyx
,zyx

,zyx
                                                   

Atsakymas: N�ra sprendini�.  

h) 
�
�

�
�

�


�
�

���
��


.124
1155
11443

zyx
,zyx
,zyx
                                           

Atsakymas:  �1 ,3 ,1 

 . 

i) 
�
�

�
�

�

�



���

�
�

.8425
102
923

zyx
,zyx
,zyx
                                          

Atsakymas:  �3 ,3 ,2 


 . 
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��"��������#�*%$)�#�������#��/����������
������.���+����������������!�

Tarkime, turime tiesini� lyg�i� sistem�, turin�i� n  lyg�i� su n  ne-
žinom�j�: 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

;
,

,
,

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

�

�������������

�

�

kuri� galime užrašyti tokia matricine lygtimi ,BAx �

kur 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 – sistemos koeficient� matrica, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nx

x
x

x
...

2

1

 – 

nežinom�j� vektorius, 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nb

b
b

B
...

2

1

 – laisv�j� nari� vektorius. Iš matricin�s 

lygties galime gauti BAx 1
� . Tai ir yra duotosios tiesini� lyg�i� siste-
mos sprendinys. Tuo tikslu reikia apskai�iuoti koeficient� matricos A
atvirkštin
 matric� 1
A , tod�l turi b�ti 0det �A . 

Pavyzdžiai 

1) Išspr
sime duot� sistem�, remdamiesi atvirkštin�s matricos metodu: 

�
�

�
�

�

�
�

���

�
�

.122
,132

,2

zyx
zyx

zyx
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Sprendimas

012423416
221
132
111

det �
��




�






�A .

Dabar randame matricos adjunktus: 

 � 826
22
13

1 11
11

11 
�

�



��
� � MA , 

 �  � 022
22
11

1 21
12

21 ��

�






��
� � MA , 

 � 431
13
11

1 31
13

31 ���



��
� � MA , 

 �  � 314
21
1   2

1 12
21

12 ��

�





��
� � MA , 

 � 312
21
11   

1 22
22

22 
�

�






��
� � MA , 

 �  � 321 
12
11

1 32
23

32 
��
�




��
� � MA , 

 � 734
21
32   

1 13
31

13 ���



��
� � MA , 

 �  � 312 
21
11   

1 23
32

23 
��
�




��
� � MA , 

 � 123
32
11

1 33
33

33 �
���
� � MA . 

Taigi, turime 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�


137
333
408

12
11A . 
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Tod�l 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

1
0
1

12
0

12

12
1

1
1
2

137
333
408

12
1

z
y
x

. 

Atsakymas:  �1,0,1 
 . 

2) Išspr
sime duot�j� sistem�, remdamiesi atvirkštin�s matricos metodu: 

�
�

�
�

�

���

���

���

.22
,32

,12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Sprendimas

Sudarome sistemos koeficient� matric�: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

211
121
112

A . 

Apskai�iuojame sudarytos matricos determinant�: 

4
211
121
112

det ��A . 

Kadangi 04det ��A , tai galime apskai�iuoti atvirkštin
 matric�: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











�


311
131
113

4
11A . 

Tuomet randame duotosios sistemos sprendin�: 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�











��
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
� 


2
3
1

8
12
4

4
1

2
3
1

311
131
113

4
11

3

2

1

bA
x
x
x

x . 

Taigi, sprendinys yra  �2,3,1 
 . 

Atsakymas:  �2,3,1 
 .

Pastaba
Lyg�i� sistema sprendžiama atvirkštin�s matricos metodu tada, kai jos 
koeficient� matrica yra kvadratin� ir kai 0det �A . 

3) Atvirkštin�s matricos metodu išspr
skite lyg�i� sistem�: 

�
�
�

�
�
�

�

�
�
�
�
���
��


.2522
,6354
,1722
,1022

zyx
zyx
zyx
zyx

Šios lyg�i� sistemos atvirkštin�s matricos metodu nespr
sime, nes joje 
yra 4  lygtys ir 3  nežinomieji. Užrašytos lyg�i� sistemos koeficient�
matricos matmenys yra 34	 , o tai n�ra kvadratin� matrica, tod�l nega-
lime apskai�iuoti determinanto. 

4) Atvirkštin�s matricos metodu išspr
skite lyg�i� sistem�: 

�
�

�
�

�

��
���
��


.1224
,1022

,622

zy
zyx
zyx

Sprendimas

Lyg�i� sistemos koeficient� matrica: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 

�

240
221
122

A
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yra kvadratin�, tod�l apskai�iuojame jos determinant�: 

04160408
240
221
122

det ��

���



�A . 

Kadangi determinantas lygus nuliui, atvirkštin�s matricos metodu lyg�i�
sistemos nespr
sime. To tiesiog ne�manoma padaryti, nes atvirkštin�
matrica neegzistuoja.  

Savarankiško darbo užduotys 

Atvirkštin�s matricos metodu išspr
skite lyg�i� sistem�:

a) 
�
�

�
�

�

���

���


���

.142
635

154

321

321

321

xxx
,xxx

,xxx
                                           

Atsakymas:  �1  ,0  ,1 
 . 

b) 
�
�

�
�

�


�
�

���

���

.25452
28525

1532

321

321

321

xxx
,xxx

,xxx
                                       

Atsakymas:  �4 ,1 ,2 
 . 

c) 
�
�

�
�

�

�



���

��


.043
3542
9333

321

321

321

xxx
,xxx
,xxx
                                        

Atsakymas:  �1 ,1 ,1 

 . 

d) 
�
�

�
�

�

��


�



�



.554
1232

1223

321

31

321

xxx
,xx

,xxx
                                        

Atsakymas:  �2 ,3 ,3 


 .  
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��'�������������$���

Matricos rangu vadinama didžiausios eil�s minoro, nelygaus nu-
liui, eil�. Matricos rang� žym�sime  �Arang . Ta�iau skai�iuoti pagal 
apibr�žim� matricos rang� n�ra patogu. Naudinga žinoti, kad matricos 
rangas yra tiesiškai nepriklausom� eilu�i� (stulpeli�) skai�ius, o ekviva-
len�i� matric� rangai lyg�s. Tod�l atliekame elementarius pertvarky-
mus, kurie nepakei�ia matricos rango, suteikdami matricai trikampio, 
trapecijos ar laiptuot� form�. Jei pertvarkant atsiranda nulinin� eilut�
(stulpelis), tai j� išbraukiame. Tuomet nenulini� eilu�i� (stulpeli�) skai-
�ius yra matricos rangas. 

Elementariaisiais pertvarkymais, kurie nekei�ia matricos rango, yra 
šie veiksmai: 
� sukei�iamos vietomis eilut�s (stulpeliai), 
� matricos eilut� (stulpelis) dauginama iš nelygaus nuliui skai�iaus, 
� prie vienos eilut�s (stulpelio) pridedama kuri nors kita eilut� (stulpe-
lis), padauginta iš skai�iaus, nelygaus nuliui. 

Pavyzdžiai

1) Apskai�iuosime matricos A  rang�, kai
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�




�

0123
5311
1012

A . 

Sprendimas  

Atliksime elementarius matricos pertvarkius: 

,
0000
3210
5311

~
3210
3210
5311

~
151050
9630
5311

0123
9630
5311

~
0123
1012
5311

0123
5311
1012

)5)4)3

)3)2)1

~

~~

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
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1) sukeistos pirmoji ir antroji eilut� vietomis; 
2) pirmoji eilut� padauginta iš  �2
  ir prid�ta prie antrosios eilut�s; 
3) pirmoji eilut� padauginta iš  �3
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s; 
4) antroji eilut� padalinta iš 3 , o tre�ioji eilut� padalinta iš 5 ; 
5) antroji eilut� padauginta iš  �1
  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s. 
Atmet
 gaut�j� nulin
 eilut
, turime, kad matricos rangas yra 2  (nenuli-
ni� eilu�i� skai�ius), t. y.  � 2�Arang . ia matrica A  suvesta � trapeci-
jos form�. 

Atsakymas.  � 2�Arang . 

2) Apskai�iuosime matricos A  rang�, kai 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� 


�

142
514
135

A . 

Sprendimas  

Atliksime elementarius matricos pertvarkius: 

,
12700

710
531

29140
710
531

710
29140
531

241
29140
531

241
415
531

142
514
135

~~~

~~~

)5)4)3

)3)2)1

�
�
�

�

�

�
�
�

�
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�
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�

�
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�
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�

�
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�

�
�
�

�

� 



1) sukeisti pirmasis ir tre�iasis stulpelis vietomis; 
2) pirmoji eilut� padauginta iš 5  ir prid�ta prie antrosios eilut�s; 
3) pirmoji eilut� prid�ta prie tre�iosios eilut�s; 
4) sukeistos antroji ir tre�ioji eilut� vietomis; 
5) antroji eilut� padauginta iš 14  ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s. 
Taigi, elementus po pagrindine �strižaine pavert�me nuliais ir n� viena 
eilut� netapo nuline, tod�l nagrin�jamos matricos rangas yra 3  (nenuli-
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ni� eilu�i� skai�ius), t. y.  � 3�Arang . ia matrica A  suvesta � trikam-
pio form�. 

Atsakymas:  � 3�Arang . 

Savarankiško darbui užduotys 

Apskai�iuokite matric� rangus:

a) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�









�

1110
1321
0211

A .

Atsakymas:  � 2�Arang . 

b) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

211
512
411

A .

Atsakymas:  � 3�Arang . 

c) 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

3422
31771
11040
4113

A .

Atsakymas:  � 2�Arang . 
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��-��������#�*%$)�#�������#��/����������
��!��������!�

Gauso metodas – tai nuoseklus nežinom�j� eliminavimo metodas, 
kai duot�j� sistem� suvedame � laiptuot�, trapecin
 arba trikamp
 tiesi-
ni� lyg�i� sistem�. Šis metodas patogus tuo, kad juo galima spr
sti bet 
kuri� tiesini� lyg�i� sistem�. 
Turime tiesini� lyg�i� sistem� iš m  lyg�i� ir n  nežinom�j�: 

�
�
�

�
�
�

�

����

����
����

....
,...........................................
,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

Ši� sistem� patogiau spr
sti ne pertvarkant jos lygtis, o pertvarkant iš-
pl�stosios matricos eilutes. 
Sudarykime šios sistemos išpl�stin� matric�: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

BA
...

...
............

...

...

2

1

21

22221

11211

. 

Elementariaisiais eilu�i� pertvarkymais išpl�stin� matrica BA  pakei-
�iama tokia matrica: 

 �  �  �  �

 �  �  �

 �  �

 �

 �

 �

 �

 �

��
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�






0

...

0...0...000
...0...000
......000

.....................
......00
......0
......

~

1

1

2
3

1
2

1

11

2
3

2
3

2
33

1
2

1
2

1
23

1
22

11131211

r
r

r
r

r
rn

r
rn

r
rr

nr

nr

nr

b
b

b
b
b

a
aa

aaa
aaaa
aaaaa

BA . 
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Elementar�s pertvarkymai galimi tokie:
1) bet kurios eilut�s elementus galima padauginti arba padalinti iš skai-
�iaus, nelygaus nuliui; 
2) bet kuri� eilut
 galima pakeisti, prid�jus prie jos kit� eilut
, padaugin-
t� iš skai�iaus, nelygaus nuliui; 
3) nulin
 eilut
, jei visi jos nariai lyg�s nuliui ir laisvasis narys už 
br�kšnio taip pat lygus nuliui, galime atmesti; 
4) eilutes galima sukeisti vietomis. 

Lyg�i� sistema gali: 
� tur�ti vienintel� sprendin� (jei  �  � nBArangArang �� ); 
� netur�ti sprendini� (jei  �  �BArangArang � ); 
� tur�ti be galo daug sprendini� (jei  �  � nBArangArang �� ). 

Su šiais atvejais susipažinsime išsprend
 konkre�ius pavyzdžius. 

Pavyzdžiai

1) Gauso metodu išspr
sime duot�j� keturi� lyg�i� sistem� su trimis 
nežinomaisiais: 

�
�
�

�
�
�

�

�
�
�

��

��


.432
,243
,12
,22

321

31

321

321

xxx
xx
xxx
xxx

Sprendimas

Sudarome sistemos išpl�stin
 matric�: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�











�

4
2
1
2

312
403
211
112

BA . 

Sukeit
 vietomis pirm�j� ir antr�j� eilutes, turime: 
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�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�











4
2
2
1

312
403
112
211

. 

Ši� matric� pertvarkysime taip: pirmosios eilut�s nekei�iame, prie ant-
rosios eilut�s pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �2
 , prie tre�ios 
pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �3
 , o prie ketvirtos prideda-
me pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �2
 . Gauname 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�













2
1
0
1

730
1030
310
211

. 

Dabar pirmosios ir antrosios eilu�i� nebekei�iame, o prie tre�iosios ir 
ketvirtosios eilu�i� pridedame antr�j� eilut
, padaugint� iš  �3
 . Gau-
name 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�










2
1
0
1

200
100
310
211

. 

Pirm�j� trij� eilu�i� nebekei�iame, o prie ketvirtosios eilut�s pridedame 
tre�i�j� eilut
, padaugint� iš 2. Gauname 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�










0
1
0
1

000
100
310
211

. 

Ketvirt�j� eilut
 galime išbraukti, nes visi jos elementai lyg�s nuliui, o 
tre�i�j� eilut
 galime padauginti iš  �1
 . Tada tur�sime: 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






1
0
1

100
310
211

. 

Ši� matric� atitinka tokia lyg�i� sistema: 

�
�

�
�

�

�
�

��


.1
,03
,12

3

32

321

x
xx
xxx

Iš �ia nuosekliai randame: 

.2123121
,3133

,1

321

32

3

��
��
��
����

�

xxx
xx

x

Taigi, duota sistema turi vienintel� sprendin�  �1,3,2 . 
Pastaba: šiuo atveju  �  � 3�� BArangArang  (nes po elementari�j�
pertvarkym� liko trys nenulin�s eilut�s ir matricos forma yra trikamp�). 

Atsakymas:  �1,3,2 .

2)  Gauso metodu išspr
sime duot�j� trij� lyg�i� sistem� su keturiais 
nežinomaisiais: 

�
�

�
�

�

���
�
�

��
�

.523
,122
,342

431

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx

Sprendimas

Sudarome sistemos išpl�st�j� matric�: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






�

5
1
3

2103
2211
4112

BA . 

Sukeit
 vietomis pirm�j� ir antr�j� eilutes, turime:  
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







5
3
1

2103
4112
2211

. 

Ši� matric� pertvarkysime taip: pirmosios eilut�s nekei�iame, prie ant-
rosios eilut�s pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �2
 , o prie tre-
�iosios pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �3
 . Gauname 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










2
1
1

8530
8530
2211

. 

Dabar pirmosios ir antrosios eilu�i� nebekei�iame, o prie tre�iosios eilu-
t�s pridedame antr�j� eilut
, padaugint� iš  �1
 . Gauname 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�







1
1
1

0000
8530
2211

. 

Iš gautosios matricos matome, kad duotoji lyg�i� sistema sprendini�
neturi, nes paskutin� eilut� atitinka lygt�

10000 4321 �������� xxxx , 

o tokia lygtis neturi n� vieno sprendinio. 

Pastaba: šiuo atveju  � 2�Arang , o  � 3�BArang , t. y. 
 �  �BArangArang � . Tod�l sistema sprendini� neturi. 

Atsakymas: sistema sprendini� neturi.

3) Gauso metodu išspr
sime duot�j� keturi� lyg�i� sistem� su keturiais 
nežinomaisiais: 
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�
�
�

�
�
�

�

��

����
���
��
�

.643
,3
,22
,542

431

4321

432

4321

xxx
xxxx
xxx
xxxx

Sprendimas

Sudarome sistemos išpl�stin
 matric�: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�







�

6
3
2
5

4103
1111
1120
4112

BA . 

Sukeit
 vietomis pirm�j� ir tre�i�j� eilutes, turime: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�






6
5
2
3

4103
4112
1120
1111

. 

Ši� matric� pertvarkysime taip: pirmosios ir antrosios eilu�i� nekei�ia-
me, prie tre�iosios eilut�s pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �2
 , 
o prie ketvirtos pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �3
 . Gauname 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�













3
1
2
3

1430
2310
1120
1111

. 
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Sukei�iame vietomis antr�j� ir tre�i�j� eilutes: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�















3
2
1
3

1430
1120
2310
1111

. 

Dabar pirmosios ir antrosios eilu�i� nebekei�iame, o prie tre�iosios ir 
ketvirtosios eilu�i� pridedame antr�j� eilut
, padaugint� atitinkamai iš 2 
ir  �3
 . Gauname 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�











0
0
1
3

5500
5500
2310
1111

. 

Prie ketvirtos eilut�s prid�j
 tre�i�j� eilut
, turime: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�









0
0
1
3

0000
5500
2310
1111

. 

Ketvirtoji eilut� sudaryta iš nuli�, tod�l j� galime išbraukti. Antr�j� eilu-
t
 padauginame iš  �1
 , tre�i�j� eilut
 padaliname iš  �5
 . Po vis� ši�
veiksm� turime 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�






0
1
3

1100
2310
1111

. 

Ši� matric� atitinka tokia lyg�i� sistema: 

�
�

�
�

�

�

�
�
����

.0
,123
,3

43

432

4321

xx
xxx
xxxx
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Sistemoje nežinom�j� skai�ius yra didesnis nei lyg�i� skai�ius, tod�l 
sistema turi be galo daug sprendini�. Lyg�i� skai�ius nurodo bazini�
nežinom�j� skai�i�. Taigi, nagrin�jamu atveju bazini� nežinom�j� yra 
trys, o laisvasis nežinimasis yra vienas. 
Pasirenkame vien� iš nežinom�j� laisvuoju parametru, pavyzdžiui, pasi-
rinkime Rttx �� ,4 . 
Tuomet 

�
�

�
�

�

�

���
�

�����
�

.
,1123
,231

3

22

11

tx
txttx
txtttx

Taigi, gavome, kad sistema turi be galo daug sprendini�: 

 ��  Rttttt �

 ,;;1;2 . 

Šis sprendinys vadinamas bendruoju lyg�i� sistemos sprendiniu. 
ia 4x yra laisvasis nežinomasis, o 321 ,, xxx  – baziniai nežinomieji.  
Imdami 04 �� tx , gauname bazin� sprendin�  �0;0;1;2 . 
Pastaba: šiuo atveju  �  � 43��� BArangArang , tod�l sistema turi be 
galo daug sprendini�. Bazini� nežinom�j� skai�ius sutampa su rangu 

 �Arang . Po elementari�j� pertvarkym� matrica A �gyja trapecin
 for-
m�. 

Atsakymas:  ��  Rttttt �

 ,;;1;2 .

4) Gauso metodu išspr
sime duot�j� trij� lyg�i� sistem� su penkiais 
nežinomaisiais: 

�
�

�
�

�

�
��

�

�


�
��


.562936
,332724

,1232

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
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Sprendimas

Sudarome sistemos išpl�stin
 matric�: 

.
5
3
1

62936
32724
21312

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












�BA

Ši� matric� pertvarkysime taip: pirmosios eilut�s nekei�iame, prie ant-
rosios eilut�s pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �2
 , o prie tre-
�iosios pridedame pirm�j� eilut
, padaugint� iš  �3
 . Gauname 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










2
1
1

01000
14100
21312

. 

Ši� matric� atitinka tokia lyg�i� sistema: 

�
�

�
�

�

�

��

�
��


.2
,14
,1232

4

543

54321

x
xxx
xxxxx

Sistemoje nežinom�j� skai�ius yra didesnis nei lyg�i� skai�ius, tod�l 
sistema turi be galo daug sprendini�. Lyg�i� skai�ius nurodo bazini�
nežinom�j� skai�i�. Taigi, nagrin�jamu atveju bazini� nežinom�j� yra 
trys, o laisvieji nežinomieji yra du. 
Pasirenkame du nežinomuosius laisvaisiais parametrais, pavyzdžiui, 
pasirinkime 15 tx �  ir 22 tx � , Rtt �21, . 
Tuomet 

 �  �

 �

�
�

�

�
�

�

�


�


����
�


��
���

�

��


.2
,7124

,
2

245122732

4

1313

21
11121

x
txtx

ttxtttx
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Taigi, gavome, kad sistema turi be galo daug sprendini�: 

!
"
#

�
�
�

��
�
�

�
�
� 




�� Rttttttt
21112

21 ,,;2;7;;
2

245 . 

ia 2x ir 5x yra laisvieji nežinomieji, o 431 ,, xxx  – baziniai nežinomieji.  
1 pastaba: šiuo atveju  �  � 53��� BArangArang , tod�l sistema turi 
be galo daug sprendini�. Bazini� nežinom�j� skai�ius sutampa su mat-
ricos A  rangu. 
2 pastaba: pa�m
 0,0 21 �� tt , gaunate bazin� sprendin�
 �0;2;7;0;12 

 . 
Be to, jei laisvaisiais nežinomaisiais b�tume pa�m
 1x ir 5x , o baziniais 
– 432 ,, xxx , tai tuomet bendrasis sprendinys atrodyt� taip: 
 ��  Rttttttt �



�
 2111212 ,,;2;7;2425; . 

Atsakymas:
!
"
#

�
�
�

��
�
�

�
�
� 




�� Rttttttt
21112

21 ,,;2;7;;
2

245 .

Savarankiško darbui užduotys 

Gauso metodu išspr
skite tiesini� lyg�i� sistemas: 

a) 
�
�

�
�

�

���
�
��
�

�

.86
,3323

,022

432

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
                      

Atsakymas:  ��  Rttttt �


 ,;2;45;23 . 

b) 
�
�

�
�

�

��

��

�
�

.7335
,733

,52

321

321

321

xxx
xxx

xxx
                                      

Atsakymas: sprendini� n�ra. 
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c) 

�
�
�

�
�
�

�

��


�


���

����

.13
,122

,32
,6432

4321

421

432

4321

xxxx
xxx

xxx
xxxx

                                     

 Atsakymas: (1; 1; 1; 0). 

d) 

�
�
�

�
�
�

�

��

�



��

��


.223
,0

,252
,22

432

431

321

421

xxx
xxx

xxx
xxx

                                           

Atsakymas: (1; 0; 0; 1). 

e) 
�
�

�
�

�

��
�
��
�
��
�

.32324
,23232
,14323

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

          

Atsakymas: 
!
"
#

�
�
�

��
�
�

�
�
� �
� Rttttt , ;

5
16

5
11 ;

55
4 ;22 . 

f) 
�
�

�
�

�

��
�
��
�

�
�


.32322
,105537

,143

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
  

Atsakymas: 
!
"
#

�
�
�

��
�
�

�
�
� �
�
 Rztztzt zt,, ; ;

8
1

2
1

8
11 ;

8
11

2
1

8
1 .

g) 
�
�

�
�

�

��

��

�
�

.7335
,733

,52

321

321

321

xxx
xxx

xxx
                                      

Atsakymas: sprendini� n�ra. 
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h) 
�
�

�
�

�

���
�
��
�

�

.86
,3323

,022

432

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
                  

 Atsakymas:  ��  Rttttt �


 , ;2 ;45 ;23 . 

i)

�
�
�

�
�
�

�

��
�

���


�
��
��
�

.61127
,115473

,5252
,7432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

                               

Atsakymas: sprendini� n�ra. 

j) 
�
�

�
�

�

�
��
��

�
�

.5524
,122
,335

4321

421

431

xxxx
xxx
xxx

                                  

Atsakymas: sprendini� n�ra. 

k) 

�
�
�

�
�
�

�

�
���
���

��

.z y-x-
,zyx
,zyx

,zx-y

522
42
62

5

                              

Atsakymas: sprendini� n�ra. 

l) 
�
�

�
�

�

��

��


���

.zyx
,zyx

,zyx

122
423

3
                                  

Atsakymas: 
!
"
#

�
�
�

��
�
�

�
�
� 

 Rzzz , ;

4
5 ;

4
3z7 . 
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"����������+�����������&�*���������*����

Ekonomin�s sistemos balanso lygtis  � CXAE �
 , kai 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�

����

�

�

21

22221

11211

 – sistemos technologin� matrica, 

 �TncccC ,,, 21 ��  – paklausa, E  – vienetin� matrica ( n -tosios eil�s), 
 �TnxxxX ,,, 21 ��  – gamybos planas, 0�X . 

Gamybos planas X  vadinamas subalansuotu (optimaliu), jei jis tenki-
na sistem�  

�
�
�

�
�


.0
,)(

X
CXAE

Jei galima rasti subalansuot� plan� X , tai ekonomin� sistema vadinama 
produktyvia. 
B�tina ir pakankama s�lyga, kad ekonomin� sistema su technologine 
matrica A  b�t� produktyvi, yra: egzistuoja neneigiama atvirkštin�
matrica  � 1

 AE . Tada  � CAEX 1

� . 
Uždavinio sprendimo algoritmas: 
1. Randame vienetin�s ir technologin�s matricos skirtum� AE 
 . 
2. Randame gautosios matricos atvirkštin
 matric�  � 1

 AE .
3. Jeigu atvirkštin�je matricoje  � 1

 AE  n�ra n� vieno neigiamo ele-
mento, vadinasi, ekonomin� sistema yra produktyvi. Galime rasti suba-
lansuot� (optimal�) gamybos plan� X , tenkinant� duot�j� paklaus�: 

 � CAEX 1

� . 

                                                
1 Daugiau apie ekonomin�s sistemos balanso model� žr.: 
Apynis, Antanas; Stankus, Eugenijus. Matematika.Vadov�lis su taikymo ekonomi-

koje pavyzdžiais. Vilnius: TEV,  2001, p. 159–164. ISBN 9955-491-08-6. 
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Pavyzdžiai

1. Duotoji ekonomin�s sistemos technologin� matrica ��
�

�
��
�

�
�

4080
1050
,,
,,

A . 

Koks turi b�ti gamybos planas  �TxxX 21  ,� , kad b�t� patenkinta pa-
klausa  �TC 99  66� ?

Sprendimas

1. Randame vienetin�s ir technologin�s matricos skirtum� AE 
 : 

��
�

�
��
�

�





���

�

�
��
�

�

��

�

�
��
�

�
�


6,08,0
1,05,0

4,08,0
1,05,0

10
01

AE .

2. Randame gautosios matricos atvirkštin
 matric�  � 1

 AE :

 � 22008030
60  80
1050   

det ,,,
,,
,,

AE �
�





�
 , 

 � 6,01 11
11

11 �
� � MA , 
 � 8,01 12

21
12 �
� � MA , 

 � 1,01 21
12

21 �
� � MA , 
 � 5,01 22

22
22 �
� � MA , 

 � ��
�

�
��
�

�
����

�

�
��
�

�
��
 


5,08,0
1,06,0

22
100

5,08,0
1,06,0

22,0
11AE . 

3. Visi gautosios matricos  elementai teigiami, vadinasi, ekonomin�
sistema yra produktyvi. Galime rasti subalansuot� (optimal�) gamybos 
plan� X , patenkinant� duot�j� paklaus�. 

 � CAEX 1

� , tai 

��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
����

�

�
��
�

�
�
�

����
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
��

465
225

3,102
5,49

22
100

5,498,52
9,96,39

22
100

99
66

5,08,0
1,06,0

22
100X . 
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Planas  �TX 465 ,225� , t. y. 2251 �x , 4652 �x . 

Atsakymas: pirmos r�šies produkcijos reikia pagaminti 225 vienet�, o 
antros r�šies – 465 vienet�. 

2. Duotoji   ekonomin�s   sitemos   technologin�   matrica 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

50170
502060
70050

,,
,,,
,,

A . Patikrinkite, ar ši sistema produktyvi,  jei taip, tai 

raskite gamybos plan�  �TxxX 321  x, ,� , kad b�t� patenkinta paklausa 
 �TC 50  45  30� . 

Sprendimas

1. Randame vienetin�s ir technologin�s matricos skirtum� AE 
 : 

.
50   170
508060
70050   

0,510,7
0,50,20,6
0,700,5

100
010
001

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�










�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


,,
,,,
,,

AE

2. Randame gautosios matricos atvirkštin
 matric�  � 1

 AE : 

 � .8620 250392042020
50   170
508060
70050   

det ,,,,,
,,
,,,
,,

AE 
�


�










�


Dabar randame matricos AE 
  adjunktus: 

 � 1,0 5,04,0
5,0   1
5,08,0

1 11
11

11 
�
�





��
� � MA , 

 �  � 7,07,00 
5,0   1
7,00   

1 21
12

21 �

�






��
� � MA , 
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 � 56,056,00
5,08,0
7,00

1 31
13

31 ���





��
� � MA , 

 �  � 65,035,03,0
5,0   7,0
5,06,0

1 12
21

12 �


�







��
� � MA , 

 � 24,049,025,0
5,0   7,0
7,05,0   

1 22
22

22 
�
�





��
� � MA , 

 �  � 67,042,025,0
5,06,0
7,05,0   

1 32
23

32 �


�







��
� � MA , 

 � 16,156,06,0
17,0
8,06,0

1 13
31

13 ���






��
� � MA , 

 �  � 5,005,0
17,0
0   5,0   

1 23
32

23 �


�





��
� � MA , 

 � 4,004,0
8,06,0
0  5,0   

1 33
33

33 �
�



��
� � MA . 

Atvirkštin� matrica 

 �

.
4,05,016,1

67,024,0  65,0
56,07,01,0

862,0
1

4,05,016,1
67,024,065,0
56,07,01,0

862,0
11

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�












��

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�
�
 
AE

Gauta matrica turi neigiam� element�, vadinasi, ekonomin� sistema yra 
neproduktyvi. Negalime rasti subalansuoto (optimalaus) gamybos plano 
X , patenkinan�io duot�j� paklaus�. 

Atsakymas: ekonomin� sistema neproduktyvi. 
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3. Duotoji ekonomin�s sitemos technologin� matrica 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

0,50,250,25
00,50,25

0,500,5
A . Patikrinkite, ar ši sistema produktyvi,  jei taip, 

tai raskime gamybos plan�  �TxxX 321  x, ,� , kad b�t� patenkinta pa-
klausa  �TC 5  20  10� ? Atvirkštin
 matric� raskite Gauso metodu. 

Sprendimas

1. Randame vienetin�s ir technologin�s matricos skirtum� AE 
 : 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


0,50,25-0,25-
00,50,25-
0,5-00,5

0,50,250,25
00,50,25

0,500,5

100
010
001

AE . 

2. Gauso metodu randame gautosios matricos atvirkštin
 matric�
 � 1

 AE :  

 �

 � �,
846
444
848

846
444
848

846
402
848

846
402
002

042
402
002

402
042
002

400
040
002

100
010
001

1
)7)6

)6)5)4

)4)3)2

)2)1

~~

~~~

~~~

~~



�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�





�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�


AEE

EAE

100
010
001

100
01-0
001

100
11-0
001

100
11-0
1-01

1-20
11-0
1-01

11-0
1-20
1-01

21-1-
021-
1-01

0,50,25-0,25-
00,50,25-
0,5-00,5
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1) pirmoji eilut� padauginta iš 2, antroji eilut� padauginta iš 4, o tre�io-
ji eilut� padauginta taip pat iš 2 (tikslas – gauti sveikuosius skai�ius); 
2) pirmoji eilut� prid�ta prie antrosios ir tre�iosios eilu�i�; 
3) antroji ir tre�ioji eilut�s sukei�iamos vietomis; 
4) antroji eilut� padauginta iš 2 ir prid�ta prie tre�iosios eilut�s; 
5) tre�ioji eilut� prid�ta prie pirmosios eilut�s; 
6) tre�ioji eilut� padauginta iš (–1) ir prid�ta prie antrosios eilut�s; 
7) antroji eilut� padauginta iš (–1). 

 �
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
 


846
444
848

1AE . 

3. Visi gautosios matricos elementai teigiami, vadinasi, ekonomin� si-
stema yra produktyvi. Galime rasti subalansuot� (optimal�) gamybos 
plan� X , patenkinant� duot�j� paklaus�. 

 � CAEX 1

� , tai 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��
��
��

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

180
140
200

408060
208040
408080

5
20
10

846
444
848

X . 

Atsakymas: pirmos r�šies produkcijos reikia pagaminti  
200 vienet�, antros r�šies – 140 vienet�, o tre�ios r�šies – 180. 

Savarankiško darbui užduotys 

1. Ekonomin�s sitemos technologin� matrica ��
�

�
��
�

�
�

2060
500
,,
,

A . Koks turi 

b�ti gamybos planas  �TxxX 21  ,� , kad b�t� patenkinta paklausa 
 �TC 100  50� ? 

Atsakymas: pirmos r�šies produkcijos reikia pagaminti  
180 vienet�, o antros r�šies – 260 vienet�. 
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2. Ekonomin�s sitemos technologin� matrica 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

50170
502060
70050

,,
,,,
,,

A . Pa-

tikrinkite, ar ši sistema produktyvi, ir jei taip, tai raskime gamybos plan�
 �TxxX 321  x, ,� , kad b�t� patenkinta paklausa  �TC 50  45  30� . 

Atsakymas: ekonomin� sistema neproduktyvi. 

3. Ekonomin�s sistemos technologin� matrica yra A , o produkcijos 
paklausos vektorius yra C . Raskite subalansuot� gamybos plan� (jei 
egzistuoja), kai: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

1,03,01,0
2,003,0
1,01,00

A , 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

50
32
26

C . 

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

80
60
40

X . 

4. Ar ekonomin� sistema produktyvi, kai jos technologin� matrica A
tokia: 

a) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

1,001,0
1,02,02,0
1,01,05,0

A .                                             

Atsakymas:taip. 

b) 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

2,06,04,0
5,06,03,0
1,005,0

A .                                                

Atsakymas: ne. 
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5. Duotoji ekonomin�s sitemos technologin� matrica 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

0,500,25
00,50,25

0,500,5
A . Patikrinkite, ar ši sistema produktyvi, ir jei taip, 

tai raskite gamybos plan�  �TxxX 321  x, ,� , kad b�t� patenkinta paklau-
sa  �TC 5  15  10� . Atvirkštin
 matric� raskite Gauso metodu. 

Atsakymas: 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

40
60
60

X . 
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'�����������/��$���������$��0������
!1������#��/���������

Nagrin�sime dviej� kintam�j� standartin� tiesinio programavimo 
uždavin�: 

                                max , min  �ycxc 21 � , kai 

�
�
�

�
�
�

�

��

��
��

 .
,
,
,

21

22221

11211

mmm byaxa

byaxa
byaxa

������

ia ycxcf 21 ��  yra tikslo funkcija, o leistinoji aib� $ – tiesini�
nelygybi� sistemos sprendini� aib�.  
Leistinoji aib�, jeigu ji netuš�ia, gali b�ti baigtinio arba begalinio ploto. 
Pasirinkime bet kur� leistinosios srities tašk�. Tikslo funkcijos reikšm

tame taške pažym�kime C . Sudarykime lygt� Cycxc �� 21  ir j� pava-
dinkime lygio lygtimi.  
Lygio lygties geometrinis vaizdas yra ties�, kuri� vadinsime tikslo funk-
cijos lygio tiese. 
Geometriškai tiesinio programavimo uždavinys formuluojamas taip: 
leistin�j� sprendini� aib�je $  reikia rasti tok� tašk�  �** , yx , per kur�
einan�ios ties�s reikšm� f  b�t� didžiausia (arba mažiausia). 
Standartin� uždavin� galime spr
sti pagal šitoki� schem�: 
1. Plokštumoje nubr�žiamos ties�s, kurios gaunamos apribojim� si-
stemoje nelygybes pakeitus lygyb�mis. 
2. Pagal gaut� nelygybi� ženklus nustatoma leistin�j� sprendini� sritis 
$ . 
3. Plokštumoje nubr�žiamas vektorius  �21,cc�c  ir viena iš tiesi�

Cycxc �� 21 (pvz., 021 �� ycxc ). 
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4. Ties
 021 �� ycxc  stumiant vektoriaus  �21,cc�c  kryptimi arba 
prieš j�, randame maksimumo arba minimumo taškus (jei tokie egzis-
tuoja). 
5. Apskai�iuojane maksimumo ir minimumo tašk� koordinates. 
6. Randame funkcijos f  reikšmes tuose taškuose. 
Priklausomai nuo leistin�j� sprendini� aib�s $  ir nuo vektoriaus c
pad�ties galimi �vair�s atvejai: 
1) vienintelis sprendinys, esantis daugiakampio $  virš�n�je, 
2) be galo daug sprendini� – daugiakampio $  briaunoje, 
3) n�ra sprendinio, nes apribojim� sistema nesuderinta ($  tuš�ia ai-
b�), 
4) n�ra sprendinio, nes tikslo funkcija neapr�žta. 

Pavyzdžiai 

Grafiškai išspr�skite šiuos tiesinio programavimo uždavinius: 

a) min ir max  �yx �
 3 , kai 

�
�
�

�
�
�

�

�
��
�

��

.x
,yx
,yx
,yx

0
4
66
034

Sprendimas

Nubr�žiame tieses: 

034 �� yx  �1L , 

66 �
 yx  �2L , 

4�� yx  �3L , 

0�x  �4L . 

Kad rastume srit� $ , nustatome kiekvienos nelygyb�s sprendini� aib

(pažym�dami ties kiekviena tiese jos krypt�). Geometriškai sprendžiant 
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nelygyb
 034 �� yx , pirmiausia br�žiama ties� 034 �� yx , atidedant 
du jos taškus, t. y. tokius taškus, kuri� koordinat�s tenkina ties�s lygt�, 
pvz.,  �0 ;0  ir  �4 ;3
 . Tada nustatome, kurios pusplokštum�s tašk� ko-
ordinat�s tenkina nelygyb
. Imkime bet kur� tašk�, nepriklausant� šiai 
tiesei, pavyzdžiui, tašk�  �1,1 

 . Kadangi taško  �1,1 

  koordinat�s 
netenkina šios nelygyb�s, t. y.  �  � 01314 �
��
�  ( 07 �
  – neteisinga 
nelygyb�), tai nelygyb�s sprendini� pusplokštum� yra priešingoje pus�je 
negu taškas  �1,1 

 . Dabar rodykle pažymime šios nelygyb�s sprendi-
ni� aib
. Atliekame tokius pat veiksmus su kitomis ties�mis, t. y. rodyk-
l�mis nurodome kiekvienos ties�s sprendini� aibes. Nelygyb�s 

66 �
 yx  sprendini� aib� yra ties�s 66 �
 yx  kair�je pus�je. Kitos 
nelygyb�s 4�� yx  sprendini� pusplokštum� yra šios ties�s apa�ioje, o 

0�x  – ašies Oy  dešin�je. Vis� rast�j� pusplokštumi� tašk� aib� yra 
sritis $ , kuri� užtušuojame. 
Lieka papildyti br�žin� lygio tiese 03 ��
 yx  ir vektoriumi  �1 ,3
�c , 
kurio koordinat�s yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie x  ir y . 
Atlikus visus nurodytus veiksmus, br�žinys atrodo taip: 
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Vektorius c  rodo funkcijos yxf �
� 3  did�jim�, tod�l ties

03 ��
 yx  „stumiame“ lygiagre�iai vektoriaus c  kryptimi, kol pasie-

kiame tolimiausi� srities $  tašk� A . Šis taškas yra maksimumo taškas, 
kuris gaunamas susikirtus  �3L  ir  �4L  ties�ms. Išsprend
 susikertan�i�
šiame taške tiesi� lyg�i� sistem�, randame taško A  koordinates: 

�
�
�

�
�

�
�
�
�

�
��

.0
,4

,0
,4

x
y

x
yx

Taigi, taško A  koordinat�s yra 0�x ir 4�y . Apskai�iuojame funkci-
jos maksimum� tame taške, t. y. tikslo funkcijoje yxf �
� 3  vietoje x
ir y �rašome gaut�sias koordinates. Tada  

 � 440403max �����
�� Aff . 

Lygio ties
 0�f , t. y. ties
 042 �� yx , „stumiame“ priešinga vekto-
riaus c  kryptimi, kol pasiekiame tolimiausi� srities $  tašk� B . Šis 
taškas yra minimumo taškas, kuris gaunamas susikirtus  �1L  ir  �2L
ties�ms. Nor�dami rasti šio taško koordinates, turime spr
sti sistem�: 

 �

�
�
�

��
�

�


�

�
�

�
�
�

��
�

�


��

��
�

�
�
�
�


�
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,
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,
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9

22
18

,66
,01822

,66
,018184

,66
,06634

,66
,034

,66
,034

y

x

y

x

xy
x

xy
xx

xy
xx

xy
yx

yx
yx

Virš�n�s B koordinat�s yra 
11
9

�x ir 
11
12


�y . Apskai�iuojame funkci-

jos minimum� tame taške:  
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 � .
11
39

11
12

11
27

11
12

11
93min 
�

��

�
�

�
�
�
��
�� Bff

Atsakymas:  � 4max �� Aff , kai 0�x ir 4�y ,

 �
11
39

min 
�� Bff , kai 
11
9

�x ir 
11
12


�y . 

b) min ir max  �yx 42 � , kai 

�
�
�

�

��
�

�

�

�
�

�

��
��

.y
,x

,yx
,yx

,yx

0
0

02
42
1523

Sprendimas

Nubr�žiame tieses: 

1523 �� yx  �1L , 

42 �� yx  �2L , 

02 �
 yx  �3L , 

0�x  �4L , 

0�y  �5L . 

Kad rastume srit� $ , nustatome kiekvienos nelygyb�s sprendini� aib

(pažym�dami ties kiekviena tiese jos krypt�). Geometriškai sprendžiant 
nelygyb
 1523 �� yx , pirmiausia br�žiama ties� 1523 �� yx , atide-
dant du jos taškus, t. y. tokius taškus, kuri� koordinat�s tenkina ties�s 
lygt�, pvz.,  �0 ,5  ir  �3 ,3 . Tada nustatome, kurios pusplokštum�s tašk�
koordinat�s tenkina duot�j� nelygyb
. Imkime bet kur� tašk�, nepriklau-
sant� šiai tiesei, pavyzdžiui, tašk�  �0,0 . Kadangi taško  �0,0  koordina-
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t�s tenkina ši� nelygyb
, t. y. 150203 ���� ( 150 �  – teisinga nelygy-
b�), tai nelygyb�s sprendini� pusplokštum� yra po tiese 1523 �� yx
(toje pat pus�je, kurioje yra taškas  �0 ,0 ). Tuomet rodykle pažymime 
šios nelygyb�s sprendini� pusplokštum
. Analogiškai atliekame veiks-
mus su kitomis ties�mis, t. y. rodykl�mis nurodome kiekvienos ties�s 
sprendini� pusplokštumes. Nelygyb�s 42 �� yx  sprendini� aib� yra 
virš ties�s 42 �� yx . Kitos nelygyb�s 0x �  sprendini� pusplokštum�
yra ašies Oy  dešin�je, o 0y �  – virš ašies Ox . Vis� rast�j� pusplokš-
tumi� tašk� aib� yra sritis $ , kuri� užtušuojame. 
Lieka papildyti br�žin� lygio tiese 042 �� yx  ir vektoriumi  �4 ,2�c , 
kurio koordinat�s yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie x  ir y . 
Atlikus visus nurodytus veiksmus, br�žinys atrodo taip: 

Kadangi aib� $  yra virš lygio ties�s 042 �� yx , tai lygiagre�iai 
„stumiame“ lygio ties
 vektoriaus c  kryptimi, kol pasiekiame artimiau-
si� srities $  tašk�. Kadangi lygio ties� yra lygiagreti tiesei 42 �� yx , 
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kurioje yra dvi srities $  virš�n�s B  ir C  (jos gaunamos susikirtus (2) 
ir (3), ir (2) ir (4) ties�ms), tai šiuo atveju minimumas yra atkarpa, esanti 
tarp ši� tiesi� susikirtimo tašk�. Funkcijos minimumui apskai�iuoti, 
pakanka imti bet kur� tašk� (iš ši� dviej�).  
Randame koordinates, išsprendus susikertan�i� tiesi� 2L ir 3L lyg�i�
sistem�: 

�
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�

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�
�


�


�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

��

.y
x

y
x

y
yx

yy-
y-x

yx
yx

1
,2

,1
,1  24

,44
,24

,0224
,24

,02
,42

Rastame taške apskai�iuojame funkcijos minimum�, t. y. tikslo funkci-
joje vietoje x  ir y �rašome gaut�sias koordinates. Tada  

 � .8441422min �������� Bff

Dabar ieškome funkcijos maksimumo taško, t. y. „stumiame“ ties

042 �� yx  vektoriaus c  kryptimi, kol pasiekiame labiausiai nutolus�

aib�s $  tašk� A , kuris yra tiesi� 1L ir 4L  sankirta. Išsprend
 ši� susi-
kertan�i� tiesi� lyg�i� sistem�, randame taško koordinates: 

�
�
�

�
��

.0
,1523

x
yx

Virš�n�s A  koordinat�s yra 0�x ir 
2

15
�y . Apskai�iuojame funkcijos 

maksimum� tame taške, t. y. tikslo funkcijoje vietoje x  ir y �rašome 
gaut�sias koordinates. Tada  

 � 301520
2

15402max ��������� Aff . 

Atsakymas:  � 8min �� BCff  atkarpoje BC ,  

                              � 30max �� Aff , kai 0�x ir 
2

15
�y . 
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c) min ir max  �yx �2 , kai 

�
�

�
�

�

��

�

��

.yx
,yx
,yx

63
44
105

Sprendimas

Nubr�žiame tieses: 

105 �� yx  �1L , 
44 �
 yx    �2L , 

63 ��
 yx  �3L . 

Kad rastume srit� $ , nustatome kiekvienos nelygyb�s sprendini� aib

(pažym�dami ties kiekviena tiese jos krypt�. Geometriškai sprendžiant 
nelygyb
 105 �� yx , pirmiausia br�žiama ties� 105 �� yx , atidedant 
du jos taškus, t. y. tokius taškus, kuri� koordinat�s tenkina ties�s lygt�, 
pvz.,  �2 ;0  ir  �1 ;5 . Tada nustatome, kurios pusplokštum�s tašk� koor-
dinat�s tenkina duot�j� nelygyb
. Imkime bet kur� tašk�, nepriklausant�
šiai tiesei, pavyzdžiui, tašk�  �0,0 . Kadangi taško  �0,0  koordinat�s 
tenkina ši� nelygyb
, t. y. 10050 ���  ( 100 �  – teisinga nelygyb�), tai 
nelygyb�s sprendini� pusplokštum� yra po tiese 105 �� yx  (toje pat 
pus�je, kurioje yra taškas  �0 ,0 ). Tuomet rodykle pažymime šios nely-
gyb�s sprendini� pusplokštum
. Dabar atliekame veiksmus su kitomis 
ties�mis, t. y. rodykl�mis nurodome kiekvienos ties�s sprendini� pusp-
lokštumes. Nelygyb�s 44 �
 yx  sprendini� aib� yra ties�s 44 �
 yx
kair�je pus�je, o nelygyb�s 63 ��
 yx  sprendini� pusplokštum� yra 
po tiese 63 ��
 yx . 
Papildome br�žin� lygio tiese 02 �� yx  ir vektoriumi  �1 ,2�c , kurio 
koordinat�s yra tikslo funkcijoje esantys koeficientai prie x  ir y . Atli-
kus visus nurodytus veiksmus, br�žinys atrodo taip: 
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Vektorius c  rodo funkcijos yxf �� 2  did�jim�. Taigi, ties

02 �� yx  „stumiame“ lygiagre�iai vektoriaus c  kryptimi, kol pasie-

kiame tolimiausi� srities $  tašk� A . Šis taškas yra maksimumo taškas. 
Jis gaunamas susikirtus  �1L  ir  �2L  ties�ms. Išsprend
 šiame taške su-
sikertan�i� tiesi� lyg�i� sistem�, randame taško A  koordinates: 
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7
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,
7
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,
7

12
21
36

,10
7

125

,3621
,105

,44020
,105

,41054
,105

,44
,105

,44
,105

y

x

y

x

y
yx

yy
yx

yy
yx

yx
yx

yx
yx

Apskai�iuojame funkcijos maksimum� taške A , t. y. tikslo funkcijoje 
vietoje x  ir y �rašome gaut�sias koordinates. Tada  
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 � .
7

32
7

12
7
20

7
12

7
102max ������� Aff

Lygio ties
 0�f , t. y. ties
 042 �� yx , „stumdami“ priešinga vekto-
riaus c  kryptimi, gauname minimumo tašk�. Ta�iau pastebime, kad ir 
kiek toli lygiagre�iai „stumtume“ ties
 042 �� yx  prieš vektoriaus c
krypt�, ji vis tiek tur�s bendr� tašk� su aibe $ . Šio uždavinio sprendi-
nys neegzistuoja, t. y. minf  neegzistuoja. Funkcija f  neapr�žta iš apa-
�ios aib�je $ , t. y. tikslo funkcija f  gali �gyti kiek norima maž�
reikšm
. Šiuo atveju 
%�minf . 
  

Atsakymas:  �
7
32

max �� Aff , kai 
7

10
�x  ir 

7
12

�y , 
%�minf .               

d) min ir max  �yx �
 3 , kai 

�
�

�
�

�

�
�

��

.y
,yx

,yx

0
3

22

Sprendimas

Nubr�žiame tieses: 
22 �� yx  �1L , 

3�
 yx  �2L , 
0�y  �3L . 

Kad rastume srit� $ , nustatome kiekvienos nelygyb�s sprendini� aib

(pažym�dami ties kiekviena tiese jos krypt�. Geometriškai sprendžiant 
nelygyb
 22 �� yx , pirmiausia br�žiama ties� 22 �� yx , atidedant du 
jos taškus, t. y. tokius taškus, kuri� koordinat�s tenkina ties�s lygt�, pvz., 
 �1 ;0  ir  �0 ;2 . Tada nustatome, kurios pusplokštum�s tašk� koordinat�s 
tenkina nelygyb
. Imkime bet kur� tašk�, nepriklausant� šiai tiesei, pa-
vyzdžiui, tašk�  �0,0 . Kadangi taško  �0,0  koordinat�s tenkina ši� nely-
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gyb
, t. y. 2020 ����x  ( 20 �  – teisinga nelygyb�), tai nelygyb�s 
sprendini� pusplokštum� yra toje pus�je kaip ir taškas  �0,0 . Dabar pa-
žymime šios nelygyb�s sprendini� aib
 rodykle. Atliekame tokius pat 
veiksmus su kitomis ties�mis, t. y. rodykl�mis nurodome kiekvienos 
ties�s sprendini� aibes. Nelygyb�s 3�
 yx  sprendini� aib� yra ties�s 

3�
 yx  apa�ioje, o 0�y  – virš Ox  ašies. Vis� rast�j� pusplokštumi�
tašk� aib� yra sritis $ , ta�iau šiuo atveju pastebime, kad vis� trij� ne-
lygybi� sprendini� pusplokštum�s bendr� tašk� neturi. Taigi sritis $
yra tuš�ia aib� ir uždavinys sprendini� neturi. 
Papildžius br�žin� lygio tiese 03 ��
 yx  ir vektoriumi  �1 ,3
�c , br�ži-
nys atrodo taip: 

Atsakymas: sprendini� n�ra. 
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Savarankiško darbo užduotys 

1. Grafiškai pavaizduokite ši� tiesini� nelygybi� sistem� sprendini�
aibes ir apskai�iuokite j� kont�r� virš�ni� koordinates: 

a) 

�
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�
�
�

�

�
��
��


�


.y
,yx

,yx
,yx

0
4025

264
3076

                               

Atsakymas:  �0 ;5
 ,  �6 ;2 ,  �5 ;6 ,  �0 ;8 . 

b)

�
�
�

�
�
�

�

�

��
��


�


.yx
,yx
,yx

,yx

1632
222
464

12 32

                                   

Atsakymas:  �8 ;6 ,  �6 ;10 ,  �2 ;11 . 

2. Grafiškai išspr
skite šiuos tiesinio programavimo uždavinius: 

a) min  �yx 32 � , kai 

�
�
�

�
�
�

�


�

�

�

��

.y
,x

,yx 
,yx

2 
1 

43
63

Atsakymas: 8
 , kai 1
�x , 2
�y . 
b) max  �yx �2 , kai 

�
�

�
�

�


��

�


��

.yx
,yx

,yx

2 
4 2

44

Atsakymas: 4 , kai 0�x , 4�y . 
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c) min  �yx 2
 , kai 

�
�
�

�
�
�

�


�
�

��
��

.y
,x

,yx
,yx

1 
0

1
42

Atsakymas: 4
 , kai 0�x , 2�y . 

d) max  �yx 23 � , kai 

�
�
�

�

��
�

�

�

�
�

��
�

��

.x
,y

,yx
,yx

,yx

0
0

623
82
306

Atsakymas: 26 , kai 6�x , 4�y . 

e) min  �21 23 xx � , kai 

�
�
�
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��
�

�

�

�
�

��
�

��

.x
,x

,xx
,xx

,xx

0
0

623
82
306

2

1

21

21

21

Atsakymas: 6, kai 01 �x , 32 �x  arba 21 �x , 02 �x . 
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f) min  �21 43 xx � , kai 

�
�
�

�
�
�

�

�
�

��
��

.x
,x

,xx
,xx

0
0

1052
5

2

1

21

21

Atsakymas: 15, kai 51 �x , 02 �x . 

g) min  �21 34 xx � , kai 

�
�
�

�
�
�

�

�
�

��
��

.x
,x

,xx
,xx

0
0

122
3253

2

1

21

21

Atsakymas: 0, kai 01 �x , 02 �x . 

h) min  �212 xx � , kai 

�
�

�
�

�

��

��

�


.xx
,xx
,xx

44
2 

4 2

21

21

21

Atsakymas: – 4, kai 21 
�x , 02 �x . 
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�����
���
���	�
�
��2	�

�����&���

������������&��

Tegu  �nfxn �  – funkcija, apibr�žta nat�rali�j� skai�i� aib�je N. 
Tada jos reikšmi� begalin� eil�

 �1f ,  �2f  ...,  �nf , ... 

yra vadinama skai�i� seka. Reiškinys  �nf  vadinamas bendruoju se-
kos nariu, nes iš jo galima gauti bet kur� sekos nar�  �nfxn �  (�ia n  – 
nario numeris). Sek� žym�sime simboliu �  nx .  

Pavyzdžiui, 

1. Formul�
1�

�
n

nxn  apibr�žia sek�

�� ,
1

,,
5
4,

4
3,

3
2,

2
1

�n
n  . 

2. Formul�  �n
nx 1
�  apibr�žia sek�

1
 , 1, 1
 , 1, ... ,  �n1
 , ... . 

3. Formul�  �11 
��� ndaxn  apibr�žia aritmetin� progresij�

1a , da �1 , da �� 21 , ...,  �11 
�� nda , ... . 

4. Formul� 1
1


� n
n qbx  apibr�žia geometrin� progresij�

1b , qb1 , 2
1qb , ..., 1

1

nqb , ... . 
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Skai�ius a  vadinamas sekos �  nx  riba, kai kiekvien� teigiam� skai�i�
�  atitinka toks nat�ralusis skai�ius N , kad su visais Nn &  teisinga 
nelygyb� �.�
 axn

Kai seka �  nx  turi rib� skai�i� a , tai rašome axnn
�

%�
lim  arba axn � , 

kai %�n . 
Rib� savyb�s: 
Sakykime, kad �  nx  ir �  ny  turi baigtines ribas. Tuomet: 

�  � n,nnnnnn
yxyx

%�%�%�
'�' limlimlim

�  � n,nnnnnn
yxyx

%�%�%�
��� limlimlim

�
nn

nn

n

n

n y

x

y
x

%�

%�

%�
�

lim

lim
lim , jei ,0lim

n
�

%� ny Nn�( . 

Pastaba. 1) 

�
�
�

��
�

�

&%

�

�

�
%�

.qkai  ,

,q kai neapibr., 

,qkai  ,

q n

n

1

1

10

lim

2) .0,0,kai,0lim &���
%�

acRc
n
c

an

Pavyzdžiai

1. 
2

32

n 3
12lim

nn
nn



�


%�
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�1

%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir vardikl�

dalinsime iš 2n  ( n  aukš�iausio laipsnio), tuomet turime: 

                                                
1 Detaliau apie neapibr�žtumus žr.:  
Fichtengolcas, G. Matematin�s analiz�s pagrindai. 1 tomas. Vilnius: Mintis, 1965, 

p. 82–83. 
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31

121

lim
3

121
lim

3

12

lim
3

12lim

2
3

2
3
5

n

2

22

3

n

2

2

2

22

3

2

2

n2

32

n
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%�%�%�%�

n
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n
n

nn
n

n
n

n
n

nn
n

n
n

nn
nn .  

Kadangi 01lim2lim1lim
2
3

3
52 ���

%�%�%�

nnn nnn
, tai gauname 

.
3
1

30
001

31

121

lim

2
3

2
3
5

n

�



�


�



�


%�

n

nn

Atsakymas: 
3
1


 . 

2. 
nnn

nnnn
n �


���
%� 6 46

43 2

2
4lim . 

Sprendimas

Kadangi turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir var-

dikl� dalinsime iš 3
2

n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 

.
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11
n
114

lim
n2n

nn
n
n

n
n4

lim

n2n

nnnn4

lim
n2n

nnnn4lim

6
1

2
1

4

6
13

3
5

3

n

3
2

2
1

3
2

3
2

3
2

6
1

4

3
8

3
8

3
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2

n

3
2

3
2

6 4

3
2
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3
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Kadangi 01lim1lim1lim1lim1lim
6
1

2
1

6
13

3
5 �����

%�%�%�%�%�

nnnnn nnnnn
, tai turime 

.2
2

4
020

00014
121

11
n
114

lim
43

6
1

2
1

4
6

13
3
5

3

n

�
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�

���

�
�


���

%�

nn

nn

Atsakymas: 2
 . 

3.  �nnn 4lim 2

n




%�
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %
% , tod�l ši� funkcij� dauginame ir daliname 
iš jungtinio reiškinio nnn 42 
� : 
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4lim
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44lim4lim
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Kadangi dar turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir 

vardikl� dalinsime iš n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 

nn
n

n
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nn

n
n

n
n

nnn 411

4lim
41

4lim
4

4

lim

22

22
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Kadangi ,04lim �
%� nn

 tai gauname 
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2
2
4

011
4

411

4lim ��

�

�

�

%�

n

n
. 

Atsakymas: 2 . 

4.  �3 23lim nnn
n




%�

. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %
% , tod�l ši� funkcij� dauginame ir daliname 
iš nepilnojo kvadrato  �3 2233 232 nnnnnn 
�
� :  

 �  �  �

 �

 �  �
.limlim

limlim

3 2233 232

2

3 2233 232

233

3 2233 232

3 2233 2323 23

3 23

nnnnnn

n

nnnnnn

nnn

nnnnnn

nnnnnnnnn
nnn

nn

nn


�
��
�


�
��

�

�

�
�
�
��

�
� 
�
��

�
�
��

�
� 
�
��



�



%�%�

%�%�

Kadangi dar turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir 

vardikl� dalinsime iš 2n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 

 �  �

 �  �

�

�
�
�

�
�


�
�

�

�



�
�

�



�



�

�

�



�

�

�

�

�
��

%�%�

%�%�

%�%�

3
6

4

6

5

6

6

33
6

456

3

3
6

223
3

3

2

3

3

2

3 2233 23

2

2

2

2

2

3 223

2

3 23

2

2

2

2

3 2233 232

2

2111

1lim
2111

1lim

1

1limlim

limlim

n
n

n
n

n
n

nn
nnn

n

n
nn

n
n

n
n

n
nn

n
nn

n
n

n
n

n
nn

n
nnn

n
n

n
n

nnnnnn

n

nn

nn

nn
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3
2

33
2

3
121111

1lim
121111

1lim

nnnnnn

nn

�
�
�
�

�
�
�
�

%�%�
 . 

Kadangi 0,
n
2lim

n
1lim

n
1lim

n2nn
���

%�%�%�
tai turime 

.

nnn

nn 3
1

111
1

001011
1lim

121111

1lim
33

3
2

3

�
��

�
�
�
�

�
�
�
�

%�%�

Atsakymas: 
3
1

. 

5.  � �1lim 2 �

%�

nnn
n

.

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %
% , tod�l ši� funkcij� dauginame ir daliname 
iš jungtinio daugiklio 12 �� nn :  

 � �  � �
 �

 � .
1

lim
1
1lim

1
11lim1lim

22

22

2

22
2

��



�

��




�

�
��

���

��


%�%�

%�%�

nn
n

nn
nnn

nn
nnnnnnnn

nn

nn

Turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir vardikl� da-

linsime iš n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 

.

nn
n

n
n

n
n

nn
n

nnn 2
1

111

1lim
1

lim
1

lim

2

22

�

��



�

��



�

��



%�%�%�

Atsakymas: .
2
1
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6. 11 32
32lim

��%� �
�

nn

nn

n
. 

Sprendimas

,
n

n

nn
n

n
n

nnn

nn

n

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
��

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
��

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
��

�
�
�

�%��
�

%���%�

1
3
23

1
3
2

lim
1

3
23

1
3
23

lim
32
32lim

11
1

11 �ia išk�l�-

me n3  ir 13 �n , nes 23 & . Kadangi 0
3
2

��
�
�

�
�
�

n

, kai %�n , tai 

 � 3
1

103
10

1
3
23

1
3
2

lim
1

�
��

�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
��

�
�
�

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
�

�%� n

n

n
. 

Atsakymas: 
3
1 . 

7.  �  �
 � 43

23lim 1

1

�


�


�




%� n

nn

n
. 

Sprendimas

 �  �
 �

 �  �  �
 �  � 433

223lim
43

23lim
1

1

1

�
�


�
�


�
�


�
 


%��




%� n

nn

nn

nn

n
. 

Turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir vardikl�

dalinsime iš  �n-3 , nes 23 
&
 : 

 �
 �

 �
 �

 �

 �
 �

 �
 �

 �
 �  �

.

3
14312

1
3
22

lim

3
431

2
1

3
21

lim

3
43

3
3

2
3
2

3
3
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1

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
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�
�

�
�
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�
�

��
�
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n

n

n

n

n
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n

n

n

n

n
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Kadangi 
n

�
�
�

�
�
�


3
2 , 

n

�
�
�

�
�
�


3
1

�0, kai %�n  , tai 

 �
 � � .

3
1

6
2

0312
102

3
14312

1
3
22

lim
n


�



�
�
��

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
��
��

��
�
�

�
�
�


%� n

n

Atsakymas: 
3
1


 . 

8.  �AS
nS(G)

n
n

2

lim �
%�

, kai aritmetin� progresija: ,  ,2 ,6 � o geometrin� progre-

sija:   ,8 ,12 �
 , S(G)  - nykstamosios geometrin�s progresijos suma, 
 �ASn  – n  pirm�j� aritmetin�s progresijos nari� suma. 

Sprendimas

5
36

3
23

12

3
21

12
1

1 �
�

�
�
�
�

�
�
�



�



�
q

bS(G) , 

 �  �  �  �

 � .nnnnnnn

nnn
nda

ASn

2
2

1

28
2

4412
2

1412
2

1462
2

12


�
��


��

�


�

��

�
��

��

���

�

Dabar gautus rezultatus �sirašome � duot�j� rib�: 

 �2

2

2

2

285
36lim

28
5

36

lim
nn

n
nn

n

nn 
�
�

�



�

%�%�
. 

Turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir vardikl�

dalinsime iš 2n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 
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 � 10140

36lim
1040

36
lim

285
36lim

2

2

2

2

2

2

2


�
�

�
�

�
�


�
�

%�%�%�

nn
n

n
n

n
n

nn
n

nnn
. 

Kadangi ,01lim �
%� nn

 tai turime 

.,

n
n

63 
10040

36

10140

36lim 
�

�

�

�

%�

Atsakymas: .6,3 


9.  �
 �AS

nnS(G)

n
n

42 1lim ���
%�

, kai aritmetin� progresija: ,  ,36  ,48 �
  o 

geometrin� progresija: �  3, ,5  . 

Sprendimas

,
2
25

5
35

5

5
31

5
1

1 �



�



�



�
q

bS(G)

 �  �  �  �

 � .4290
2

848496
2

18496
2

184482
2

12

2
2

1

nnnnnnn

nnn
nda

ASn


�
��


��

�


�

��

�
��

��

���

�

Dabar gautus rezultatus �sirašome � duot�j� rib�: 

 �  �
2

42

2

42

84180
125lim

4290

1
2
25

lim
nn

nn
nn

nn

nn 

���

�



���

%�%�
.

Kadangi dar turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir 

vardikl� dalinsime iš 2n  ( n  aukš�iausio laipsnio): 
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 �
184180

11125
lim

84180

125
lim

84180
125lim

4
87

2

2

4
882

2

2

42

�


�
�
�

�
�
�
�

�
���

�
�


�
�
�

�
�
�
�

�
���

�



���
%�%�%�

n
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n
n

n
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n

n
n
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nnn
. 

Kadangi 01lim1lim1lim 87 ���
%�%�%� nnn nnn

, tai 

 � .

n

nn
n 84

25
1840

00125

184180

11125
lim

4
4

87


�
�

���

�
�


�
�
�

�
�
�
�

�
���

%�

Atsakymas: .
84
25




Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite ribas: 

1.  �
 �GSn

AS

n

n

n �%� 2lim , kai ...,2,7:AP , ...,5,15: 
GP .                      

Atsakymas: 
9
2


 . 

3.  �
 �  � 21

11

26
64lim 



�


%� 
�


�

nn

nn

n
.                                             

Atsakymas: 36. 

4. 32

3

24
153lim

nn
nn

n 


�


%�
.                                                

Atsakymas: 
2
3


 . 

5. 2

4

32
4lim

nn
n

n ��



%�
.                                                  

Atsakymas: % . 
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6. 
 �2

2

23
54lim

�
��

%� n
nn

n
.                                                  

Atsakymas: 0. 

7. 
35 5

33 3 1lim
nnn
nn

n 
�

��
%�

.                                                  

Atsakymas: 1. 
  

����3!����4�����&���

������5�/���)��!�����0!����4�����&������%&+��

Funkcijos ribos apibr�žimas yra sud�tingas, tod�l pailiustruosime j�

tokiu pavyzdžiu. Ištirkime, kokios yra funkcijos  �
3
92






�
x
xxf  reikš-

m�s, kai x �gyja reikšmes iš 3�x  aplinkos: 

x 2,9 2,99 2,999 3 3,001 3,01 3,1 
 �xf 5,9 5,99 5,999 neapibr�žta 6,001 6,01 6,1 

Iš lentel�s matyti, kad funkcijos  �xf  reikšm�s mažai skiriasi nuo skai-
�iaus 6 , kai ) *1,3 ;9,2�x . Tokiu atveju sakoma, kad funkcijos  �xf

riba, kai x  art�ja prie 3, yra lygi 6, o užrašoma 6
3
9lim

2

3
�






� x
x

x
 arba 

bendruoju atveju  � Alim
ax

�
�

xf .  

Funkcij� rib� savyb�s.  
Sakykime, kad  �xf  ir  �xg  turi baigtines ribas, kai ax � . Tada 

� cc
cx

�
�

lim , c  – konstanta; 

�  � g(x)f(x)g(x)f(x)
axaxax ���

'�' limlimlim ;  

�  � g(x)f(x)g(x)f(x)
axaxax ���

��� limlimlim ; 
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�  � f(x)cf(x)c
axax ��

��� limlim , c  – konstanta; 

� ,
g(x)

f(x)

g(x)
f(x)

ax

ax

ax
�

�

�
�

lim

lim
lim  jei 0lim �

�
g(x)

ax
. 

Pavyzdžiai 

Raskite funkcijos rib�: 

1.
2
4lim

2

2 




� x
x

x
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 , tod�l skaitikl� ir vardikl� išskaidome daugi-

namaisiais. Suprastin
 turime: 

 � �  � .x
x

xx
x
x

xxx
4222lim

2
2 2lim

2
4lim

22

2

2
�����



�


�





���

Atsakymas: 4. 

2. 
252

82lim 2

2

2 �


�

� xx
xx

x
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 , tod�l surandame skaitiklio ir vardiklio trina-

ri� šaknis ir, juos išskaid
 dauginamaisiais, suprastiname: 

 � �
 �

.
x

x

xx

xx
xx
xx

xxx
2

122
42

12
4lim

2
2
12

4 2lim
252

82lim
222

2

2
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�
�

�


�

�

�

�
�

�
�
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�

�

�

�


�

���

Atsakymas: 2. 
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3. 
123

2lim 2

2

��
�

�%� xx
x

x
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir vardikl� da-

linsime iš 2x  ( x  aukš�iausio laipsnio): 

.

xx

x

xx
x

x
x

xx
x

xx
x

xxx

2

2

222

2

22

2

2

2

123

21
lim

123

2

lim
123

2lim
��

�
�

��

�
�

��
�

%�%��%�
  

Kadangi 01lim2lim2lim 22 ���
�%��%��%� xxx xxx

, tai 

.

xx

x
x 3

1
003

01
123

21
lim

2

2
�

��
�

�
��

�

�%�

Atsakymas: .
3
1

4.  �xxx
x

4lim 2 


�%�

. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %
% , tod�l ši� funkcij� dauginame ir daliname 
iš jungtinio reiškinio xxx 42 
� : 

 �  �  �
 �

.
4

4lim
4

4lim

4
44lim4lim

22
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2
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2
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xxxxxxxxx
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Kadangi dar turime neapibr�žtum�
%
% , tod�l šios trupmenos skaitikl� ir 

vardikl� dalinsime iš x  ( x  aukš�iausio laipsnio): 

.

x
x

x
x

x
xx

x
x

x
x

xxx
x

nxx

2
2
4

011
4

41

4lim
4

4

lim
4
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�
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�
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�

�

� �%��%��%�

Atsakymas: 2. 

5. 
xx

x
x �

� 33
lim

0
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš vardikliui 

jungtinio daugiklio xx �

 33 : 

 �
 � �

 �
 �  �

 �

 �  �

.3 
2
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2

33lim
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33lim
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33lim
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33lim

3333
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x
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Atsakymas: 3
 . 
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6.
xx

x
x ��

�

� 6

8lim
3

2
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš vardikliui 

jungtinio daugiklio xx �
 6 : 

 � �
 � �

 � � .
xx
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xxxx
xxx

xx
x

x
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�
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�

�
�
��

�
�
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��
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�
�

6
68lim

66
6 8lim

6
8lim

2

3

2

3

2

3

2

Dar turime neapibr�žtum�
0
0 , tod�l skaitikl� išskaidome pagal formul


 �  �2233 babababa �
��� , o surad
 vardiklio trinario šaknis, išskai-
dome j� dauginamaisiais: 

 � �  �  � �
 � � .

xx
xxxxx

xx
xxx

xx 3 2
6 42 2lim

6
6 8lim

2

22

3

2 
�
�
�
�
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�
�

�
�

Suprastin
 gauname: 

 � � �
 �  �

 � �
 �3

6 42lim
3 2

6 42 2lim
2

2

2

2 

�
�


�

�

�
�
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� x

xxxx
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xxxxx
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Dabar jau galime apskai�iuoti rib�:  

 �  �
 �
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 �  � .
5
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5
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5
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2624222

3
642lim
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xx xx
x

Atsakymas: 
5
48 . 
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7. 
32 52

2lim
xx

xx
x 
�

�

�

. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš skaitikliui 

jungtinio daugiklio 2�� xx  ir vardikliui – 

 � �
�
��

�
� 
�
�
 3 232 5252 xxxx : 

 � �  �

 �  �  �
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���
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�
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�
�
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�
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�
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�
�
���
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�
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5252 2 2
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3 232
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 � �252

5252 2
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3
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2 ��
�

�
�
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�
� 
�
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�
� xxxx

xxxxxx

x
. 

Turime neapibr�žtum�
0
0 , tod�l surad
 skaitiklio trinario šaknis, išskai-

dome dauginamaisiais, o vardikl� (t. y. xx 523 
� ) „daliname kampu“ 
iš 2
x , nes 2�x , ir išskaidome dauginamaisiais. 
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Daugianariai išsiskaido taip:  � �12252 23 
�
�
� xxxxx  ir 
 � �1222 �
�

 xxxx . �raš
 gaut�sias išraiškas � rib�, turime 

 �  �

 � �
 � �  �

 �  � � .
212 2

5252 1 2
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3 232
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x

Suprastiname ir apskai�iuojame rib�: 
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2

2
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2
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xxxxxx

x
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 �  �
 �  � .

7
9
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123

22144
44412

�
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�
��
�
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�

Atsakymas: .
7
9

8. 
3

2

1 12
2lim

�

�



� xx
xx

x
. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
0
0 . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš skaitikliui 

jungtinio daugiklio 22 �� xx  ir vardikliui – 

 � �
�
��

�
� ����� 3 232 1212 xxxx : 
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Savarankiško darbo užduotys  

Apskai�iuokite šias funkcij� ribas: 

1. 
x
x

x 




� 1
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1
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Atsakymas: .
3
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2. 
xx
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83lim

3

3
.                                                 
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45
38

3. 
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xx
xx

x 

�


�

�
.                                                
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2
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4. 
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10. 
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1
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Atsakymas: 
9
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11. 
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0
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Skai�ius e yra iracionalusis, o jo reikšm� apytiksliai lygi �7182822, . 
Dažnai vartojama rodiklin� funkcija, kurios pagrindas yra e , t. y. 

xey � , taip pat logaritmin� funkcija, kurios pagrindas yra lygus e , t. y. 
xy elog� . Ši funkcija vadinama nat�raliuoju logaritmu ir žymima 

 x.y ln�

Pavyzdžiai 
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11lim1lim . 

II sprendimo b�das 

Kai turime neapibr�žtum� %1 , tai naudojame formul

 �  �  � �  �xgxfxg

ax
axexf

�


�

��
1lim

lim , kai a  gali b�ti baigtinis Ra�  arba begalinis 

%' . 

1. 
x

x x
�
�
�
�

�
�
� �

%�
1lim . 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %1 , nes 11lim ��
�
�

�
�
� �

%� x
�

x
, o  � %�
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x

x
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�
�
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Atsakymas: .�e
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2. 
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x x
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Atlik
 veiksmus, gauname: 

 � �
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�
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32lim321lim

x
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x
-

xx ee . 

Kadangi 02lim �
%� xx

, tai 3
3

x
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�
�
�

�
�
� �
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Atsakymas: 3e . 
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Atsakymas: .3e

4. 
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Savarankiško darbo užduotys  

1. 
2

2
1lim 2

2 x

x x
x

��
�

�
��
�

�


�

%�
.                                                  

Atsakymas: 3e . 

2. 
x

x x
�
�
�

�
�
� �
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21lim .                                                     

Atsakymas: .2e

3. 
x

x x
x

�
�
�

�
�
�

�%� 1
lim .                                                  

Atsakymas: .1
e

1sinlim
0

�
� x

x
x

arba 1
sin

lim
0

�
� x

x
x

.

Be to, yra teisingos šios formul�s, jei vietoje x  paimsime funkcij�  �,xy

t. y. 
 �

 �
 � 1sinlim

0
�

� xy
xy

xy
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 �

 �
 � 1

sin
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0
�

� xy
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Pavyzdžiai 

Raskite funkcijos rib�: 
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5. xctgx
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7* ir 8* sprendžiami panaudojant formules  �  �  � �  �xgxfxg

ax
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1lim
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Kadangi dar turime neapibr�žtum�, tai pasinaudojame trigonometrine 
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Nepamirškime, kad apskai�iavome e  laipsnio rib�, tod�l 
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Atsakymas: 128
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Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %1 , nes  � 1cos lim
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Kad b�t� patogiau, e  laipsnio rib� skai�iuosime atskirai: 

 � 20

11cos lim
x

x
x

�

�

. 

Kadangi dar turime neapibr�žtum�
0
0 , tai pasinaudojame trigonometrine 

formule �� 2sin22cos1 �
  ir riba 1sinlim
0

�
� x

x
x

: 

 �

.1
2

12lim1
2

2

2
sin

2lim

1
2

sin2lim11cos lim

2

2

02

2

2

2

0

2
2

020

x
x

x
x

x

x

x
x

x
x

xx

xx

��
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
���
��

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
��

�
�
�

�
�
�

�
�

���
�
�

�
�
�
��


��

��

Atlik
 veiksmus, gauname:  

2
1

4
2lim1

2
12lim 2

2

02

2

0

�

�

���

�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
���


�� x
x

x
x

xx
. 
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Nepamirškime, kad apskai�iavome e  laipsnio rib�, tod�l 

 �
e

ex x
x

1cos lim 2
11

0
2 ��




�
. 

Atsakymas: 
e

1 . 

Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite šias funkcij� ribas: 

1. 
x

x
x 6

5sinlim
0�

.                                                       

Atsakymas: 
6
5 . 

2. 
x
x

x 6sin
5sinlim

0�
.                                                      

 Atsakymas: 
6
5 .

3. 20 2
3cos1lim

x
x

x



�

.                                                  

Atsakymas: 
4
9 . 

4. 2

2

0 2
3

sin
lim

x

x

x�
.                                                     

Atsakymas: 
18
1 . 

5*.  � xctg

x
x 3

0

2

2coslim
�

.                                                 

Atsakymas: 9
2



e . 
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����"� ���/!�+����&���

Kai nagrin�jama funkcijos  �xf  riba taške a , kintamasis x �gyja 
reikšmes ir iš kair�s, ir iš dešin�s nuo taško a . Jeigu ieškant ribos, kai 

ax � , apsiribojama x reikšm�mis, kurios yra tik � kair
 (arba tik �
dešin
) nuo taško a , tai tokia riba vadinama funkcijos riba iš kair�s 
(dešin�s) ir žymima: 

 �  �  �0limlim
0


��

�
�

afxfxf
axax

, ax � ,

 �  �  �0limlim
0

���
����

afxfxf
axax

, ax & .

Funkcijos ribos iš kair�s ir iš dešin�s vadinamos vienpus�mis ribomis. 
Kai funkcija  �xf taške a turi rib�, tai vienpus�s ribos yra lygios tar-
pusavyje ir lygios funkcijos ribai: 

 �  �  �xfxfxf
axaxax ���
�

�� limlimlim
00

. 

Pavyzdžiai 

1. 
1
13lim

01 





� x
x

x
.

Sprendimas  

%
�



�




�

�






� 0
2

101
113

1
13lim

01 x
x

x
.

Atsakymas: %
 .

2. 
1
13lim

01 




�� x
x

x
.

Sprendimas  

�%�
�

�

�

�

�





�� 0
2

101
113

1
13lim

01 x
x

x
.

Atsakymas: %� .
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3. �
�
�

�
�
� �



�
x

x
x

x
3

1
3lim

01
.

Sprendimas  

%
��



��
�
�

�
�
� �



�
3

0
33

1
3lim

01
x

x
x

x
. 

Atsakymas: %
 .

4. �
�
�

�
�
� �


��
x

x
x

x
3

1
3lim

01
. 

Sprendimas  

�%��
�

��
�
�

�
�
� �


��
3

0
33

1
3lim

01
x

x
x

x
. 

Atsakymas: %� .

5. �
�
�

�
�
� 



� 200

12lim
x
x

x
. 

Sprendimas  

%
�
�



�
�

�

��
�
�

�
�
� 



� 0
1

0
10212lim 200 x

x
x

. 

Atsakymas: %
 .

6. �
�
�

�
�
� 


�� 200

12lim
x
x

x
. 

%
�
�



�
�



�
�

�

��
�
�

�
�
� 


�� 0
1

0
1

0
10212lim 200 x

x
x

. 

Atsakymas: %
 .



Tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s pagrindai134

7.  �121lim 22

  


�

%
�
xx

x
. 

Sprendimas

I b�das 

Turime neapibr�žtum� %
% . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš skaitik-
liui jungtinio daugiklio 121 22 
�� xx ,  

 �  � �
 �

 �
 �  �.121

53lim
121

441lim

121
121121lim121lim

22

2

  22

22

  

22

2222

  

22

  


��

�

�


��

�
�
�

�

��


��

�
�

�

%
�%
�

%
�%
�

xx
x

xx
xx

xx
xxxxxx

xx

xx

Kadangi dar turime neapibr�žtum�, tai iškeliame 2x  prieš skliaustus 
skaitiklyje ir vardiklyje (atkreipiame d�mes� � x  ženkl�, nes %
�x ): 

.
11211

53
lim

11211

53
lim

11211

53
lim

11211

53
lim

22

2

  

22

2
2

22

2
2

22

2
2

�
�
�

�
�
�
�

�


�


�
�
�

�
�
� �
�

�

�
�
�

�
�
�
�

�


�


�
�
�

�
�
� �


�

�

�
�
�

�
�
�
�

�


�


�
�
�

�
�
� �


�

�
�
�

�
�
�
�

�

��

�
�
�

�
�
� �


%
�%
�

%
�%
�

xx

x
x

xx
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x x

 x x

Kadangi 05lim1lim 22 ��
%
�%
� xx  x x

, tai turime 

 �
 �

 �
 � . 1

3
3

21
03

11211

53
lim

22

2

%
��%
�




�%

�




�
�%


�

�
�
�

�
�
�
�

�


�


�
�
�

�
�
� �


%
�

xx

x
x

 x

Atsakymas: %
 . 
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II b�das 

Kadangi %
�x  ir norime iškelti 2x  prieš kvadratin�s šaknies ženkl�, 
turime atkreipti d�mes� � ženkl�. Vienas iš b�d� yra %
  pakeisti � %� , 
tod�l �veskime kintam�j�

tx 
� , xt 
� , kai %
�t , tuomet gauname: 

 �  �  �

 �,121lim

121lim121lim

22

  

22

  

22

  



��

��
�
��

�
� 


�
�

�

%��

%��%
�

tt

ttxx

t

tx

o dabar iškeliame t  prieš kvadratin�s šaknies ženkl�: 

 � �
�
�

�
�
�
�

�


��

�

%
�%�� 22  

22

  

11211lim121lim
t

t
t

ttt
tt

. 

Kadangi 01lim 2  
�

%�� tt
, tai turime 

 � . 
tt

t
  t

%
��
�%
��
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�

��
�

%��
2111211lim 22

Atsakymas: .%


8. 
xx

xx
  x 4216

14lim
2

2

�


��
%
�

. 

Sprendimas  

Turime neapibr�žtum�
%
% . Skaitikl� ir vardikl� dauginame iš skaitikliui 

jungtinio daugiklio xx 
�142  ir vardikliui – xx 4216 2 

 : 
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�
�
�

�
�
�

� 
��
�

�
�
�

� 

�
�

�
�
�

� �


�
�

�
�
�

� 

�
�

�
�
�

� 
��
�

�
�
�

� ��
�

�
�


��

%
�

%
�

xxxxxx

xxxxxx

xx

xx

  x

  x

1442164216

42161414
lim

4216

14lim

222

222

2

2

.
142

421614
lim

1416216

421614
lim

2

2

22

222

2

�
�

�
�
�

� 
��


�
�

�
�
�

� 

�
�

�
�
�

�
�
�

� 
��
�
��

�
� 



�
�

�
�
�

� 

�
�
��

�
� 
�

%
�

%
�
�

xx

xx

xxxx

xxxx

  x

  x

Kadangi dar turime neapibr�žtum�, tai iškeliame x  prieš skliaustus 
skaitiklyje ir vardiklyje (atkreipiame d�mes� � x  ženkl�, nes %
�x ): 

 �

 �
.

1

44

4

1

42
2

2

2

  

2

2

2

2

2

2

2

1412

21614

lim
1412

21614

lim

1412

21614

lim
14

2

1614

lim

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�


�
�
�

�
�
�
�

�


�

�
�
�

�
�
�
�

�
��


�
�
�

�
�
�
�

�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
��


�
�
�

�
�
�
�

�

�

��
�

�

�

��
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�


��
�

�

�

��
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�

�

�
�


�



�


�






�


�





%
�%
�

%
�%
�

x
x

x
x

x

x

x

x
x

x  x

  x  x

xx

xx

xx

xx

x
x

x

x
x

Kadangi 014lim2lim 22 ��
%
�%
� xx   x  x

, tai turime 
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 �
 �

 � 2847
2
87

112
4414

1

4

1412

21614
lim

2

2


��
��
�
��

���

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
��


�
�
�

�
�
�
�

�

�

%
�

x

x
  x

. 

Atsakymas: 28
 . 

9. 
3 3

2

2
3lim

xx
xx

x 


�
�%�

. 

Sprendimas

Turime neapibr�žtum�
%
% . Iškeliame x  prieš skliaustus skaitiklyje ir 

vardiklyje: 

.

x
x

x
x

x
x

x
x

xx
xx

xxx
3

2

2

3
2

3

2
2

3 3

2

21

31
lim

21

31
lim

2
3lim




�
�

�
�
�

�
�
� 


�
�
�

�
�
� �

�



�
�%��%��%�

Kadangi �%�x , tai xx � . 

Vadinasi, 
3

2

2

3
2

2

3
2

2

21

31
lim

21

31
lim

21

31
lim

x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxx




�
�


�

��
�


�

��

�%��%��%�
. 

Kadangi 03lim2lim 22 ��
�%��%� xx xx

, tai turime 1
1
1

21

31
lim

3
2

2

��



�

�%�

x

x
x

. 

Atsakymas: 1. 
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Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite šias funkcij� ribas: 

1. 
1
2lim

01 





� x
x

x
.                                                     

Atsakymas: %� .

2. 
1

3lim
01 

� x

x
x

.                                                    

 Atsakymas: %
 .

3.
xx

xx
x 4216

14lim
2

2

�


��
�%�

.                                               

Atsakymas: 
4
1 . 

4.  �16lim 2 
��
�%�

xxx
x

 .                                            

Atsakymas: .%�

5.
3 3

2

  2
3lim

xx
xx

x 


�
%
�

.                                                    

Atsakymas: – 1. 

6.  �3 23 23
4

11lim 

�
�%�

xxx
x

 .                                         

Atsakymas: 
3
2 .
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���3!����4����.������+�
�
����3!����4����.������+���/�&�+1�����

Funkcijos  �xfy � išvestine taške 0x  vadinama tos funkcijos po-
ky�io ir j� atitinkan�io argumento poky�io santykio riba, kai argumento 
pokytis art�ja prie nulio:

 �  �  �
�x

xf�xxf
�x
�yxfy

�x�x

00

000 limlim 
�
��1�1

��
.

Jeigu funkcija  �xf turi išvestin
 visuose kurio nors intervalo taškuose, 
tai sakoma, kad ji diferencijuojama tame intervale. Išvestin�s radimo 
veiksmas vadinamas diferencijavimu.  
Pagrindin�s diferencijavimo taisykl�s ir sud�tini� funkcij� išvesti-
n�s: 

 � vuvu 1'1�1'  .1 ,   � ,
ln
1log  .10 u

au
ua 1��1

 � uvvuvu �1��1�1�  .2 ,  � ,cossin  .11 uuu 1��1

 � �  �xfcxfc 1��1�  .3 ,  � uu u.  1�
�1 sincos12 , 

2  .4
v

uvvu
v
u �1
�1

�
1
�
�
�

�
�
� ,  � u

u
utg 1��1 2cos

1  .13 , 

0  .5 �1c ,  � u
u

uctg.  1�
�1 2sin
114 , 

 � uunu nn 1���
1 
1  .6 ,  � u

u
u.  1�



�1

21
1arcsin15 , 

 � uee uu 1��
1  .7 ,  � u

u
 u.  1�




�1

21
1arccos16 , 

 � uaaa uu 1��
1 ln  .8 ,  � u

u
arctg u.  1�

�
�1 21

117 , 

 � u
u

u 1��1
1ln  .9 ,  � u

u
arcctg u.  1�

�

�1 21

118 . 
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Pavyzdžiai 

Raskite duot�j� funkcij� išvestines: 

1.  �421 xy 
� .  

Sprendimas

Kadangi negalime iš karto pasinaudoti pagrindini� išvestini� lentele, nes 
funkcija yra sud�tin�, tuomet ieškome išvestin�s remdamiesi formule 

(6), t. y.  � uuu 1��
1 
144 4 : 

 � �  �  �1

�
1


�1 23242 1141 xxxy , 

o  �1
 21 x  ieškome remdamiesi formule  � vuvu 1'1�1' . Tada gauname 

 �  �  �  � �
�
�

�
�
� 1


1
�
1



 232232 114114 xxxx . 

Dabar jau galime pasinaudoti išvestini� lentele ir apskai�iuoti 2x  ir 1 
išvestines: 

 �  �  �  �xxxx 2014114 32232 

��
�
�

�
�
� 1


1
 . 

Atlik
 veiksmus, tur�sime 

 �  �  �  �  �323232 182142014 xxxxxx 

�

�

 . 

Atsakymas:  �3218 xxy 

�1 . 

2. 246 xxy 
�� .  

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule (6), t. y. uuu 1��
1

��
�

�
��
�

� 
1
2
1

2
1

2
1 : 
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 �  �  �  � �
1


�
��
1
�
�
�

�
�
� 
��

1

��1


 21
2
1

22
1

22 4646
2
14646 xxxxxxxxy

 �  �1
�
�

 22

1
2 461

2
1 xxx , 

o  �1
� 246 xx  ieškome remdamiesi formule  � vuvu 1'1�1' . Tada 
gauname 

 �  �  �  �  � �
�
�

�
�
� 1


1�1
��
1


�
�


 22

1
222

1
2 4646

2
14646

2
1 xxxxxxxx . 

Pasinaudoj
 išvestini� lentele, galime apskai�iuoti išvestines funkcij�
2x , x4  ir 6: 

 �  �  �  �  �xxxxxxx 24046
2
14646

2
1

2
1

222
1

2 
�
���
�
�

�
�
� 1


1�1
�


 . 

Atlik
 elementarius pertvarkymus, tur�sime 

 �  �  �  �

.
46

2

462

24

2446
2
124046

2
1

22

2
1

22
1

2

xx
x

xx
x

xxxxxx


�




�


�




�

�

��
�
�




Atsakymas: .
46

2
2xx

xy

�




�1

3. xexy 3� . 

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule (2), t. y.  � uvvuvu �1��1�1� : 

 �  �  � 333 xeexexy xxx 1
�

1
�

1
�1 . 

Pasinaudoj
 išvestini� lentele, galime apskai�iuoti išvestines funkcij�
3x  ir xe : 

 �  �  �xxexeexxeex xxxxx ����
1

�
1 33 23233 . 

Atsakymas:  �xxey x ��1 32 . 
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4.  �xy cosln� .  

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule (9), t. y.  � u
u

u 1��1
1ln . Tuomet 

tur�sime 

 � �  �1�1�1 x
x

xy cos
cos

1cosln . 

Pasinaudoj
 išvestini� lentele, galime apskai�iuoti išvestin
 funkcijos 
xcos : 

 �
x
xx

x
x

x cos
sinsin

cos
1cos

cos
1


�
�1 . 

Pastebime, kad tgx
x
x
�

cos
sin . Vadinasi,  

tgxy 
�1 . 
Atsakymas: tgxy 
�1 . 

5. �
�
�

�
�
�



�

14
4log4 x

xy .

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule (10), t. y.  �
au

uua ln
log

1
�1 . 

Tuomet tur�sime 

4ln
14

4
14

4

14
4log4




1
�
�
�

�
�
�


�
1

��
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
�



�1

x
x
x

x

x
xy .

Skaitiklio išvestin�s ieškosime naudodami dalmens formul


2v
uvvu

v
u �1
�1

�
1
�
�
�

�
�
� : 
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 �  �  �  �
 �

 �  �
 �

4ln
14

4
14

44144

4ln
14

4
14

414144

4ln
14

4
14

4
22










�







1


1

�




1
�
�
�

�
�
�




x
x
x

xx

x
x
x

xxxx

x
x
x

x

. 

Atlik
 veiksmus, gauname 

 �  �
 �  �  �

 �

 �  �  � .
4ln41

1
4ln14

1
4ln144

4

4ln4
14

14
4

4ln
14

4
14

4

4ln
14

4
14

16416

4ln
14

4
14

44144

2

222

xxxxxx

x
x

x
x

x
x

x
x
x

xx

x
x
x

xx



�






�





�

�



�





�









�










�










Atsakymas:  � 4ln41
1
xx

y



�1 . 

6. 43 49 xxy 
� . 

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule  � vuvu 1'1�1' . Tada gauname 

 �  �  �1

1

�
1


�1 4343 4949 xxxxy . 

Dabar pritaikome (3) formul
  � �  �xfcxfc 1��1� :

 �  �  �  �1

1

�
1



1 4343 4949 xxxx . 

3 x  ir 4 x  ieškome remdamiesi formule  � 1
�
1 �� �xx  ir atlik
 veiks-

mus, turime: 
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 �  �

.13133

4
14

3
194949

4 33 2
4
3

3
2

4
3

3
2

1
4
1

1
3
1

4
1

3
1

43

xxxx
xx

xxxxxx


�
�
�

��
��
1

��
�

�
��
�

�



1

��
�

�
��
�

�
�

1



1









  

Atsakymas: 
4 33 2

13
xx

y 
�1 .

7.  �3 212 �� xy .  

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule (6), t. y. uuu 1��
1

��
�

�
��
�

� 
1
3
2

3
2

3
2 : 

 �  �  �  �

 �  � ,1212
3
2

1212
3
21212

3
1

1
3
2

3
2

3 2

1���

�1���
1
�
�
�

�
�
� ��

1
�
�
��

�
� ��1







xx

xxxxy

o  �1�12x  ieškome remdamiesi formule  � vuvu 1'1�1' . Tada gauna-
me 

 �  �  �  �  � �
�
��

�
� 1�1��1�� 

 1212

3
21212

3
2

3
1

3
1

xxxx . 

Pasinaudoj
 išvestini� lentele, galime apskai�iuoti išvestines funkcij�
x2  ir 1: 

 �  �  �  �  �0212
3
21212

3
2

3
1

3
1

����
�
��

�
� 1�1� 

 xxxx . 

Atlik
 veiksmus, tur�sime 

 �  �  �  �
3

3
1

3
1

123
4212

3
20212

3
2

�
����� 



x
xx . 

Atsakymas: .
123

4
3 �

�1
x

y
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8 .  �32sin3 2 
� xy . 

Sprendimas

Ieškome išvestin�s remdamiesi formule  � uuu 1��1 cossin : 

 � �  � �  � �1

�
1


�
1


�1 3232cos332sin332sin3 2222 xxxxy , 

o  �1
 32 2x  ieškome remdamiesi formule  � vuvu 1'1�1' . Tada gau-
name 

 � �  �  � �
�
�

�
�
� 1


1

�

1


 3232cos33232cos3 2222 xxxx . 

Pasinaudoj
 išvestini� lentele, galime apskai�iuoti išvestines funkcij�
22x  ir 3: 

 �  �  � �02232cos33232cos3 222 
�
��
�
�

�
�
� 1


1

 xxxx . 

Atlik
 veiksmus, tur�sime 
 � �  �  �32cos12432cos302232cos3 222 
�
�
�
 xxxxxx . 

Atsakymas:  �.32cos12 2 
�1 xxy

9.  �
2
132 32 

� xxxf . 

Sprendimas

 �  �  �

 �  � .943322032

2
132

2
132

2232

3232

xxxxxx

xxxxxf


��
��

1



1

�

�
1
�
�
�

�
�
�


1



1
�

1
�
�
�

�
�
� 

�1

  

Atsakymas:  � 294 xxxf 
�1 .

10.  �
54

13
2 

�

�
x
xxf . 
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Sprendimas

 �  �  �  �  �
 �

 �  �
 �

�



��

�
�

�



�
1




1�
�

1
�
�
�

�
�
�



�

�1

22

2

22

22

2

54
138543

54
13545413

54
13

x
xxx

x
xxxx

x
xxf

 �  �  � .
54

15812
54

15812
54

8241512
22

2

22

2

22

22




��

�








�








�

x
xx

x
xx

x
xxx

Atsakymas:  �  � .
54

15812
22

2




��

�1

x
xxxf

11.  �1sinln)( 223 �� xxf .                       

Sprendimas

 � �  �  � �
 �

 �  � �
 �

 �  � �
 �  �

 �  �
 �  �

 �
 �  �

 �
 �  �
 �

 �  �.11sinln12
1sin

1cos1sinln12
1sin

1cos)1sin(1sinln12
1sin

21cos)1sin(1sinln6

1
1sin

1cos)1sin(1sinln6

1sin
1sin

)1sin(21sinln3

1sin
1sin

1sinln3
1sinln1sinln31sinln)(

2222

2

2222

22

22222

22

22222

2
22

22222

2
22

2222

22
22

222

22222223

���

�
�

��
�

�
�

���
�

�
�

���
�

�
1

�
�

���
�

�
1

�
�

��
�

�
1

�
�

�
�

�
1

����
1

��1

xctgxx
x

xxx
x

xxxx
x

xxxx

x
x

xxx

x
x

xx

x
x

x
xxxxf

Atsakymas:  �  �11sinln12)( 2222 ���1 xctgxxxf . 
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12. 3 2cos1)( xxf �� .

Sprendimas

 �  �  �  � �
1

���
1
�
�
�

�
�
� ��

1
��1 
 xxxxxf 21

3
1

23
1

23 2 cos1cos1
3
1cos1cos1)(

 �  �  �  �

 �  �
.

cos13

2sin

cos13

sincos2

sincos2cos1
3
1coscos2cos1

3
1

3 223 22

3
2

23
2

2

x

x

x

xx

xxxxxx

�



�

�



�

�
��1��




Atsakymas:  �
 �3 22cos13

2sin

x

xxf
�



�1 . 

13.  � 1)( �� xctgxxf .

Sprendimas

Kai  �  �xvxuxf �)( , �ia  �xu  ir  �xv  yra diferencijuojamos funkcijos, tai 
 �xf 1  randama logaritmuojant. 

Logaritmuojame abi šio reiškinio puses: 

 � 1ln)(ln �� xctgxxf .
Tuomet dešin�je gautojo reiškinio pus�je nukeliame laipsnio rodikl�
prieš logaritmo ženkl�

 �  �ctgxxxf ln1)(ln �� .
Dabar ieškome gautojo reiškinio išvestin�s 

 �  �  � �1��1 ctgxxxf ln1)(ln . 

Pasinaudodami formul�mis   � uvvuvu �1��1�1� ir 

 � �  �  �xf
xf

xf 1��1
1ln , gauname 

 �  �  � � ,ln1)(ln 1��1 ctgxxxf
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 �  �  �  �  �1)ln()ln(11
�1�1��1� xctgxctgxxxf

xf
. 

Surandame 1�x  ir )ln(ctgx  išvestines: 

 �  �  �  �11)ln(1
�1��1� xctgx

ctgx
ctgxxf

xf
, 

 �  �  �1
sin

11)ln(1
2 ��

�
�

�
�
�
��1� x

xctgx
ctgxxf

xf
. 

Atliekame veiksmus 

 �  �
xctgx

xctgxxf
xf 2sin

1)ln(1 �

�1� , 

 �  �
x

x
x
xctgxxf

xf 2sin
sin
cos

1)ln(1 �

�1� , 

 �  �
xx

xctgxxf
xf cossin

1)ln(1 �

�1� , 

 �  �  �
xx

xctgxxf
xf cossin2

12)ln(1 �

�1� , 

 �  �  �
x

xctgxxf
xf 2sin

12)ln(1 �

�1� . 

Kadangi mums reikia rasti  �xf 1 , o kair�je šio reiškinio pus�je turime 

 �  �xf
xf

1�
1 , tod�l padauginame abi šio reškinio puses iš  �xf : 

 �  �  �
�
�
�

�
�
� �


�1
x

xctgxxfxf
2sin

12)ln( . 

Dešin�je pus�je vietoje  �xf �raš
 duot�j� funkcij�, t. y. 
 � 1)( �� xctgxxf , turime 

 �  �  �
�
�
�

�
�
� �


�1 �

x
xctgxctgxxf x

2sin
12)ln(1 . 

Atsakymas:  �  �  �
�
�
�

�
�
� �


�1 �

x
xctgxctgxxf x

2sin
12)ln(1 . 
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Jeigu y1 yra funkcijos  �xfy �  išvestin�, tai  �11y  vadinama funkcijos 
 �xfy � antr�ja išvestine arba antros eil�s išvestine. Antroji išvestin�

žymima y 11  arba  �xf 11 . Antrosios išvestin�s išvestin� vadinama tre�i�-

ja išvestine, t. y.  �111�111 yy  ir t. t. 

Pavyzdžiui, rasime reiškinio xxy 24 2 ��  tre�i�j� išvestin
: 

 � 2824 2 ��
1

��1 xxxy , 

 �  � 828 �1��11�11 xyy , 

 �  � 08 �1�111�111 yy . 

Savarankiško darbo užduotys  

Raskite funkcijos išvestin
: 

1. xy �sin� .                                             
 Atsakymas: xy �� cos��1 .

2. xy �cos� .                                             
Atsakymas: xy �� sin�
�1 . 

3. xy �3cos� .                                    
 Atsakymas: .sincos3 2 xxy ��� ��
�1

4. xxf 4cos)( � .                                          
Atsakymas: xxsincos4 3
 . 

5. arctgxy 2� .                                             

Atsakymas: 21
2ln2

x
y

arctgx

�
�1 . 

6. 436)( 5 25 �
� xxxf .                              

Atsakymas: 
5 3

4

5
630)(
x

xxf 
�1 . 
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7. �
�
�

�
�
�

�
� 232

1)(
x

xf .                                            

Atsakymas.  �2232
6
x
x

�


 . 

8. arctgxxxf 3)( � .                              

 Atsakymas: .
1

3)( 2

3
2

x
xarctgxxxf
�

��1

9. 
1ln
12)(

2

�
�


�
xx
xxxf .                       

Atsakymas:  � �
 �

.
1ln

3lnln1)( 2�
�
�


�1
xx

xxxxxxf

10. xxf sinln)( � .                                                
 Atsakymas: .ctgx

11. 3 21)( xctgxf �� .                             

Atsakymas: 
 �3 223 22 11sin3

2

xx

x

��

 . 

12. 22 1sin)( xarctgxf �� .                      

Atsakymas: 
 �

.
12

12sin)(
22

2

xx
xarctgxxf

��

�
�1

13.
2sin

1

2 xx
tg

ey �� .                     

Atsakymas: 
2sin2

1

22
cos221cos

2ln xx
tg

exx

x
x

y 
�
�1 . 

14. xxxf �)( .                                          
Atsakymas:  �  �1ln ��1 xxxf x .  

15.  � 1)( �� xtgxxf .                           

Atsakymas:  �  �  �
�
�
�

�
�
� �

��1 �

x
xtgxtgxxf x

2sin
12)ln(1 .  
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16*. .13xlog234 2
2etgsincosy ��                                             

Atsakymas:
.

13xecos2ln13x2
ee  tge tgcosetgsin etgsinsin etgsin44xcos1

213xlog22

13xlog13xlog13xlog213xlog2213xlog2313xlog233

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

�����

�1

�

������

y

17. Rasti funkcijos  � xxxf ln3�  ketvirt�j� išvestin
.                       

Atsakymas: .6
x

����(�0�������*���/�&�+1��������/�$������+���
���%&+��

Funkcijos  �xfy � diferencialu2 dy vadinama sandauga 
 � xxf ��1 ,    t. y. 

 � xxfdy ��1� . 

Diferencialo formul�je vietoje x� galima rašyti dx , nes pagal apibr�ži-
m� funkcijos xy �  diferencialas xxxxdx ������1� 1 . Taigi, 

 �dxxfdy 1� . 

Pagrindin�s diferencialo savyb�s: 
1)  � �  � �xfdAxfAd ��� , t. y. konstant� galima iškelti prieš diferen-
cialo ženkl�; �ia RA�  – konstanta,  �xf  – diferencijuojama funkcija. 
2)  � �  � �xfdCxfd �' , t. y. po diferencialo ženklu galima prid�-
ti\atimti bet koki� konstant�; �ia RC�  – konstanta,  �xf  – diferenci-
juojama funkcija. 
3) Iš 1) ir 2) savybi� išplaukia, kad teisinga yra tokia lygyb�: 

 � �  � �xfdACxfAd ��'� . 

                                                
2 Išsamiau apie diferencialo s�vok� žr.: 
Fichtengolcas, G. Matematin�s analiz�s pagrindai. 1 tomas. Vilnius: Mintis, 1965, 

p. 153–167. 
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Funkcijos diferencialas dažnai taikomas matematikoje skai�iuojant 
funkcij� reikšmes, taip pat vertinant paklaid� didum�. Tai daroma re-
miantis tuo, kad funkcijos pokytis yra apytiksliai lygus funkcijos di-
ferencialui, kai argumento pokytis mažas, t. y dy.�y 2   

Funkcijos  �xfy �  diferencialo diferencialas vadinamas antruoju 
diferencialu (arba antrosios eil�s diferencialu) ir žymimas yd 2  arba 

 �xfd 2 . Taigi,  �dydyd �2 . Analogiškai  �yddyd 23 �  ir t. t. Rasime 
antros eil�s diferencial�:  

 �  � �  � �  � �  � 22 dxxfdxdxxfdxxfddxxfddydyd 11�11�1�1�� . 
Taigi,

 � 22 dxxfyd 11� .

Pavyzdys 
Raskite funkcijos xy 2cos�  diferencial�. 
Sprendimas

 �  � dxxdxxxdxxdxxfdy  2sinsincos2cos2 
�
�
1

�1� . 
Atsakymas: . 2sin dxxdy 
�

Savarankiško darbo užduotys  

Raskite funkcij� diferencialus: 

1.  �1ln 2 �� xy .                                        

Atsakymas: dx
x

xdy
1

2
2 �

� . 

2. xy x 72 3 �� 
 . 
Atsakymas:  �dxdy x 722ln3 3 ��
� 
 . 

3.  �xy 3cos3� . 
Atsakymas:  �  � �dxxxdy 3sin3cos9 2
� . 
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"�����/���*�������%�*+�
�
1. Neapibr�žtumas 

0
0 . Jeigu  �  � 0limlim ��

��
xgxf

axax
, tai 

 �
 �

 �
 �xg
xf

xg
xf

ax

taisykl�
Liopitalio

ax 1
1

�� � limlim , 

kai riba  �
 �xg
xf

ax 1
1

�
lim  egzistuoja. ia a  gali b�ti tiek baigtinis ( Ra� ), tiek 

begalinis ( %' ). 

2. Neapibr�žtumas 
%
% . Jeigu  �  � %��

��
xgxf

axax
limlim , tai  

 �
 �

 �
 �xg
xf

xg
xf

ax

taisykl�
Liopitalio

ax 1
1

�� � limlim , 

kai riba  �
 �xg
xf

ax 1
1

�
lim  egzistuoja. ia a  gali b�ti tiek baigtinis ( Ra� ), tiek 

begalinis ( %' ). 
3. Neapibr�žtumas %�0 . Kai turime neapibr�žtum� %�0 , tai j� pertvar-

kome � neapibr�žtum�
0
0 arba 

%
% , t.y. jei  � ,0lim �

�
xf

ax
o 

 � ,lim %�
�

xg
ax

tai  

 �  � �  �

 �

 �

 �xf

xg

xg

xfxgxf
axaxax 1lim1limlim

���
��� . 

Po pertvarkym� turime neapibr�žtumus 
0
0 arba 

%
% , tod�l dabar jau ga-

lime taikyti Liopitalio taisykl
 kaip 1-ame ir 2-ame punktuose. 
4. Neapibr�žtumas %
% . Š� neapibr�žtum� galime suvesti � neapibr�ž-

tumus 
0
0 arba 

%
% . Jei  � ,lim �%�

�
xf

ax
 � ,lim �%�

�
xg

ax
tai 
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 �  � �
 �  �

 �  �

 �  �xgxf

xfxg

xgxf

xgxf
axaxax 11

11

lim1
1

1
1limlim

�



�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�


�

���

. 

Dažnai neapibr�žtum� %
% galime suvesti � neapibr�žtumus 
0
0 arba 

%
%  tiesiog subendravardiklindami, jei bent viena iš funkcij�  �xf  ar 

 �xg  yra trupmena. 

Po pertvarkym� turime neapibr�žtumus 
0
0 arba 

%
% , tod�l jau galime 

taikyti Liopitalio taisykl
 kaip 1-ame ir 2-ame punktuose. 
5. Neapibr�žtumai %% 1,,0 00 . Šie neapibr�žtumai yra pakei�iami neapi-
br�žtumu %�0  išlogaritmavus nagrin�jam� reiškin� arba pritaikius for-
mules:  
1)  �  �  �  �xfxgxg

ax
axexf

lnlim
lim

�

�

�� , jei turime neapibr�žtumus 00 ,0 % , 

2)  �  �  �  � �1lim
lim


�

�

��
xfxgxg

ax
axexf , jei turime neapibr�žtum� %1 . 

1 pastaba.  �
 �xg
xf

ax 1
1

�
lim  gali neegzistuoti, nors funkcij� f ir g  santykio 

riba  �
 �xg
xf

ax�
lim  ir egzistuoja. 

2 pastaba. Jeigu  �xf 1  ir  �xg1  tenkina tas pa�ias s�lygas, kaip ir funk-
cijos  �xf  ir  �xg , tai Liopitalio taisykl
 galima taikyti dar kart�. Tuo-

met:  �
 �

 �
 �

 �
 �xg
xf

xg
xf

xg
xf

axaxax 11
11

�
1
1

�
���

limlimlim . Dažnai Liopitalio taisykl
 reikia 

taikyti kelet� kart�. 
3 pastaba. Jei nepasakyta kitaip, tai teorijoje ir pavyzdžiuose, kai rašo-
ma % , tai tokiu atveju begalyb�s ženklas esm�s nekei�ia, galima laikyti, 
kad '%�% . 
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Pavyzdžiai 

Remdamiesi Liopitalio taisykle, raskite šias ribas:

1. 
tgx

xx

x

73lim
0



�

.

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� .
0
0  Taikome Liopitalio taisykl
: 

 �
 �

 ��
��

�



�1

1



�



�

���

7ln73ln3coslim
cos

1
7ln73ln3lim73lim73lim

2

0

2

000

xx

x

xx

x

xx

x

taisykl�
Liopitalio

xx

x

x
x

tgxtgx

 � �
7
3ln7ln3ln7ln73ln31 002 �
�
�� .

Atsakymas: 
7
3ln . 

2. 
1

2lim 3






�%�

x
x

e

arctgx3 .

Sprendimas  

Turime neapibr�žtum� .
0
0  Taikome Liopitalio taisykl
: 

 �
�

�
�
�

�
�
�


�



�1

��
�

�
��
�

�



1

�






�%��%��%�

2

3

2

3
3 3

1
2

lim

1

2lim
1

2lim

x
e

x

e

arctgx

e

arctgx

x
x

x

x

taisykl�
Liopitalio

x
x

33

 �
,

3
2

113

2lim
13

2lim 3

2

3
2

2

�

�
�
�

�
�
� �

�
�

�
�%��%�

x
x

x
x

e
x

ex

x  nes �ia 1lim 0
3

��
�%�

ee x
x

. 

Atsakymas: .
3
2
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3. xx

x
2

lim
2

�%�
.

Sprendimas 

Kadangi �%�
�%�

x

x
2lim , tai turime neapibr�žtum�

%
% . Tod�l iš karto tai-

kome Liopitalio taisykl
: 

 �
 � 2ln2

2lim
2

lim
2

lim
22

xxxx

taisykl�
Liopitalio

xx

xxx
�%��%��%�

�1

1
� . 

Pritaikius Liopitalio taisykl
, dar turime neapibr�žtum�
%
% . Tod�l dar 

kart� taikome Liopitalio taisykl
 : 

 �
 �

.02
2ln22ln

2lim
2ln2

2lim
2ln2

2lim
xxx

�
%�

�
�

�1

1
�

�%��%��%� x
x

taisykl�
Liopitalio

x

xx

Atsakymas: 0. 

4. 
x

xx
x

lnlim �
�%�

.

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� .
%
%  Tod�l iš karto taikome Liopitalio taisykl
: 

 � .1
1

11
limlnlimlnlim �

�
�

1

1�
�

�
�%��%��%�

x
x

xx
x

xx
xx

taisykl�
Liopitalio

x

Atsakymas: 1.  

5.  xx
x

lnlim 2

0�
.

Sprendimas

Turime neapibr�žtum� %�0 . Reiškin� pertvarkome taip, kad gautume 

neapibr�žtum�
%
%  (žr. 3 punkt�) ir tada taikome Liopitalio taisykl
: 
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 �  �
 �

�



�1

1
�1

�
�
�

�
�
�

1
�� 
�
���� 3020

2

0

2

0

2

0 2

1

limln lim
1

ln lim1
ln limln lim

x
x

x

x

x

x

x

xxx
xxx

taisykl�
Liopitalio

xx

0
2

lim2

1

lim
2

0

3

0
���

�

�
��
�

�

�



�

��

x

x

x
xx

Atsakymas: 0. 

6. �
�
�

�
�
� 



� xx
x

x ln
1

1
lim

1
. 

Kadangi �%��

� 0

1
1

lim
1 x

x
x

, �%��
� 0

3
ln
3lim

1 xx
, tai turime neapibr�žtu-

m� %
% . Tokiu atveju iš karto Liopatalio taisykl�s taikyti negalime. 

Reiškin� pertvarkome taip, kad gautume neapibr�žtum�
0
0  (žr. 4 punkt�) 

ir tada taikome Liopitalio taisykl
: 

 �
 �

 �
 �
 � �

 �
 �  � �  �

taisykl�
Liopitalio

x

xx

x

taisykl�
Liopitalio

x

xx

x
x

x

x
xx

x
xx

xxxx

xxxxx

xx

xxx
xx

xxx

xx
xxx

xx
x

�
�
�

�
�
��

��

�
�
�
�

�
�
��

��

�

�

�

�
�
�


��
�1
�1


1
1�1
�

�1


1�

�



�


�

�






��

�
�

�
�
� 





0
01

11

1
0
01

11

11ln

lnlim

11ln

11ln
lim

ln1ln1

lnlnlim

ln1

1lnlim
ln1

1lnlim

ln1
1lnlim

ln
1

1
lim
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 �
2
1

11
1

11

1

lim
11ln

lnlim
2

11
0
0

�
�

�
�

�1
�
�
�

�
�
� 
�

1
�

��
�
�
�

�
�
�

xx

x

x
x

x
xx

taisykl�
Liopitalio

. 

Atsakymas: 
2
1 . 

7. 
x

x x
x cos1

1

0

sinlim



�
�
�
�

�
�
� . 

Sprendimas

Kadangi 1sinlim
0

�
� x

x
x

, o %�

� xx cos1

1lim
0

, tai turime neapibr�žtum� %1 . 

Tod�l taikysime formul
  �  �  �  � �1lim
lim


�

�

��
xfxgxg

ax
axexf .  

Nagrin�jamu atveju  �
x

xxf sin
� ,  �

x
xg

cos1
1



� . Taigi, turime 

�
�
�

�
�
� 
�






�

���
�
�

�
�
� 1sin

cos1
1limcos1

1

0

0sinlim x
x

x
x

x

xe
x

x .

Kad b�t� patogiau, atskirai skai�iuosime e laipsnio rib�: 

 �
 �

 �
�1�


1

�

�




�

�
�




��

�
�

�
�
� 
�




�
�
�
�

�
�
��

��

xxx

xx
xxx

xx

xx
xx

x
x

x

x

taisykl�
Liopitalio

x

xx

cos

sinlim
cos

sinlim

cos1
sinlim1sin

cos1
1lim

0
0
00

00

 �
 �

taisykl�
Liopitalio

x

x

taisykl�
Liopitalio

x

xxxx
x

xxx

x
xxx

x

�
�
�

�
�
��

�
�
�
�

�
�
��

�
��



�

�1�


1

�

�




�

0
00

0
0
00

cossinsin
sinlim

sincos1

1coslim
sincos1

1coslim
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 �
 �

.
3
1

00111
1

sincoscoscos
coslim

cossinsin

sinlim

0

0
0
0


�
�
��



�


��



�

�1��

1

�

�

�
�
�
�

�
�
�

xxxxx
x

xxxx

x

x

x

taisykl�
Liopitalio

Nepamirškime, kad apskai�iavome laipsnio rib�, tod�l galutinis atsaky-
mas yra 

3
3
11sin

cos1
1limcos1

1

0

1sinlim 0

e
ee

x
x x

x
x

x

x

x ����
�
�

�
�
� 
�

�
�

�
�
� 
�






�

� .

Atsakymas: 
3

1
e

. 

8.  � x

x
ctgx sin

0
lim
�

. 

Sprendimas

Kadangi %���
�� 0

1
sin
coslimlim

00 x
xctgx

xx
, o 0sinlim

0
�

�
x

x
, tai turime neapi-

br�žtum� 0% . Tod�l taikysime formul
  �  �  �  �xfxgxg

ax
axexf

lnlim
lim

�

�

�� .  

Nagrin�jamu atveju,  � ctgxxf � ,  � xxg sin� . Taigi, turime 

 � ctgxxx

x
xectgx

lnsinlimsin

0
0lim ��

�
.

Kad b�t� patogiau, atskirai skai�iuosime e laipsnio rib�: 
ctgxx

x
lnsinlim

0�
. Kadangi %�

�
ctgx

x
lnlim

0
, o 0sinlim

0
�

�
x

x
, tai turime 

neapibr�žtum� %�0 . Tod�l iš karto Liopitalio taisykl�s taikyti negali-

me. Reiškin� pertvarkome taip, kad gautume neapibr�žtum�
%
%  (žr. 3 

punkt�) ir tada taikome Liopitalio taisykl
: 
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 �

 �

 �

 �  �
�




�

�1�


�
�
�

�
�
�
�

�1

1�
�

�1
�
�
�

�
�
�

1
��

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
%
%�%��

x
x

xctgx

xx

xctgx

x

ctgx
ctgx

x

ctgx

x

ctgxctgxx

xxx

x

taisykl�
Liopitalio

xx

2

2

02

2

010

0000

sin
cos

sin
11

lim
sinsin

sin
11

lim
sin

1

lim

sin
1

lnlim

sin
1

lnlimlnsinlim

.0
1
0

cos
sinlim

sin
cos

1lim
cos

1lim
cossin

sinlim

20

2002

2

0

���

��
�

�
��

�

�

���

x
x

x
xxctgxxxctgx

x

x

xxx

Nepamirškime, kad apskai�iavome laipsnio rib�, tod�l galutinis atsaky-
mas yra 

 � 1lim 0lnsinlimsin

0
0 ��� �

�
eectgx

ctgxxx

x
x .

Atsakymas: 1. 

9.  �tgx

x
xsinlim

0�
. 

Sprendimas

Kadangi 0sinlim
0

�
�

x
x

, o 0lim
0

�
�

tgx
x

, tai turime neapibr�žtum� 00 . To-

d�l taikysime formul
  �  �  �  �xfxgxg

ax
axexf

lnlim
lim

�

�

�� .  

Nagrin�jamu atveju,  � xxf sin� ,  � tgxxg � . Taigi, turime 

 � xtgxtgx

x
xex

sinlnlim

0
0sinlim ��

�
.

Kad b�t� patogiau, atskirai skai�iuosime e laipsnio rib�: xtgx
x

sinlnlim
0�

. 

Kadangi 0lim
0

�
�

tgx
x

, o %�
�

x
x

sinlnlim
0

, tai turime neapibr�žtum� %�0 . 
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Tod�l iš karto Liopitalio taisykl�s taikyti negalime. Reiškin� pertvarko-

me taip, kad gautume neapibr�žtum�
%
%  (žr. 3 punkt�) ir tada taikome 

Liopitalio taisykl
: 

 �
 �

 �
��

�
�

�
�
� �
�



�




1�
�

�1

1
���

���

�
�
�
�

�
�
�
%
%���

x
x
x

x

x
x

x

x
x

ctgx

x
ctgx

x

tgx

xxtgx

xxx

x

taisykl�
Liopitalio

xxx

2

0

2

0

2

0

0000

sin
sin
coslim

sin
1

sin
cos

lim

2sin
1

sin
sin

1

lim

sinlnlimsinlnlim1
sinlnlimsinlnlim

0sincoslim
0

�
�
�

xx
x

. 

Nepamirškime, kad apskai�iavome laipsnio rib�, tod�l galutinis atsaky-
mas yra 

 � 1sinlim 0sinlnlim

0
0 ��� �

�
eex

xtgxtgx

x
x . 

Atsakymas: 1. 

Savarankiško darbo užduotys 

Remdamiesi Liopitalio taisykle, raskite šias ribas:

1. 
x
x

x 2sin
6sinlim

0�
. 

Atsakymas: 3. 

2. 
xx
xtgx

x 




� sin
sinlim

0
. 

Atsakymas: – 3. 

3. 30
lim

x
arctgxx

x



�

. 

Atsakymas: 
3
1 . 
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4. 
x
x

x 4cosln
2coslnlim

0�
. 

Atsakymas: 
4
1 . 

5. xx e
x

3

2

lim
�%�

. 

Atsakymas: 0. 

6. 
5

5lim
5

5 




� x
xx

x
. 

Atsakymas:  �15ln25 
� .
7. xx

x
lnlim 5

0�
. 

Atsakymas: 0 . 

8. �
�
�

�
�
�






� 1
11lim

0 xx ex
. 

Atsakymas: 
2
1 .

9. �
�
�

�
�
� 


� x
ctgx

x

1lim
0

. 

Atsakymas: 0.

10. 
2

1

0

sinlim
x

x x
x
�
�
�

�
�
�

�
. 

Atsakymas: 6
1



e . 

11. 
x

x x
�
�
�

�
�
�

��

1lnlim
0

. 

Atsakymas: 1. 
12.  � 2

sinlim
0

x

x
x

�
. 

Atsakymas: 1. 
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'��3!����4#��%���������$��0��#�&�+1�����

'���3!����4������+4���������1+4����/�1%����

Jeigu funkcija  �xfy �  turi teigiam� išvestin
 kiekviename inter-
valo  �ba;  taške, tai funkcija did�ja tame intervale, o jeigu funkcija turi 
neigiam� išvestin
 kiekviename intervalo  �ba;  taške, tai ji maž�ja ta-
me intervale. 
Funkcijos did�jimo ir maž�jimo intervalai vadinami monotoniškumo 
intervalais. 
Funkcijos did�jimo ir maž�jimo intervalai nustatomi tokia tvarka: 

� Randami funkcijos kritiniai taškai, t. y. taškai, kuriuose išves-
tin� lygi nuliui arba neegzistuoja. 

� Atidedant kritinius taškus, nustatomi intervalai, kuriuose funkci-
jos išvestin� turi pastov� ženkl�. 

� Nustatomas išvestin�s ženklas kiekviename iš gaut�j� interval�. 
Jei  � 0&1 xf  – funkcija did�ja, o jei  � 0�1 xf  – funkcija maž�ja. 

Pavyzdys

Raskite funkcijos 104
2
3

3
1 23 �

� xxxy  monotoniškumo intervalus. 

Sprendimas

Funkcijos apibr�žimo sritis:  �  �%�%
�  ;yD .  

,432 

�1 xxy   

,0432 �

�1 xxy
11 
�x , 42 �x . 

Atid�dami kritinius taškus 11 
�x , 42 �x , nustatome intervalus, ku-
riuose funkcijos išvestin� turi pastov� ženkl�: 
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Intervalai  �1 ; 
%
  �4 ;1
  �%� ;4
y1  ženklas + – + 
y  kitimas 4 5 4

5  žymime maž�jan�i� funkcij�; 4  žymime did�jan�i� funkcij�. 
Funkcija did�ja, kai  �1 ; 
%
�x  ir  �%��  ;4x , maž�ja, kai 

 �4 ;1
�x . 
Atsakymas: did�ja, kai  �1 ; 
%
�x  ir  �%��  ;4x ,  

maž�ja, kai  �4 ;1
�x . 

Savarankiško darbo užduotys 

1. Raskite funkcijos 5123 2 �
� xxy  monotoniškumo intervalus. 

Atsakymas: did�ja, kai  �%��  ;2x , maž�ja  �2 ;%
�x . 

2.Raskite funkcijos  �xxy ln1
�  did�jimo ir maž�jimo intervalus. 

Atsakymas: did�ja, kai  �1 ;0�x , maž�ja  �%��  ;1x . 

Jei funkcijos išvestin�, pereidama (iš kair�s � dešin
) kritin� tašk�
0x , kei�ia ženkl� iš pliuso � minus�, tai 0x  – maksimumo taškas, o jei 

iš minuso � plius�, tai 0x  – minimumo taškas. Funkcijos minimumo ir 
maksimumo taškai vadinami jos ekstremum� taškais, o funkcijos 
reikšm�s tuose taškuose – jos maksimumu ir minimumu arba ekstre-
mumu. 
Jei išvestin�, pereidama kritin� tašk�, ženklo nekei�ia, tai tame taške 
ekstremumo n�ra. 

Funkcijos ekstremumai nustatomi tokia tvarka: 
1. Randami funkcijos kritiniai taškai. 
2. Atidedant kritinius taškus, nustatomi intervalai, kuriuose funkci-

jos išvestin� turi pastov� ženkl�. 
3. Nustatomas funkcijos išvestin�s ženklas kiekviename iš gaut� in-

terval�. Jei funkcijos išvestin�, pereidama kritin� tašk�, kei�ia ženkl� iš 
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„+“ � „–“, tai turime maksimumo tašk�, jei kei�ia ženkl� iš „–“ � „+“ – 
minimumo tašk�, o jei ženklo nekei�ia – ekstremumo n�ra. 

4. Apskai�iuojame funkcijos reikšmes ekstremum� taškuose. 

Pavyzdžiai

1. Raskite funkcijos 64

3
2 xxy 
�  ekstremumus. 

Sprendimas

Funkcijos apibr�žimo sritis:  �  �%�%
�  ;yD . 
Dabar randame funkcijos išvestin
: 

 �  � �xxxxxxxxxy �
�
�
�
1
�
�
�

�
�
� 
�1 1141444

3
2 3235364 . 

Randame funkcijos kritinius taškus, kuriuose išvestin� lygi nuliui arba 
neegzistuoja . 

 � � 0114 3 ��
 xxx ,  
01 �x , 12 
�x , 13 �x . 

Atid�dami kritinius taškus 01 �x , 12 
�x , 13 �x , nustatome interva-
lus, kuriuose funkcijos išvestin� turi pastov� ženkl�. 

Inter-
valai 

 �1 ; 
%
 1
�x  �0 ;1
 0�x  �1 ;0 1 �x  �%� ;1

y1
ženklas

+  –  +  – 

y   
kitimas 4 max 5 min 4 max 5

 �  �  �
3
1

3
211

3
211 64

max �
�'
'�'� yy . 

 �  �  � 00
3
200 42

min �
�� yy . 

Atsakymas:  �
3
11max �'y ,  � 00min �y . 
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2. Raskite funkcijos 25 25 xxy 
�  ekstremumus. 

Sprendimas

Funkcijos apibr�žimo sritis:  �  �%�%
�  ;yD . 
Dabar randame funkcijos išvestin
: 

 �  �

.1212

222
5
2555

5 3

5 3

5 3

5 3
5
3

25
2

25 2

�
�
�

�
�
�
�

� 

��

�
�

�
�
�
�

�

�

�
�
��
1



1

��
�

�
��
�

�
�

1

�1




x
xxx

x

x
x

xxxxxxy

Randame funkcijos kritinius taškus, kuriuose išvestin� lygi nuliui arba 
neegzistuoja. 

01 5 3 �
 xx , 

0�1y , kai 11 �x , 12 
�x  ir y1  neegzistuoja, kai 03 �x . 

Atid�dami kritinius taškus 11 �x , 12 
�x , 03 �x , nustatome interva-
lus, kuriuose funkcijos išvestin� turi pastov� ženkl�. 

Intervalai  �1 ; 
%
 1
�x  �0 ;1
 0�x  �1 ;0 1 �x  �%� ;1
y1   

ženklas
+  – neegz. +  – 

y  kitimas 4 max 5 min 4 max 5

Iš lentel�s pastebime, kad y  did�ja intervaluose  �1 ; 
%
 ,  �1 ;0  ir ma-
ž�ja intervaluose  �0 ;1
 ,  �%� ;1 . 

 �  �  � 4151151 25 2
max �
�'
'�'� yy . 

 � 00050 25 2
min �
�� yy . 

Atsakymas:  � 41max �'y ,  � 00min �y . 
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Savarankiško darbo užduotys 

1. Raskite funkcijos 234 22 xxxy 

� ekstremumus. 

Atsakymas:  � 00max �y ,  �
16
350min 
�
 ,y  ,  � 8 2min 
�y . 

2. Raskite funkcijos xx eey 
�� ekstremumus. 
Atsakymas:  � 20min �y . 

'���3!����4����.��*!����������*���

Kreiv�s  �xfy �  iškilumo aukštyn (iškilumo žemyn) intervalus ir 
perlinkio (vingio) taškus randame taip: 
1. Nustatome funkcijos apibr�žimo srit�. 
2. Randame funkcijos  �xfy �  pirmosios ir antrosios eil�s išvestines. 
3. Atidedant kritinius taškus, nustatomi intervalai, kuriuose funkcijos 
antroji išvestin� turi pastov� ženkl�. 
4. Nustatomas antrosios išvestin�s ženklas kiekviename iš gaut�j� inter-
val�. Jei  � 0&11 xf  – funkcija iškila žemyn, o jei  � 0�11 xf  – funkcija 
iškila aukštyn. 
5. Jei taške x  antroji išvestin�  �xf 11  kei�ia ženkl� ir  � 0�11 xf  (arba 

 �xf 11  neegzistuoja), tai šis taškas yra kreiv�s perlinkio (vingio) taškas. 

Pavyzdžiai 

1. Nustatykite kreiv�s 2

12
x
xy 


�  iškilumo intervalus ir raskite perlinkio 

(vingio) taškus.

Sprendimas

Nustatome apibr�žimo srit�, 02 �x , 0�x . Taigi, 
 �  �  �%�6%
�   ;00 ;yD .
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 �  �  �
 �

 �
�




�



1


1

�

1
�
�
�

�
�
� 


�1 4

2

22

22

2

1222121212
x

xxx
x

xxxx
x
xy

344

2 22)22(22
x

x
x
xx

x
xx 


�
�


�
�


� . 

Rasime funkcijos grafiko iškilumo intervalus, vingio taškus: 

 �  �  �
 �

 � .64642232

222222

46

23

6

23

23

33

3

x
x

x
xx

x
xxx

x
xxxx

x
xy



�



�



�

�

�



1

1


�
1
�
�
�

�
�
� 


�11

0�11y , kai 

2
364064064

4 �����
��

 xxx

x
x . 

Pastebime, jog y 11  neegzistuoja, kai 0�x  �yD7 . 

Sudarome lentel
: 

Intervalai  �0 ;%
 �
�
�

�
�
�

2
3 ;0

2
3

�x �
�
�

�
�
� %� ;

2
3

y 11  ženklas – –  + 

y  kitimas 
iškila  

aukštyn 
8

iškila  
aukštyn 

8

vingio 
(perlin-

kio) 
taškas 

iškila  
žemyn 
6

Kreiv� iškila aukštyn, kai  � ,x �
�
�

�
�
�6%
�

2
3 ;00 ;  iškila žemyn, kai 

�
�
�

�
�
� %��  ;

2
3x . 

Antrosios eil�s išvestin� y 11 , pereidama tašk� 0�x , ženklo nekei�ia, 
tod�l kreiv�s iškilumo pob�dis nesikei�ia. 
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Antrosios eil�s išvestin� y 11 kei�ia ženkl� pereidama tašk�
2
3

�x , tod�l 

šis taškas yra perlinkio taško abscis�.  

Apskai�iuojame perlinkio taško ordinat
: 

9
8

9
42

4
9
2

2
3

1
2
32

2
3

2 ����

�
�
�

�
�
�


�
��

�
�

�
�
�y .  

Funkcijos grafikas: 

Atsakymas: funkcijos grafikas iškilas aukštyn, kai  � ,x �
�
�

�
�
�6%
�

2
3 ;00 ;   

iškilas žemyn, kai �
�
�

�
�
� %��  ;

2
3x , 

perlinkio taškas �
�
�

�
�
��

9
8 ;

2
3A . 
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2. Nustatykite kreiv�s 5 7xy �  iškilumo intervalus ir raskite perlinkio 
(vingio) taškus. 

Sprendimas

Funkcijos apibr�žimo sritis:  �  �%�%
�  ;yD . 

 � 5
2

5
7

5 7

5
7 xxxy �

1

��
�

�
��
�

�
�

1
�1 . 

Rasime funkcijos grafiko iškilumo intervalus, vingio taškus: 

 �
5 3

5
3

5
2

25
14

5
2

5
7

5
7

x
xxyy ���

1

��
�

�
��
�

�
�11�11



. 

Pastebime, kad 0�11y  su visais Rx�  ir funkcija y 11  neegzistuoja, kai 
0�x . 

Sudarome lentel
: 

Intervalai  �0 ;%
 0�x  �%� ;0

y 11  ženklas –  + 

y  kitimas iškila aukštyn 
8

vingio 
(perlinkio) 

taškas 

iškila žemyn 
6

Kreiv� iškila aukštyn, kai  �0 ;%
�x , iškila žemyn, kai  �%��  ;0x . 

Antrosios eil�s išvestin� y 11 kei�ia ženkl� pereidama tašk� 0�x , tod�l 
šis taškas yra perlinkio taško abscis�. Apskai�iuojame perlinkio taško 
ordinat
: 

 � 000 5 7 ��y . 

Funkcijos grafikas: 
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Atsakymas: funkcijos grafikas iškilas aukštyn, kai  �0 ;%
�x , 
iškilas žemyn, kai  �%��  ;0x , 

perlinkio taškas  �0 ;0�A . 

Savarankiško darbo užduotys 

1. Nustatykite kreiv�s 
330

46 xxy 
�  iškilumo intervalus ir raskite perlin-

kio (vingio) taškus. 

Atsakymas: funkcijos grafikas iškilas žemyn, kai  �  �,;22; �%6
%
�x   
iškilas aukštyn, kai  �2;2
�x , 

perlinkio taškai �
�
�

�
�
� 

�

5
16 ;2A , �

�
�

�
�
� 
�

5
16 ;2B . 
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2. Nustatykite kreiv�s xarctgxy �  iškilumo intervalus ir raskite perlin-
kio (vingio) taškus. 

Atsakymas: funkcijos grafikas iškilas žemyn  �%�%
  ; , 
perlinkio tašk� n�ra. 
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'�"�3!����4���$��0��������/���+��

Ties� vadinama kreiv�s asimptote, kai bet kurio kreiv�s taško at-
stumas iki tos ties�s art�ja prie nulio, taškui tolstant kreive. 
Ties� ax �  vadinama funkcijos  �xf  grafiko vertikali�ja asimptote, 
jei bent viena iš rib�  �xf

ax 0
lim

��
 ar  �xf

ax 0
lim


�
 yra begalin� ( %' ).  

Ties� bkxy ��  vadinama funkcijos  �xf  grafiko pasvir�ja asimpto-
te, jei riba  �  � � 0lim ��


'%�
bkxxf

x
. Pasvirosios asimptot�s koeficientai 

k  ir b  randami iš lygybi�: 
 �
x
xfk

x '%�
� lim  ir  � �kxxfb

x

�

'%�
lim . 

Jei, apskai�iuodami koeficientus k  ir b , sužinome, kad bent viena iš 
rib� yra begalin� arba neegzistuoja, tai funkcijos grafikas pasvirosios 
asimptot�s neturi.  
Kai koeficientas 0�k , ties� by �  vadinama horizontali�ja asimpto-
te, kuri yra lygiagreti su xO  ašimi. 

Pavyzdžiai 

1. Raskite funkcijos  � 2

12
x
xxf 


�  asimptotes. 

Sprendimas

Apibr�žimo sritis  �  �  �%�6%
� ,00,fD . 
Kadangi taškas 0�x  nepriklauso funkcijos  �xf  apibr�žimo sri�iai, tai 
vertikalioji asimptot� gali b�ti tik šiame taške. 

Vertikalioji asimptot�: 

0�x , 

%
�
�



��
�
�

�
�
� 



� 0
112lim 200 x

x
x

, 
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%
�
�



��
�
�

�
�
� 


�� 0
112lim 200 x

x
x

. 

Kadangi ribos  � %
�
'�

lim
00

xf
x

 yra begalin�s, tai ties� 0�x  yra vertika-

lioji asimptot�. 
Dabar ieškosime pasvirosios asimptot�s. 

Pasviroji asimptot�: 

bkxy �� ,

 � 012lim12lim

12

limlim 323

2
��

�
�

�
�
� 
��

�
�

�
�
� 


�




��
'%�'%�'%�'%� xxx

x
x
x
x

x
xfk

xxxx
, 

 � �

.012lim

12lim012limlim

2

22

��
�
�

�
�
� 
�

��
�
�

�
�
� 


��
�
�

�
�
� 




�
�

'%�

'%�'%�'%�

xx

x
x

x
xkxxfb

x

xxx

Vadinasi, ties� 0�y  yra grafiko horizontalioji asimptot� (koeficientas 
0�k ), kai %
�x  arba .%��x  Funkcijos grafikas nubr�žtas skyre-

lyje 4.4 . 

Atsakymas: ties� 0�x  (ašis yO ) yra vertikalioji asimptot�, o ties�
0�y  (ašis xO ) yra grafiko horizontalioji asimptot�. 

2. Raskite funkcijos  � x
x

xxf 3
1

3
�



�  asimptotes. 

Sprendimas

Apibr�žimo sritis  �  �  �%�6%
� ,11,fD . 
Kadangi taškas 1�x  nepriklauso funkcijos  �xf  apibr�žimo sri�iai, tai 
vertikalioji asimptot� gali b�ti tik šiame taške. 



II. MATEMATIN� ANALIZ� 175

Vertikalioji asimptot�: 

1�x , 

%
��



��
�
�

�
�
� �



�
3

0
33

1
3lim

01
x

x
x

x
, 

%���
�

��
�
�

�
�
� �


��
3

0
33

1
3lim

01
x

x
x

x
. 

Kadangi ribos  � , lim
01

%
�

�

xf
x

 � %��
��

lim
01

xf
x

 yra begalin�s, tai ties�

1�x  yra vertikalioji asimptot�. 

Pasviroji asimptot�: 

bkxy �� , 

 � 330333
1

3lim
3

1
3

limlim ����
%

��
�
�

�
�
� �



�

�

��

'%�'%�'%� xx

x
x

x

x
xfk

xxx
, 

 � �

.3
01

3
11

3lim

1
3lim33

1
3limlim

�



�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�



�

��
�
�

�
�
�



��

�
�

�
�
� 
�



�
�

'%�

'%�'%�'%�

x

x
xxx

x
xkxxfb

x

xxx

Vadinasi, ties� 33 �� xy yra grafiko pasviroji asimptot�, kai %
�x
arba %��x . Funkcijos grafikas nubr�žtas skyrelyje 4.4 . 

Atsakymas: ties� 1�x  yra vertikalioji asimptot�, o ties� 33 �� xy  yra 
grafiko pasviroji asimptot�. 
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3. Raskite funkcijos  � xe
xxf 3

�  asimptotes. 

Sprendimas

Apibr�žimo sritis  �  �%�%
� ,fD . 
Kadangi funkcijos  �xf  apibr�žimo sritis sutampa su visa reali�j� skai-
�i� aibe, tod�l vertikali�j� asimpto�i� n�ra. 
Raskime pasvir�sias asimptotes.  

bkxy �� , 

 �
�%�����

�
�

�
�
����

%�

%
%
�%
�%
� 0
3

1
333lim

3

limlim
      

e
eex

e
x

x
xfk xx

x

xx
. 

Apskai�iuodami koeficient� k , gavome, kad riba yra begalin�, tai funk-
cijos grafikas pasvirosios asimptot�s neturi, kai %
�x . 
Dabar ieškosime pasvirosios asimptot�s, kai %��x . 

 � 0333lim

3

limlim �
%

���
�
�

�
�
���� %��%��%��%� eex

e
x

x
xfk xx

x

xx
, 

 � �  �
 �

.0333lim

3lim3lim03limlim

�
%

���

�1

1
��

�
�

�
�
���

�
�

�
�
� �
�
�

%��%�

�%��%��%��%�

ee

e

x
e

xx
e

xkxxfb

xx

xxxxxxx

Vadinasi, ties� 0�y  yra grafiko horizontalioji asimptot�, kai %��x .  
Funkcijos grafikas: 
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Atsakymas: funkcijos grafikas vertikali�j� asimpto�i� neturi. Ties�
0�y  yra grafiko horizontalioji asimptot�, kai %��x . 

Savarankiško darbo užduotys  

1. Raskite funkcijos  � x

x

e
xexf
�

�
1

 asimptotes. 

Atsakymas: funkcijos grafikas vertikali�j� asimpto�i� neturi.  
Ties� 0�y  yra grafiko horizontalioji asimptot�, kai %
�x ,  

ties� xy �  – pasviroji asimptot�, kai %��x . 

'�'�3!����4#��%���������$��0��#�&�+1�����

Funkcijos grafik� galima braižyti atidedant plokštumoje atskirus 
taškus. Toks metodas netobulas, nes funkcijos kitimo vaizd� ne visada 
galima susidaryti, net ir apskai�iavus daugelio tašk� koordinates. Prieš 
braižant grafik� reik�t� ištirti funkcij�. 
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Funkcijos tyrimo schema: 
� Nustatome funkcijos apibr�žimo srit�. 
� Nustatome funkcijos charaktering�sias savybes (periodiškum� ir 
lyginum�). 
� Randame monotoniškumo intervalus ir ekstremumus. 
� Nustatome funkcijos iškilumo intervalus ir perlinkio (vingio) taškus. 
� Randame asimptotes ir ištiriame grafiko pad�t� asimpto�i� atžvilgiu. 
� Surandame funkcijos ribas, kai x  tolsta � begalybes %'  ir art�ja 
prie funkcijos apibr�žimo srities gal� (jei funkcijos apibrežimo sritis 
n�ra  �%�%
  ; ). 
� Nustatome, ar funkcijos grafikas kerta koordina�i� ašis, jei taip, 
surandame funkcijos grafiko susikirtimo su koordina�i� ašimis taškus. 
� Br�žiame funkcijos grafiko eskiz�. 
Tiriant konkre�i� funkcij�, kai kuriuos klausimus galima praleisti, pa-
pildyti. Grafikui patikslinti galima papildomai parinkti kelet� tašk�. 

Pavyzdžiai 

Ištirti funkcij� ir nubraižyti jos grafik�: 

1.  � x
x

xxf 3
1

3
�



� .

a) Nustatome apibr�žimo srit�, 01�
x , 1�x . Taigi 
 �  �  �%�6%
�fD  ;11 ; . 

b) 
 �  �  �

 �  �.

3
1

33
1

33
1

3

xfxf

x
x

xx
x

xx
x

xxf


��

��
�
�

�
�
� �

�


�








�
�






�


Funkcija  � x
x

xxf 3
1

3
�



�  yra nei lygin�, nei nelygin�. Ji taip pat yra 

neperiodin�. 
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c) Randame funkcijos ekstremumus bei monotoniškumo intervalus. 

 �  �  �  �  �
 �

�



1


1
�1�

1
�
�
�

�
�
�



�

1
�
�
�

�
�
� �



�1

21
31133

1
33

1
3

x
xxxxx

x
xx

x
xxf

 �
 �  �

3
1
33

1
3133 22 �






��






��

xx
xx . 

 � 0�1 xf , kai 

 �  �  �
 �2

222 111
1

13
1
303

1
3


���



�
�





���



 x

xxx
, 

01 �x , 22 �x . 

Pastebime, jog išvestin� neegzistuoja taške 1�x  �fD7 . 

Sudarome lentel
: 

Intervalai  �0;%
 x = 0  �1 ;0  �2 ;1 x = 2  �%� ;2
f 1  ženklas +  – –  + 
f  kitimas 4 max 5 5 min 4

Taigi,  � 00003
10
030max �����


�

�f ,  � 126623
12
232min �����


�

�f . 

d) Rasime funkcijos grafiko iškilumo intervalus, vingio taškus: 

 �
 �  �

 �

 �  �  � �  �
 �

 �
 �  �

.
1

6
1

16
1

3113

3
1
33

1
3

344

22

22



�






�





1




1

�

�1�
1

��
�

�
��
�

�






�
1

��
�

�
��
�

�
�






�11

xx
x

x
xx

xx
xf

Pastebime, jog  � 0�11 xf , Rx�( .  �xf 11  neegzistuoja, kai 1�x
 �fD7 . 
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Sudarome lentel
: 

Intervalai  �1 ;%
  �%� ;1
f 11  ženklas – + 

f  kitimas iškila aukštyn 
8

iškila žemyn 
6

e) Randame asimptotes ir ištiriame grafiko pad�t� asimpto�i� atžvilgiu. 

Vertikalioji asimptot�: 

1�x , 

%
��



��
�
�

�
�
� �



�
x

x
x

x
3

0
33

1
3lim

01
, 

%���
�

��
�
�

�
�
� �


��
3

0
33

1
3lim

01
x

x
x

x
. 

Kadangi ribos  � , lim
01

%
�

�

xf
x

 � %��
��

lim
01

xf
x

 yra begalin�s, tai ties�

1�x  yra vertikalioji asimptot�. 

Pasviroji asimptot�: 

bkxy �� , 

 � 330333
1

3lim
3

1
3

limlim ����
%

��
�
�

�
�
� �



�

�

��

'%�'%�'%� xx

x
x

x

x
xfk

xxx
, 

 � �

.3
01

3
11

3lim

1
3lim33

1
3limlim

�



�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�



�

��
�
�

�
�
�



��

�
�

�
�
� 
�



�
�

'%�

'%�'%�'%�

x

x
xxx

x
xkxxfb

x

xxx
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Vadinasi, ties� 33 �� xy yra grafiko pasviroji asimptot�, kai %
�x
arba .%��x

f) Rasime grafiko susikirtimo taškus su xO  ir yO  ašimis: 

000
1

30
1

33303
1

3 2
22

�����



9�




�
9��



xx

x
x

x
xxxx

x
x . 

0�y , kai 0�x . 

g) Remdamiesi gautais duomenimis, braižome grafik�. 

2.  � 2

12
x
xxf 


� .

Sprendimas

a) Nustatome apibr�žimo srit�, 02 �x , 0�x . Taigi 
 �  �  �%�6%
� ; ; fD 00 .

b)  �  �
 �

 �  �xfxf
x
x

x
x

x
xxf 
��

�

�




�







�
 222

121212 .



Tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s pagrindai182

Funkcija  � 2

12
x
xxf 


�  yra nei lygin�, nei nelygin�. Funkcija neperiodi-

n�.
c) Randame funkcijos ekstremumus bei monotoniškumo intervalus. 

 �  �  �  �
 �

 �
�




�



1


1

�

1
�
�
�

�
�
� 


�1
4

2

22

22

2

1222121212
x

xxx
x

xxxx
x
xxf

344

2 22)22(22
x

x
x
xx

x
xx 


�
�


�
�


� . 

 � 0�1 xf , kai 

122022022
3 ��
�
��
��


 xxx
x

x . 

Pastebime, jog išvestin� neegzistuoja taške 0�x  �fD7 . 
Sudarome lentel
: 

Intervalai  �0;%
  �1 ;0 x = 1  �%� ;1
f 1  ženklas - +  - 
f  kitimas 5 4 max 5

Taigi  � 1
1

1121 2max �

�

�f . 

d) Rasime funkcijos grafiko iškilumo intervalus, vingio taškus: 

 �  �  �  �
 �

 � .64642232

222222

46

23

6

23

23

33

3

x
x

x
xx

x
xxx

x
xxxx

x
xxf



�



�



�

�

�



1

1


�
1
�
�
�

�
�
� 


�11

 � 0�11 xf , kai 

2
364064064

4 �����
��

 xxx

x
x . 
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Pastebime, jog  �xf 11  neegzistuoja, kai 0�x  �fD7 . 

Sudarome lentel
: 

Intervalai  �0; %
 �
�
�

�
�
�

2
3 ;0

2
3

�x �
�
�

�
�
� %� ;

2
3

f 11  ženklas – –  + 

f  kitimas 
iškila  

aukštyn 
8

iškila  
aukštyn 

8

vingio 
taškas 

iškila  
žemyn 
6

e) Randame asimptotes ir ištiriame grafiko pad�t� asimpto�i� atžvilgiu. 

Vertikalioji asimptot�: 

0�x , 

%
�
�



��
�
�

�
�
� 



� x
x

x 0
112lim 200

, 

%
�
�



��
�
�

�
�
� 


�� 0
112lim 200 x

x
x

. 

Kadangi ribos  � %
�
'�

lim
00

xf
x

 yra begalin�s, tai ties� 0�x  yra vertika-

lioji asimptot�. 

Pasviroji asimptot�: 

bkxy �� ,

 � 012lim12lim

12

limlim 323

2
��

�
�

�
�
� 
��

�
�

�
�
� 


�




��
'%�'%�'%�'%� xxx

x
x
x
x

x
xfk

xxxx
, 

 � �

.012lim

12lim012limlim

2

22

��
�
�

�
�
� 
�

��
�
�

�
�
� 


��
�
�

�
�
� 




�
�

'%�

'%�'%�'%�

xx

x
x

x
xkxxfb

x

xxx
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Vadinasi, ties� 0�y  yra grafiko pasviroji asimptot�, kai %
�x  arba 
%��x . 

f) Rasime grafiko susikirtimo taškus su xO  ir yO  ašimis: 

2
112012012

2 ���9�
9�

 xxx

x
x . 

0�y , kai 
2
1

�x . 

g) Remdamiesi gautais duomenimis, braižome grafik�. 

3.  � 2

3

3-x
xxf � .  

Sprendimas

a) Nustatome apibr�žimo srit�, 03 2 �
 x , 3'�x . Taigi, 
 �  �  �  �%�6
6
%
�  ;3333 ; ;fD . 
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b)  �  �
 �

 �xf
x

x
x

x
x

x-xf 
���
�

�
��
�

�




�





�






� 2

3

2

3

2

3

333
,  �  �xfxf 
�
 .  

Vadinasi turime nelygin
 funkcij�. 

c) Randame funkcijos ekstremumus bei monotoniškumo intervalus. 

 �  �  �  �
 �

 �
 �

 �
 �

�



�

�




��

�

�



1





1
�

1

��
�

�
��
�

�



�1

22

422

22

322

22

3223

2

3

3
233

3
233

3
33

3

x
xxx

x
xxxx

x
xxxx

x
xxf

 �  �
 �

 �22

22

22

42

22

442

3
9

3
9

3
239

x
xx

x
xx

x
xxx






�






�




�

� .

 � ,0�1 xf kai

 �
 � 0
3

9
22

22

�






x
xx

�  � ��
 09 22 xx 01 �x , 32 �x , 33 
�x . 

Pastebime, jog išvestin� neegzistuoja taške 3'�x  �fD7 . 

Sudarome lentel
: 

Interva-
lai  �3;
%
 3
�x  �3;3 

  �0 ;3
 0�x  �3 ;0  �3;3 3�x  ��%;3

f 1
ženklas

–  + +  + +  – 

f
kitimas 5 min 4 4

ekstr.
n�ra 4 4 max 5

Taigi,  �
2
9

6
27

93
27

33
33 2

3

max 
�
�



�



�f , 

 �  �
 � 2

9
6

27
93

27
33

33 2

3

min �





�





�







�
f . 
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d) Rasime funkcijos grafiko iškilumo intervalus, vingio taškus: 

 �  �
 �  �  � �  �

 � �





1





1



�

1

�
�
�

�
�
�
�

�






�11

42

42222242

22

42

3
9339

3
9

x
xxxxxx

x
xxxf   

 � �  � � �
 � �










� 42

422223

3
92323418

x
xxxxxxx

 � �  � �
 �

 � �  � �
 � �




�


�

�





�


�

42

422222

42

422223

3
9343292

3
9343418

x
xx-xxxxx

x
xxxxxxx

 � �  �  �
 �

 �  � �  � �
 � �




�


�

�




�


�

42

22222

42

222222

3
9232932

3
9343292

x
xxxx-xx

x
xx-xxxxx

 �
 �

 �
 �

 �
 �32

2

32

2

32

42422

3
96

3
3272

3
218269272

x
xx

x
xx

x
xxxxxx




�
�




�
�





��


� .

 � 0�11 xf , kai

 �
 �  �

�
�
�

�(��

�
�����




�
R.x,x

,x
xx

x
xx

09
0

0960
3

96
2

2
32

2

Pastebime, jog  � 0�11 xf , kai 0�x .  �xf 11  neegzistuoja, kai 3'�x
 �fD7 . 
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Sudarome lentel
: 

Intervalai  �3;
%
  �0 ;3
 x = 0  �3 ;0  ��%;3

f 1  ženklas + –  + – 

f  kitimas 6 8
vingio 

(perlinkio) 
taškas 

6 8

e) Randame asimptotes ir ištiriame grafiko pad�t� asimpto�i� atžvilgiu. 

Vertikalioji asimptot�: 

3 
�x , 

 � �  � �
 �

 � �  �
.

032
33

03333
3

33
lim

3
limlim

3

3

032

3

0303

%��





��

�

�

�

�
�

�

�



�



�

��
�
�

�
�
�
�

�

�

���

�

�
��
�

�



�


�

�

�       xx

x
x

xxf
xxx

 � �  � �
 �

 � �  �
.

032
33

03333
3

33
lim

3
limlim

3

3

032

3

030

%
�
�



��

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

��
�
�

�
�
�
�

�

�

���

�

�
��
�

�



�
�
��
��
�     3  

-

xx
x

x
xxf

xxx

Kadangi ribos  � ,lim
03-x

�%�

�

xf  � %
�
��

lim
03-x

xf  yra begalin�s, tai 

ties� 3
�x  yra vertikalioji asimptot�.

3�x , 
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 � �  � �
 �

 � �  �
,

320
33

33033
3

33
lim

3
limlim

3

3

032

3

0303

%��
��

��
�

�

�

�
�

�

�

��

�

��
�
�

�
�
�
�

�

�

���

�

�
��
�

�



�

�
�
� xx

x
x

xxf
xxx

 � �  � �
 �

 � �  �
.

320
33

33033
3

33
lim

3
limlim

3

3

032

3

0303

%
�
�


��
�

�

�

�
�

�

�

�


�

��
�
�

�
�
�
�

�

�

���

�

�
��
�

�



�
������ xx

x
x

xxf
xxx

Kadangi ribos  � %��

�

lim
03

xf
x

,  � %
�
��

xf
x 03
lim  yra begalin�s, tai 

ties� 3�x  yra vertikalioji asimptot�. 

Pasviroji asimptot�: 

bkxy �� ,

 �

,1
1

1

13
1lim

13
lim

3
lim3limlim

2

2
2

2

2

22

3


�



�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�



�

�

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
� 


���
�

�
��
�

�



�
��

'%�

'%�'%�'%�'%�

x

x
x

x
x

x
x
x

x

x
xfk

x

xxxx

 � �

.0
10

0

13

3

lim
3

3lim

3
3lim

3
limlim

2

2

2

33

2

3

�



�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�



��

�
�

�
�
�



�

���
�

�
��
�

�




�
���

�

�
��
�

�
�



�
�

'%�'%�

'%�'%�'%�

x

x
x
x

x
xxxx

x
xkxxfb

xx

xxx
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Vadinasi, ties� xy 
�  yra grafiko pasviroji asimptot�, kai %
�x
arba .%��x

f) Rasime grafiko susikirtimo taškus su xO  ir yO  ašimis: 

000
3

3
2

3

�����



xx
x

x . 

0�y , kai .0�x

g) Remdamiesi gautais duomenimis, braižome grafik�. 
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Savarankiško darbo užduotys  

Ištirti funkcij� ir nubraižyti jos grafik�: 

1.  �
x

xxf ln1

� . 

2.  �
x

xxf 1
2

2

�� . 
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3.  �
 �21

6



�
x

xxf . 

4.  �
x

exf
x



�




1
. 
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5.  � 24 xxxxf 
� . 

6.  � xxxf ln� . 
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-�����/�&�+1����������$��*���

Funkcijos  �xf  pirmykšte funkcija vadinama tokia funkcija  �xF , 
kuriai teisinga lygyb� f(x)(x)F �1 . Jei  �xF  yra funkcijos  �xf  pir-
mykšt� ir C – bet koks realusis skai�ius, tai  � CxF �  irgi yra funkcijos 
 �xf  pirmykšt� funkcija. Funkcijos  �xf neapibr�žtiniu integralu

vadinama šios funkcijos vis� pirmykš�i� funkcij� aib�  � CxF � , t. y. 

: �� CF(x)f(x)dx . 

Pagrindini� integral� lentel�:
1. : � Cdx0 , 11. : ��

�
�

�
�
�� Cxtg

x
dx

2
ln

sin
, 

2. : : ��� Cxdxdx1 , 12. : ��
�
�

�
�
� �� C�xtg

x
dx

42
ln

cos
, 

3. : 
��
�

�
�

1,
1

1

�
�

�
� Cxdxx , 13. : ��



Cx

x
dx arcsin

1 2
, 

4. : �� Cx
x

dx ln , 14. : ��



C
a
x

xa
dx arcsin

22
, 

5. : �� Cedxe xx , 15. : ��
�

Carctgx
x

dx
21

, 

6. : �� C
a

adxa
x

x

ln
, 16. : ��

�
C

a
xarctg

axa
dx 1

22 , 

7. : �
� Cxxdx cossin , 17. : �


�

�



C
xa
xa

axa
dx ln

2
1

22 , 

8. : �� Cxxdx sincos , 18. : �
�



�



C
ax
ax

aax
dx ln

2
1

22 , 

9. : �
� Cctgx
x

dx
2sin

, 19. : �'��
'

Caxx
ax

dx 22

22
ln . 

10. : �� Ctgx
x

dx
2cos

, 
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-���5�/���)��!���������$�����������%�*+��

Pagrindin�s neapibr�žtinio integralo savyb�s:

1.  �: :: '�' dxxgdxxfdxxgxf )()()()( , 

2. : :� dxxfcdxxcf )()( , �ia c - bet koks realusis skai�ius, nelygus 0,  

3. : :: ���1� CxFdxxfdxxFxdf )()()()( , 

4.  �  � dxxfdxdxxfdxxfd )()()( �
1

� :: , 

5.  �  � )()()( xfCxFdxxf �1��
1

: . 

Pavyzdžiai 

 �

,7
2
5

3
4

7
2

5
3

4754

7547541)

23

23
2

22

Cxxx

Cxxxdxdxxdxx

dxdxxdxxdxxx

��
�

����
���
�

��
��


: : :

: : : :

 �  �

,
2
1

3
4

2
2
32

22112)

23
22

3

2
12

CxxxCxxx

dxxdxxdxdxxxdxx

���������

�������� : ::::
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 �  �  �

,8
7
6

2
14

6
7

1
2
14

1
6
14

44223)

6 7
2
1

6
7

1
2
11

6
1

2
1

6
1

2
1

2
1

3
2

2333

CxxCxx

Cxxdxxdxx

dx
x

dx
x

xdx
x

xdx
x

xx

�
��
�

��
�




�

�
�

�
�



�
��


�
�



::

::::

4) : : ��
�

�
�

Cxarctg
x

dx
x

dx
33

4
3

4
9
4

222 ,  

.
cos

1
cos

1
cos

cos1
cos
sin5)

2

22

2

2

2
2

Cxtgxdx
x

dx

dx
x

dx
x

xdx
x
xxdxtg

�
�
�

��
�
�

�
�
� 
�



��

::

:: : :

Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite integralus: 

1.  �: 
� dxxx 25 2 .   

                              Atsakymas: Cxxx
�
� 2

3
2

3
5 33

.

2. :

� dx

x
xxx

4 5

7 63 2 32 .                          

Atsakymas: .
17

84
5

244
28 1712 5

4 Cxxx �
�
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3. : ��
�

�
��
�

�






�
dx

xx 22 1
7

1
3 .

Atsakymas: Cxxarctg �
 arcsin73 . 

4. dx
x

x
x: ��

�

�
��
�

�
�


313 .

Atsakymas: Cx
x

�� ln
3ln

3 . 

5. dx
x

x
:



2

3

sin
sin2 . 

Atsakymas: Cxxctg ��
 cos2 . 

-�������$�������6�/����)������������47�

Gan efektyvus b�das funkcijoms integruoti – kintamojo pakeitimo 
metodas. Šio metodo esm� yra tokia: jei žinome, kad  

 �  �: �� CxFdxxf ,  

tai bus teisinga ir tokia lygyb�

 � �  � �  � �  �  � �: : ��1�� CtgFdttgtgftgdtgf , 

�ia  �  �  �tgtgxf 1,,  yra tolydžios3 funkcijos. 

Papras�iausia nauju kintamuoju pažym�ti po diferencialu esan�i� funk-
cij�  �tg . 

1 pastaba. Norint funkcij� �kelti po diferencialu, reikia t� funkcij� suin-
tegruoti.  

                                                
3 Tolydžios funkcijos apibr�žim� žr.: 
Pekarskas, Vidmantas, Trumpas matematikos kursas. Kaunas:Technologija, 2005, 

p. 152–153. ISBN 9955-09-858-9. 
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Pavyzdžiui, 

1.  �4
4

3

4
1

4
xdxddxx ���

�

�
��
�

�
� , 

2.  �xddxx sincos � , 

3.  �xddx
x

ln1
� , 

4.  �xdxddxx
x

dx 2

2
1

2
1

2
1

�
��
�
�

�

�

��
�
�

�

�

��



. 

2 pastaba. Naudinga prisiminti pagrindines diferencialo savybes:  
1) konstant� galima iškelti prieš diferencialo ženkl�: 

 � �  � �xfdAxfAd ��� , 
2) po diferencialu galima prid�ti/atimti bet koki� konstant�: 

 � �  � �xfdCxfd �' , 
3) iš 1) ir 2) savybi� išplaukia, kad teisinga tokia lygyb�: 

 � �  � �xfdACxfAd ��'� . 

Pavyzdžiai 

 �  �  �

 � ,9cos
9
1

cos
9
1sin

9
199sin

9
19sin.1

Cx

Ctdttxdxdxx

�
�

��
��� :::

,53sin
3
1sin

3
1cos

3
1

5353cos
3
153cos.2

:

: :
������

�����

C)x(Cttdt

)x)d(x()dxx(

 �  �  �

 � ,74
24
1

64
1

4
17474

4
174.3

6

6
555

Cx

Ctdttxdxdxx

���

��������� : ::
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4.  � CxCt
t
dt

x
xd

x
dx

�
����





�

 ::: 32ln

2
1ln

2
1

2
1

32
32

2
1

32
, 

 �
 �  �

 � ,
233

1
3
1

13
1

3
12353

3
1

53
.5

1
22

2

C
x

C
t

Ctdttxdx
x
dx

�




��
�

��



���

�







 :::

6.  �
�

�
�

�
�

��
�

�
��
�

�

�
�: : : 1

1
2
1

1
2

1 2

2

2

2

2 x
xd

x

xd

x
xdx

 �: ������ CxCt
t
dt 1ln

2
1ln

2
1

2
1 2 , 

7. : : 
� x)d(exdxe xx cossin cos2cos2  = �
 : x)d(e x cos2
2
1 cos2   

Cedte tt �
�
� : 2
1

2
1 = Ce x �
 cos2

2
1 , 

8.
 � .lnarcsinarcsin

1ln1
ln

ln1
1

ln1 2222

CxCt
t

dt
x

xd
x

dx
xxx

dx

����

�



�



�



��



: :::

Savarankiško darbo užduotys  

Apskai�iuokite integralus: 

1. dxx: �3 1 .                                               

Atsakymas: 
 �

.
4

133 4

C
x

�
�

2. dxxx: �� 3 23 .                                          

Atsakymas: 
 �

.
8

33 3 42

C
x

�
��
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3. : �
dx

x
x

5

4

2
.                                              

Atsakymas: .2ln
5
1 5 Cx ��

4. : xx
dx
ln

.                                                   

 Atsakymas: .lnln Cx �

5. : 
 21 x
xdx .                                                 

Atsakymas: .1 2 Cx �



6. : 
 x
dx
1

.                                                 

Atsakymas: .12 Cx �



7.  �: 
 xx
dx

ln41
.                                         

Atsakymas: .ln41ln
4
1 Cx �



8.  �: 
 xx
dx

2ln41
.                                         

Atsakymas: .
ln21
ln21ln

4
1 C

x
x
�



�

9. : 

dx

x
x

3 5cos
sin .                                      

Atsakymas: 
 �

.
2

5cos3 3 2

C
x

�

�
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-�"����$����������#����.����#�����$��������

Norint suintegruoti integral� : � dxbxax mn cossin , naudingos trigo-
nometrin�s formul�s: 

1cossin 22 �� xx ;                        

2
2cos1sin 2 xx 


� ;                             

2
2cos1cos2 xx �

� ;                       

2
2sincossin xxx � ; 

 �  � �yxyxyx 
���� coscos
2
1coscos ; 

 �  � �yxxyxyx 
���� sinsin
2
1cossin ; 

 �  � �yxxyxyx �

�� coscos
2
1sinsin . 

Jei ba �  ir bent viena pointegralin�4 trigonometrin� funkcija yra pirmo-
jo laipsnio, tai t� funkcij� keliame po diferencialu. 
Jei ba �  ir bent viena pointegralin� trigonometrin� funkcija yra nelygi-
nio laipsnio, tai tada reikia nuo nelyginio laipsnio trigonometrin�s funk-
cijos atskirti pirmojo laipsnio daugikl� ir j� �kelti po diferencialu. 

Pavyzdžiai 

,cosln

ln
cos

)(cos
cos
sin.1

cos

Cx

Ct
t
dt

x
xddx

x
xtgxdx

tx

�
�

��
�
�
�� ::: : �

                                                
4 Jei turime  �: dxxf , tai  �xf  vadinsime pointegraline funkcija. 
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 �  �

 �

,cos32ln
3
1

ln
3
1

3
1

cos32
cos32

3
1

cos32
cos3

3
1

cos32
cos

cos32
sin.2

cos32

Cx

Ct
t
dt

x
xd

x
xd

x
xddx

x
x

tx

�
�

����





�

�





�




�



::

:::

�


3.  � CxCtdttxdxdxxx
tx

������ ::: � 6
sin

6
sinsincossin

66
5

sin

55 , 

,2sin
4
1

2
1

2cos
2
1

2
1

2
2cos1sin.4 2

Cxx

xdxdxdxxdxx

�
�

�
��
�
�

�
�
� 


� ::::

 �  �

 �

 �
 �  �

,4sin
8
12sin

2
3

4
1

4sin
4
1

2
1

2
12sin

4
1

4cos1
2
122cos

2
12

4
1

2cos2cos2
4
1

2cos2cos21
4
1

2cos1
2
1coscos.5

2

2

2
224

Cxxx

Cxxxx

dxxxdxx

dxxdxxdx

dxxx

dxxdxxdxx

��
�
�

�
�
� ���

���
�
�

�
�
� �����

��
�
�

�
�
� �����

����

����

��
�
�

�
�
� ���

: :

: : :

:

: ::
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 �

 �  �
 �

 � �
,

3
2sin4sin

4
1

16
1

2sin2sin4cos
16
1

2sin2sin
2
1

2
4cos1

8
1

2cos2sin2sin
8
12cos12sin

8
1

2
2cos1

2
2sincoscossin

coscossincossin.6

3

2

2

222

2
2

22242

Cxxx

xdxdxxdx

xdxdxx

dxxxdxxdxxx

dxxxxdxxx

xdxxxxdxx

���
�

�
��
�

�
�
�

��
�

���
�

�
��
�

�
��

�
�

�
�
� 


�

�����

��
�
�

�
�
� �

�
�
�

�
�
���

��

:::

: :

: ::

::

::

 �

 �  �  �  �

 �  �  �
,

5
cos

3
cos2cos

53
2

2211

coscos1cossin

cossinsinsinsin.7

5353

424222

cos

2222

445

CxxxCttt

dttdttdtdtttdtt

xdxxdx

xdxdxxxxdx

tx

�
�
��
�
�

��

��

�

�

�

�
�

�
��

: ::::
::

:: :
�

 �  �

,
sin

1
sin

11
3
1

1214
1

sin
sin
sin1

sin
coscos

sin
cos.8

33

1214

244

2

sin4

2

4

2

4

3

C
xx

C
tt

Ctt
t
dt

t
dtdt

t
t

xd
x
xdx

x
xxdx

x
x

tx

��
���
�

��
�




�


�
�



�

�



�
�

�

�
�


�

:::

: ::
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 �  �

 �  �

,cos
5
2cos2

5
22

1
2
31

2
1

1cos
cos
cos1

cos
cos
cos1

cos
sinsin

cos
sin.9

55

1
2
3

1
2
1

2
3

2
1

22

cos

2

223

CxxCtt

Cttdttdtt

t
dtt

t
dtdt

t
txd

x
x

xd
x
xdx

x
xxdx

x
x

tx

��
���
�

��
�

�
�



��
�

��
�




�




�

�




��

��




�

: :

: :::

:::

 �  � �  �

 �
 �  �

.2cos
4
112cos

24
12cos

2
112cos

12
1

2
1

22sin
2
11212sin

12
1

2
1

2sin12sin
2
1

2sin12sin
2
157sin57sin

2
1

5cos7sin.10

CxxCxx

xdxxdx

xdxdx

dxxxdxxx

dxxx

�

���
�
�

�
�
� 

�

��
�
�

�
�
� ��

���

���
���

��

: :

::

::

:

Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite integralus: 

1. : �
�
�

�
�
� � dxxx 2

2
sin

2
cos .                                        

Atsakymas: Cxx �
 cos .
2. : xdxctg 2 .                                                

Atsakymas: .Cxctgx �
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3. .9sin3sin: � xdxx

Atsakymas: .12sin
24
16sin

12
1 Cxx �


4. .sin6: xdx

Atsakymas: .2sin
48
14sin

64
32sin

4
1

16
5 3 Cxxxx ���


5. .cossin 23: � xdxx

Atsakymas: .
3

cos
5

cos 35

Cxx
�


-�'�����$����������*�����

Tai integral� apskai�iavimas taikant integravimo dalimis formul
: 

 �  � �  �  �  �  � �: :
�� xfdxgxgxfxgdxf .

Šis metodas dažniausiai taikomas tuomet, kai reikia integruoti toki�
dviej� funkcij� sandaug�: )()( xfxPn � ; �ia )(xPn  yra n-tojo laipsnio 
daugianaris (n � 0), o )(xf  – rodiklin�, logaritmin�, trigonometrin�
arba atvirkštin� trigonometrin� funkcija. Funkcij�  �xg  galima gauti 
keliant kur� nors dauginam�j� (x)Pn  ar f(x) po diferencialu. Galima išs-
kirti dažniausiai pasitaikan�ius atvejus. Jei po integralu yra sandauga 

)()( xfxPn � , kur 
1)  �xf  – trigonometrin� funkcija, tai po diferencialu reikia kelti tri-
gonometrin
 funkcij�; 
2)  �xf  – eksponentin� funkcija, tai po diferencialu reikia kelti ekspo-
nentin
 funkcij�; 
3)  �xf  – logaritmin� funkcija, tai po diferencialu reikia kelti daugia-
nar� )(xPn ; 
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4)  �xf  – atvirkštin� trigonometrin� funkcija, tai po diferencialu reikia 
kelti daugianar� )(xPn . 

Pavyzdžiai 

1)  �: :�� xxdxdxx sincos  = :
� xdxxx sinsin  = 

    = x x sin� + cosx + C, 

 �  �
 � ,

4
1

2
12

2
1

2
1

2
1

2
1

2222

2222

Cexexdexe

dxexeexddxxe

xxxx

xxxx

�
��
�
�

�
�
� 
�

�
��

:

: : :2)

 �  � �

 �

,
36
1ln

6
1

6
ln

6
1

ln
6
11ln

6
1

lnln
6
1ln

6
1

6
lnln

66
6

6

5666

666
6

5

CxxxCxxx

dxxxxdx
x

xxx

xdxxxxxdxxdxdxx

�
����
�

�
��
�

�

�

�
��
�
�

�
�
� �
�

�
����
�

�
��
�

�
�

::

::::3)

4)  �����
�

�
��
�

�
�� ::: 2

2

2
1

2
xdarctgxxdarctgxdxarctgxx

 ��
� : )(
2
1 22 arctgxdxarctgxx

 �
���

�

�
��
�

�
�


�

��

�
�

�
�
�

�
�
� :: dx

x
xarctgxxdx

x
xarctgxx 2

2
2

2
22

1
11

2
1

1
1

2
1

���
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
�

�


���

�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
�

�


� : :: 2

2
2

2

12
1

1
11

2
1

x
dxdxarctgxxdx

x
arctgxx

Carctgxxarctgxx
x

dxdxarctgxx ��
��
�
�

�
�
�

�
�
� : : 2

1
2
1

2
1

12
1 2

2
2 , 
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5) : xdxln  = :
� x)xd(xx lnln  = : �� dx
x

xx -x 1ln  = xlnx – x + C, 

 �  �  �

 �  �  �

 �  �  �

 �  �  � .cosln1ln11

cos
cos1

cos
sin1

111

11
cos

1
cos

1
22

CxtgxxCttgxx
t
dttgxx

x
xdtgxxdx

x
xtgxx

dxtgxtgxxxdtgxtgxx

tgxdxdxx
x

dx
x

x

��
���
��
�

�





�

�

�

�


�

�
�
��



:

::

::
:::6)

Savarankiško darbo užduotys  

Apskai�iuokite integralus: 

1. : dxarctgx .                                      

Atsakymas: .1ln
2
1 2 Cxxarctgx ��


2. : xdxx ln3 .

Atsakymas: Cxxx �
 44

16
1ln

4
1 . 

3. : xdxarcsin .

Atsakymas: Cxxx �
� 21arcsin . 

4. : dx
x
xln .

Atsakymas:  � Cxx �
 2ln2 . 

5. : dxxex .

Atsakymas: Cexe xx �
 . 
6. : xdxxsin .

Atsakymas: Cxxx ��
 sincos . 
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-�-��������*�#4#�0!����4#�����$��������

Racionali�ja funkcija vadinsime trumpen�

 �  �
 �xQ
xPxR

m

n� , 

kur  �xPn  yra n -tojo laipsnio daugianaris, o  �xQm  – m -tojo laipsnio 
daugianaris. 

Jei trupmenos skaitiklio laipsnis yra griežtai mažesnis už trupmenos 
vardiklio laipsn� ( mn � ), tai tokia trupmena vadinama taisykling�ja 
trupmena. Priešingu atveju ( mn � ) turime netaisykling�j� trupme-
n�.  

Nor�dami suinteguoti netaisykling�j� trupmen�, turime atskirti 
sveik�j� dal� (dalinant kampu) ir tokiu b�du netaisyklingoji trumpena 
yra suvedama � taisykling�j�. Tod�l pakanka išnagrin�ti taisykling�j�
trupmen� integravim�. Tokios trupmenos yra integruojamos išskaidant 
jas � paprast�j� (elementari�j�) trupmen� sum�. 
Išskirsime pagrindinius taisykling�j� trupmen� tipus ir parodysime, kaip 
reikia jas (t. y. trupmenas) skaidyti: 

�
 �  �

 �  � 2121
2 xx

B
xx

A
xxxx

xP
cbxax

xP nn



�



�


�

�

��
, 

�ia trinaris cbxax ��2  turi dvi reali�sias šaknis 21, xx . 

�
 �  �

 �  �22,12,1
2

2,1
2 xx

B
xx

A
xx

xP
cbxax

xP nn



�



�

�

�

��
, 

�ia trinaris cbxax ��2  turi vien� kartotin
 reali�j� šakn� 2,1x . 
� Jei trinaris cbxax ��2  neturi reali�j� šakn�, tuomet reikia išskirti 
piln�j� kvadrat�, naudojantis formule  � 222 2 bababa �'�' . 



Tiesin�s algebros ir matematin�s analiz�s pagrindai208

�
 �

 �  �  �  �  �
�



��



�



�



�

��

�

�
;� cx

A
cx

A
cx

A
cx

A
cbxaxcx

xPn ...32
21

2

 �  �  �;
;;

cbxax

CxB

cbxax
CxB

cbxax
CxB

cbxax
CxB

��

�
��

��

�
�

��

�
�

��
�

�
232

33
22

22
2

11 ... , 

�ia trinaris cbxax ��2  neturi reali�j� šakn�. 
Konstantos ;� BBBAAABA ...,,,,...,,,,, 2121 yra vadinamieji neapibr�žtieji 
koeficicientai, kurie randami subendravardiklinus dešiniosiose lygybi�
pus�se esan�ias trupmenas ir sulyginus koeficientus prie atitinkam� x
laipsni�, esan�i� dešiniosiose ir kairiosiose lygybi� pus�se. Tokiu b�du 
gaunama algebrini� lyg�i� sistema, kuri� išsprend
 turime konkre�ias 
koeficient� ;� BBBAAABA ...,,,,...,,,,, 2121  reikšmes. 

Pavyzdžiai 

1.
 �

.
12

1
1
1

2

4

2

4

:: �

�

�


�

� dx
xx

xdx
x
xI

Kadangi po integralu turime netaisykling�j� trupmen� (skaitiklio laips-
nis yra didesnis už vardiklio laipsn�), tai turime skaitikl� padalinti iš var-
diklio kampu ir tokiu b�du atskirti sveik�j� netaisyklingosios trupmenos 
dal�. Šiuo atveju skaitikl� 14 �x  padalij
 iš vardiklio 122 �
 xx , gau-
name dalmen� 322 �� xx  ir liekan� 24 
x . 
Taigi, pointegralin� funkcija atrodo taip: 

 �  �2
2

2

4

1
2432

1
1






����


�

x
xxx

x
x . 

Po ši� pertvarkym� nagrin�jamas integralas yra tokio pavidalo: 

 �  �: : : :: 




������
�

�
��
�

�






���� dx
x
xdxxdxdxxdx

x
xxxI 2

2
2

2

1
2432

1
2432 . 
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Pirmus tris integralus suintegruoti paprasta. Atskirai apskai�iuosime 

ketvirt�j� integral�      
 �: 



 dx
x
x

21
24 . 

Po integralu esan�i� taisykling�j� trupmen� išreikšime paprast�j� (ele-
mentari�j�) trupmen� suma: 

 �  �22 111
24



�



�






x
B

x
A

x
x . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus, gauname: 

 �  �
 �
 �  �2222 11

1
111

24



�

�



�


�



�



�





x
BAAx

x
BxA

x
B

x
A

x
x . 

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� x laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 

�
�
�

��
��
�
�

�
�
�
�


��

�

.2422
,4

,2
,4

AB
A

BA
A

Taigi, gavome, kad 2,4 �� BA . Tuomet  

 �  �  �
 �  �

 �
.

1
21ln4

1
12

1
14

1
2

1
4

1
2

1
4

1
24

2

222

C
x

x
x

xd
x
xd

x
dx

x
dxdx

xx
dx

x
x

�





�





�





�

�



�



���
�

�
��
�

�



�



�






::

:: ::

Gr�žtame prie nagrin�jamo integralo I : 

 �  �

.
1

21ln43
3

1
2432

1
2432

2
3

2
2

2
2

C
x

xxxx

dx
x
xdxxdxdxxdx

x
xxxI

�





����

�





������
�

�
��
�

�






���� : : : ::

Atsakymas: .
1

21ln43
3

2
3

C
x

xxxx
�





���
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2. : 


�

� .
2

4
2 dx

xx
xI

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). 
Vardiklis yra kvadratinis trinaris 22 

 xx , kurio diskriminantas yra 
teigiamas. 
Vadinasi, 22 

 xx  galime išskaidyti dauginamaisiais.  
Tuo tikslu randame kvadratinio trinario šaknis: 

.1
2

31,2
2

31
,9)2(14)1(

,02

21

2

2


�



��
�

�

�
��

�

�



xx

D
xx

    

Taigi,  � �1222 �
�

 xxxx . 

Po integralu esan�i� taisykling�j� trupmen� išreikšime paprast�j� (ele-
mentari�j�) trupmen� suma: 

 � � 1212
4

2
4

2 �
�



�

�

�

�




�
x

B
x

A
xx

x
xx

x . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus, gauname: 

 �  �
 � �  � �12

2
12

21
122

4
2 �



��
�

�


��

�
�

�



�




�
xx

BBxAAx
xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x . 

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� x laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�


�

�
�
�
�

�



�

�
�
�
�

�

��

.2
,1

,33
,1

,421
,1

,42
,1

A
B

B
BA

BB
BA

BA
BA

Taigi, gavome, kad 1,2 
�� BA .  
Tuomet  
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 �  �  � .
1
2ln1ln2ln2

1
1

2
22

12
2

1
1

2
2

2
4

2

2

C
x

xCxx
x
xd

x
xd

x
dx

x
dxdx

xx
dx

xx
xI

�
�



���

�
�
�








�

�
�






��
�
�

�
�
�

�



�



�




�
�

: :

: : : :

Atsakymas:  � C
x

x
�

�



1
2ln

2

. 

3. : �

�

1362 xx
dxI . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). Vardiklis yra kvadratinis trina-
ris 1362 �
 xx , kurio diskriminantas yra neigiamas. Tod�l išskaidyti 
dauginamaisiais negalime. Tokiu atveju vardiklyje išskirsime piln�j�
kvadrat�, t. y.  � 434932136 222 �
�����
��
 xxxxx . 
Taigi, turime 

 �  � :: :: �
�

�
�




�

�

�

�

�

�
 223222 243
)3(

43136 t
dt

x
xd

x
dx

xx
dxI

tx

CxarctgCtarctg �



���
2

3
2
1

22
1 . 

Atsakymas: .
2

3
2
1 Cxarctg �




4. : ��



� dx
xx

xI
65

1
2 . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). 
Vardiklis yra kvadratinis trinaris 652 �� xx , kurio diskriminantas yra 
teigiamas. 
Vadinasi, 652 �� xx  galime išskaidyti dauginamaisiais. Tuo tikslu ran-
dame kvadratinio trinario šaknis: 
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.3
2

15,2
2

15
,16145

,065

21

2

2


�




�
�
�


�

���
�

���

xx

D
xx

    

Taigi,  � �32652 ����� xxxx . 

Po integralu esan�i� taisykling�j� trupmen� išreikšime paprast�j� (ele-
mentari�j�) trupmen� suma: 

 � � 3232
1

65
1

2 �
�

�
�

��



�
��



x

B
x

A
xx

x
xx

x . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus, gauname: 

 �  �
 � �  � � .

32
23

32
23

3265
1

2 ��
���

�
��

���
�

�
�

�
�

��



xx
BBxAAx

xx
xBxA

x
B

x
A

xx
x

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� x laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 

 � �
�
�


�
�

�
�
�
�


�


�

�
�
�
�


��


�

�
�
�
�


��
��

.3
,4

,4
,1

,1213
,1

,123
,1

A
B

B
BA

BB
BA

BA
BA

Taigi, gavome, kad 4,3 �
� BA .  

Tuomet 

 �  �

 � .
2
3ln

3ln42ln3
3
34

2
23

3
4

2
3

3
4

2
3

65
1

3

4

2

C
x
x

Cxx
x
xd

x
xd

x
dx

x
dxdx

xxxx
xI

�
�

�
�

�����
�
�
�

�
�
�


�

�
�

�
�


��
�
�

�
�
�

�
�

�



�
��



�

::

::: :

Atsakymas:  � C
x
x

�
�

�
3

4

2
3ln . 
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5. : ��
�

12 xx
xdxI . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). Vardiklis yra kvadratinis trinaris 12 �� xx , 
kurio diskriminantas yra neigiamas. Tod�l išskaidyti dauginamaisiais 
negalime. Tokiu atveju vardiklyje išskirsime piln�j� kvadrat�, t. y.  

4
3

2
1

4
3

4
1

2
121

2
22 ��

�
�

�
�
� ���������� xxxxx . 

Taigi, turime 

�

��
�
�

�
�
� �

�
��

� ::
4
3

2
11 22

x

xdx
xx

xdxI

�
�
�

!

�
�
�

"

#

�
�
�

�

�
�
�

�

�

��
�
�

�
�
� 
�


�

��

dttddx

tx

tx

2
1

,
2
1

,
2
1

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�



�

�
�
�

�
�
� �

�

�
�



�

�
�

�
�
�

�
�
� 


�

::

:::

2

2
2

2

222

4
32

1

4
3
4
3

2
1

4
32

1

4
3

4
3

2
1

t

dt

t

td

t

dt

t

dtt

t

dtt
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 � ��
�
�
�

�
�
� �


���

���
�
�
�

�
�
� ��

C
x

arctgxx

Ctarctgt

3
2
12

3
11ln

2
1

4
33

4
2
1

4
3ln

2
1

2

2

 � .
3

12
3

11ln
2
1 2 Cxarctgxx �

�

���

Atsakymas:  � .
3

12
3

11ln
2
1 2 Cxarctgxx �

�

��

6. : ��



� dx
xx

xI
126

12
2 . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). Vardiklis yra kvadratinis trina-
ris 1262 �� xx , kurio diskriminantas yra neigiamas. Tod�l išskaidyti 
dauginamaisiais negalime. Tokiu atveju vardiklyje išskirsime piln�j�
kvadrat�, t. y.  

 � 333332126 2222 ����������� xxxxx . 

Taigi, turime 

 �:: �
��



�

��



� dx
x

xdx
xx

xI
33

12
126

12
22

 � �
!

�
"

#

�
�

�
�

�

�
�

�
��

dttddx
tx

tx

3
,3
,3

 �
�

�



�
�

�



�
�




� : :: : 3

7
3

2
3
72

3
132

2222 t
dt

t
dttdt

t
tdt

t
t
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 �
 �: : �

�



�
�

�� 222

2

3
7

3
3

2
12

t

dt
t
td

 �  � CxarctgxxCtarctgt �
�


����
��
3
3

3
7126ln

33
73ln 22 . 

Atsakymas:  � Cxarctgxx �
�


��
3
3

3
7126ln 2 . 

7. : ��
�

442 xx
xdxI . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). Vardiklis yra kvadratinis trina-
ris 442 �� xx , kurio diskriminantas yra lygus nuliui.  

Vadinasi, lygtis 0442 ��� xx  turi kartotin
 šakn� 2
2

04
2,1 
�

'

�x . 

Tod�l  � �  � .22244 22 ������� xxxxx

Po integralu esan�i� taisykling�j� trupmen� išreikšime paprast�j� (ele-
mentari�j�) trupmen� suma: 

 �  �222 22244 �
�

�
�

�
�

�� x
B

x
A

x
x

xx
x . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus, gauname: 

 �  �
 �
 �  �22222 2

2
2
2

22244 �
��

�
�

��
�

�
�

�
�

�
�

�� x
BAAx

x
BxA

x
B

x
A

x
x

xx
x . 

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� x laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 

�
�
�


�
�
�

�
�
�
�

��
�

.22
,1

,02
,1

AB
A

BA
A

Taigi, gavome, kad 2,1 
�� BA .  
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Tuomet 

 �  �:: :: �
�



�

���
�

�
��
�

�

�



�
�

�
��

� 222 2
2

22
2

2
1

44 x
dx

x
dxdx

xxxx
xdxI

 �  �
 �

 �

.
2

22ln

12
222ln

2
22

2
2 12

2

C
x

x

Cxx
x

xd
x
xd

�
�

���

��
�


�
�
��

�
�



�
�

�
�


: :

Atsakymas: .
2

22ln C
x

x �
�

��

8.  �dx
xxx

xI : �




�
22

24
2 . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). Vardiklyje yra kvadratinis trinaris 

222 �
 xx , kurio diskriminantas yra neigiamas, tod�l pointegralin

funkcij� išreikšime tokia paprast�j� (elementari�j�) trupmen� suma: 

 � 2222
24

22 �

�

��
�




xx
CBx

x
A

xxx
x . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus, gauname: 

 �
 �  �

 � �
�


���

�

�

�

��
�




22

22
2222

24
2

2

22 xxx
xCBxxxA

xx
CBx

x
A

xxx
x

 �
 �  �

 �22
22

22
22

2

2

2

22

�

��
��

�
�


���

�

xxx
ACAxBAx

xxx
CxBxAAxAx . 

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� x laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 

�
�

�
�

�

�
���
�
�


�
�

�
�

�
�

�


�
��


��

.22424
,1

,1

,22
,42

,0

AC
AB

A

A
CA

BA
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Taigi, gavome, kad 1
�A , 1�B , 2�C . 
Tuomet 

 �
.

22
2

22
211

22
24

212

22

IIdx
xx

x
x

dx

dx
xx

x
x

dx
xxx

xI

��
�


�
�
�

��
�
�

�
�
�

�

��

�



�
�




�

::

::

Integral� 1I  jau galime suintegruoti: 

11 ln Cx
x

dxI �
�
� : . 

Kadangi kvadratinio trinario 222 �
 xx  diskriminantas yra neigiamas, 
tai turime išskirti piln�j� kvadrat�, t. y. 

 �  � 11111222 2222 �
�����
��
 xxxxx . 
Tuomet 

 �
�

�

�

�
�


�
� :: dx

x
xdx

xx
xI

11
2

22
1

222

 � �
!

�
"

#

�
�

�
�

�

���
��
�


dttddx
tx

tx

1
,1
,1

 �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
�

�
�
��

� ::::: : 1
3

1
1

2
1

1
3

11
3

1
21

22

2

2222 t
dt

t
td

t
dt

t
dttdt

t
tdt

t
t

 �  �  � 2
2

2
2 1322ln

2
131ln

2
1 CxarctgxxCtarctgt �
��
����� . 

Taigi, randame duot�j� integral� I : 

 �  � ��
��
��
��� 2
2

121 1322ln
2
1ln CxarctgxxCxIII

 �  � Cxarctgxxx �
��
�
� 1322ln
2
1ln 2 , kur 21 CCC �� . 

Atsakymas:  �  � Cxarctgxxx �
��
�
 1322ln
2
1ln 2 . 
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Savarankiško darbo užduotys  

Apskai�iuokite integralus: 

1)  �: � 3xx
dx .                                               

Atsakymas: C
x

x
�

� 3
ln

3
1 . 

2)  � �: 
�
�� dx

xx
xx

91
12

2

2

.                     

Atsakymas: 1ln
2
3

�
 x  + 3ln 
x  + 3ln
2
3

�x + C. 

3)
 �  �: 
�

� dx
xx

x
21

2
3

2

.                       

Atsakymas: 
 �  � .

1
2ln

9
2

13
1

12
1

2 C
x
x

xx
�

�



�
�



�

4) : �
� dx

x
x

1
3

2

2

.                                              

Atsakymas: .2 Carctgxx ��

5) 
 �  �: ��


��� dx
xxx
xxx

11
242

22

23

.                                              

Atsakymas: .
3

12
3

2
1

31ln2 Cxarctg
x

x �
�

�
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-�8�,����!��#���������*�#4#�0!����4#��
����$���������

Nagrin�sime kelet� iracionali�j� funkcij� tip�:  

1.  �s rn m xxxR ,...,,  , 

2.
��
�

�

�

��
�

�

�

��
�

�
��
�

�
�
�

��
�

�
��
�

�
�
�

s

r

n

m

fcx
bax

fcx
baxxR ,...,, , kur fcba ,,, – realieji skai�iai, 

.0�
 bcaf

� Jei turime integral�  � ,,...,, dxxxxR s rn m: tai keitinys, kuriuo ira-

cionalioji funkcija suvedama � racionali�j� funkcij�, yra toks: ,txk �        

�ia skai�ius k  yra trupmen�
s
r

n
m ,..., bendras vardiklis. 

� Jei turime integral� ,,...,, dx
fcx
bax

fcx
baxxR s

r

n

m

: ��
�

�

�

��
�

�

�

��
�

�
��
�

�
�
�

��
�

�
��
�

�
�
� tai keiti-

nys, kuriuo iracionalioji funkcija suvedama � racionali�j� funkcij�, yra 

toks: ,t
fcx
bax

k �
�
� �ia skai�ius k  yra trupmen�

s
r

n
m ,...,  bendras var-

diklis. 

� Jei turime integral� : '' cbxax
dx

2
, tai tokiu atveju po šaknies 

ženklu esan�iame reiškinyje reikia išskirti piln�j� kvadrat�, naudojantis 
formule  � 222 2 bababa �'�' . 
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Pavyzdžiai 

1. ::
�

�
�

�
11 4

3

2
1

4 3
x

dxx
x

dxxI . 

Kadangi trupmen�
2
1  ir 

4
3  bendras vardiklis yra 4, tai nor�dami iracio-

nali�j� trumpen� suvesti � racionali�j� trumpen�, darome tok� keitin�: 
tx �4 .  

Tuomet ,,, 34
3

22
1

4 txtxtx ���  � .4 34 dtttddx ��

Gautus keitinius �sistat
 � pradin� integral�, gauname 

: ::: �
�

�
�

�
�

�
� 1

4
1

4

11 3

5

3

32

4
3

2
1

4 3 t
dtt

t
dttt

x

dxx
x

dxx . 

Dabar turime netaisykling�j� racionali�j� trupmen�, tod�l dalinsime 
skaitikl� iš vardiklio kampu ir tokiu b�du atskirsime sveik�j� netaisyk-
lingosios trupmenos dal�. Šiuo atveju, skaitikl� 5t  padalin
 iš vardiklio 

13 �t , gauname dalmen� 2t  ir liekan� 2t
 . 

Taigi, turime 

:::: �
�


���
�

�
��
�

�
�



��

�
�

1
44

1
4

1
4 3

2
2

3

2
2

3

5

t
dttdttdt

t
tt

t
dttI

.1ln
3
4

1ln
3
4

3
4

1
)1(

3
144

4 34 3

3
3

3

3
2

Cxx

Ctt
t
tddtt

��
�
��

�
� �
�

���
�
�
�

�
� ::

Atsakymas: Cxx ��
�
��

�
� �
 1ln

3
4 4 34 3 . 
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2.
 �: 


�



� dx
x
x

x
I 3

2 1
1

1
1 . 

Darome keitin�: .
1
1

3 t
x
x
�



�

Tuomet 

,
1
1

1
1

3

3
3

�



���


�

t
txt

x
x

 �
1

2
1

11
1
111 33

33

3

3

�
�

�


�

�
�




�

tt

tt
t
tx , 

 �  �  � �
 �

�
�

1
�

�

1



�
1

��
�

�
��
�

�
�



���
�

�
��
�

�
�



� dt
t

ttttdt
t
t

t
tddx 23

3333

3

3

3

3

1
1111

1
1

1
1

 �  �
 �

 �  �
 �

 �  � .
1

6
1

3333
1

3113
1

3113

23

2

23

2525

23

2332

23

2332

dt
t

tdt
t

tttt

dt
t

ttttdt
t

tttt

�
�

�

�
�
�

�
�



�
�

�



�
�

Gautas išraiškas �sistat
 � pradin� integral�, gauname 

 �  � �
�

��

�
�
�

�
�
�

�

�


�



� :: dt

t
tt

t

dx
x
x

x
I 23

2

2

3

3
2 1

6

1
2
1

1
1

1
1

 �
 �

.
1
1

1
1

8
3

1
1

8
3

42
3

4
6

1
6

4
1

3

4

3

4
3

23

223

C
x
x

x
xC

x
x

Ctdttdt
t

ttt

�


�

�


�

����
�
�

�
�
�
�

�



�

�

������
�

��
�

� ::

Atsakymas: C
x
x

x
x

�


�

�


�

� 3

1
1

1
1

8
3 . 
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3. : ��
�

11x
dxI . 

Darome keitin�: tx ��1 . 

Tuomet 

,12 
� tx

 �  � .211 22 tdtdtttddx �
1


�
�

Gautas išraiškas �sistat
 � pradin� integral�, gauname 

 �
: ::::

::::

�
�
�


�
�


��
�
�

�
�
�

�

�

��
�
�

�
�
�

�



�
�

�
�

�

�
�

�
��

�

1
122

1
122

1
112

1
1

1
12

1
112

1
2

11

t
tddtdt

t
dtdt

t

dt
tt

tdt
t

t
t

tdt
x

dxI

 � � CxxCtt ���
����
� 11ln121ln2 . 

Atsakymas:  � � Cxx ���
� 11ln12 . 

4. : �
�

3 13x
xdxI . 

Darome keitin�: .133 tx ��

,
3

13 

�

tx

.
3

3
3

1
3

1 2
233

dttdttdtttddx ��
1

��
�

�
��
�

� 

���

�

�
��
�

� 

�

Gautas išraiškas �sistat
 � pradin� integral�, gauname 
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 �

 � ��
��



��
�
�

�
���
�

�
��
�

� 

�

��
�

�
��
�

� 


�
�

�

::

:: ::

CttCttCttdttdtt

dtttdttt
t

dttt

x
xdxI

52
3030

52
6153

1
3
1

3
1

3
13

1

13

3
22525

4

4
3

2
3

3

 �  �  �  � � ��
�
�

���
�
��

�
� 
�

�
� Cx

x
Cx

x
5132

30
13

5132
30

13 3 2
3

3
3 2

 �  �  �  �
C

xx
Cx

x
�

�

��


�
�

10
1312

36
30

13 3 23 2

. 

Atsakymas: 
 �  �

C
xx

�
�


10
1312 3 2

. 

5. : 


�

322 xx
dxI . 

 �::: �




�

���


�




�
41411232 222 x

dx
xx

dx
xx

dxI

 �
 �

 �  �

 � .21ln

411ln
41

1

2

2

2

Cxxxx

Cxx
x

xd

�

�
�

��

�
�






� :

Atsakymas:  � Cxxxx �

�
 21ln 2 . 

6. : 
�
�

223 xx
dxI . 

 �
 �
 �

Cx
x

xd

x

dx
xx

dx
�



�







�
�



�

� : :: 2

1arcsin
12

1

4123
2222

. 

Atsakymas: Cx
�



2

1arcsin . 
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7.  �: ��
�

42 4 xxx
dxI . 

Kadangi trupmen�
2
1  ir 

4
1  bendras vardiklis yra 4, tai, nor�dami iracio-

nali�j� trupmen� suvesti � racionali�j� trupmen�, darome tok� keitin�: 
.4 tx �

Tuomet 

,,, 4
1

22
1

4 txtxtx ���   

 � .4 34 dtttddx ��

Gautas išraiškas �sistat
 � pradin� integral�, gauname 

 �  �  �::: ��
�

��
�

��
�

42
4

42
4

42 224

3

4 ttt
dt

ttt
dtt

xxx
dxI . 

Po integralu turime taisykling�j� trupmen� (skaitiklio laipsnis yra ma-
žesnis už vardiklio laipsn�). 
Kadangi kvadratinis trinaris 422 �� tt  reali� šakn� neturi (diskrimi-
nantas neigiamas), tai pointegralin
 trupmen� išreikšime paprast�j�
(elementari�j�) trupmen� suma: 

 � 4242
4

22 ��
�

��
�� tt

CBt
t
A

ttt
dt . 

Subendravardiklin
 ir atlik
 veiksmus gauname: 

 �
 �  �

 �

 � .
42

42
42

42
4242

4

2

22

2

2

22

��
����

�

�
��

����
�

��
�

��
��

ttt
CtBtAAtAt

ttt
tCBtttA

tt
CBt

t
A

ttt
dt

   

Skaitikliuose sulygin
 koeficientus prie vienod� t  laipsni�, gauname 
lyg�i� sistem�: 
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�
�

�
�

�

�

�

�

�
�
�

�
�

�

�

�

�

�
�
�

�
�

�

�
��

��

.1
,2
,1

,1
,2

,

,44
,02

,0

A
C
B

A
AC

AB

A
CA

BA

Išsprend
 lyg�i� sistem�, gauname, kad 2,1,1 
�
�� CBA .  

Taigi, turime 

 �
 �

.
42

2
42

21
42
211

42
4

212

222

::

:: :


�
��

�

�

���
�

�
��
�

�
��

�

���

�

�
��
�

�
��

��


��
��

�

IIdt
tt

t
t
dt

dt
tt

t
t

dt
tt

t
tttt

dtI

Skai�iuodami integral� 2I , vardiklyje išskirsime piln�j� kvadrat�, t. y. 
 � 31311242 222 ����������� ttttt  ir atliksime keitin�

 �  � .11

,1
,1

dzdzzzddt

zt
zt

�1
�
�


�
��

 �
 �

 �
 �:::: :

:::

�
�

�
�
�

�
�

�
�

�
�
�

�

�
�
�


�
��

�
�

��
�

�

222

2

222

2222

33
3

2
1

333
1

3
21

31
2

42
2

z

dz
z
zd

z
dz

z
zdzdz

z
z

dz
z

zdt
t

tdt
tt

tI

 �  � ��������� 31ln
2
1

33
13ln

2
1 2

2
2 tCzarctgz

 � .
3

1
3

131ln
2
1

3
1

3
1

2

42
4

2 CxarctgxCtarctg �
�

��
�
��

�
� ����

�
�

Taigi, gavome, kad  
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 �  � ��
�


�
�
��

�
� ��
��
� 2

424
1

4
21 3

1
3

131ln
2
1ln CxarctgxCxIII

 �  � Cxarctgxx �
�


�
�
��

�
� ��
�

3
1

3
131ln

2
1ln

42
44 , �ia 21 CCC �� . 

Atsakymas:  �  � Cxarctgxx �
�


�
�
��

�
� ��


3
1

3
131ln

2
1ln

42
44 . 

Savarankiško darbo užduotys 

Apskai�iuokite integralus: 

1. : � xx
dx

3
.                                           

Atsakymas:  � .1ln6632 663 Cxxxx ��
�


2. dx
x

x
: �

�
3 13

1 .                                           

 Atsakymas:  �  � .13
3
113

15
1 3 23 5 Cxx ����

3. dxxarctg: .

Atsakymas:.  � Cxxarctgx �
�1 . 

4. dx
x

x
: �


�
32

132 .

Atsakymas: Cxx ��
� 32ln32 .
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