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“The Cheshire cat in Alice in
Wonderland faded away leaving
behind only its grin. A star that falls into
an already existing black hole, or that
collapses to make a new black hole,
fades away. Of the star, of its matter
and of its sunspots and solar
prominences, all trace disappears.
There remains behind only
gravitational attraction, the attraction of

disembodied mass.”

WHEELER, John Archibald.



UNIFESP
ey ~md.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO PAULO
INSTITUTO DE CIENCIAS AMBIENTAIS, QUIMICAS E FARMACEUTICAS ~ ZENEE[f|EEEEE
CAMPUS DIADEMA A o

RESUMO

Este trabalho realiza um estudo fenomenolégico abrangente acerca da
chamada métrica de Kerr, explicitando suas caracteristicas e sua relevancia
astrofisica. A Teoria da Relatividade Geral utiliza de equacdes diferenciais néo-
lineares (chamadas equacdes de Einstein) para descrever a relacao entre a geometria
do espaco-tempo e o conteudo de matéria e energia que este possui. Uma das
solucBes exatas dessas equacdes é chamada métrica de Kerr que descreve a regido
exterior a um buraco negro rotante e sem carga elétrica. Analisa-se, neste trabalho,
as superficies e Orbitas que surgem a partir dessa métrica e discute-se o motivo de

acreditar-se que todos os buracos negros astrofisicos sdo descritos por ela.

Palavras-chave: Métrica de Kerr. Buracos Negros. Teoria da Relatividade Geral.
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ABSTRACT

This work carries out a phenomenological study covering the so-called Kerr metric,
explaining its features and its astrophysical relevance. The General Theory of
Relativity uses nonlinear differential equations (called Einstein's equations) to describe
the relationship between the geometry of spacetime and the content of matter and
energy it has. One of the exact solutions to these equations is called the Kerr metric,
which describes the outer region of a rotating black hole with no electric charge. In this
work, we analyze the surfaces and orbits that arise from this metric and discuss the
reason for believing that all astrophysical black holes are generated by it.

Keywords: Kerr Metric. Black Holes. General Theory of Relativity.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho propde analisar, de forma fenomenoldgica, a chamada “Métrica
de Kerr’, uma solugdo exata das equagdes de campo de Einstein que descreve a
geometria exterior a um buraco negro rotante, i.e., que possui momento angular, sem

carga elétrica e que é axialmente simétrico na direcdo do vetor momento angular.

As equacdes de campo de Einstein sdo equacgdes altamente nao lineares que
relacionam a curvatura do espaco-tempo com o contetdo de matéria e energia contido
nele. Durante todo o trabalho, ficar4 subentendido que x#=v=0,1,2,3 e, além disso,
utilizaremos o sistema de unidades geométricas (WALD, 1984) onde G=c=1. Nele,

as equacoes de Einstein podem ser expressas na forma:

G, =«T (1)

Na equagao (1), T,, € o tensor de energia-momento, x =8z € a constante
gravitacional de Einsteine G,, € o tensor de Einstein que possui a forma (CARROLL,
2003):

G, =R _--g R )

Na equacgdo (2), R, € o tensor de curvatura de Ricci, g,, € o tensor metrico e

R é o escalar de curvatura. A tabela abaixo nos ajuda a compreender melhor as
caracteristicas que envolvem a métrica de Kerr comparando-a com a métrica de
Schwarzschild, a primeira solucéo exata para as equacdes de campo de Einstein que

nao era a solucéo trivial de um espago-tempo plano:

Tabela 1 — Comparacéo entre a solugdo de Schwarzschild e a solugéo de Kerr

Schwarzschild Kerr
Solucéo de Vacuo Solucédo de Vacuo
Sem momento angular Com momento angular
Estatica Estacionéria
Assintoticamente Plana Assintoticamente Plana
Esfericamente Simétrica Axialmente Simétrica
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Como mostrado na tabela, a métrica de Kerr € uma solucédo de vacuo, i.e., é
uma solucdo expressa em uma regido onde o tensor de Einstein é nulo, ou seja,

xT, =0 e como T, € o tensor que representa toda densidade e fluxo de energia e

momento do espaco-tempo. Entdo, concluimos que ndo ha matéria e nem energia
presentes nessa regiao. Além disso, dizer que o espaco-tempo é estatico significa
dizer, em outras palavras, que ndo h4 nada acontecendo com ele com o passar do
tempo, enquanto dizer que ele € estacionario significa dizer que, seja 14 o que estiver
acontecendo com o espago-tempo, acontece sempre do mesmo jeito com o passar
do tempo. Examinaremos, na sequéncia, o chamado “teorema de Birkhoff” que
relaciona uma solucdo de vacuo esfericamente simétrica com a estaticidade do

espaco-tempo no exterior da solugéo.

17
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2. NAO-EXISTENCIA DO TEOREMA DE BIRKHOFF

O teorema de Birkhoff afirma:

A regido exterior de uma solucdo de vacuo esfericamente
simétrica €, necessariamente, estatica (INVERNO, 2006, p.
188).

A partir dessa afirmacao, podemos dizer que, uma vez que o0 espaco ao redor
de um buraco negro esfericamente simétrico seja descrito pela métrica de
Schwarzschild, entdo, a regido exterior de qualquer objeto esfericamente simétrico
(como um planeta ou uma estrela) também sera descrita pela métrica de

Schwarzschild.

Isso tem implicagdes fisicas interessantes. Por exemplo, se supusermos uma
estrela esfericamente simétrica, como a representada na Figura 1, que pulsa de forma
esfericamente simétrica, concluiremos que esta estrela ndo emite ondas
gravitacionais, uma vez que, pelo Teorema de Birkhoff, o espaco exterior a estrela
deve permanecer estatico e a emissdo de ondas gravitacionais pressupde um espaco-
tempo nao-estatico (MILLER; YUNES, 2019).

Figura 1 — llustragdo de uma estrela (star) que vibra em simetria esfericamente simétrica, como

mostrado pelas linhas pontilhadas. Ao seu redor, o0 espaco-tempo € sempre estatico (always static).

Fonte: INVERNO, 2006

18



UNIFESP
e~

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO PAULO
INSTITUTO DE CIENCIAS AMBIENTAIS, QUIMICAS E FARMACEUTICAS —_——a—
CAMPUS DIADEMA UNIVERSIDADE H\\::{ AL DE SAO PAULO

Acontece gue nao existe um teorema desse tipo para a métrica de Kerr e isso
€ um sério problema porque, uma vez que ndo existe um teorema desse tipo para ela,
ndo se pode afirmar que Kerr seja uma solugcdo assintotica exata para estrelas e
planetas rotantes (TEUKOLSKY, 2015). Isso pode representar uma falta de sentido
astrofisico para essa métrica e, assim, ndo se poderia usa-la para representar,
exatamente, esses objetos. Entretanto, a métrica de Kerr possui, sim, um significado
astrofisico relevante (WILTSHIRE; VISSER; SCOTT, 2009), isso porque é possivel
descrever a regido exterior de estrelas girantes como sendo, aproximadamente, Kerr
e, além do mais, existem diversos teoremas de unicidade que afirmam que a métrica
de Kerr é a Unica solucdo possivel para buracos negros rotantes e estacionarios
(CARTER, 1971; HAWKING, 1972; ROBINSON, 1975; WERNER, 1967).

2.1 Hipotese de Kerr

Como dito acima, os teoremas de unicidade (ou no-hair) provaram que a Unica
solugcéo para o estado final de um colapso gravitacional em um espacgo-tempo de
vacuo, axialmente simétrico, assintoticamente plano, rotante e estacionario, uma vez
gue nao existam, nesse espaco-tempo, curvas tipo tempo fechadas e singularidades

nuast, é a métrica de Kerr.

Esses teoremas suportam a chamada Hipétese de Kerr que afirma que todos
os buracos negros astrofisicos, com exce¢do do momento de fusdo de binarios que
envolvam um buraco negro, satisfazem essas condi¢gdes impostas pelos teoremas de
unicidade e, portanto, sdo descritos unicamente por dois parametros: sua massa e
seu momento angular. A solugcdo para o momento da fusdo de binérios que envolvem
buracos negros (os chamados mergers) possuem desvios em relacdo a métrica de
Kerr, mas, esses desvios sdo rapidamente irradiados em forma de ondas
gravitacionais (BAMBI, 2011) durante o periodo de relaxacdo do buraco negro
(ringdown). Apds esse periodo o buraco negro resultante é descrito pela métrica de

Kerr.

! Para mais detalhes sobre curvas tipo tempo fechadas e singularidades nuas, ver (CARROL, 2003).

19
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3. COORDENADAS DE BOYER-LINDQUIST

E sabido que podemos utilizar diversos sistemas de coordenadas para
representar o espaco geométrico no qual trabalhamos. No caso da métrica de Kerr,
nao é diferente, podemos representa-la utilizando diversos sistemas de coordenadas,
cada um tendo sua peculiaridade e ajudando a compreender alguma propriedade

importante do espaco que estamos tratando.

O sistema de coordenadas mais comumente utilizado para descrever a métrica

de Kerr é o de Boyer-Lindquist no qual o elemento de linha da métrica toma a forma:

2 ain? 2
5" = 15 o+ S o500 s BEIE fin gagr ZE0205 0 g
z A by 3)
Onde, r é a coordenada radial e 9, e ¢, séo as coordenadas angulares.
Além disso, na equacéao (3),
Y=r’+a’cos’ 0 (4)
A=r’—rr+a’ (5)
r,=2M (6)
J
a=— 7
v (7)

Nas expressodes (4)-(7), M é a massa, J € 0 momento angular e a € 0

parametro de spin do buraco negro. r, indica o raio de Schwarzschild.

Uma das vantagens desse sistema de coordenadas € a existéncia de somente
um termo nao-diagonal (que proporcionara um efeito interessante chamado de frame
dragging, que sera analisado posteriormente). Além disso, a apresentacao da métrica
de Kerr em Boyer-Lindquist ajuda a entender seu comportamento em regimes
assintoticos e, também, a entender a diferenca entre um horizonte de evento e uma
ergosfera. Vamos analisar agora a vantagem descrita acima em entender o

comportamento da métrica de Kerr em regimes limites.

20
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O primeiro caso limite que podemos analisar é o caso de a — 0, nesse caso, a

métrica se torna:

2
ds? = —[1— 2M }dt2+ dr +r?(d6* +sin’0d ¢*)
1M 8)

Essa métrica é exatamente a métrica de Schwarzschild que representa um
espaco-tempo em torno de um buraco negro sem rotacdo. Como partimos de um
espaco-tempo com rotacao para um espacgo-tempo sem rotacao apenas fazendo o
limite onde a— 0, podemos dizer, seguramente, que a representa 0 momento

angular.

O segundo caso limite que podemos analisar € o caso onde M — 0 (equivalente

a r, > 0) nesse caso, a métrica se torna:

%
+a

ds? = —dt?+

2 2

. dr?+2d6*+(r? +a*)sin’ 6d¢’ (9)

Analisando, qualitativamente, essa métrica, podemos perceber que ela possui
somente elementos diagonais e, ainda, que possui um elemento temporal e trés
elementos espaciais. Notamos, ainda, que essa métrica se encontra em coordenadas
esferoidais oblatas e, assim, podemos relaciona-la com as coordenadas cartesianas

usuais fazendo as seguintes transformagoes:

X =/r’ + a’sinfcos¢ (10)
y =/r® +a’sindsing (11)

Z =rcosé (12)

Agora, analisando a métrica descrita na eq. (9), percebemos uma componente
temporal com o sinal contrario as trés componentes espaciais restantes do mesmo

modo como acontece na métrica do espago de Minkowski plano, a saber:

ds® = —dt®+dx*+dy’+dz* (13)
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Assim, notamos que tomando o limite M — 0 na eq. (3), obtemos uma métrica
equivalente a métrica do espaco de Minkowski plano. Portanto, podemos concluir que,
tomando este limite, saimos de um espago curvo para um espaco plano e, portanto,

M deve ter carater de massa.

Tendo entendido a importancia das coordenadas de Boyer-Lindquist para o
entendimento das caracteristicas fisicas de termos que aparecem, explicitamente, na
métrica (como a e M ), podemos agora passar adiante para o estudo dos horizontes

e superficies que surgem no espacgo-tempo descrito pela métrica de Kerr.
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4. HORIZONTES E SUPERFICIES

Neste capitulo vamos estudar a estrutura dos horizontes de eventos, da
ergosfera e das singularidades que aparecem na métrica de Kerr representada nas
coordenadas de Boyer-Lindquist.

4.1 Singularidades

Analisando a métrica descrita na eq. (3) percebemos que ela possui
singularidades em duas situagoes:

)] Quando A=0: essa singularidade é apenas uma singularidade de
coordenadas, i.e., uma singularidade aparente. Isso porque essa
singularidade ndo aparece quando expressamos a métrica de Kerr em

outras coordenadas e, com alguma algebra, € possivel estabelecer que
se A=0,entdo, r=r,=m++m’ -a*> e, nesse caso, se a - 0, temos que
r.—>2M . Logo, podemos interpretar r, como sendo horizontes de

eventos na métrica de Kerr.

i) Quando X=0: nesse caso temos uma singularidade fisica, mas, o
interessante dessa singularidade € que ela possui uma forma que é
distinta de um ponto (como ocorre na singularidade em Schwarzschild),

ela possui, na verdade, o formato de anel. Isso porque para que X =0

nao basta que r =0, é preciso também que & =%. Podemos entender

isso pensando que, em Kerr, a singularidade ainda carrega momento
angular e a estrutura mais simples que pode carregar momento angular,
topologicamente falando, € um anel 1-dimensional. Sendo assim, em

Kerr, a singularidade tem formato de anel.
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4.2 Arrasto de Referenciais (Frame Dragging)

A Figura 2 ilustra o chamado arrasto de referenciais (ou frame dragging) que &
0 arrasto que sofre o espaco-tempo na vizinhangca de um buraco negro rotante.
Veremos que uma particula que se aproxima suficientemente do buraco negro,
necessariamente, passara a corrotacionar com ele, i.e., a particula sera arrastada
junto com o espaco-tempo e passara a girar em torno do buraco negro na mesma

direcdo com que este gira.

Figura 2 — Orbitas de objetos préximos ao buraco negro (orbits of objects near black hole) s&o

influenciadas pela dire¢cdo do spin (direction of spin) do buraco negro.

0‘“2(“0" O'XPI'”

o

[
X

Orbits of objects
near black hole

Fonte: BEGELMAN, 2010

4.3 Horizontes e Superficies

Faremos uso da Figura 4 para analisar cada uma das superficies, e horizontes
de eventos, que estao representadas, esquematicamente, na Figura 3. Essas regioes,
gue nado existem na métrica de Schwarzschild, possuem caracteristicas importantes

na métrica de Kerr.
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Figura 3 — Horizontes, ergosuperficie e singularidade de curvatura no espaco-tempo de Kerr.

Quter event horizon
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Fonte: WILTSHIRE; VISSER; SCOTT, 2009

Figura 4 — Posicado, apds um curto periodo de tempo, de flashes de luz (frentes de onda
circulares) emitidos pelos pontos pretos.

O]

limit surface

Fonte: HAWKING, 1974
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4.3.1 Ergossuperficie Exterior (Superficie de Limite Estacionario)

Sobre essa superficie, o0 emissor se encontra dentro da frente de onda e é
possivel, portanto, para uma particula viajando em uma curva tipo tempo (timelike)
sair para o infinito, i.e., viajar para muito longe do buraco negro. Passado esse limite
(para a regido mais interior), ndo € possivel, para nenhuma particula (nem mesmo a
luz), contrabalancear o efeito do arraste de referenciais (frame dragging). Portanto,
qualquer particula que ultrapassa esse limite passa, hecessariamente, nao importa o

gue ela faca, a corrotacionar com o buraco negro.

4.3.2 Ergorregiao

Nessa regido, o ponto que representa o emissor fica fora da frente de onda
emitida. Entéo, € impossivel que uma particula que viaje sobre uma curva tipo tempo,
ou até mesmo tipo luz, figue em repouso em relacdo ao infinito, i.e., a particula é,
necessariamente, arrastada junto com o espaco-tempo. Entretanto, ainda assim, essa
regido ndo € um horizonte de eventos, uma vez que as frentes de onda sao tais que

a particula ainda pode escapar para o infinito.

Essa regido tem uma importancia adicional porque acredita-se que nela pode
ocorrer o chamado Processo Penrose, em homenagem ao fisico Roger Penrose que
primeiro propds esse processo em 1969 (PENROSE, 1969). Nesse processo, uma
porcdo de matéria dentro da ergorregido é dividida em duas de modo que, uma de
suas partes possui massa-energia negativa, de tal forma que a outra parte escapa
para o infinito. A primeira ultrapassa o horizonte de eventos, caindo no buraco negro,
enguanto que a outra parte é expelida para o infinito com energia maior do que a parte
inteira original. Essa energia sobressalente viria, entdo, da rotagdo do buraco negro

que, apos fornecer tal energia, diminuiria sua rotagao.

Yakov Zeldovich, também um fisico de destaque, propds em 1971, em analogia
ao Processo Penrose, a extracdo de energia de rotacdo de um cilindro metélico
(ZELDOVICH, 1971). Essa extracao foi experimentalmente comprovada em junho de

2020 ampliando-se a energia de uma onda sonora (CROMB et al, 2020), de modo
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gue, por analogia, esse experimento reforca a possibilidade do Processo Penrose ser

factivel.

4.3.3 Horizonte de Eventos Exterior (r,)

Sobre essa superficie, a frente de onda fica inteiramente dentro da superficie
e, portanto, € impossivel para uma particula que viaja sobre uma curva tipo tempo
escapar para o infinito. Portanto, essa superficie €, de fato, um horizonte de eventos

e nada que a atravessa, nem mesmo a luz, pode retornar para o infinito.

4.3.4 Horizonte de Eventos Interior ou Horizonte de Cauchy (r.)

Horizonte de Cauchy € o limite que separa uma regido (r>r) onde a

causalidade € vdlida (i.e., eventos futuros sédo determinados, univocamente, por
eventos passados) de uma regido onde iSso ndo necessariamente acontece.
Podemos imaginar que, dentro dessa regido, € possivel que vocé parta de um evento,
decorra algum tempo no seu reldgio e, depois de ter passado tal tempo, vocé retorne
para o mesmo evento, de modo que seria permitido que um evento fosse causa dele

proprio.

4.4 Buracos Negros de Kerr Extremos (a*=M?)

No caso de um buraco negro extremo de Kerr, i.e., quando seu momento
angular ao quadrado é igual & sua massa ao quadrado, entdo, a posi¢do do horizonte
de eventos coincide com a posi¢éo da singularidade. I1sso significa que a singularidade
do buraco negro ndo esta mais escondida atras de um horizonte de eventos e, sim,
esta exposta ao universo, sendo chamada de singularidade nua. Uma singularidade
nua traz diversos problemas fisicos como, por exemplo, impossibilitar a teoria da
relatividade geral de prever a evolucao temporal de um espago-tempo proximo a esse
tipo de singularidade. Para resolver essa questdo, Roger Penrose prop6s a chamada
Conjectura da Censura Césmica (PENROSE, 1969) que afirma que as condi¢des

iniciais que levariam a criacdo de um buraco negro de Kerr extremo néo séo condicdes
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fisicas reais e, sendo assim, ndo seria possivel que um buraco negro desse tipo fosse

criado no universo.
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5. AS LEIS DA MECANICA DE BURACOS NEGROS

Durante estudos sobre extracdo de energia em buracos negros de Kerr
(processo Penrose), percebeu-se (PENROSE; FLOYD, 1971) que a area da superficie
do buraco negro aumentava durante esse processo. Com isso, comecgaram a surgir
estudos que relacionaram alguns parametros de buracos negros com parametros da
termodinamica (BEKENSTEIN, 1973). A partir destes estudos, estabeleceu-se que 0s
buracos negros devem satisfazer algumas propriedades fisicas e, mais ainda, que
essas propriedades fisicas sdo andlogas as leis da termodinamica. Sendo assim,
foram propostas quatro leis mecéanica que devem ser obedecidas pelos buracos

negros. Sao elas:

5.1 Lei zero da mecanica de buracos negros

A gravidade de superficie k¥ de um buraco negro estacionario € constante

sobre o horizonte de eventos (r,).

A lei zero da mecéanica de buracos negros foi provada junto com a primeira lei
(BARDEEN; CARTER; HAWKING, 1973). A gravidade de superficie x € definida
como:

r.—Mm
K=
2MR,

(14)

Essa lei € analoga a chamada “lei zero da termodinamica” que estabelece
gue a temperatura € constante em um corpo que esta em equilibrio dindmico. Aqui
temos a mesma ideia: a gravidade de superficie € constante para um buraco negro

gue € estacionario.

5.2 Primeira lei da mecanica de buracos negros

Quaisquer duas solucdes axialmente simétricas contendo um fluido perfeito

com fluxo circular e um buraco negro central sao relacionadas pela seguinte equacao:

SM =2 5A+QS) (15)

87
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Na equacédo (15), § significa uma variacdo, A é a area do horizonte e, além

disso, Q é defindo por:

a

Q=—"" 16
2Mr, (16)

Existe uma analogia com a primeira lei da termodindmica (SCHROEDER, 2000)
guando se relaciona A como sendo proporcional a entropia do buraco negro e x
como sendo proporcional a temperatura do buraco negro. Sendo assim, essa lei

estabelece uma conservagéo de energia.

5.3 Segunda lei da mecanica de buracos negros

A &rea A do horizonte de eventos de um buraco negro nunca decresce com 0

tempo, ou seja:
SA>0 (17)

Esta lei é o estabelecimento do Teorema da Area de Hawking (HAWKING,
1971) e relaciona a entropia na segunda lei da termodindmica com a &area do buraco
negro, ou seja, do mesmo modo como, ha segunda lei da termodinamica, a mudanca
de entropia em um sistema isolado serd sempre maior do que zero, também aqui a
mudanca da area do horizonte de eventos de um buraco negro seré sempre maior do

que zero.

5.4 Terceira lei da mecénica de buracos negros

E impossivel reduzir, através de um numero finito de procedimentos, a

gravidade de superficie k¥ a zero.

Foi provada por Werner Israel (ISRAEL, 1986) e faz uma analogia entre a
gravidade de superficie de um buraco negro e a entropia na terceira lei da
termodinamica (que estabelece a entropia de um sistema no zero absoluto é uma
constante). Desse modo, uma vez que buracos negros extremos ndo possuem
gravidade de superficie, a terceira lei afirma que é impossivel que um buraco negro
nao-extremo se torne um buraco negro extremo através de uma sequéncia finita de

processos.
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5.5 Radiacao Hawking e entropia de Bekenstein

As quatro leis citadas acima sugerem uma analogia entre a area do horizonte
de eventos de um buraco e a entropia termodinamica e, também, entre a gravidade
de superficie de um buraco e a temperatura termodindmica. Entretanto, essas quatro
leis sdo validas somente em um regime classico, onde ndo levamos em conta 0s
efeitos quanticos. Uma vez que os efeitos quanticos entram em cena, percebemos
algumas mudancas nas leis acima, principalmente no que tange a segunda lei da
mecanica de buracos negros. ISso ocorre porque, levando em conta os efeitos
guanticos, percebemos que buracos negros podem irradiar (HAWKING, 1974,
HAWKING, 1975) com temperatura:

_h/c

Cor

T (18)

E assim, pela primeira lei, expressa na eq. (15), podemos fixar a constante de
proporcionalidade entre area e entropia, também conhecida como entropia de

Bekenstein, que é dada por:

s==— (19)
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6. ORBITAS

Para o estudo das orbitas na métrica de Kerr, usaremos como base o grafico
apresentado na Figura 5. Nele, notamos que as érbitas ao redor de um buraco negro
de Kerr sao distintas, primeiramente, pelo tipo de movimento do objeto, i.e., se o0 objeto
esta corrotacionando com o buraco negro, entao, as Orbitas serdo diretas (esse caso
esta marcado com as linhas cheias no gréfico). Entretanto, se o objeto estiver contra-
rotacionando com o buraco negro, entdo, as érbitas seréo retrogradas (esse caso é
representado através de linhas pontilhadas no gréafico). Uma vez compreendido isso,
precisamos compreender que as posi¢cdes das Orbitas, em relagdo ao buraco negro,

serdo distintas também conforme o0 momento angular desse buraco negro.

Figura 5 — Raios relevantes para Orbitas equatoriais no espaco-tempo de Kerr.

prograde --—--retrograde |

a, = a/M = J/M?

Fonte: REZZOLLA; ZENOTTI, 2013
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Notamos que se 0 momento angular do buraco negro for nulo, temos entdo um
buraco negro de Schwarzschild e, nesse caso, as posi¢cdes das Orbitas sdo as

seguintes:

r. (horizonte de eventos): fica localizado no raio de 2M i.e., o chamado

raio de Schwarzschild;

r,, (Orbita ligada dos fotons): fica localizada no raio de 3M;

r, (Orbita ligada mais interna): fica localizada no raio de 4M;

r .(Orbita ligada e estavel mais interna): fica localizada no raio de 6M.

Note que para momento angular nulo ndo faz diferenca para a posicdo das
Orbitas se o movimento do objeto é direto ou retrégrado, entretanto, conforme se
aumenta o momento angular, o raio dessas Orbitas muda e se divide de modo que
serdo diferentes para cada um dos tipos de movimento. E mais ainda, no caso de um
buraco negro de Kerr extremo todas essas Orbitas para o movimento direto,

aparentemente, coincidem em r =M , entretanto, isso € somente aparente devido as

r

mb

er

ms

coordenadas de Boyer-Lindquist, o que ocorre, de fato, € que as orbitas r,,

estdo sempre separadas e acima do raio do horizonte de evento (BARDEEN et al.,
1972).

Importante atencdo deve ser dada para as Orbitas r_, essas Orbitas séo

s
chamadas ISCO (Innermost Stable Circular Orbits) e representam a Orbita circular
estavel mais interna que pode existir ao redor do buraco negro. Essas orbitas ISCO
possuem papel fundamental quando, por exemplo, estudamos discos de acre¢dao em
torno de um objeto compacto (estrelas de néutrons ou buracos negros), especialmente
porque elas podem ser explicacdes para as chamadas oscilacbes quase-periodicas
em quilohertz (kHz QPOs), uma vez que em alguns modelos, como o sonic point-
model (MILLER; LAMB; PSALTIS, 1998), a ISCO estabelece a frequéncia da QPO de

mais alta frequéncia em quilohertz.
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7. ASTROFISICA DE BURACOS NEGROS

Uma vez estudadas algumas propriedades da métrica de Kerr e de buracos
negros rotantes, falta-nos estudar como estes buracos negros estao inseridos dentro
do estudo da astrofisica. Sabemos a existéncia da Hipotese de Kerr, que afirma que
todos os buracos negros astrofisicos sdo descritos pela métrica de Kerr, mas, como
sdo esses buracos negros? Quais sdo suas massas? Quais sdo seus spins?

Trataremos disso neste capitulo.

7.1 Massa de um buraco negro de massa estelar

Ha duas maneiras de determinar se um objeto compacto de massa estelar é,

de fato, um buraco negro. A primeira delas € determinar, de forma confiavel, a sua

massa. Se ela for maior do que 3,2 M_ , a massa maxima? que se acredita ser possivel

para uma estrela de néutrons (RHOADES; RUFFINI, 1975; CHAMEL et al., 2013),
entdo, esse objeto sera um buraco negro. Medidas desse tipo ja séo feitas ha varios
anos, por exemplo, através de raios-X de sistemas binarios (CASARES; JONKER,
2014). Um outro modo de determinar se um objeto compacto de massa estelar é um
buraco negro € analisar a fusdo de sistemas binarios a partir de ondas gravitacionais
e observar se existe contraparte eletromagnética. Caso nao haja, entdo, sabemos se
trata de fusdo de buracos negros e que o objeto resultante é, por consequéncia, um

buraco negro.

A Figura 6 mostra as massas detectadas até 2019 de estrelas de néutrons e
buracos negros. A partir dela, percebemos que os buracos negros astrofisicos

encontrados possuem entre 3 —80 M_ , mas, podem possuir ainda mais massa.

2 Atualmente, discute-se se esse limite de Rhoades-Ruffini é absoluto.
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Figura 6 — Massa de estrelas de néutrons e buracos negros inferidas através de ondas gravitacionais
e ondas eletromagnéticas.

EM neutron stars

. ,*}.

FONTE: MILLER; YUNES, 2019

7.2 Massa de um buraco negro supermassivo

Acredita-se que buracos negros supermassivos existam no centro de cada
galaxia (KORMENDY; RICHSTONE, 1995; KORMENDY; HO, 2013). Algumas dessas
galaxias possuem uma regido, em seu centro, com uma luminosidade muito alta em
grande parte do espectro eletromagnético, com caracteristicas de que essa
luminosidade ndo pode ser produzida por estrelas. Essa regidao luminosa no centro
desse tipo de galaxia é chamada de Active Galactic Nucleus (AGN) e uma galaxia que
possui um AGN em seu centro é chamada de galadxia ativa. Nao existe uma
caracteristica Unica de galaxias ativas. Ao invés disso, existem diversas
caracteristicas que, quando observadas em uma galaxia, podem ser utilizadas para
classifica-la como uma galaxia ativa, tais como, emissao continua de raios-X, linhas
de emisséao de raios-X, emissdo continua de radio, amplas linhas de emissao 6pticas,

emissao nuclear infravermelha, entre outras. Essas caracteristicas dependem de
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algumas propriedades dos AGNs como, por exemplo, presenca (ou ndo) de jatos,
massa do buraco negro central, taxa de acrecao de gas no buraco negro, orientacédo
do disco de acrecdo e o grau de extingdo do nucleo (devido a poeira e matéria entre
0 nucleo e o observador). Uma vez estabelecidas tais caracteristicas, os AGNs séo
classificados (KEPLER; SARAIVA, 2017) entre quasares (objetos estaveis mais
luminosos do universo), blazares, galaxias Seyfert, radiogalaxias e LINERs (Low-
ionization nuclear emission-line regions) e argumenta-se que sua luminosidade alta
advém do disco de acrecado ao redor de um buraco negro supermassivo (LYNDEN-
BELL,1969).

Massas de buracos negros supermassivos também podem ser determinadas
através de uma andlise a partir do espectro eletromagnético (emitido pelo disco de
acrecao que circunda o buraco negro) e uma analise através de ondas gravitacionais.
Entretanto, o equipamento necesséario para detectar buracos negros deste porte
através de ondas gravitacionais ainda ndo foi construido. Assim, estimativas de
massas de buracos negros supermassivo atuais so existem através de uma analise

eletromagnética. Um exemplo é o buraco negro que habita o centro da Via Lactea,

Sagittarius A*, cuja massa de (4,26 +0,14)x10°M_ (CHATZOPOULOS et al., 2015) é

bem definida através de analise de orbitas estelares individuais ao redor do buraco
negro, como as mostradas na figura 7, e da dindmica de aglomerados de estrelas
globulares. A figura 7 mostra 6rbitas de estrelas no centro de nossa galaxia, e esse
trabalho foi realizado pelo UCLA Galactic Center Group, observando como cada uma
das estrelas da imagem se move no céu desde 1998. Baseado em medidas
astromeétricas e medidas de velocidade radial, € possivel restringir o valor de massa

do buraco negro no centro da galaxia, bem como sua distancia (GHEZ et al., 2008).
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Figura 7 — Estrelas orbitando Sagittarius A*.
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Fonte: Keck/UCLA Galactic Center Group

7.3 Spin de um buraco negro de massa estelar

Existem dois métodos possiveis para determinar o spin a de um buraco negro
através de andlise eletromagnética. O primeiro € a partir de discos de acrecao ao redor
de um buraco negro. A borda interna do disco acontece na ISCO, entédo, ajustando o
espectro continuo do disco ao modelo de disco fino (BARDEEN; PRESS;
TEUKOLSKY, 1973), podemos ter uma estimativa do valor de a. O segundo método
consiste em determinar o spin atraves de espectroscopia de raios-X emitidos pelo
disco de acrecdo (REYNOLDS, 2013). Fora da ISCO, existem ions de metal
combinados e, portanto, a superficie irradiada emite um espectro complexo que
depende da emissao atdmica de cada metal. Este é espectro de reflexdo de raios-X e
a caracteristica mais proeminente, nesse espectro, ¢ a chamada linha de emissao
F-K

ana - O €feito doppler e o redshift gravitacional se tornam cada vez mais fortes

guanto mais proximo do buraco negro estiver o raio do disco que esta emitindo essa

radiacdo. Como mostrado Figura 8, o pico de brilho se refere a radiagdo emitida pela
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linha de emissdo K, logo, quanto menor, e mais para o vermelho, for o brilho

sabemos que o disco esta mais préximo do buraco negro. Por sua vez, se o brilho for
maior, e mais azulado, sabemos que mais distante esta do buraco negro. Como a
distancia do disco depende do spin do buraco negro, entdo, o valor do spin pode ser

determinado.

Figura 8 — Determinacédo do spin de um buraco negro através do brilho de raio-X de seu disco de

acrecao.
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Fonte: NASA/JPL-Caltech

7.4 Spin de um buraco negro supermassivo

Spins de buracos negros supermassivos sao obtidos atraves da espectroscopia
de reflexdo de raios-X citadas acima e dependem de um disco de acrecdo muito
brilhante ao redor do buraco negro. Apesar do método ser o mesmo utilizado para
buracos negros estelares € muito mais dificil ajusta-lo para buracos negros
supermassivos, ao ponto de que ainda néo é possivel, através dele, definir de forma

confiavel se o Sagittarius A* é descrito pela métrica de Schwarzschild ou Kerr.
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7.5 Sombra de um buraco negro

Foi dito que o método de determinacdo de spin de buracos negros
supermassivos obtidos através de reflexdo de raios-X ndo nos afirma, de forma
confidvel, se Sagittarius A*, por exemplo, seria descrito pela métrica de Kerr ou de
Schwarzschild. Entretanto, também foi dito que, pela hipotese de Kerr, os buracos

negros astrofisicos devem ser descritos pela métrica de Kerr.

A analise da chamada sombra do buraco negro, i. e., a aparéncia do disco de
acrecao gue circunda um buraco negro, pode fornecer informacfes sobre ele e pode
nos informar se este € descrito pela métrica de Kerr ou Schwarzschild. Isso porque o
disco de acrecdo ao redor de um buraco negro de Schwarzschild é esfericamente
simétrico e, portanto, sua aparéncia também deve ser simétrica. O contrario acontece
em um buraco negro de Kerr uma vez que, devido ao seu spin, o disco de acrecéo
possui uma aparéncia assimétrica (LUMINET,1979), o que é evidenciado na figura 9

e figura 10:

Figura 9 — Simulacdo de uma imagem de um buraco negro de Kerr com disco de acrecao fino.

Fonte: LUMINET, 1979
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Figura 10 — Disco de acrecao realista de um buraco negro de Kerr. Imagem criada,

computacionalmente, pela colabora¢do Double Negative Visual Effects.

Fonte: JAMES et al, 2015

Notamos, na figura 9 e na figura 10, que uma parte ao redor do buraco negro
de Kerr é mais brilhante do que a outra, 0 que ndo aconteceria em um buraco negro
de Schwarzschild. Interessante notar que a figura 9 foi obtida através de uma
simulacdo com pouco poder computacional, em 1979, mas, mesmo assim, &
extremamente semelhante a figura 10, que foi criada, para servir como base a uma
imagem utilizada no filme Interestellar (JAMES et al, 2015), a partir de calculos mais
recentes e gerada por um poder de processamento computacional, e gréfico,

extremamente superior do que aquele utilizado por Luminet para gerar sua imagem.

Um indicio de que os buracos negros supermassivos sao descritos por Kerr, e
nao por Schwarzschild, foi obtido através de uma imagem conseguida pelo Event
Horizon Telescope (EHT), em 2019, da sombra do buraco negro supermassivo no
centro da galaxia M87 (EVENT HORIZON TELESCOPE, 2019). A imagem, mostrada
na figura 11, mostra uma semelhanca com a figura 9, e figura 10, principalmente no
que tange a assimetria do brilho do disco de acrec¢éo. Ela foi alcancada através do
processamento de dados obtidos por diversos radiotelescopios que compdem ao
projeto EHT, as muitas antenas de radio independentes (que existem em cada um
desses radiotelescopios espalhados pelo mundo) podem ser usadas para, em

conjunto, simular telescopio virtual com o diametro do planeta Terra.
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Figura 11 — Imagem do buraco negro supermassivo no centro da galaxia M87.

Fonte: EVENT HORIZON TELESCOPE, 2019
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8. ONDAS GRAVITACIONAIS

Ondas gravitacionais sdo oscilagbes no espaco-tempo que se propagam em

forma de onda, com velocidade da luz, c, transportando energia como radiagcéo

gravitacional. Foram previstas por Albert Einstein, em 1916 (EINSTEIN, 1916), na sua
Teoria da Relatividade Geral e detectadas pela primeira vez, de forma direta, em 2015
(LIGO & VIRGO, 2016) pelos interferometros LIGO (Laser Interferometer Gravitational
Wave Observatory) e VIRGO. Sua deteccéo, cuja melhor explicagdo dada pela teoria
da relatividade geral é uma fusdo entre dois buracos negros, foi muito importante para
fisica dos buracos negros, justamente porque deram a certeza de que buracos negros
existem. Isso porque ndo houve uma contraparte eletromagnética na deteccao de
ondas gravitacionais, 0 que sugere que 0s objetos, envolvidos na fusdo que gerou as
ondas gravitacionais, ndo emitem ondas eletromagnéticas, sendo, portanto, buracos

negros.

8.1 Deteccao de Ondas Gravitacionais — Como detectar

As deteccdes de ondas gravitacionais obtidas até o momento basearam-se em
interferometria a laser. O LIGO, por exemplo, esquematizado na figura 11, é um
extenso interferometro, com dois bracos de 4km de comprimento, dispostos a 90° um
do outro, e espelhos suspensos na extremidade de cada brago. A ideia de um
interferdbmetro a laser consiste em emitir um feixe de laser, na direcédo do brago 1, que
sera parcialmente refletido, por um semi-espelho colocado a 45° em relacdo aos
bragcos, em um angulo de 90° (seguindo até a o espelho na extremidade do braco 2)
e parcialmente refratado (seguindo o caminho até o espelho na extremidade do braco
1). Uma vez que esses feixes de luz atingem os espelhos, eles retornam até o semi-
espelho e, dessa vez, o feixe advindo do braco 2 é refratado (seguindo em direcéo a
um anteparo) e o feixe advindo do braco 1 é refletido num angulo de 90° (seguindo,
também, para 0 mesmo anteparo). Isso tudo é feito de tal forma que, quando os dois
feixes atingem o anteparo, eles estejam, completamente, fora de fase e, portanto,
devido a interferéncia destrutiva, nenhuma luz é detectada no anteparo. Quando uma

onda gravitacional passa através desse interferébmetro, ela estica e espreme um dos
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bracos, de modo a modificar a interferéncia dos dois feixes de luz e de modo que seja
detectada alguma luz no anteparo. Assim, quando se detecta luz no anteparo, sabe-

se que uma onda gravitacional passou por ali.

Figura 12 — Funcionamento de um interferémetro a laser.
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Fonte: MILLER; YUNES, 2019

8.2 Deteccao de Ondas Gravitacionais — O que se detecta?

Devido as limitagdes de sensibilidade do LIGO e do VIRGO, as fontes de ondas
gravitacionais mais factiveis de serem detectadas sdo aquelas advindas de fusfes de
binarios de objetos compactos (CUTLER; FLANAGAN, 1994), a saber, binarios de
buracos negros, binarios de estrelas de néutrons e binarios com um buraco negro e
uma estrela de néutron. As ondas gravitacionais séo emitidas durante toda a evolucao
do binério e, seus sinais, séo divididos em trés partes, tal como mostradas na figura
12:
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i) Inspiral: emitidas durante a fase em que um objeto esta orbitando o outro
e vice-versa, as ondas gravitacionais emitidas durante essa fase
possuem uma caracteristica de sendide e, quanto mais 0s objetos se
aproximam (e, consequentemente, mais rapido orbitam um ao outro),
maior a frequéncia e amplitude do sinal. Para analisar essa fase,
podemos utilizar a aproximacao pos-Newtoniana em ordens baixas,
onde a evolugéo dessa forma da onda, nessa fase, depende somente
da chamada chirp mass (CUTLER; FLANAGAN, 1994):

_ (MM,
(M, + M) (20)
i) Merger: esse é o momento da fusdo dos dois objetos, onde temos o pico

do sinal, i.e., o sinal com maior amplitude;

iii) Ringdown: essa fase se refere ao buraco negro remanescente da fusao.
De acordo com a Teoria da Relatividade Geral, o buraco negro
remanescente da fusdo é do tipo Kerr perturbado e ele relaxa, emitindo
ondas gravitacionais, até se tornar estacionario. O sinal dessa fase é
descrito, matematicamente, por uma soma de senos amortecidos cujas
frequéncias e tempos de decaimento s&o determinados, de acordo com
os teoremas no-hair, especificamente pela massa e pelo spin do buraco
negro remanescente. Esses conjuntos de frequéncias e tempos de
decaimento caracterizam o0s Modos Quase-Normais (QNM) e a
descricdo precisa de tais modos servem como um laboratério para se
testar os teoremas no-hair e a Teoria da Relatividade Geral (DREYER;
et al, 2004).
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Figura 13 — Sinal das gravitacionais emitidas durante toda a evolucdo do binario de objetos

compactos.
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Fonte: MILLER; YUNES, 2019

8.3 GW150914 - A primeira deteccao

A primeira deteccdo anunciada pela colaboracdo LIGO/VIRGO foi chamada de
GW150914 (de Gravitational-Wave e data de observacao 14-09-2015) e o sinal obtido
esta mostrado na figura 13. Ajustando o sinal recebido pelos dois detectores
disponiveis, foi possivel perceber que o sinal se tratava, com confianca, de uma
deteccado de ondas gravitacionais. A forma da onda obtida para as regiées do inspiral,

e do merger, esta de acordo com as previsdes da Relatividade Geral para um binario

de buracos negros com massas de, aproximadamente, 36 M, e 29M_ e a forma de

onda do ringdown est4 de acordo com aquela prevista para um Unico buraco negro

de, aproximadamente, 62M_ (LIGO & VIRGO, 2016).
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Figura 14 — Evento GW150914 detectado pelo LIGO Hanford (H1) e Livingston (L1).
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Fonte: LIGO & VIRGO, 2016

As colaboragdes LIGO & VIRGO realizaram testes de relatividade geral a partir
desse primeiro evento GW150914 e chegaram a conclusdo que, dentro das suas
incertezas estatisticas, ndo foram encontradas violacdes a Teoria da Relatividade
Geral (LIGO & VIRGO, 2016). Os testes foram realizados analisando os sinais de
baixa frequéncia (anterior ao merger), e de alta frequéncia (posterior ao merger), e
comparando-os com as solucbes obtidas, através da Relatividade Geral, para um
binario de buracos negros.
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9. A METRICA DE KERR-NEWMAN

E possivel estender a solucdo de Kerr adicionando carga elétrica ao buraco
negro com momento angular. A solucdo desse tipo mais geral de buraco negro foi
encontrada por Ezra T. Newman (NEWMAN et al., 1965) e ficou conhecida como a
métrica de Kerr-Newman. Em coordenadas de Boyer-Lindquist a métrica de Kerr-

Newman é escrita como:

2 H
ds? = —%dr2—22d02+§(dt _asin? ed¢)2—s';2‘9[(r2 +a2)d¢—adtT (21)
Onde:
A=r’—rr+a’+r, (22)
2
. Q
fo = Are (23)
0

O estudo detalhado dessa métrica, tal como foi feito com a métrica Kerr, é
perfeitamente possivel, mas ndo sera feito nesse trabalho porque a métrica de Kerr-
Newman ndo possui a relevancia astrofisica que a métrica Kerr possui. I1sso porque
acredita-se que os objetos astronémicos observaveis ndo possuem carga elétrica
relevante e, portanto, espera-se que a métrica de Kerr retrate melhor o cenério

astrofisico.
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10. CONCLUSAO

A métrica de Kerr ainda é objeto de estudo até hoje e pode-se realizar ainda
uma revisao mais aprofundada, principalmente matematicamente, do que a exposta
agui. Buscamos, nesse trabalho, precisar a importancia que essa métrica possui para
a Teoria da Relatividade Geral e evidenciar suas principais caracteristicas de forma

fenomenoldgica e acessivel.

Para isso, percorremos um caminho partindo das equagdes de Einstein e
mostramos que a pequena mudanca entre as métricas de Schwarzschild e Kerr, a
saber, a rotacdo, possui grande impacto no espago-tempo ao redor desses buracos
negros e, também, na propria fisica dos buracos negros, de modo que a métrica de
Kerr se mostra muito mais rica e nos fornece muito mais informacdes astrofisicas

relevantes do que a métrica de Schwarzschild.

N&o sem motivo acredita-se, pela Hipotese de Kerr, que a métrica de Kerr seja
a Unica a descrever todos 0s buracos negros astrofisicos e espera-se que com 0s
dados obtidos, através de ondas gravitacionais, a partir de fusdes de binarios que
contenham, no minimo, um buraco negro, n6s possamos testar esta hipétese e
ratificar ainda mais a importancia desta métrica, ou entdo, mostrar que ela nao
descreve tdo bem assim os buracos negros astrofisicos e, nesse caso, mostrar que
devemos buscar outra solucdo para como descrevé-los, o que pode levar a
necessidade de mudarmos, ou substituirmos, a Teoria da Relatividade Geral.
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