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Una passejada aleatoria

pel conjunt de Cantor

Frederic Utzet

1 Introduccid

La funci6 de Cantor, que es construeix a partir del conjunt de Cantor, és una
funcio F':[0,1] — [0, 1] continua, no decreixent, amb F'(0) =01 F(1) =1,
perd amb derivada zero en quasi tots els punts. Aquestes propietats semblen
incompatibles: jcom pot ser que vagi del (0,0) al (1,1) amb continuitat essent
localment constant en quasi tots els punts? ;On es produeix el creixement?
Es dificil d’imaginar i impossible de dibuixar, i també és coneguda com
lescala del diable (Mandelbrot [18]). Vegeu-ne un dibuix aproximat a la
Figura 1.

(L,1)

(0,0)

Figura 1: Dibuix aproximat de l’escala del diable

En aquest article es posa el focus en la distribucié de probabilitat
de Cantor, la qual es defineix mitjancant la funcié de Cantor. He intentat
recollir de manera coherent i autocontinguda les seves propietats més impor-
tants, les quals estan disperses en els llibres com problemes o notes a peu
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de pagina, sovint sense cap demostracioé. Aquesta distribucio de probabilitat
té trets molt poc habituals, perd és sorprenent que, malgrat que no és dis-
creta ni té densitat, es puguin estudiar de forma senzilla moltes de les seves
propietats; per exemple, trobar-ne I’esperanca, o, en general, els moments
de qualsevol ordre, o calcular-ne la funcié caracteristica. A més, és especi-
alment interessant que es pot obtenir com la llei del limit d’'una passejada
aleatoria sobre el conjunt de Cantor, i quan s’adopta aquesta perspectiva les
seves propietats es tornen més clares i intuitives.

Voldria assenyalar que la funcié i la distribucié de Cantor sén molt cone-
gudes com a curiositats o com fonts de contraexemples. Perd també, i més
important, han estimulat la imaginacié6 de molts matematics; entre ells i en
un lloc destacat, cal esmentar el genial Paul Erdés, amb els articles [9] i
[10] que van tenir una influéncia profunda en el desenvolupament de diverses
branques de les matematiques; vegeu la revisié historica de Peres et al. [21].

L’article esta dividit en quatre parts. La primera esta dedicada al conjunt
de Cantor (seccions 2 a 4). La segona a la funci6é de Cantor (secci6 516). La
tercera a la distribucié de Cantor i les seves propietats deduides a partir de la
seva funcié de distribucio6 (seccions 7 a 10). A la quarta part s’introdueixen
breument les passejades aleatories i es recupera la distribucié de Cantor com
a distribucié del limit d’una passejada aleatoria sobre el conjunt de Cantor
i es presenten demostracions alternatives de les seves propietats (seccions 11
a 13).

2 El conjunt de Cantor

El conjunt de Cantor s’obté eliminant sistematicament fragments de 'inter-
val [0, 1]; especificament, posem

Co =[0,1].
Dividim Cj en tres intervals de longitud 1/3:
Co=10,3]u(3,3)u[31].
Anomenem Cj al conjunt que queda després de treure’n la part central:
Cq =0, %] U [%, 1].

Ara dividim [0, %] en tres intervals de mida 1/9 i en traiem la part central,
i fem el mateix amb [%, 1]. El resultat 'anomenem Co:

Cy = [07 %] U [%7 %] U [%7%] u [g’l]'

D’aquesta manera anem construint una successio decreixent de conjunts (ve-
geu la Figura 2)
CO ) Cl o) 02

UNRB



Frederic Utzet 3

S’anomena conjunt de Cantor al limit d’aquesta successi6é de conjunts i el
designarem per C'; més formalment, el conjunt de Cantor és la intersecci6 de
tots aquests conjunts:

C=()Cn.
n=0

C

° 9 1
C

"o : z 1
@7 — &

9 9 3 3 9 9

Cy — — - — - — - —
Ci == == == == .
Cs

Figura 2: Construccié del conjunt ternari de Cantor

. Queda alguna cosa, al conjunt C? Sembla que només hi ha una colleccid
de forats. Mandelbrot [18] deia que queda la pols de Cantor' i I'expressi6
esta certament ben trobada i té gracia. Perd com veurem, aquesta pols té
moltes particules. A la Figura 2 observem el caracter fractal o autosimilar
del conjunt C: si ampliem tres cops la part de C' continguda a [0, %] obtenim
tot el conjunt C'; o si augmentem 9 vegades la part de C a l'interval [g, %]
tornem a obtenir tot C.

Segons explica Fleron [13]| aquesta mena de conjunts obtinguts foradant
iterativament un interval de R, que actualment es coneixen com a conjunts
de Cantor, va ser introduida per J. S. Smith en un article 'any 1875. Can-
tor, 'any 1883, va ser el primer en construir el conjunt que hem presentat, i
que més propiament s’anomena conjunt ternari de Cantor o també conjunt
del terg intermedi o conjunt discontinu de Cantor. Cantor va definir aquest
conjunt en el context de la topologia dels nombres reals i a partir d’ell va
construir una funcié patologica que va utilitzar de contraexemple en I'exten-
si6 que en aquell temps s’estava fent del Teorema fonamental del calcul a
funcions discontinues (Fleron [13]).

Per completar els detalls historics, Pesin and Climenhaga [22, p. 17|
comenten que Cantor creia que el conjunt ternari tindria un cardinal que
estaria estrictament entre el dels nombres naturals (Rg) i el dels nombres reals

'El terme Pols de Cantor també s’utilitza per designar una construccié bidimensional
analoga al conjunt de Cantor, vegeu, per exemple, Falconer [11, p. XX]
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(R1). Pero el mateix Cantor va demostrar que el conjunt ternari tenia igual
cardinal que R, i llavors va conjecturar —hipotesi del continu— la inexisténcia
d’aquest cardinal intermedi, i va intentar obsessiva, perd infructuosament,
provar-ho durant anys; demostrar aquesta conjectura és el primer problema
de la llista de Hilbert de 1900. La seva indemostrabilitat va ser establerta
per Paul J. Cohen l'any 1963 (vegeu Cohen [6]) afinant eines inventades per
Godel; Cohen va rebre la medalla Fields el 1966 per aquest resultat.

2.1 Notacio dels intervals

Utilitzarem la segiient notacié. Fixat un nivell n, escriurem
Iy, k=1,...,2",

els intervals tancats que formen C), escrits en 'ordre que apareixen d’esquerra
a dreta en un dibuix, vegeu la Figura 3. Designarem per

E}, k=1,...,2"-1,

els intervals que hem exclos a tots els nivells fins al n (inclos). Llavors (vegeu
la Figura 3),

[0,1]=[JUETUVI}Uu-Ul}_UES JUl}..

Es important observar que I} és de la forma [3]—”, ]3%1] per algun index j €
{0,...,2" =1}, perd que

" [ﬁ k+ 1]
k 3n’ 3n I
Noteu també que fixat n > 1, tots els intervals Ill, ..., I3 son de mida 37",
perd que E,...,Ey._;, son de diferents mides ja que procedeixen de totes
les etapes 1,...,n.
I E| I3
n=1
I Bl I E3 I By I3
n=2
REVIS B3 LBEIL E} BESIS Ei BEI
n =

Figura 3: Els intervals I i Ef
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Frederic Utzet 5

3 Representacions binaries i ternaries dels nombres
decimals

Per tal d’estudiar les propietats del conjunt de Cantor és convenient utilitzar
la representacié dels nombre de [0,1] en base 3. Comengarem repassant
breument el sistema binari.

3.1 El sistema binari

Recordem que un nombre natural b es pot representar en base 2 de la forma
b=byx2"+--+by x2+by, amb bg,...,b,€{0,1},
i s’escriu
b= (bpbp-1--b1bg)2.
Per exemple,
9=1x22+0x22+0x2+1=(1001)s.

Pero també es poden representar en base 2 els nombres decimals: qual-
sevol nombre a € [0,1] pot escriure’s de la forma
1 1 > Ap,
A=a1 X =+0ag X — + - = —, amb ai,ay---€4{0,1},
LX 5+ azx o nzzzl on 1, a2 {0,1}
1 posarem
a = (O.a1 CLQ---)Q.

(Per motius de claredat tipografica utilitzarem el punt -que en aquest cas
s’anomena punt binari- en lloc de la coma normativa de la notacié decimal.)

Per exemple,

0,6875 = L

1
-4+ — +— =(0.1011)s.
16 2 923" o ( )2

3.1.1 Nombres amb dues expressions binaries

A Tligual que hi ha nombres amb dues expressions decimals, per exemple,
0,5 =0,49, hi ha nombres de l'interval [0,1] amb dues expressions binaries.
Per exemple, tenint en compte la suma de la progressié6 geométrica de ra6
1/2,

1 1 > 1

L 1

54T oL 1)

es comprova que

0,5=(0.1)2 = (0.01),.

L’expressio (0.1)y s’anomena expressid finita, mentre que (0.01)y s’anomena
expressio infinita. Tots els nombres de la forma /2", k=1,...,2"-1,n>1,i
només aquests nombres, tenen dos desenvolupament. Aquest fet normalment
no comporta cap problema, perd cal tenir-lo present quan es vol identificar
de forma tnica cada punt de I'interval [0,1] amb una expressi6 binaria.
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3.2 El sistema ternari

De manera completament analoga, tot nombre a € [0,1] es pot representar
en base 3: tenim que

Z 3—”, amb a,€{0,1, 2},

que abreujadament s’escriu
a=(0.a1as)s3,

i que s’anomena expressioé ternaria del nombre a (també utilitzarem el
punt ternari en lloc de la coma).

Els nombres de la forma k/3", amb 1 < k < 3" -1 (i només aquests
nombres) tenen dues expressions, una només amb zeros a partir de cert lloc
(expressio finita), i 'altra només amb dosos a partir de cert lloc (expressio
infinita). Per exemple,

%Z(OD32m0®3i §=(0%3=®1®&

Utilitzarem sovint la suma d’una progressié geométrica de ra6 1/3. Per
posterior referéncia, recordem que

Wl

< 1 1
23_=1 P) @)

L=

D’aqui (o directament per la formula de la suma d’una progressié geométri-
ca),

DR ®)

4 Algunes propietats del conjunt de Cantor

Ens limitarem a les propietats que utilitzarem més endavant. Per les propie-
tats topologiques del conjunt de Cantor vegeu Aguadé |1, pp. 43-44 i 51-53]
o per les relacions amb els sistemes dinamics Haro [15].

4.1 Representacié ternaria dels elements del conjunt de Can-
tor

La notaci6 ternaria s’adapta molt bé a I'estructura del conjunt de Cantor i
tot és molt més clar quan s’escriuen els nombres en base 3. Ens proposem
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Frederic Utzet 7

argumentar que el conjunt de Cantor estad format pels nombres que tenen
una expressio ternaria formada per zeros i dosos:

aeC <= a=(0.a1a2,---)3, amb aye€{0,2}, Vn>1. (4)

En efecte, els nombres de U'interval [0,1/3] tindran 0 com a a primera xifra de
la seva expressi6 ternaria, i els de l'interval [2/3,1] tindran 2 com a primera
xifra. Aixi, amb les notacions de la secci6 2, els nombres del conjunt C;
tindran com a primera xifra (després del punt decimal) de la seva expressio
ternaria 0 o 2. Analogament, els de C9, després del punt, tindran les dues
primeres xifres de la forma 00, 02, 20 o 22. I aixi successivament. Deixarem
al lector la formalitzacié d’aquest raonament.

Exemple. Mirant la Figura 2 sembla que C' només esta format pels extrems
dels intervals dels conjunts C,,; aquests extrems son de la forma k/3"™ per certs
valors de k; pero el conjunt d’aquests nombres és numerable i de seguida
veurem que C no ho és, de manera que té molts altres punts; per exemple,
1/4 € C, ja que la seva representaci6 en base 3 és (0.02)3. Perd 1/4 no és
I’extrem de cap interval de C), ja que és clar que no es poden trobar k,n € N
tals que

L2
3

=

4.2 El conjunt de Cantor té mesura de Lebesgue zero

La mesura de Lebesgue a R, que designarem per L, és I'extensi6 de la longitud
d’un segment a conjunts de R més generals, i es caracteritza pel fet que un
interval (a,b) mesura b - a:

L(a,b)=b-a, a<b.

Llavors, és senzill calcular la mesura de Lebesgue de C,, ja que esta
format per 2" intervals disjunts cadascun de longitud 1/3"; aixi, d’acord
amb les notacions de la secci6 2.1,

on
C,=U I,
k=1

i llavors
2n n n 1
L(Cy) = Eﬁ([k)=2 v
k=1 3

De la definicié de C i de les propietats de les mesures,

£(C) = lm £(C,) = lim (;)n -0,
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4.3 El conjunt de Cantor té el mateix cardinal que [0,1]

De la caracteritzacié de C' com els elements que en base 3 només tenen zeros
i dosos es dedueix que C' i [0, 1] tenen el mateix cardinal. En efecte, d’una
banda, atés que C' c [0,1] deduim que el cardinal de C' és menor que el
de [0,1]: Card(C') < Card(]0,1]).

Per veure laltra desigualtat, considerem laplicaci6 H : C — [0,1]
definida per

H((O.mlazg---)g) =(0.y1y2...)2, on Y, =x,/2, Vn>1.

Vegeu la Figura 4. Clarament, la funci6 H és exhaustiva, d’on Card(C') >
Card([0,1]).

La funci6 H és pot escriure de manera més compacta com
[e.e]

H((O.Jflxg-“)g) = Z

n=1

on+l’ (5)
Cal remarcar que H no és injectiva. Per exemple,
H(1/3) = H((0.02)3) = (0.01)9 = 1/2.

Pero també
H(2/3)=H((0.2)3) = (0.1)2 =1/2.

La funci6 H és continua; les aparents discontinuitats de la Figura 4 sén
degudes (a part que el grafic de H no es pot dibuixar) al fet que la funcio
només esta definida a C'; per exemple, 'interval (%, %) no esta inclos en C.
Estem acostumats a treballar amb funcions definides en un interval on la
continuitat es «veu» graficament.

Demostracié de la continuitat de H

La continuitat de H es demostra a partir del fet que la proximitat entre dos
punts z = (0.z1x2...)3 iy = (0.y192...)s es tradueix en qué per a cert n,
tenim que xj = y;, j=1,...,n. De la definici6 de H es segueix que llavors si
x 1y estan prou propers, també ho estaran les seves imatges.

Formalment, fixem € > 0 i prenem ng tal que 27 < e¢. Siguin z =
(0.x122...)31y=(0.y1y2...)3 dos punts de C tals que

1
o -yl < o (6)

Llavors
Ti = Yq, 7= 1,...,710,
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00— W[ 00w NI= 0ot i |W 00|~T =
L]

SN
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o
Ol
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Figura 4: Grafic aproximat de la funcio H : C' - [0,1].

ja que, en cas contrari, si per a j < ng tinguéssim r1 = yq,...,2j-1 = yj-1 1
x; # yj, per exemple, z; =01 y; = 2, llavors

|$ - y| =y—xr2z (0.y1 .. .yj_12)3 - (0.1‘1 .. .Jjj_ll)g
1 1
=(0.0-01)3= — > —
——

377 3o’
j-1
que contradiria (6).
Aleshores,
HE) -H@) < S ~- L
z) - H(y)| < '72 57 " gmo <€
Jj=no+1

5 La funcié de Cantor

La funcié de Cantor F': [0,1] — [0,1] és I'extensi6 de la funcié6 H : C —
[0,1] a tot [0,1]. Es molt facil construir-la graficament, ja que H assigna
el mateix valor a ambdoés extrems dels intervals E}’ que hem eliminat a la
construccié de C; llavors, senzillament, tracem una linia horitzontal sobre
aquest interval, compareu la Figura 4 amb la Figura 5. La construccié de H
i la seva extensio F' van ser fetes per Cantor [3]. Pero és un repte escriure
explicitament la funci6 F'; la formula que donem es troba, per exemple, a
Halmos [14, p. 83|. Finalment, veurem també una construccié de F' com a
limit d’una successié de funcions continues.
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5.1 La funcié de Cantor com extensié de H

Tal com hem dit, la funci6 de Cantor F : [0,1] — [0,1] es construeix
estenent H a tot l'interval [0,1] de la segiient manera: si £}’ = (a,b) aleshores
per a qualsevol z € £}, definim

F(z) = H(a) = H(b).

Concretament, la funcié de Cantor val 1/2 al primer interval que hem su-
primit al passar de Cp a Cj, és a dir, val 1/2 a FE{ = (1/3,2/3). Val 1/4
al segon interval escapgat, E7 = (1/9,2/9), 1 3/8 a E3 = (7/9,8/9); 1/8 a
E} = (1/27,2/27) i aixi successivament. La Figura 1 que hem vist a la in-
troduccié reprodueix (aproximadament) un dibuix de Mandelbrot [18] que
afegeix dramatisme al grafic de la funci6 F'.

1 1]
7 —
8 .
3 —
4
5 —
8 .
1
2
3 —
8 .
1 -
4 .
1 _—"
8 .
1 2 1 2 7 8
0 9 9 3 3 9 9 1

Figura 5: Grafic aproximat de la funci6 de Cantor F': [0,1] — [0,1]

5.2 Definicié explicita de la funcié de Cantor
Quan x € C, com que F és lextensio de H, tenim F'(z) = H(x), on H esta
definida a (5); és a dir, per z = (0.x1x2---)3 € C,

o0

F((O.$1$2"')3) = Z

n=1

Tn

on+l’ (7)

uan x ¢ C, aleshores x sera d’algun conjunt E7', ja que
g J ks Jaq
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Llavors, si tenim que x € E}, i posem que aquest interval és E}! = (a,b), amb
a,be C, tal com hem fet a ’apartat anterior, es defineix

F(z) = H(a) = H(b).

Aleshores la dificultat esta en identificar els extrems de l'interval E} (de
fet, amb l'extrem inferior n’hi ha prou). Aixo es fa de la segiient manera: si
x = (0.x129-++)3 ¢ C contindra algun 1 en la seva expressio ternaria; designem
per £(x) el lloc que ocupa el primer 1:

{(x) = primer index n tal que x, = 1.
Aixi, (escric £ en lloc de ¢(x))
x=(021...2p-11xpp1...)3, amb x1,..., 241 € {0,2}.

El lector ha de convéncer-se que 'extrem inferior a de l'interval al que ens
hem referit abans és

a = (OZL‘l e 1‘5_11)3.

Pero aquest nombre també té una expressié només amb zero i dosos (recor-
dem que a € C), que sera

a=(0.21...70-102)3.

Llavors, d’acord amb (7),

-1 T oo 1 /-1 Tn 1
F(LU):F(G):H(Q):ZW‘F Z 2_777,: 2n+1+? (8)
n=1 m=0+1 n=1

Ambdues expressions (7) i (8) poden unificar-se definint ¢(xz) = co quan
x € C. Llavors per a z = (0.z122...)3 € [0,1]

L(z)-1 T 1
F(z)= 21 31+ 51 9)

n=

Cal notar que, quan un nombre x té dues expressions ternaries, aquesta
formula els hi dona el mateix valor (observeu que ¢(z) si que depén de
Pexpressio ternaria, perd F'(z) no).

5.3 La funci6é de Cantor com a limit d’una successi6 de fun-
cions senzilles

No utilitzarem aquesta construccid, perd és interessant comentar-la breu-
ment. Es fa mitjangant una successioé de funcions continues que aproximen



12 Una passejada aleatoria pel conjunt de Cantor

a . Amb les notacions que hem introduit a la subsecci6 2.1, definim

0, six=0,
k

F,(x) = TR sizeE}, k=1,...,2"-1, (10)
1, six=1.

I interpolem linealment entre els punts indicats. Vegeu la Figura 6.

= = 00w N 00|t W 0N =

Nelb]
©|oo
—_

1 2
3 3

o
Ol
I

Figura 6: Grafic de la funci6 Fs
Graficament sembla clar que
lim F, () = F(x), per tot x € [0,1],
n

pero la demostracié és forca laboriosa i no la farem.

6 Propietats de la funcié de Cantor

En aquesta seccié veurem les propietats que utilitzarem directament en 1’es-
tudi de la distribucié de Cantor. La funcié de Cantor té moltes altres propi-
etats, vegeu, per exemple, Dovgosheya et al. [8].

6.1 F((0)=0iF(1)=1

6.2 F' és no decreixent

Sixz <y, llavors F(xz) < F(y). En efecte, siguin z = (0,z129++)3 1 y =
(0,y1y2:++)3. Llavors x < y vol dir que si tenim x; = y; per ai=1,...,n, i
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Tntl # Ynal, llavors z,41 < yne1, d’on analitzant els diferents casos es dedueix
que F(x) < F(y).

6.3 F' és continua

En efecte, si x € [0,1]\C, llavors, tal com ja hem utilitzat, = € E}' per alguns
n>1ike{l,...,2" —1}. Pero F és constant en aquest interval, i per tant
continua en .

Si x € C, aleshores la continuitat en x es dedueix facilment de la conti-
nuitat de H en x i del caracter no decreixent de F'.

6.4 F és derivable en quasi tots els punts i (en aquests punts)
F'(x)=0

Siz €[0,1]\C, llavors F és derivable en z 1 F'(z) = 0. En efecte, tal com hem
vist a la demostracié de la propietat anterior, F' és contant en un interval
de z (es diu que F és localment constant en z), d’'on F'(x) = 0. Atés que la
mesura de Lebesgue de C' és 0, tenim que F' és derivable i té derivada 0 en
quasi tot punt (respecte la mesura de Lebesgue) de [0,1].

Com a conseqiiéncia d’aixd, F' no es pot obtenir com la integral de la
seva derivada:

F(x) + meF'(t) dt = 0.

Técnicament es diu que F' és continua perd no absolutament continua.

11)

6.5 El grafic de la funcié F és simétric respecte el punt (3, 5

En efecte, dos punts del pla (z,y) i (2',3') son simétrics respecte el punt
(%, %) si i només si
' =1-z,
y' =1-y.
Aleshores, si prenem un punt (z, F'(x)) del grafic de F, el seu simeé-

tric respecte (%, %) serd (1 -z,1- F(x)) (vegeu la Figura 7); llavors, per
demostrar que el grafic és simétric hem de comprovar que

F(l-z)=1-F(x),
0, equivalentment,
F(x)+F(1-x)=1. (11)

Per demostrar aquesta igualtat, considerem x = 0.x129--- € [0,1] (en base
3, no escric els subindexs). D’acord amb les notacions de la secci6 5, sigui
£(x) el primer index on apareix la xifra 1, i posem ¢(z) = co si z € C. Donat
que 1 = 0.2, tindrem que 1 -z = 0.(2 - 21)(2 - az)..., i £(1-2) = {().
Llavors, aplicant la definici6 de F' donada per (9), és comprova (11).
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Figura 7: El grafic de la funci6 F' és simétric respecte el punt (%7 %)

6.6 Una caracteritzacidé de la funcié de Cantor

La igualtats segiients son directes de la definicio de F' (vegeu Chung |5,
p. 15|, pero son interessants perqué en certa manera caracteritzen F' (vegeu
I'enunciat precis a Dovgosheya et al. |8, §4,7]) i juguen un paper important
en les demostracions de les propietats de la distribucié de Cantor:

F(%)z%F(m) i F<§+§>=%+%F(x). (12)

7 La distribuci6é de Cantor

En el que segueix s’utilitzen els conceptes i les notacions habituals de la teoria
de la probabilitat; per una presentacié general d’aquesta teoria el lector pot
consultar Sanz [24].

7.1 Variables aleatories 1 funcions de distribucio

Recordem que a una variable aleatoria Y li correspon la seva funcié de dis-
tribucio G : R — [0, 1] definida per

G(t) =P(Y <t) = P(Y ¢ (=00, t]), t € R.

La funcié G determina totes les probabilitats relatives a Y'; per exemple, per
qualsevol —oo < a < b < oo,

P(a<Y <b)=P(Y ¢ (a,b]) = G(b) - G(a). (13)

P(Y=a)=P(Y e{a}) =G(a)-G(a), (14)

UNRB
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on G(a™) és el limit per 'esquerra de G en el punt a.

La funci6é G té les segiients propietats:
1. Es no decreixent: si z <y aleshores G(z) < G(y).
2. Es continua per la dreta i té limit per ’esquerra en tots els punts.
3. limys 0o G(z) =0 1 limgoie G(x) =1.
Reciprocament, donada una funci6 G que compleixi 1, 2 i 3, aleshores

existeix una variable aleatoria Y (en algun espai de probabilitat) tal que G
és la seva funci6 de distribucié.

7.2 Definici6 de la distribuci6 de Cantor

La funcié de Cantor F : [0,1] — [0,1] es pot estendre a tot R definint
F(z)=0,six<01i F(z) =1, si z > 1; designarem aquesta extensié per la
mateixa lletra F'. Aleshores, F' compleix 1, 2 i 3 de I'apartat anterior, i per
tant és una funcié de distribuci6é. Designem per X una variable aleatoria que
tingui funci6 de distribucié F’; es diu que X té (o segueix) la distribucié
de Cantor. Del fet que F sigui continua, es dedueix que per a qualsevol z,

F(z™)=F(x).

Llavors, per (14),
P(X =z)=0. (15)

D’on

Pla<X<b)=Pla<X<b)=P(a<X<b)=P(a< X <b)
= F(b)-F(a). (16)

A continuacio, veurem com es trameten les propietats de F' a X.
8 Propietats de la distribuci6 de Cantor

En aquesta seccié, X sempre és una variable aleatoria amb distribucié de
Cantor.
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8.1 La distribucié de Cantor esta concentrada en el conjunt
de Cantor

Volem veure que P(X € C') = 1, o, equivalentment, que P(X € C°¢) = 0. Pel
lector familiaritzat amb les funcions de distribucié aquesta propietat és molt
evident, ja que F' és constant en C¢ (vegeu la Figura 5). Concretament,

co 2"-1
C=(00,0)u(L0)ulJ U EY,

n=1 k=1

i per qualsevol d’aquests intervals, posem (a,b), tenim
P(X € (a,b)) = F(b) - F(a) =0.

D’on es dedueix,
P(X eC®) =0.

Ates que el conjunt de Cantor de mesura de Lebegue zero (vegeu la secci6
4.2), és diu que la distribuci6 de Cantor és singular (respecte la mesura de
Lebesgue).

8.2 [Equiprobabilitat en cada nivell

El conjunt C), de la construccié que hem fet a la seccié 2 esta format per 2™
intervals disjunts I;’, k=1,...,2"; anem a provar que tots aquests intervals
tenen la mateixa probabilitat. Concretament, per qualsevol n > 1,

P(Xe],g)=2in,k=1,...,2". (17)

En efecte, cada interval I} té de longitud 37". Notem que

1 ~
= 2 (0.0...01)3=(0.0...02)s.
3” —— ——

n-1 n

Examinant com sén aquest intervals es demostra que tenen la forma

I =[(0.by ... byp)s, (0.b1...b,2)3],

amb by,...,b, € {0,2}. Llavors, per (9),

n 5 = 2 1
P(X € 1) = F(Obrr-0i)s) = F(Obr-bu)s) = 3 555 = 5

UNRB
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Comentaris

1. Pot demostrar-se que aquesta propietat caracteritza la distribucio de Can-
tor. Concretament, si una variable aleatoria Y compleix que per qualsevol

n>1,

1
P(YeIf) =5 k=1....2",

llavors Y té la distribucié de Cantor.

2. La propietat (17), juntament amb altres que anirem veiem, justifiquen
que de manera informal es digui que la distribucio de Cantor es comporta
com una distribucié uniforme sobre el conjunt de Cantor. Una propietat de
la distribucié uniforme [0, 1] és que si dividim l'interval en m subintervals de
la mateixa longitud, [0,1/m), [1/m,2/m),...,[(m —1)/m,1], aleshores tots
tenen la mateixa probabilitat.

8.3 La variable aleatoria 1 - X també té distribucié de Can-
tor

Si X té una distribucié6 de Cantor, aleshores la variable Y = 1 — X també.
Per demostrar-ho, anomenem G la funcié de distribuci6 de Y i volem veure
que G = F. En efecte (recordeu de nou que F' és continua),

Gz)=P(Y<z)=P(1-X<z)=P(l-2<X)
=1-P(X<l1l-2)=1-F(1-2)=F(z), (18)

on hem aplicat la propietat 6.5 de F'.

Observacio. Aquesta propietat equival a que la distribucié de Cantor
és simétrica respecte el punt 1/2. Aixo vol dir que si dos conjunts sén
simétrics respecte el punt 1/2; llavors tenen la mateixa probabilitat. Per
exemple, si tenim un interval [a,b], amb 0 < a < b < 1/2, I'interval simétric
respecte 1/2 és [1-b,1 - a], vegeu la Figura 8. Llavors,

P(X €[a,b])=P(X e[1-b,1-a]).

0

N— 14
—_

Figura 8: Els intervals [a,b] i [1-b,1 - a] sén simétrics respecte el punt 1/2
Per les propietats de les funcions de distribucio, per demostrar que dos

conjunts simétrics respecte 1/2 tenen la mateixa probabilitat, n’hi ha prou
amb comprovar que per a qualsevol x € [0,1],
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P(X €[0,2]) = P(X €[1 - 2,1]),

que equival a veure que X i 1 - X tenen distribucié de Cantor.

8.4 Autosemblanca de la distribucié de Cantor

Aquesta propietat reposa en el caracter fractal del conjunt C'. Diu que si
seleccionem a ’atzar un dels intervals I{ i I3 que formen Cf, i hi prenem un
punt d’acord amb la distribucié de Cantor, tornem a obtenir la distribucié de
Cantor. En férmules: siguin X; i X5 dues variables aleatories independents,
ambdues amb distribucié de Cantor, i definim la variable aleatoria Y per:

X 1
—1, amb probabilitat —,
3 2

Y =
Xy 2 1
22 42 amb probabilitat —.

3 3

Aleshores Y té una distribucié de Cantor. Noteu que X1/3 € I i X5/3+2/3 ¢
121. Alguns autors consideren aquesta propietat tan intuitiva que no cal fer-ne
cap demostracio.

Per escriure de manera més compacta 1’expressié anterior, introduim una
variable aleatoria que representi ’eleccié a ’atzar entre Ill i 121. Concreta-
ment, sigui Z una variable tal que

P(Z=0):P(Z:1):%,

independent de X7 i Xo; quan Z =1, elegim Ill, i quan Z =0 elegim 112:

X

21 si Z=1,
3

Y =

X

—2+2, si Z=0.
3 3

O, escrit en una linia,
X1 Xy 2
Y=Z—+(1-2)|—+—=). 19

5+ (1-2) (5 +5) (19)

La propietat es formula de la segiient manera:

Autosemblanca de la distribucié de Cantor. Amb les notacions ante-
riors, Y té una distribucié de Cantor.

UNRB
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Comentaris

1. El nom autosemblan¢a prové d’'una propietat important del conjunt de
Cantor, vegeu Haro [15, p. 166] i aqui en fem una versi6 probabilistica.
No s’ha de confondre amb la propietat d’autosimilitud de certs processos
estocastics. Vegeu Delgado et al. |7, pp. 133—-134]

2. Tal com passa amb el conjunt de Cantor (Haro [15, p. 166]), a
I’apartat 8.11 veurem que aquesta propietat caracteritza la distribucié de
Cantor.

3. Hi ha una propietat andloga en cada nivell; per exemple, al se-
gon nivell, amb probabilitat 1/4 prenem una de les components de Co:
1 12, .722 , Ig, 1 Z, i llavors un punt amb distribucié de Cantor, aleshores tornem
a tenir una distribucié de Cantor.

Demostracié de la propietat. Designem la funcié de distribuci6é de Y per
G. Volem veure que G = F. Fixem ¢ € [0, 1]. Pel teorema de les probabilitats
totals,

Gt)=P(Y <t)=P(Z=1)P(Y <t|Z=1)+P(Z=0)P(Y <t| Z = 0)

X 1_/Xy 2
=§P( 31 )+§P(?2+§St)

1 1
= S P(X1<3t) + S P(Xp <3t -2)

= %F(?,t) + %F(Bt -2) = F(t),

on per obtenir I'tltima igualtat s’ha de distingir segons t estigui a [0,1/3],
(1/3,2/3) 0 [2/3,1], aplicar les propietats (12) de la funci6 F' i que F(t) = 1/2
quan t € (1/3,2/3).

8.5 Moments d’una variable aleatoria

Sigui Y és una variable aleatoria i considerem un nombre natural n > 1.
Recordem que s’anomena el moment d’ordre n de Y a I’esperanca de Y™:
E[Y™], on es suposa que E[|Y]"] < oo; si E[|Y|"] = o0, es diu que Y no té
moment d’ordre n. El moment d’ordre 1 s’anomena l’esperanga de Y.

Els casos més habituals sén quan la variable aleatoria Y és discreta o
quan té densitat, i llavors es poden calcular els moments per formules (la
qual cosa no vol dir que sempre sigui facil). Concretament, si Y és discreta,
és a dir, hi ha una conjunt finit o numerable B = {y;, j € J}, amb J c N, tal
que P(Y € B) =1, llavors

Z P P(Y =y;),
jed

sempre que e |y;[" P(Y =y;) < oo.
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Quan Y té funcié de densitat f, aleshores
E[Y"] = [Oo y" f(y)dy,
sempre que [ [y[" f(y) dy < co.

8.6 Moments de la distribucié de Cantor
Sigui X una variable aleatoria amb la distribucié de Cantor. Atés que
0<X<1,

per a qualsevol n > 1,
E[|X["] <1< 0.

Per tant, X tindra moment d’ordre n.
Pero hem vist a (15) que per a qualsevol = € R,

P(X =z)=0,

i llavors X no és discreta. (Seria més correcte dir que X no té part de salts).

D’altra banda, també hem comentat (veieu la propietat 4 de las secci6 6)
que per a tot z € R—-C, F'(z) =0, la qual cosa implica que X no té funcio
de densitat, és a dir, no hi ha cap funcié f tal que per a qualsevol a < b,

P(asXsb):fbf(t)dt.

En efecte, si existis una funcié f que complis la propietat anterior, dbviament
no podria ser sempre zero (quasi per tot arreu), ja que llavors la probabilitat
de I'esquerra seria sempre 0. Pero també tindriem

F(z)=P(X <) = [i F(0)dt,

i lavors F'(x) = f(x) # 0 (quasi per tot arreu), que és contradictori. Técni-
cament es diu que X no té part absolutament continua.

Aleshores, per calcular els moments de X cal buscar altres maneres de
fer-ho.

8.7 Calcul de P’esperanca de la distribucié de Cantor

Utilitzarem que (vegeu 8.3) X i 1-X tenen ambdues distribucions de Cantor
i per tant tindran la mateixa esperanca:

E[X]=E[l- X],

d’on s’obté que
E[X]=1/2.

UNRB
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8.8 Calcul del moment de 2n. ordre i de la variancia de la
distribucié de Cantor

Aqui utilitzarem la propietat d’autosemblanca de l'apartat 8.4. Amb les
notacions d’aquell apartat, X i ZX;/3+(1-2)(X2/3+2/3) tenen els mateixos
moments. Utilitzant la independéncia entre totes les variables, que Z(1-2) =
0, que X, X7 i X9 tenen la mateixa distribucié, i que Z i 1 — Z tenen la
mateixa distribucié, tenim,

E[X?] = E[(Z % +(1-2) (% + ;))2]

i %E[ZZ]E[XQJ * %E[ZQJ E[(X +2)*]

_ 1 2 1 2

- Bl ]+1—8(E[X ] +4E[X] +4)

:iE[X2]+i E[X2]+1,
18 18 3

d’on aillant E[X?] s'obté
3
E[X?]==:.
x7)=2

A partir d’aqui podem calcular la variancia de X:

Var(X) = E[X?] - (E[X])’ =

|

00| w
| =

8.9 Moments d’ordre superior. Una recurréncia pels mo-
ments de la distribucié de Cantor

Amb el mateix métode que hem calculat el moment de 2n ordre de la dis-
tribucié de Cantor podem demostrar una férmula de recurréncia que ens
permet calcular el moment de qualsevol ordre. Designem per m,, el moment
d’ordre n de la distribucié de Cantor:

my, =E[X"], n>1.
Anem a provar la segiient formula de recurréncia (Lad and Taylor [16]):
1 L (n +1

Ml = ey 2
]:

)2”‘7 m;, n > 0. (20)
J

La demostracio6 és analoga a la que hem fet del moment de 2n. ordre:

Mp+1 = EI:(Z% + (1 _ Z) (% . g))nﬂ]

1
= G B2 X (1 2) (X 2)"]
1 e+l 1
:—m+1+2( . )m-2"+73,
23n+1( n o, j J
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i aillant m,41 s’obté (20).
Per exemple, a partir de mg =1, tenim

(21)

>l

m—§ ms3 =
2535 M3

8.10 Funcions caracteristiques

Entre les eines més importants de la Teoria de la probabilitat sobresurten
les funcions caracteristiques. Resultats molt importants, com les versions
generals del Teorema central del limit, no van poder ser establerts fins que
Paul Lévy va desenvolupar completament ’estudi d’aquestes funcions durant
els anys 30 i 40 del segle XX.

La funci6 caracteristica d’una variable aleatoria Y és la funcié de variable
real a valors complexos ¢ : R — C definida per

o(t) = B[], teR.

Tal com el seu nom indica, la funcié caracteristica caracteritza una distribu-
ci6 de probabilitat: hi ha una bijeccié entre les funcions caracteristiques i les
distribucions de probabilitat, i moltes propietats de les distribucions poden
estudiar-se a traves de les corresponents funcions caracteristiques.

Amb les notacions de 'apartat 8.5, quan Y és discreta,

p(t) = Y U P(Y = y;).
jeJ

Quan Y té funcié de densitat f, aleshores

o(t) = [: eV f(y) dy.

8.11 La funcid caracteristica de la distribuciéo de Cantor

Per calcular la funci6é caracteristica de la distribucié de Cantor tornarem a
utilitzar la propietat de 'apartat 8.4. Recordem que, d’una banda, X és
variable aleatoria amb distribucié de Cantor; de ’altra banda, X; i X9 sén
dues variables aleatories independents, ambdues amb distribucié de Cantor,
i Z una variable que pren els valors 0 i 1 amb probabilitat 1/2, independent
de X7 i Xo. Aleshores Z X;/3+(1-2) (X2/3+2/3) també té una distribucio
de Cantor.
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Per la versié del Teorema de les probabilitats totals per a I'esperanca,
(p(t) — E[eitX]
-P(Z=1) E[exp {it(Z2x1/3+(1-2) (Xa/3+2(3))}| 2 = 1]
+P(Z=0) E[exp {it(Z2x1/3+ (- 2)(X2/3+2/3))}12 - o]
E[eitX1/3] . %E[eit(X2/3+2/3)] _ %go(t/3) . %e%t/ii(p(t/g)

= Se(t/3)(1+ eit/3).

|
[l

A partir de la férmula d’Euler
e =cosa+1sina,

tenim que
1, . 1 . ,
cosa = 5(6_“1 + ew) = Ee_m(l + 62“1). (22)
Aplicant-ho a a = t/3, tenim que

(1) = o(t/3) " cos(t/3).

Iterant aquest procediment arribem a
n 1 n
n - n
o(t) = (/3" exp {it Zlg—n} qcos(t/s ).
Jj= Jj=

Passant al limit quan n — oo i utilitzant les propietats de les funcions carac-
teristiques deduim que

o(t) = e/ f[lcos(t/S”). (23)

Comentari

Hem esmentat a I’apartat 8.4 que la propietat d’autosemblanca caracteritza
la distribuci6é de Cantor. Aix0 vol dir el segiient: sigui Y una variable aleato-
ria tal que si Y7 i Y5 s6n dues variables aleatories independents, ambdues amb
la mateixa distribucié que Y, i Z una variable que pren els valors 0 i 1 amb
probabilitat 1/2, independent de Y7 i Ya, aleshores Z Y1 /3+(1-2) (Y2/3+2/3)
té la distribuci6 de Y, llavors Y té la distribucié de Cantor.

Aquesta propietat es dedueix del fet que només hem utilitzat la propi-
etat d’autosemblanca per calcular la funcié caracteristica de la distribucié
de Cantor. Llavors, qualsevol variable que compleixi la propietat d’auto-
semblanca tindra aquesta funcié caracteristica i, per tant, la distribuci6é de
Cantor.
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9 La distribucidé de Cantor i les mesures de Haus-
dorff i de Haar

Per completesa comentarem breument la remarcable igualtat de la distribuci6
de Cantor (restringida al conjunt C) amb les mesures de Hausdorff i de
Haar. Aquesta secci6 és més avancada i suposarem que el lector coneix
la terminologia estandard de la teoria de la mesura tal com s’exposa, per
exemple, a Schilling [25].

9.1 La distribuci6é de Cantor a C

La funci6 de Cantor F, considerada com a funcié de distribuci6, defineix
directament una probabilitat P sobre (R, B(R)), on B(R) és la o-algebra
de Borel sobre R. Podem considerar la restriccié de P a C' amb la o-algebra
de Borel sobre C, B(C'), que coincideix amb la o-algebra traga

B(C)=B(R)nC={BnC, BeB(R)}.

Designarem aquesta restriccio per Po: per A € B(C'), de la forma A= BnC
per a algun B € B(R) definim

Po(A) =P(BnC).

Hem comentat a 'apartat 8.2 que la distribucié de Cantor quedava deter-
minada pel fet que tots els intervals I7', ..., I3\ tenien la mateixa probabilitat.
Aquesta propietat es transllada a la restriccié a C:

Caracteritzacio de P¢. Sigui Q una probabilitat a (C,B(C')) tal que per
qualsevol n > 1,

1
Q(IEHC):Q—n,k:L...,Q”. (24)
Aleshores Q = P¢.

9.2 Distribucié de Cantor i mesura de Hausdorff

Aquesta seccio esta basada en Mattila [19, pp. 110]; per a la definici6 de me-
sura i dimensi6 de Hausdorff, el seu calcul i interpretacio veieu Falconer |11].

Considerem la mesura de Hausdorff de dimensio s =log2/log3 a R, que
denotarem per H®, que és una mesura en B(R), perd no una probabilitat, ja
que H®(R) = co. Pero tenim (vegeu, per exemple, Falconer |11, p. 35|)

H(C) =1. (25)

Llavors, a l'igual com hem fet abans, podem consider la restricci6 de H® a
C, que designarem per H®, i que gracies a (25) si que és una probabilitat
a B(C). Tenim que

Po=H* (26)

o
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La demostraci6 consisteix en veure que H®, compleix la propietat d’e-
quiprobabilitat en cada nivell que hem comentat a (24).

Assenyalem que Falconer [12, Theorem 6.6, p. 105]) diu que H*|, és «la
mesura natural uniformement distribuida a C», en concordanca amb el que
hem assenyalat sobre la uniformitat de la distribucié de Cantor.

9.3 Distribucié de Cantor i mesura de Haar

Per les definicions de grup topologic i mesura de Haar ens remetem a Lang
[17, Capitol 16]. Per la mesura de Haar a C' vegeu Naughton [20]. Un resultat
fonamental en ’estudi dels grups topologics diu que, sota certes condicions,
en un grup topologic existeix una mesura, anomenada mesura de Haar,
dnica excepte una constant multiplicativa, que és invariant per I’esquerra per
translacions.

En el cas concret de C, per definir-hi una llei de composicid, comencem
amb una operaci6 a {0,2} que designarem per @, donada per la taula

® | 0] 2
01012
21210
Per a dos nombres 0.x1z2... i 0.y1y2... de C' (no escric el subindex 3)

definim 'operacié component a component:

0.z129... ® 0.y19y2-+- = O.(:El (&) yl)($2 @ yg) ...

Es demostra que I'aplicacié definida per aquesta operacié és continua, i ob-
viament també ho és 'aplicacié determinada per el pas a l'invers ja que
és la identitat. Llavors (es comproven les condicions técniques) existeix la
corresponent mesura de Haar.

Per veure que la distribucié de Cantor sobre C' coincideix amb la mesura
de Haar (normalitzada a 1) cal provar que si denotem la translacié segons
x € C per

P,(A)=Pc(zo A), AcB(O),

tenim que P, = P¢. De nou, per demostrar-ho, es pot utilitzar la caracterit-
zacio de la distribuci6 de Cantor que hem vist a (24).

10 Simulaci6 de la distribucidé de Cantor

La simulaci6 d’una distribucié de Cantor es fa pel métode de la transformacio
inversa (vegeu, per exemple, Rubistein and Kroese [23, p. 51]|) que en aquest



26 Una passejada aleatoria pel conjunt de Cantor

cas consisteix en generar una variable aleatoria uniforme U en (0, 1) i calcular
H™Y(U); en notaci6 base 2, si U = (0.b1...by,)2 (vegeu (5)):

H_l((O.bl...bn)g)=(O.a1...an)3, on aj=2bj, j=1,...n.

Cal notar que el fet que H no sigui injectiva no suposa aqui cap problema
ja que la no injectivitat era deguda als nombres amb dues expressions, una
d’elles amb infinites xifres, i a la practica només s’obté un nombre finit de
xifres.

A https://stats.stackexchange.com/questions/229556/how-to-sample-
from-cantor-distribution es troba el seglient programa en R que concreta
aquesta idea de forma molt eficient:

binari.a.ternari <- function(x) {

y<-0

x <- round(2~52 * x)

for (i in 1:52) {

y <-y + 2x(x %h 2) # al/kb és el restant de la divisidé a/b

v <-y/3

x <- floor(x/2) # floor és la part entera de x/2
¥

y # y ja esta en sistema decimal

}

n <- 1000

X <- runif(n)
y <- binari.a.ternari(x)
plot(ecdf(y), pch=".") # comprovacid: funcid de distribucid empirica

11 Passejades aleatories

En aquesta seccié ens limitarem a comentar un parell d’exemples de pas-
sejades aleatories. Per una introducci6 a les passejades aleatories (i a la
probabilitat) recomanem l'excellent llibre de Chung [4].

Exemple 1: una passejada bidimensional

Imaginem que passegem per 'eixample de Barcelona.

Tibidabo

Esquerra Dreta

Port

Figura 9: Una passejada aleatoria per ’eixample de Barcelona
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Sortim d’un punt que situarem a l'origen i a cada cruilla elegim alea-
toriament la direccié, per exemple amb una ruleta com la del dibuix de la
figura 9.

Exemple 2: una passejada unidimensional

Suposem ara que sortim de casa i a cada passa elegim aleatoriament si anem
amunt o avall tirant una moneda. Vegeu la figura 10. A I’exemple, han sortit
tres cares, una creu i dues cares

y
LT

Si surt cara — pas amunt,
Tirem una moneda
Si surt creu — pas avall.

Figura 10: Una passejada unidimensional

Podem fer un grafic espai-temps d’aquesta passejada aleatoria, vegeu la
figura 11.

Espai

8
L4

Temps

Figura 11: Grafic espai-temps de la passejada unidimensional

Un model matematic de la passejada aleatoria unidimensional

Siguin Y7, Y>, ... una successi6 de variables aleatories independents, totes
amb la mateixa distribucio:

1, amb probabilitat %,
Y, =
-1, amb probabilitat %
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Sortim del zero: Y = 0. La posici6 a 'instant k és

k
Vit +Ye=> Y,

n=1

12 La distribuci6é de Cantor com a limit d’una pas-
sejada aleatoria

Considerem una successié de variables aleatories X1, Xo,... independents i
totes amb la segiient distribucio:

1
P(X;=0)=P(X;=2) = 3
Considerem la passejada aleatoria donada per la suma
f Xn
n=1 3"
En aquesta passejada els passos sén cada cop séon és curts. Es diu que és
una passejada aleatoria amb passos decreixents.

La série Y071 X,,/3™ convergeix absolutament q.s., ja que per a tot w € 2,
és una série de termes positius i

(27)
S és una variable aleatoia i demostrarem que té una distribucié de Cantor.

12.1 Demostracié que S té la distribucié de Cantor

Designem per Sy la suma parcial:

kX
Sp= ) ==,
K n; -
Veurem que les funcions caracteristiques de Sp, S2, ..., que denotarem ¢g,,
©s,, - - -, respectivament, convergeixen a la funci6 caracteristica de la distri-
buci6 de Cantor ¢, donada a (23), en tots els punts.
Peran=1,2,..., la funcié caracteristica de X, és

Px, () = E[eitX"] = %eo + %e%t = %(1 + em),
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1
8/9
7/9 . ) . . )
2/3 o [ ]

5/9
4/9
1/3
2/9
1/9

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 12: Una trajectoria de la passejada aleatoria Si,S2,..., que pren valors sobre el
conjunt de Cantor

Llavors, 1
¥Sy (t) = 90X1/3(t) =px, (t/3) - 5(1 + eQit/3)'

La funcio caracteristica de Ss = X1/3 + X2/9, gracies a la independéncia
entre X7 i Xo. sera

s, (1) = ox, (t/3)px,(t]9) = Z11(1 " e2it/3)(1 " eQit/9>‘

En general, la funcié caracteristica de S, és

n

1 it/37
spsn(t) = 2_77, H (1 +e2zt/3 )’ (28)
=1

que gracies a (22) es pot escriure
n . n i
s, (t) =exp{it Y 377} [ cos(t/37).
j=1 j=1

Aleshores,

lim g, (t) = €/ [ cos(t/3") = (t),

" n=1
que coincideix amb (23). D’on resulta que la llei de S és la distribuci6 de
Cantor.

12.2 La distribuci6é de Cantor com a limit de variables dis-
cretes uniformes

A partir de Pexpressio (28), pot veure’s que Sy, té una llei uniforme en el
conjunt dels extrems inferiors dels intervals Ij’, k=1,...,2". Més concreta-
ment, si designem per U(cy, ..., ) una distribucié uniforme sobre el conjunt
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{c1,... ¢k}, és a dir, cada punt amb probabilitat 1/k, tindrem:

Sy ~U(0, 2/3),
Sy ~U(0, 2/3, 2/9, 8/9),
S5 ~U(0, 2/27, 2/9, 8/27, 2/3, 20/27, 8/9, 26/27),

A la Figura 13 hi ha representada la funci6é de probabilitat de la variable
S3 i a la Figura 14 la seva funcié de distribucié. Hem vist que les funcions
caracteristiques de la successio S1, Ss, ... convergeixen a la funcié caracteris-
tica de la distribucié de Cantor; en conseqiiéncia, les funcions de distribucioé
corresponents convergiran a la funcié de Cantor F. Compareu la Figura 14
amb la Figura 6 on hi ha el grafic de la funci6é de distribucié Fj.

% [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
0 2 2 8 2 20 8 264
27 9 27 3 27 9 27

Figura 13: Funci6 de probabilitat de S3

1 —
é —_—
% —
? —)
5 O
g —)
i —
%—o
0 Z z7 3 Z 20 g 207
27 9 27 3 27 9 27

Figura 14: Funcié de distribuci6 de S3

Aixi, la distribucié de Cantor és el limit en distribucié de variables dis-
cretes uniformes sobre certs punts de Cantor. Aquesta propietat ofereix una
nova perspectiva a l’expressié que hem comentat abans sobre que la distri-
bucié de Cantor pot interpretar-se informalment com la distribucié uniforme
sobre el conjunt de Cantor.
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13 Les propietats de la distribuci6 de Cantor revi-
sitades

Veiem que diverses propietats que hem estudiat de la distribucié de Cantor
son més intuitives i facils de demostrar mitjancant la passejada aleatoria.

13.1 La distribucié de Cantor esta concentrada en el conjunt
de Cantor

Per construccio, per a tot w € 2, el valor S(w) escrit en base 3 és una successio
de 01 2, és a dir, son elements del conjunt de Cantor. Aixi, P(SeC) =1.

13.2 Equiprobabilitat en cada nivell

Considerem un nivell arbitrari n. Hem comentat que els intervals I;' d’aquest
nivell sén de la forma

I = [(0.b1:++by) 3, (0.b1+-b,2)3).

Aleshores, S € I}} equival a que Xy = by,...,X,, = by, Llavors, per la inde-
pendéncia entre Xi,..., X,

n 1
P(S e If) = P(X1 =by,.... Xn =bn) = [T P(X; =) = o
j=1

13.3 La distribucié de Cantor és simétrica respecte el punt
1/2

Aquesta propietat es dedueix a partir del fet que les variables X,, i 2 - X,
tenen la mateixa distribuci6. Aleshores, les séries

22-X, &2 &2X, 3 X
I I
n=1 n=1 n=1 n=1

és dir, que S'i 1 -5 tenen la mateixa distribucio.

13.4 Moments de la distribucié de Cantor

Els moments de la distribucié de Cantor poden calcular-se a partir del fet la
série (27) és de termes positius, i aquestes séries tenen molt bones propietats;
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en particular, aplicarem la segiient: si Y,, n > 1, sén variables positives,

aleshores - -
2 DRAEDN

n=1 n=1

Per a l'esperanga, tenim que per a qualsevol n, E[X,,] =0- 1,9. % =1.

Llavors
> 1
3n 2:: 3n 5'

Pel moment de 2n ordre partim de E[X2]=0- % +22. % = 2. Aleshores,

o E[X, X,] & 1 1
52=Z Y g 22t X g

n=1 1<n<m<oo n=1 1<n<m<oo

on hem utilitzat la independéncia entre X, i X,,. La primera série del terme
de la dreta és la suma d’una progressié geométrica de rad 1/9, i llavors,

@I»—k

s 1
E -5

La segona série del terme de la dreta pot sumar-se utilitzant la formula (3)
i, un altre cop, la suma d’una progressié geométrica de ra6 1/9:

1 2 1
Z Jn+m = Z Z 3n+m
1<n<m<oo n=1m=n+1
Sl & 1 1s1 111
_n:13nm:n+13m B 2n:13 no 2 8 B 16
Aleshores, tenim,
1 1
E[S?*]=2- —+2.—:§,
8 16 8

tal com haviem obtingut a 'apartat 8.8.

Aquest arguments poden generalitzar-se per calcular el moment de qual-
sevol ordre de S. Lad and Taylor [16] donen la férmula segiient: per a
qualsevol nombre natural N > 1,

1
—ay,! Hk (32” _1)

E[SV] = QNZQkZ

on la segona suma es fa sobre totes les k-ples (a1, ..., a;) de nombres naturals
més grans o iguals a 1, tals que N = Z?zl a;. Vegeu la Taula 1 amb els casos
N=1,2,34.
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N k (a,...,ax)

1 1 (1)

2 1 (2)
2 (1,1)

3 1 (3)
2 (1,2), (2,1)
3 (1,1,1)

4 1 (1)
2 (3.1), (1,3), (2,2),
3 (2,1,1) (1,2,1), (1,1,2)
4 (1,1,1,1)

Taula 1: k-ples (a1,...,axr) de nombres naturals, a1 > 1,...,ax > 1, tals que N = Z?Zl ayj,

pera N =1,2,3,4.
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