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Vorwort

Diese Schrift dient dem Bericht iiber die Hauptaspekte meiner Forschertétig-
keit an der TU Dresden seit der Promotion. In diesen dreieinhalb Jahren war
es mein Bestreben, selbststdndig aktuelle, theoretisch fundierte und anwen-
dungsbezogene Fragestellungen zu entwickeln und zu verfolgen.

Naturgeméfl war meine Forschung in dieser Zeit vor allem zu Anfang
sehr explorativ. Meine Suche konzentrierte sich dabei auf das Herausarbei-
ten theoretischer Zusammenhénge. Ob ich einen Ansatz dann weiterverfolgte
entschied sich anschlieBend aufgrund einer Evaluation aus angewandter Sicht.

Die in dieser Schrift dargestellten Forschungsansétze gedenke ich in Zu-
kunft fortzufithren. Sie bilden die Keimzellen fiir langfristig angelegte an-
gewandte und theoretische Untersuchungen. Ich werde in dieser Schrift ihr
Potenzial ausfiihrlich diskutieren und anhand der bereits abgeschlossenen
Untersuchungen belegen.

In erster Linie sind meine Arbeiten der Wissensverarbeitung zuzuordnen.
Methodisch fithren sie jedoch weit iiber diese hinaus und bemiihen unter an-
derem Teile der Theoretischen Informatik. Auf der Anwendungsebene zielen
sie auf implementierbare und praktisch einsetzbare Systeme fiir verschiedene
Bereiche der Kiinstlichen Intelligenz.

Einige der vorgelegten Arbeiten sind in Zusammenarbeit mit Koautoren,
darunter einige von mir betreute Studenten, entstanden. Im Anhang habe
ich dargelegt, worauf sich mein Anteil an Arbeiten mit mehreren Autoren
jeweils erstreckt.



Danksagungen

Mein Dank gilt zuallererst Steffen Holldobler. Die inhaltliche Arbeit zu mei-
ner Habilitation entstand wéhrend der dreieinhalb Jahre, in denen ich zu
seiner Arbeitsgruppe gehorte. Ich danke vor allem fiir den Freiraum, den er
mir schuf, und in dem ich mein kreatives Forscherpotenzial meinen eigenen
Interessen folgend entfalten konnte.

Meine Zeit dort wurde auch entscheidend geprédgt von drei Studenten
— Sebastian Bader, Markus Krotzsch, Matthias Wendt — nur einige der
Friichte der vielen Diskussionen und Arbeitstreffen sind aus gemeinsamen
Veroffentlichungen ersichtlich.

Ursula Hans — Uschi — mit der ich das Biiro und auch einige Arbeit in
der Lehre teilen durfte, trug ganz entscheidend zu meinem Wohlbefinden bei
der Arbeit bei.

Es sind viele Menschen, die fiir meinen ,, Dresdner Lebensabschnitt in
privater oder beruflicher Hinsicht wichtig waren. Ich versuche mich an einer
Aufzédhlung — und entschuldige mich schon jetzt fiir die Unvollstandigkeit
dieses Unterfangens: Franz Baader, Federico Banti, Howard Blair, Gerd
Brewka, Kai Briinnler, Paola Bruscoli, Kathrin Dornbusch, Manfred Dro-
ste, Sylvia Epp, Matthias Fichtner, Bertram Fronhofer, Bernhard Ganter,
Horst Graupner, Axel Groimann, Sandra Gromann, Alessio Guglielmi, Mi-
guel Gutierrez-Naranjo, Achim Jung, Reinhard Kahle, Uwe Kahler, Ozan
Kahramanogullari, Matthias Knorr, Torsten Linss mit Poldi, Ai(mee) Liu,
Carsten Lutz, Yves Martin, Judith und Reto Merges, Kristin Mitte, Rainer
Osswald, Luis Pereira, Ralf Riethmiiller, Kersten Schéfer, Dietlind Scharlach
mit Jochen und Amelie, Sybille Schwarz, Tony and Martine Seda, Oxana Ser-
gueeva, Olga Skvortsova, Mariana Stantcheva, Mike Stange, Charles Stewart,
Rike, Friedrich und Moritz Stolzel, Hans-Peter Storr, Lutz Straburger, Mi-
chael Thielscher, Pawel Waszkiewicz, Kerstin und Jiirgen Weber, Maja von
Wedelstedt, Guo-Qiang Zhang.

Seit August 2004 habe ich am AIFB, Institut fiir Angewandte Informatik
und Formale Beschreibungsverfahren, Universitiat Karlsruhe, eine neue beruf-
liche Heimat gefunden, die mich sehr bereichert. Fiir Diskussionen, Hilfe und
Vertrauen danke ich Rudi Studer, Andreas Abecker, Andreas Eberhart, Lars
Schmidt-Thieme, Steffen Staab, York Sure, Wolfgang Sperling, Sudhir Agar-
wal, Ernst Biesalski, Stephan Bloehdorn, Saartje Brockmans, Philipp Cimi-
ano, Marc Ehrig, Stephan Grimm, Peter Haase, Sigfried Handschuh, Jens
Hartmann, Mark Hefke, Steffen Lamparter, Guido Lindner, Daniel Oberle,
Gisela Schillinger, Nenad und Ljiljana Stojanovic, Bernhard Tausch, Chri-
stoph Tempich, Zdenko (Denny) Vrandecic, Max Volkel, Johanna Vélker,
Susanne Winter, Valentin Zacharias.

i



Von Gerd Brewka, Bernhard Ganter und Steffen Holldobler bekam ich
hilfreiches Feedback zu einem ersten Entwurf dieser Schrift. Gudrun Eber-
hardt half meinem Deutsch auf die Spriinge. Fiir verbleibende inhaltliche,
formelle und sprachliche Schwichen liegt jegliche Verantwortung bei mir.

Im Laufe meiner ,Dresdner® Zeit erhielt ich finanzielle Unterstiitzung
von folgenden Organisationen: Deutscher Akademischer Austauschdienst
(DAAD), Boole Center for Research in Informatics Cork (BCRI), Centro
de Inteligencia Artificial Lisboa (CENTRIA), Graduiertenkolleg Wissensre-
priasentation Leipzig, Bonn International Graduate School (BIGS). Ein be-
willigtes Stipendium der Foundation for Polish Science und des Mianowski
Fund Warschau konnte ich leider aus terminlichen Griinden nicht antreten.
Das International Quality Network Rational Mobile Agents and Systems of
Agents (IQN) des Bundesministeriums fiir Bildung und Forschung (BMBF)
und des DAAD machte Einladungen von Gastwissenschaftlern nach Dresden
moglich. Dem DAAD, dem Graduiertenkolleg Specification of discrete pro-
cesses and systems of processes by operational models and logics und dem
Verein der Freunde und Foérderer der TU Dresden danke ich fiir die finan-
zielle Hilfe fiir einige von mir betreute Studenten bei Auslandsaufenthalten
und Konferenzbesuchen.

Auf meiner Stelle in Karlsruhe werde ich seit August 2004 finanziert vom
Bundesministerium fiir Bildung und Forschung (BMBF) im SmartWeb Pro-
jekt und von der EU iiber das KnowledgeWeb Network of Excellence.

Ich danke meiner Mutter Renate Hitzler, ihren Geschwistern Hannelo-
re Hauber und Rolf Hauber, meinem Schwager Friedemann Eberhardt, und
meinen Schwiegereltern Gudrun und Raimund Eberhardt, fiir ihre uneinge-
schrankte Hilfe und Unterstiitzung in allen Aspekten des Lebens.

Und ich danke Anne. Fiir Hilfe und Ratschlige. Aber vor allem fiirs da-
sein.

il






Inhaltsverzeichnis

Einfiihrung
1 Semantik nichtmonotoner Logikprogrammierung
1.1 Kurzfassung . . . . . . . ..o
1.2 Forschungskontext: Logikprogrammierung und nichtmonoto-
nes Schliefen . . . . . .. ..o
1.3 Technische Hinfiithrung: Syntax und Semantik von Logikpro-
GTaMIMEN . . . . o v e v e e e
1.4 Eigene Resultate: Uberblick iiber die eingereichten Arbeiten
1.5 Ausblick: Weiterfithrungen und Anwendungen . . . . . . . ..
2 Neuro-symbolische Integration
2.1 Kurzfassung . . . . . ..o
2.2 Forschungskontext: Logik und kiinstliche neuronale Netzwerke
2.3 Technische Hinfiihrung: Konnektionistische Représentationen
von Logikprogrammen erster Stufe . . . . .. ... ... ...
2.4 Eigene Resultate: Uberblick iiber die eingereichten Arbeiten
2.5 Ausblick: Weiterfithrung und Anwendungen . . . . . . . . ..
3 Schlieflen iiber begrifflichem Wissen
3.1 Kurzfassung . . . . .. ..o
3.2 Forschungskontext: Logik und begriffliches Wissen . . . . . . .
3.3 Technische Hinfithrung: Formale Begriffsanalyse und
Doménentheorie . . . . . . . ... Lo
3.4 Eigene Resultate: Uberblick iiber die eingereichten Arbeiten
3.5 Ausblick: Schlieen iiber dem Semantic Web . . . . . . . . ..

Anteil des Autors an den eingereichten Arbeiten

Literatur

Vorgelegte Verosffentlichungen

12
13

17
17
18

19
22
25

27
27
27

29
32
34

35

39

53






Einfiihrung

Der Kiinstlichen Intelligenz zugehorig befindet sich die Wissensverarbeitung
traditionell im Spannungsfeld zwischen biologischer Motivation und Plau-
sibilitdt einerseits und maschineller Umsetzung andererseits. Eine Abgren-
zung zur einen oder anderen Seite mag fiir umgrenzte Forschungsprojekte
adédquat sein, eine ideologische Verfestigung und Separierung verschiedener
Forschungsgebiete jedoch wird weder der Entwicklung intelligenter Syste-
me noch der Erkenntnis um das Wesen der menschlichen Intelligenz dienen.
Das Ringen um eine Integration biologischer Plausibilitiat mit technologischer
Umsetzbarkeit gehort somit zu den zentralen Aufgaben der Wissensverarbei-
tung.

Wissensverarbeitung bedarf notwendigerweise der Wissensrepréasentation.
Die Reprasentation von Wissen muss auf eine solche Weise geschehen, dass
das Wissen einer maschinellen Verarbeitung zumindest grundsétzlich zu-
gefithrt werden kann. Die Wahl verschiedener Verarbeitungsmethoden zur
selben syntaktischen Repréasentationsform mag wiederum verschiedene In-
terpretationen des syntaktisch représentierten Wissens nahelegen.

Die Logik ist die wohl &lteste und in der Kiinstlichen Intelligenz verbrei-
tetste Form der formalen Wissensrepréasentation. Durch sie wird die deklara-
tive Beschreibung von Wissen in vom Menschen handhabbarer symbolischer
Form moglich. Logische Kalkiile erlauben auflerdem den formalen Umgang
mit Schlussfolgerungen, und damit eine Modellierung menschlicher kognitiver
Fahigkeiten.

Die Logik in ihren klassischen Ausprigungen wie zum Beispiel der
Pradikatenlogik erster Stufe, ist jedoch fiir die Modellierung von Wissen und
Schlussfolgern und der maschinellen Umsetzung desselben nur bedingt direkt
geeignet. Je nach Anwendungsdoméne wird eine direkte Modellierung sehr
umsténdlich und deshalb unpraktisch und anwendungsfern, oder bleibt an-
deren, z.B. subymbolischen Ansétzen in der Leistung unterlegen. Seit jeher
werden also in der Wissensverarbeitung Systeme entwickelt, analysisert und
angewendet, die zwar symbolisch und im weitesten Sinne logikbasiert sind,
aber doch den Rahmen der klassischen Logik in gewissem Mafle verlassen. An-



2 Einfiithrung

dere in manchen Anwendungsdoménen erfolgreiche Systeme wiederum sind
im Ansatz nicht logikbasiert, werden aber durch ein Studium ihrer logischen
Aspekte auch in wissensbasierten Bereichen anwendbar.

Das Studium und die Anwendung logischer Aspekte verschiedener
Ansétze zur Wissensverarbeitung ist das Thema dieser Schrift. Insbeson-
dere werde ich Ergebnisse zu drei Arten von Wissensreprasentation untersu-
chen, die in der Wissensverarbeitung eine Rolle spielen. Meine vorgestellten
Arbeiten konzentrieren sich dabei auf den Vergleich und das Zusammen-
spiel verschiedener Methoden, auf die Herausarbeitung fundamentaler Zu-
sammenhénge und zielen auf Umsetzungen in Anwendungsdoménen. Syste-
matisch lassen sie sich drei Formen der Wissensverarbeitung zuordnen.

Die erste dieser Arten der Wissensverarbeitung ist die des nichtmono-
tonen Schlieffens. Entstanden um 1980 handelt es sich dabei um eine lo-
gikbasierte Methodik zur Modellierung der menschlichen Fahigkeit zur Infe-
renz aus unsicherer und unvollsténdiger Faktenlage. Eine Leitintuition dieses
Fachgebietes ist die Annahme, dass der Mensch in Abwesenheit préziseren
Wissens auf Grundregeln zugreift, die in den meisten Féllen zutreffend sind,
zu denen es aber Ausnahmen geben kann. Solange also nicht bekannt ist, dass
es sich um einen Ausnahmefall handelt, wird die Grundregel herangezogen.

Diese Form der Wissensrepriasentation bedient sich héufig der Syntax
der Logikprogrammierung. Aus diesem syntaktischen Paradigma sind dann
verschiedene Ansétze zur nichtmonotonen Wissensverarbeitung hervorgegan-
gen, die miteinander konkurrieren aber auch verwandt sind. Diese Ansétze
entstanden aus Anforderungen der Praxis, wo je nach Anwendungsbereich
verschiedene Formalisierungen der Leitintuition angemessen erscheinen. Der
erste Teil meiner Arbeit behandelt Beziehungen verschiedener solcher nicht-
monotoner Semantiken fiir Logikprogramme, mit dem Ziel, die Eigenheiten
der unterschiedlichen Formalisierungen herauszustellen und greifbar zu ma-
chen. Insbesondere entwickle ich einen Ansatz zur uniformen Beschreibung
verschiedener Semantiken, der im Vergleich zu anderen solchen Methoden
sehr viel flexibler ist und eine groflere Klasse verschiedener Semantiken um-
fasst.

Die zweite Art der Wissensverarbeitung, die ich behandle, ist die der
kiinstlichen neuronalen Netze. Diese in der Praxis der Kiinstlichen Intelli-
genz sehr erfolgreiche Methodik entstand aus der Abstraktion biologischer
neuronaler Netze, wie sie im Nervensystem von Menschen und Tieren vorlie-
gen. Seine praktischen Erfolge verdankt dieser Ansatz vor allem der Tatsache,
dass kiinstliche neuronale Netzwerke auf effiziente Weise anhand von Beispie-
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len trainiert werden kénnen, komplexe Aufgaben wie z.B. Mustererkennung
zu bewiéltigen.

In biologischen Systemen werden elektrische Potenziale durch ein ge-
richtetes Netzwerk propagiert und auf bisher nicht vollstdndig verstandene
Weise massiv parallel verarbeitet. Fiir die kiinstlichen Gegenstiicke werden
Netzwerke und Verarbeitungsprinzipien abstrahiert und dadurch stark ver-
einfacht. Dennoch entzieht sich das Verstéindnis der immer noch komplexen
Vorgénge in kiinstlichen Netzen unserem Verstdndnis im Sinne einer deklara-
tiven oder logischen Lesbarkeit. Kiinstliche neuronale Netze stellen dadurch
eine subsymbolische Art der Wissensverarbeitung dar, die von der logikba-
sierten stark verschieden ist. Letztere, insbesondere die auf Logikprogram-
men basierende, ist deklarativ, entzieht sich aber vergleichbar erfolgreichen
Lernmethoden. Ein weiterer Unterschied besteht in der Robustheit neuro-
naler Netzwerke, die — im Gegensatz zu Logikprogrammen — auch nach
Austall eines Teils der reprasentierenden Strukturen in der Regel noch zu-
friedenstellend arbeiten. Anforderungen der Praxis machen eine integration
logikbasierter und neuronaler Systeme wiinschenswert. Systeme, die die Ro-
bustheit und Lernfdhigkeit kiinstlicher neuronaler Netze mit der deklarativen
Ausdrucksstéirke logikbasierter Wissensverarbeitung kombinieren, sind von
besonderem Interesse.

Im zweiten Teil dieser Schrift wende ich mich also Fragen der neuro-
symbolischen Integration zu. Dabei geht es um die Frage nach Mdoglichkeiten
zur Integration logikbasierter Wissensverarbeitung mit solcher, basierend auf
kiinstlichen neuronalen Netzen. Insbesondere widme ich mich der Frage einer
Integration von Logik erster Stufe, die besondere Schwierigkeiten mit sich
bringt. Die vorgestellten Ergebnisse beschreiben Représentationsmethoden
fiir den semantischen Gehalt von Logikprogrammen mit Hilfe von Standard-
architekturen fiir kiinstliche neuronale Netze. Zum Teil werden dabei wieder-
um nichtmonotone Semantiken betrachtet. Die von meinen Koautoren und
mir erarbeiteten Resultate konstituieren den aktuellen Stand der Forschung
auf diesem Gebiet.

Die dritte Form der Wissensverarbeitung, der ich mich zuwende, basiert
auf der abstrakten Beschreibung begrifflicher Inhalte und Ontologien, wie
sie z.B. im Bereich des Semantic Web zum Einsatz kommen. Begriffliche
Inhalte werden dabei zunéchst durch Ordnungsstrukturen, genauer als Be-
griffshierarchien, dargestellt. Im Forschungsbereich Semantic Web stellt sich
aber zunehmend heraus, dass zu einer fiir Anwendungen gentigend reichhal-
tigen Représentation ontologischen Wissens Begriffshierarchien durch Regeln
im Sinne der Logikprogrammierung erweiterbar sein miissen.

Im dritten Teil dieser Schrift wende ich mich daher Fragen des Zusam-
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menspiels von Begriffshierarchien, Logikprogrammierung und nichtmonoto-
nem Schlieflen zu. Genauer entwerfe ich ein generisches Paradigma zum inte-
grierten nichtmonotonen Schliefen auf Ordnungsstrukturen und zeige, dass
es mit Standardansdtzen aus den Bereichen nichtmonotones Schliefen und
Begriffsstrukturen voll vertréaglich ist.

Struktur dieser Schrift

Die drei Kapitel dieser Schrift entsprechen den genannten drei Formen der
Wissensverarbeitung. Jedes Kapitel besteht aus fiinf Teilen.

1. Eine knappen Zusammenfassung des Kapitels: Problemstellung,
Losung, Ausblick.

2. Eine Darstellung des Forschungskontextes, in dem meine Arbeiten an-
gesiedelt sind.

3. Eine technisch gehaltene Hinfiihrung zu einigen Grundbegriffe, die zum
Verstandnis der allgemeinen Diskussion meiner Resultate hilfreich sind.
Es werden auch exemplarisch eigene Resultate formal beschrieben.

4. Ein allgemeiner gehaltener Uberblick iiber eigene Resultate in den ein-
gereichten Arbeiten.

5. Ein Ausblick auf Weiterfithrungen und Anwendungen aus meinen Ar-
beiten heraus.

Ein Leser mit Vorkenntnissen im Themenbereich eines Kapitels mag sich
zunéchst durch die Lektiire der Kurzfassung am Anfang des Kapitels sowie
der Aufstellung der Resultate in den eingereichten Arbeiten orientieren.

Im Anhang findet sich eine Aufstellung meines Eigenanteils an den mit
Koautoren publizierten Arbeiten. Die Arbeiten selbst sind beigefiigt.



Kapitel 1

Semantik nichtmonotoner
Logikprogrammierung

1.1 Kurzfassung

Es gibt viele verschiedene Auspridgungen nichtmonotonen Schlielens, die
sich in verschiedenen Semantiken fiir Logikprogramme niederschlagen. Diese
modellieren verschiedene Intuitionen, die sich wiederum jeweils aus Anwen-
dungsbeispielen motivieren.

Eine Systematisierung dieser verschiedenen Semantiken wird in jiingster
Zeit von vielen Autoren versucht. Ziel dieser Untersuchungen ist zum einen
ein vertieftes Verstédndnis verschiedener Semantiken fiir Fragen der Anwen-
dung, und zum anderen die Suche nach geeigneten Semantiken fiir syntakti-
sche Erweiterungen der Standardparadigmen, wie sie durch Anforderungen
der Praxis vonnoten sind.

In meinen eigenen Arbeiten wird ein konzeptionell neuer Ansatz zur Sy-
stematisierung und vereinheitlichten Beschreibung verschiedener Semantiken
— mit Hilfe von Stufenfunktionen — ausgefiihrt. Im Vergleich zu anderen
Ansétzen konnen damit sehr viel mehr verschiedenartige Semantiken syste-
matisch charakterisiert werden. Die Arbeiten zeigen aulerdem, dass der An-
satz auf praxisrelevante syntaktische Erweiterungen iibertragbar ist.

Zukiinftige Arbeiten umfassen Methoden zum Herausarbeiten von pra-
xisrelevanten Eigenschaften von Semantiken wie Berechenbarkeit und Kom-
plexitat, die Behandlung syntaktischer Erweiterungen fiir anwendungsnahe
Modellierungen, sowie die Ableitung von Algorithmen zur automatischen De-
duktion unter diesen Semantiken.
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1.2 Forschungskontext: Logikprogrammierung und
nichtmonotones Schlief3en

Logikprogrammierung ist — Programmieren mit Logik. Kurz gesagt beruht
sie auf der Idee, Logik als Wissensreprésentationssprache zu verwenden, um
damit ein vorliegendes Problem zu spezifizieren und Losungen mit Hilfe ma-
schineller Deduktion herzuleiten. Die bahnbrechenden Arbeiten von Robert
Kowalski [80], die wiederum auf der von Alan Robinson [106] entwickelten
Resolutionsmethode als Grundlage fiir das Forschungsgebiet der Deduktion
aufbauen, konnen als die Urspriinge der Logikprogrammierung angesehen
werden. Kowalski entwickelte die SLD-Resolution als Verfeinerung der Reso-
lutionsmethode, die es einem erlaubt, logische Formeln erster Stufe direkt als
Programme fiir maschinelle Verarbeitung zu verwenden. Daraus entwickelte
sich dann die Programmiersprache Prolog, die von Alain Colmerauer als er-
stem realisiert wurde [24].

Mittlerweile wurde die Logikprogrammierung zu einem der Standardpro-
grammierparadigmen und wurde in eine Vielzahl verschiedener Richtungen
weiterentwickelt und zur Anwendung gefiihrt. Als einige wenige Beispiele
seien Natural Language Processing, (Deduktive) Datenbanken, maschinelle
Deduktion, Wissensverarbeitung, Kognitive Robotik, Semantic Web, Rechts-
wesen und maschinelles Lernen genannt. Die Zahl der industriellen Anwen-
dungen der zugrundeliegenden Techniken — vor allem Prolog, aber auch
Constraint und Induktive Logikprogrammierung — wichst sténdig, und es
kann erwartet werden, dass der Trend sich fortsetzt. In [7] findet man einen
hervorragenden Uberblick iiber einige der wichtigsten Themen, die augen-
blicklich in der Logikprogrammierung behandelt werden. Standardreferenzen
fiir die Prolog zugrundeliegende Theorie sind [85, 5].

Das Forschungsgebiet Nichtmonotones Schlieffen entstand aus der Idee,
Aspekte des menschlichen Schliefens zu formalisieren, die sich mit Hilfe klas-
sischer logischer Methoden nur schwer ausdriicken lassen. Vor allem ging es
um eine Formalisierung der Tatsache, dass Menschen in vielen Féllen da-
zu neigen, zwar logisch unscharfe, aber der Situation dennoch in praktischen
Belangen hochst angemessene Schliisse zu ziehen, eine wiinschenswerte Figen-
schaft, iiber die intelligente Systeme zur Zeit nur sehr beschriankt verfiigen.
Formaler betrachtet neigen Menschen dazu, aus einer gegebenen Wissens-
basis mehr Schliisse zu ziehen, als es mit den Mitteln der Pradikatenlogik
erster Stufe eigentlich moglich wére, was aber wiederum zur Folge hat, dass
solche Schlussfolgerungen bei Bekanntwerden weiteren Wissens eventuell wie-
der zuriickgenommen werden miissen. Im Gegensatz dazu sind klassische Lo-
giken wie die Aussagen- oder die Pradikatenlogik monoton in dem Sinne,
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dass aus dem Schluss einer Formel F' aus einer Theorie I' folgt, dass F' auch
aus jeder Theorie folgt, die I' enthélt.

Es stellte sich jedoch heraus, dass sich diese nichtmonotonen Aspekte des
menschlichen Schliefens nur schwer auf befriedigende Weise formalisieren
lassen. Frithe Arbeiten auf diesem Gebiet basierten im Wesentlichen auf drei
grundsétzlich verschiedenen Anséitzen, zu denen z.B. in [38] eine exzellente
Diskussion vorliegt: Circumscription von John McCarthy [91, 92|, basierend
auf Logik zweiter Stufe, Autoepistemische Logik von Robert Moore [94, 95]
mit modallogischen Operatoren fiir geglaubte aber nicht notwendig gewusste
Annahmen und die Defaultlogik von Ray Reiter [105], die auf der Idee ba-
siert, dass manche Schliisse immer dann (by default) gezogen werden sollten,
wenn kein explizites Wissen gegen diese Schliisse spricht, d.h. keine bekannte
Ausnahme zum Schluss vorliegt.

In der zweiten Halfte der 1980er Jahre erhielt die Forschung zum nichtmo-
notonen Schliefen entscheidenden Aufwind durch Versuche, diese Methoden
zur semantischen Analyse von Prolog und verwandten Logikprogrammierpa-
radigmen einzusetzen. Tatséchlich enthélt Prolog schon immer eine nichtmo-
notone Funktionalitit: Wenn das System zeigen kann, dass ein Faktum A
nicht aus einer gegebenen Wissensbasis — oder einem Programm — folgt,
dann wird A als falsch angesehen, d.h. —A ist eine Schlussfolgerung, die von
Prolog gezogen wird. Nach Erweiterung der Wissensbasis um das Faktum A
kann jedoch A abgeleitet werden, was die Riicknahme des vorhergehenden
Schlusses = A notwendig macht. Es sei bemerkt, dass die in = A auftretende
Negation nicht im Sinne z.B. der Prédikatenlogik erster Sufe interpretiert
werden sollte. Vielmehr steht —A fiir Negation als Fehlschlag (des Beweises
von A).

Aus diesen und &dhnlichen Griinden ist es nicht wirklich klar, ob Nega-
tion als Fehlschlag eine Negation in einem verniinftigen logischen Sinne ist
oder vielmehr als eine extralogische Funktionalitdt von Prologsystemen auf-
gefasst werden sollte. Untersuchungen dieser Frage haben jedoch viele Ideen
und Fragestellungen hervorgebracht, die die Forschung im Bereich Logikpro-
grammierung und Wissensverarbeitung nach wie vor inspirieren. Das oben-
genannte nichtmonotone Verhalten der Negation als Fehlschlag zum Beispiel
veranlasste Untersuchungen, ob es nicht mit Hilfe etablierter nichtmonotoner
Schlussparadigmen einer logischen Interpretation zugefiithrt werden konne.
Diese Studien brachten zwar nur Teilerfolge hervor insofern Negation als
Fehlschlag betroffen war. Doch sie fithren auch zu der Beobachtung, dass
Logikprogramme — mdglicherweise ausgestattet mit zuséitzlichen syntakti-
schen Erweiterungen — eine hervorragende Sprache fiir die Wissensverarbei-
tung unter Nichtmonotonie liefern.

Um 1990 verschob sich darum der Fokus in Richtung der Erforschung
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von Logikprogrammen als Wissensreprasentationssprache fiir nichtmonoto-
nes Schliefen, unter Inkorporation der allgemeineren Resultate und Einsich-
ten, die bis zu diesem Zeitpunkt erzielt worden waren. Die entstehenden
Paradigmen waren viel einfacher zu verstehen und aus maschineller Sicht
handzuhaben und fiihrten schlieflich zu einer Reihe von Systemimplementie-
rungen, bekannt als Answer Set Programming Systeme, deren Wichtigste zur
Zeit DLV und SMODELS sind [30, 89, 113]. Diese Paradigmen und Systeme
werden zur Zeit ausgebaut und verfeinert. Auflerdem laufen ausgiebige Un-
tersuchungen zur Anwendbarkeit in verschiedenen Bereichen der Kiinstlichen
Intelligenz.

Answer Set Programming beruht dabei auf einer bestimmten semanti-
schen Interpretation von Logikprogrammen, nédmlich der durch stabile Mo-
delle [45, 46] gegebenen. Diese ist wiederum nur eine der semantischen Les-
arten, der Logikprogramme zugefiihrt werden kénnen. Das Studium von An-
wendungsbeispielen legt verschiedene Semantiken nahe, die auch tatséchlich
vorgeschlagen und untersucht wurden. Die Semantik der stabilen Modelle hat
sich Ende der 90er Jahre gegen eine Reihe von Konkurrenten als praktika-
belste Losung weitgehend durchgesetzt. Die verschiedenen vorgeschlagenen
Semantiken sind jedoch zum grofien Teil eng miteinander verwandt, und man-
che davon werden nach wie vor zur theoretischen Analyse oder zur Ableitung
von Algorithmen herangezogen. Fiir syntaktische Erweiterungen von Answer
Set Programming ist die Diskussion um geeignete semantische Lesarten wei-
terhin im Gange.

Eine Systematisierung dieser verschiedenen Semantiken wird in jiingster
Zeit von vielen Autoren versucht, darunter [27, 28, 26, 36, 88, 86, 108]. Ziel
dieser Untersuchungen ist zum einen ein vertieftes Verstdndnis verschiedener
Semantiken fiir Fragen der Anwendung, und zum anderen die Suche nach
geeigneten Semantiken fiir syntaktische Erweiterungen der Standardparadig-
men, wie sie durch Anforderungen der Praxis vonnéten sind.

In meinen eigenen Arbeiten wird ein konzeptionell neuer Ansatz zur Sy-
stematisierung und vereinheitlichten Beschreibung verschiedener Semantiken
— mit Hilfe von Stufenfunktionen — ausgefiihrt. Im Vergleich zu anderen
Ansétzen konnen damit sehr viel mehr verschiedenartige Semantiken syste-
matisch charakterisiert werden. Die Arbeiten zeigen auflerdem, dass der An-
satz auf praxisrelevante syntaktische Erweiterungen iibertragbar ist.
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1.3 Technische Hinfiihrung: Syntax und Semantik
von Logikprogrammen

Zur vereinheitlichten Behandlung verschiedener Semantiken in der Logikpro-
grammierung bedienen wir uns des Hilfsmittels der Stufenfunktionen (engl.
Level Mappings). Eine Stufenfunktion ist dabei eine Abbildung von Grund-
instanzen von Atomen in eine wohlgeordnete Menge und dient informell der
Beschreibung von rekursiven Abhéngigkeiten innerhalb von Logikprogram-
men. Wir fithren zunéchst Terminologie und Notation ein. Die meisten der
folgenden Begrifflichkeiten werden auch in den restlichen Kapiteln der Schrift
zur Verwendung kommen. Wir arbeiten im Folgenden iiber einer gegebenen
Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe und folgen im Wesentlichen [85].
Eine Regel ist eine Formel der Form

VX, VXp(A—= AN NARLA-BL A~ A0By)

der Prédikatenlogik erster Stufe, wobei Xi,..., X, genau die in der For-
mel vorkommenden Variablen sind. Die Reihenfolge der Atome auf der rech-
ten Seite des Implikationssymbols ist dabei unbedeutend. Eine solche Regel
schreiben wir abgekiirzt als

A<—A1,...,Am,_\Bl,...,_|Bn.

A wird als Kopf der Regel bezeichnet, Ay,..., A,,,—B1,...,B, als Rumpf
der Regel. Eine Regel heifit ein Faktum, wenn m = n = 0 ist. Eine Regel
heifit definit, wenn n = 0 ist. Ein (normales) Logikprogramm P besteht aus
einer endlichen Menge von Regeln. Ein Logikprogramm heifit definit, wenn
es nur aus definiten Regeln besteht. Wir gehen stets (ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit) davon aus, dass die verwendete Sprache erster Stufe ge-
nau die in einem gegebenen Logikprogramm P vorkommenden Konstanten-,
Funktions- und Pradikatensymbole beinhaltet. Die zugehorige Herbrandbasis
Bp bezeichnet die Menge aller Grundatome iiber der gegebenen Sprache. Die
Menge aller zu P gehorigen Grundinstanzen von Regeln bezeichnen wir mit
ground(P).

Eine Stufenfunktion | : Bp — « fiir ein Programm P ist eine Abbildung
[ von der Herbrandbasis Bp in eine (abzihlbare) Ordinalzahl «.

Herbrandinterpretationen fiir ein Logikprogramm P koénnen kanonisch
mit Teilmengen von Bp identifiziert werden. Die Menge all dieser Teilmen-
gen wird mit Ip bezeichnet. Die Menge [p ist durch Teilmengeninklusion
geordnet. Ist I C Bp, dann definieren wir - = {—=A | A € I}. Der Kon-
sequenzoperator Tp ist eine Abbildung auf Ip, wobei Tp(I) fur I € Ip die
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Menge der A € Bp ist, fiir die eine Regel A < body in ground(P) existiert,
fiir die body wahr unter I ist.

Wir betrachten auch dreiwertige Logiken, in denen neben wahr und falsch
noch der Wahrheitswert unbekannt zur Verfiigung steht. Negation, Konjunk-
tion und Disjunktion werden auf naheliegende Weise (wie in Kleenes starker
dreiwertiger Logik [32]) interpretiert: nicht wahr ergibt falsch, nicht falsch er-
gibt wahr, und nicht unbekannt ergibt unbekannt. Eine Konjunktion ist wahr
genau dann, wenn alle ihre Komponenten wahr sind. Sie ist falsch genau
dann, wenn mindestens eine ihrer Komponenten falsch ist. Eine Disjunktion
ist wahr genau dann, wenn mindestens eine ihrer Komponenten wahr ist. Sie
ist falsch genau dann, wenn alle ihre Komponenten falsch sind. Eine Implika-
tion p — ¢ ist wahr genau dann, wenn aus der Wahrheit von ¢ die Wahrheit
von p folgt. Letzteres geniigt fiir unsere Darstellung, das sonstige Verhalten
der Implikation ist nicht relevant.

Die (Herbrand-)Interpretationen in dreiwertiger Logik konnen mit den
konsistenten Teilmengen von Bp U —Bp identifiziert werden. Eine Teilmenge
I von Bp U —Bp heifit dabei konsistent, wenn fiir jedes A € Bp hochstens
eines von A und —A in [ ist. Die Menge aller dreiwertigen Interpretationen
bezeichnen wir mit Ip3, sie ist durch Teilmengeninklusion geordnet.

Ein (zweiwertiges bzw. dreiwertiges) Modell fiir ein Logikprogramm P
ist eine (zweiwertige bzw. dreiwertige) (Herbrand-)Interpretation, die alle
Regeln in ground(P) (beziiglich zweiwertiger bzw. dreiwertiger Logik) wahr
macht. Wird nicht explizit darauf verwiesen, dass eine Interpretation oder
ein Modell dreiwertig ist, so ist ein klassisches zweiwertiges gemeint.

Semantiken fiir Logikprogramme sind in der Literatur auf sehr verschie-
dene Arten definiert und charakterisiert worden. Oft liegt dabei ein semanti-
scher Operator wie der oben eingefiihrte Konsequenzoperator zugrunde. Fiir
definite Programme zum Beispiel wird meist die Semantik betrachtet, die
sich aus dem kleinsten (Herbrand-)Modell des Programms ergibt. Die in mei-
nen Arbeiten vorgeschlagene vereinheitlichte Beschreibung von Semantiken
ermoglicht Charakterisierungen verschiedenster Semantiken unter Verwen-
dung von Stufenfunktionen als einzigem Hilfsmittel. Fiir definite Programme
ist diese Charakterisierung wie folgt. Sie kann als prototypisch angesehen
werden.

Satz 1.1 ([68])

Sei P ein definites Programm. Dann gibt es ein eindeutiges (zweiwertiges)
Modell M fiir P, fiir das eine Stufenfunktion [ : Bp — « existiert, so dass
die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jedes A € M gibt es eine Regel A «+
Ay, .. A, in ground(P) mit A; € M und I[(A) > I(4;) fiir alle i. AuBlerdem
ist M dann das kleinste (zweiwertige) Modell fiir P.
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Satz 1.1 enthilt eine Charakterisierung des kleinsten Modells fiir defi-
nite Programme mit Hilfe von Stufenfunktionen. Die Charakterisierung ist
semi-syntaktischer Natur: Die Stufenfunktion beschreibt syntaktische Bedin-
gungen zur rekursiven Abhéngigkeit von Atomen in ground(P). Durch das
zu charakterisierende Modell selbst wird festgelegt, wann diese syntaktischen
Bedingungen beriicksichtigt werden miissen. Man vergleiche Satz 1.1 mit dem
folgenden, welcher stabile Modelle [45] beschreibt und fiir andere Zwecke be-
wiesen wurde.

Satz 1.2 ([31])

Sei P ein normales Programm und M ein (zweiwertiges) Modell fir P. Dann
ist M genau dann ein stabiles Modell von P, wenn eine Stufenfunktion [ :
Bp — « existiert, so dass die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jedes A € M
gibt es eine Regel A «— Ay,..., A,,—By,...,7B,, in ground(P) mit A, € M
und [(A) > I(4;) fir alle 1.

Die Sétze 1.1 und 1.2 unterscheiden sich nur geringfiigig; vor allem ist die
behandelte Programmklasse eine andere. Der formale Vergleich legt nahe,
dass stabile Modelle fiir normale Programme eine dhnliche Rolle spielen wie
das kleinste Modell fiir definite Programme. In der Tat haben sich stabile
Modelle dafiir durchgesetzt.

Der Beweis von Satz 1.1 folgt einem bestimmten Raster, welches auch fiir
die meisten anderen Resultate unseres vereinheitlichten Ansatzes Verwen-
dung finden kann. Zunéchst ist bekannt, dass sich das kleinste Modell eines
definiten Programms P als Vereinigung (J,,.y 75(0) von Iterationen von ()
unter T beschreiben lasst. Der Konsequenzoperator Tp ist in diesem Falle
monoton, d.h. wir erhalten T%(0) C Tpt'(0) fiir alle n € N. Wir definieren
nun die Menge [~!(n), fiir n € N, als T2 \ T%. Man kann dann die charak-
terisierende Bedingung nachweisen. Umgekehrt zeigt man induktiv, dass aus
der charakterisierenden Bedingung die Aussage [~'(n) N M C Ta*! fiir alle
n € N folgt.

Das Raster fiir andere Beweise unseres Ansatzes erhélt man durch
Verénderung des betrachteten Operators. Die Beweisdetails gestalten sich
dennoch in vielen Féllen als schwierig.

Andere Ansétze zur vereinheitlichten Beschreibung verschiedener Seman-
tiken verwenden abstraktere Ansétze zur Charakterisierung nichtmonotoner
Logiken [27, 28, 88], oder basieren auf Biverbéanden [26, 36, 86]. Erstere sind
sehr abstrakt, zweitere sehr restriktiv. Vor allem aber zeigt sich, dass alle an-
deren versuchten Ansétze nicht ausreichen, um die vielfiltigen syntaktische
Erweiterungen zu erfassen, die zur Zeit diskutiert werden. Eine Ausnahme
ist der Vorschlag in [108], das Verhéltnis dieser Arbeit mit dem auf Stufen-
funktionen basierenden Ansatz ist in einer der eingereichten Arbeiten ([60])
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untersucht worden.

1.4 Eigene Resultate: Uberblick iiber die einge-
reichten Arbeiten

In [68] wird der vereinheitlichende Ansatz erstmalig entwickelt und vorge-
schlagen. Das oben genannte Beweisraster wird entwickelt. Die Flexibilitét
des Verfahrens wird demonstriert, indem die folgenden Semantiken charak-
terisiert werden: kleinstes Modell fiir definite Programme (Satz 1.1), Fittings
Semantik [32], die wohlfundierte Semantik [119] und die schwach stratifizierte
Semantik [103]. Mit Ausnahme der kleinsten Modellsemantik sind dies drei-
wertige Semantiken. Das bereits zitierte Resultat von Fages (Satz 1.2) rundet
die Darstellung ab.

Insbesondere durch die Behandlung der schwach stratifizierten Seman-
tik zeigt sich, wie allgemein das beschriebene Verfahren ist. Andere Ansétze
zur vereinheitlichten Beschreibung sind in der Regel nicht in der Lage, diese
inzwischen weniger wichtig gewordene Semantik mit einzubeziehen. Die Dar-
stellung lasst auch erwarten, dass unser Ansatz auf die meisten Semantiken,
die sich mit monotonen Operatoren oder anderen monotonen Konstruktionen
beschreiben lassen, iibertragbar ist.

Das Hauptresultat der Veroffentlichung besteht in der Darstellung des
konzeptionell neuen Ansatzes zur vereinheitlichten Beschreibung verschiede-
ner Semantiken. Gleichzeitig ergeben sich aus den technischen Resultaten
noch einige interessante Nebeneinsichten. Zum einen wird die Ahnlichkeit
zwischen der kleinsten Modellsemantik fiir definite Programme und der sta-
bilen Modellsemantik fiir normale Programme formalisiert und deutlich —
wie bereits oben argumentiert. Eine dhnliche Parallele ergibt sich aus den
Resultaten zu Fittings Semantik und der wohlfundierten Semantik: Letztere
wird als eine stratifizierte Version (im Sinne von [6, 104]) der ersteren er-
kannt. Interessanterweise war es eigentlich die schwach stratifizierte Seman-
tik, die aus dieser Motivation heraus konstruiert wurde. Die Resultate zeigen
aber, dass sie — im Gegensatz zu der aus anderen Motiven entstandenen
wohlfundierten Semantik — diesen Anspruch nicht erfiillt.

Die Verdffentlichung ist eine stark {iberarbeitete und erweiterte Version
von [66].

In [54] werden Fragen behandelt, die durch die in [68] hergeleiteten Cha-
rakterisierungen verschiedener Semantiken aufgeworfen werden. Insbesonde-
re zeigt sich in [68], dass die wohlfundierte Semantik aus Fittings Semantik



1.5. Ausblick 13

abgeleitet werden kann, indem bestimmte Selbstbeziiglichkeiten, die in Fit-
tings Semantik zum Wahrheitswert unbekannt fithren, als falsch ausgewertet
werden. Diese Beobachtung deckt sich mit der sehr viel &dlteren, aber bis
dahin hauptséichlich informellen Einsicht, dass die wohlfundierte Semantik
Falschheit bevorzugt [35].

Der vereinheitlichte Ansatz erlaubt nun durch einfache formale
Verénderungen der Charakterisierungen bekannter Semantiken, die Bevorzu-
gung von Falschheit zugunsten von Wahrheit oder Unbestimmtheit aufzuge-
gen. In [54] wird gezeigt, dass eine solche Behandlung zu einer Theorie fiihrt,
die vollig analog zur iiblichen aufgebaut ist. Die Resultate zeigen, dass eine
Entwicklung neuer und interessanter Semantiken mit Hilfe von Charakteri-
sierungen durch Stufenfunktionen grundsétzlich méglich ist. Es ist natiirlich
nicht zu erwarten, dass die fiir diese Demonstration neu entwickelten Seman-
tiken direkt praktische Relevanz haben werden; erst fiir die Behandlung noch
nicht so eingehend studierter syntaktischer Erweiterungen sind entsprechen-
de Ergebnisse zu erwarten.

Diese Veroffentlichung ist leicht {iberarbeitet beim Journal of Logic and
Computation eingereicht worden.

In [60] wird unser Ansatz zur vereinheitlichten Charakterisierung von Se-
mantiken mit einem anderen, in [108] entwickelten Ansatz &hnlicher Zielge-
bung, verglichen. Es wird bewiesen, dass samtliche mit Hilfe von [108] be-
handelbaren Semantiken auch mit Hilfe von Stufenfunktionen charakterisiert
werden konnen. Der formal anspruchsvolle Beweis wirft auflerdem eine Reihe
von Korollaren ab. In diesen werden verschiedene Semantiken fiir disjunktive
Logikprogramme charakterisiert. Letztere sind eine syntaktische Erweiterung
normaler Logikprogramme, indem statt eines einzigen Atoms im Kopf von
Regeln auch Disjunktionen von Atomen zugelassen werden.

Die Resultate demonstrieren die Stédrke und Allgemeinheit des auf Stu-
fenfunktionen beruhenden Ansatzes.

Diese Veroffentlichung ist beim 19. Workshop on (Constraint) Logic Pro-
gramming eingereicht worden.

1.5 Ausblick: Weiterfithrungen und Anwendungen

Ein vereinheitlichter Ansatz zur Charakterisierung verschiedener Semantiken
fithrt direkt zu einem vertieften Verstéandnis der Modellierungsprinzipien in
der Logikprogrammierung. Es ist zu erwarten, dass durch eine Weiterentwick-
lung Einsichten gewonnen werden koénnen, die zu konkreten Anwendungen
fithren.
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Zunéchst ist zu vermuten, dass unser Ansatz durch die Verwendung von
Wohlordnungen Relevanz fiir Entscheidbarkeitsfragen hat. Tatséchlich ist das
im Bereich nichtmonotonen Schliefens zur Zeit vorherrschende Paradigma
Answer Set Programming nur fiir aussagenlogische oder vergleichbar end-
liche Problemstellungen implementiert, was Ausdrucksstirke und Anwend-
barkeit fiir die Wissensverarbeitung stark einschréankt. Trotz hohen Bedarfs
wird an diesem Punkt kaum geforscht, wohl vor allem aus Mangel an innova-
tiven Ideen. Die prominenteste Ausnahme sind die Arbeiten von Bonatti [17].
Da das Schlielen mit nichtmonotonen Semantiken wie der der stabilen oder
der wohlfundierten Modelle im Allgemeinen nicht semi-entscheidbar ist, ist
die Identifizierung entscheidbarer oder semi-entscheidbarer Fragmente eine
naheliegende Vorgehensweise. Mit Hilfe der Charakterisierungen durch Stu-
fenfunktionen kénnen solche Fragmente in etwa wie folgt gewonnen werden:
Zunéchst charakterisiert man eine Semantik mit Hilfe von Stufenfunktionen.
Dann beschreibt man Bedingungen, unter denen die Herleitung des Wahr-
heitswertes von Atomen der Stufe n + 1 aus denen der Stufe n entscheidbar
ist und terminiert. Es folgt dann, dass die Wahrheitswerte aller Atome bis
zur Stufe w entscheidbar sind.! Sind entscheidbare Fragmente solcherart cha-
rakterisiert, ist eine Algorithmisierung entsprechender Beweis- oder Entschei-
dungsverfahren unproblematisch. Eine vergleichbare Konstruktion wurde in
[83] fiir SLD-Resolution verfolgt.

Eine andere Forschungsrichtung, die sich aus dem vereinheitlichten An-
satz erofinet, ist die semantische Untersuchung syntaktischer Erweiterungen
fiir die Logikprogrammierung. Vor allem sind dazu disjunktive Programme
zu untersuchen, was in der von mir betreuten Arbeit [79] schon im Ansatz ge-
schehen ist. Von besonderem Interesse ist dabei allerdings die Untersuchung
der verschiedenen konkurrierenden Vorschldge fiir wohlfundierte Semantiken
fiir disjunktive Programme. Mit Hilfe unseres Ansatzes lassen sich diese dann
vergleichen und Anhaltspunkte herausarbeiten, welche Semantiken in wel-
chem Kontext zu bevorzugen sind. Andere syntaktische Erweiterungen, die
dhnlichen Analysen zugefiihrt werden sollen, sind geordnete Disjunktion [18],
Préferenzen [19], quantitative Erweiterungen [118, 77, 122, 90, 87] und an-
dere.

Ist eine kritische Masse an Beschreibungen verschiedener Semantiken mit
unserem Verfahren erst vorhanden, dann liegt natiirlich auch die Entwicklung
einer Metatheorie auf der Hand, mit deren Hilfe z.B. Komplexitatsklassen
und andere Eigenschaften direkt aus den vereinheitlichten Charakterisierun-
gen ablesbar sein konnten.

Zuletzt sei erwéihnt, dass auch im Zusammenhang approximativer Deduk-

Lw ist die kleinste unendliche Ordinalzahl.
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tionsverfahren Charakterisierungen mit Hilfe von Stufenfunktionen hilfreich
sein konnen. In [59] zum Beispiel wird ein Verfahren zur approximativen
Deduktion mit Hilfe von Stufenfunktionen semantisch beschrieben.






Kapitel 2

Neuro-symbolische Integration

2.1 Kurzfassung

Neuro-symbolische Integration befasst sich mit der Entwicklung intelligenter
Systeme, die wiinschenswerte Eigenschaften logikbasierter und konnektio-
nistischer Wissensverarbeitung vereinen. Diese Forschung ist motiviert aus
Anforderungen der Praxis, in der die Entscheidung fiir eines der beiden Pa-
radigmen meist eine Entscheidung gegen die wiinschenswerten Eigenschaften
des anderen notwendig macht. Wahrend erste Systeme fiir die konnektioni-
stische Behandlung von Aussagenlogik bereits vorliegen, gestaltet sich die
Integration mit der Priadikatenlogik als eine sehr schwierige Herausforderung
fiir die Forschung.

Meine Arbeiten befassen sich mit der Integration von Logikprogrammen
erster Stufe mit kiinstlichen neuronalen Netzen in Standardarchitekturen.
In ihnen werden die zur Zeit einzigen vorliegenden Techniken beschrieben,
wie solche Logikprogramme konnektionistisch repréasentiert werden konnen.
Konkret behandelt werden Repréasentationen mit dreischichtigen Perzeptro-
nen, mit RBF-Netzwerken, und mit fibred Netzwerken, wobei die konkreten
Umsetzungen mit jeweils anderen Methoden erfolgen.

Zukiinftige Arbeiten betreffen die Erweiterung dieser Techniken zu intel-
ligenten Systemen mit Lern- und Erklarungsfdhigkeiten, sowie die konkrete
Umsetzung derselben und das Studium von Anwendungsszenarien.

17
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2.2 Forschungskontext: Logik und kiinstliche neu-
ronale Netzwerke

Intelligente Systeme, die auf kiinstlichen neuronalen Netzen (auch konnektio-
nistische Systeme genannt) basieren, unterscheiden sich grundlegend von lo-
gikbasierten. Logikprogramme zum Beispiel sind normalerweise stark rekur-
siv und sind deklarativ gut verstanden. Die zugrundeliegende Sprache ist die
der Préadikatenlogik, die es aufgrund ihrer symbolischen Natur einfach macht,
Programmspezifikationen mehr oder weniger direkt als Programme aufzufas-
sen. Der Erfolg von kiinstlichen neuronalen Netzen ist darin begriindet, dass
sie mit Hilfe von Rohdaten trainiert werden kénnen, und sich in wichtigen
Anwendungsgebieten die erlernten Funktionalitéiten als hochst niitzlich und
anwendbar herausstellen — selbst wenn die Rohdaten verrauscht sind. Erfolg-
reiche Netzarchitekturen verwenden jedoch kaum rekurrente (d.h. rekursive)
Strukturen. Ausserdem ist Wissen in einem trainierten Netz nur sehr impli-
zit repréisentiert, und addquate Verfahren zur Extraktion dieses Wissens in
symbolischer Form konnten bis heute nicht entwickelt werden.

Eine Integration der robusten auf neuronalen Netzen basierenden Lern-
verfahren mit symbolischen Wissensverarbeitungsverfahren wie der Logik-
programmierung ist daher erstrebenswert, insbesondere wenn die jeweiligen
Stéirken der beiden Paradigmen erhalten werden konnen. Der aktuelle Stand
der Forschung auf diesem Gebiet ist jedoch von diesem Ziel noch weit ent-
fernt. Eines der Hauptprobleme bei der Entwicklung integrierter Systeme ist
die Frage, wie symbolisches Wissen mit Hilfe kiinstlicher neuronaler Netze
repréasentiert werden kann. Zufriedenstellende Antworten auf diese Frage wer-
den auf natiirliche Weise zu Wissensextraktionsverfahren und anwendbaren
integrierten neuro-symbolischen Systemen fithren.

Bisher waren die Ansédtze zur Integration logischer und konnektioni-
stischer Systeme hauptséchlich aussagenlogischer Natur oder beschrankt
auf pradikatenlogische Logikprogramme ohne Funktionssymbole oder auf
dhnliche endliche Einschriankungen, die sich auf eine aussagenlogische Be-
handlung zuriickfiihren lassen. Diese Ansétze reichen zuriick bis zu den bahn-
brechenden Arbeiten von McCulloch und Pitts [93] und fithrten in den 80er
und 90er Jahren zu einer Reihe von Systemen wie KBANN [117], SHRU-
TI [112, 111}, BUR [73] und anderen Arbeiten wie z.B. [84, 97, 70, 41, 44].
Uberblicksarbeiten zu diesem Gebiet sind z.B. [20, 42, 49].

Die Entwicklung integrierter neuro-symbolischer Systeme wird sehr
viel schwieriger, wenn man die Einschrénkung auf endliche Systeme zu
iiberwinden sucht. Ein prinzipielles Hindernis besteht dabei in der Notwen-
digkeit, eine im Grunde unendliche Sprache (z.B. der Prédikatenlogik) mit
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Hilfe endlich vieler Netzwerkknoten zu behandeln. Neben den Arbeiten zu
Autoassoziativspeichern (RAAM), die von Pollack initiiert wurden [100] und
lediglich das Lernen von Termen erster Ordnung betreffen, und den verwand-
ten holographic reduced representations [98] gibt es dazu im Grunde nur einen
einzigen Ansatz, der auf [72] zuriickgeht, welcher wiederum von der aussagen-
logischen Arbeit [71] motiviert ist. Er basiert auf der Idee, Logikprogramme
mit Hilfe ihres Konsequenzoperators zu repréasentieren. Der Operator wird
dazu in eine reellwertige Funktion iibertragen, die unter gewissen Bedingun-
gen durch neuronale Netze mit Standardarchitekturen berechnet oder appro-
ximiert werden kann.

Von zentraler Wichtigkeit fiir diesen Ansatz ist ein Approximationssatz
von Funahashi [37], welcher grob gesprochen aussagt, dass sich jede auf
einem Kompaktum definierte stetige reellwertige Funktion durch Eingabe-
Ausgabe-Funktionen von neuronalen Netzwerken in Standardarchitektur —
mehrschichtige Perzeptronen mit sigmoidalen Aktivierungsfunktionen — be-
liebig genau in der Maximumsnorm approximieren lésst. In [72] wird gezeigt,
dass sich dieses Resultat verwenden ldsst, um in diesem Sinne die Appro-
ximierbarkeit einer eingeschrinkten Programmklasse, ndmlich der von Pro-
grammen, die azyklisch beziiglich einer bijektiven Stufenfunktion sind, zu
zeigen. Der Beweis in [72] ist jedoch ein reiner Existenzbeweis, d.h. konkrete
Angaben, wie ein approximierendes Netzwerk gefunden werden kann, kénnen
daraus nicht direkt abgeleitet werden.

Schon in meiner Dissertation [51], bzw. in [63], findet sich eine erste ge-
ringfiigige Verallgemeinerung dieser Resultate. Meine Anstrengungen seither
verfolgten zum einen das Ziel, die in [72] behandelte sehr eingeschrinkte Pro-
grammklasse zu verallgemeinern, und zum anderen auf konstruktive — und
daher praktisch anwendbare — Représentationen hinzuarbeiten. In meinen
Arbeiten werden die zur Zeit einzigen vorliegenden Techniken beschrieben,
wie solche Logikprogramme konnektionistisch repréasentiert werden konnen.
Konkret behandelt werden Reprisentationen mit dreischichtigen Perzeptro-
nen, mit RBF-Netzwerken, und mit fibred Netzwerken, wobei die konkreten
Umsetzungen mit jeweils anderen Methoden erfolgen.

2.3 Technische Hinfitlhrung: Konnektionistische
Reprisentationen von Logikprogrammen er-
ster Stufe

Biologische neuronale Netze bestehen aus einer Menge von Neuronen, die aus
Soma, Azon und Dendriten bestehen und miteinander verbunden sind. Elek-
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trische Potenziale konnen durch molekulare Mechanismen entlang der Den-
driten zum Soma gelangen und ein elektrisches Erregungspotenzial auslosen,
welches dann entlang des Axons zu den Dendriten anderer Neuronen trans-
portiert wird.

Kiinstliche neuronale Netzwerke sind Abstraktionen der biologischen. Die
Neuronen entsprechen einer Menge von Knoten in einem gerichteten Gra-
phen; die Kanten des Graphen entsprechen den Verbindungen der Neuro-
nen durch Axone und Dendriten. Anstelle elektrischer Potenziale werden in
kiinstlichen Netzen in der Regel reelle Zahlen entlang der Verbindungen wei-
tergegeben. Zu jedem Zeitpunkt wird also mit jedem Knoten oder Neuron
eine reelle Zahl assoziiert, die wir die Erreqgung des Knotens nennen. Die
Kanten sind zudem mit reellwertigen sogenannten Gewichten ausgestattet,
deren Funktion noch erklart werden wird. Mit jedem Knoten wird aulerdem
eine reellwertige Aktivierungsfunktion assoziiert.

Die Weiterleitung von FErregungen geschieht nun wie folgt. Sind
Ny, ..., N, die Vorgingerknoten eines Knotens N, und ist x; die Erregung
von N, fiir alle 7, dann errechnet sich die Erregung = von N nach der Formel

wobei w;, fiir alle ¢, das reellzahlige Gewicht der Verbindung von N; nach
N ist, und ¢ : R — R die Aktivierungsfunktion von N. Die Weiterleitung
von Erregung im Netzwerk ist meist synchronisiert, d.h. die Aktualisierung
der Erregung von allen oder von Gruppen von Knoten geschieht gleichzeitig
in diskreten Zeitschritten. Ist der zugrundeliegende Graph azyklisch, dann
sprechen wir von einem wvorwdrtsgerichteten Netz; in diesem Falle sind die
Knoten meist in Schichten angeordnet, Verbindungen gehen immer nur von
einer Schicht zur néchsten, und die Schichten werden nacheinander aktuali-
siert. Ist der zugrundeliegende Graph nicht azyklisch, sprechen wir von ei-
nem rekurrenten Netz. In vielen Fillen werden auflerdem gewisse Knoten
als Eingangsknoten und andere als Ausgangsknoten betrachtet. Mit ihrer
Hilfe werden Eingaben ins Netzwerk gemacht und Ausgaben abgelesen. In
vorwértsgerichteten Netzen sind meist die Knoten der ersten Schicht die Ein-
gangsknoten und die der letzten Schicht die Ausgangsknoten. In einem sol-
chen Fall assoziiert man mit einem Netzwerk eine Eingabe-Ausgabefunktion,
die folgendermaflen bestimmt ist: Sind x4, ..., z, die Erregungen der n Ein-
gangsknoten, und sind y1, ..., y,, die Erregungen der m Ausgangsknoten, so
bildet die Eingabe-Ausgabefunktion des Netzwerks das Tupel (x1,...,z,)
auf das Tupel (y1,...,ymn) ab, sie ist also eine Funktion von R™ nach R™.
Eine Vielzahl verschiedener Weiterleitungsmechanismen und Architektu-
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ren werden in der Theorie behandelt und in der Praxis angewandt; nicht alle
von ihnen fallen unter das vorgestellte Schema, das aber fiir unsere Diskussion
geniigen wird. Eine der meistverbreiteten Architekturen ist die des dreischich-
tigen Perzeptrons. Es handelt sich dabei um ein vorwértsgerichtetes Netz
mit drei Schichten, einer Eingabeschicht, einer versteckten Schicht und einer
Ausgabeschicht. Die Aktivierungsfunktion ist sigmoidal, d.h. sie ist nichtkon-
stant, beschrinkt, monoton steigend und stetig. Meist wird die Funktion

1
1+e®

¢:x—
oder eine ahnliche dafiir verwendet.

Der auf [72] zuriickgehende Ansatz zur Repréasentation logischer Program-
me durch kiinstliche neuronale Netze verwendet folgendes Resultat:

Satz 2.1 ([37])

Sei ¢ : R — R eine nichtkonstante, beschrankte, monoton steigende und
stetige Funktion, K C R"™ kompakt, f : K — R stetig und ¢ > 0. Dann
existiert ein dreischichtiges Perzeptron mit Aktivierungsfunktion ¢, dessen
Eingabe-Ausgabefunktion f : K — R die Bedingung max,cx d(f(z), f(z)) <
¢ erfiillt, wobei d eine die natiirliche Topologie auf R erzeugende Metrik ist.

Zur Reprisentation eines Logikprogrammes P verwenden wir nun den
zugehorigen Konsequenzoperator Tp : [p — Ip und repréasentieren ihn mit
Hilfe der Eingabe-Ausgabefunktion F': K — R mit K C R kompakt, eines
mehrschichtigen Perzeptrons. Dazu muss zunédchst die Menge [p aller Inter-
pretationen als eine kompakte Teilmenge von R verstanden werden. Dazu
bedienen wir uns einer bijektiven Stufenfunktion [ : Bp — N, wihlen eine
natiirliche Zahl B > 2 und definieren die Einbettung

t:lp = R:[— iB"[(ll(n)).

n=0

Dabei ist I1(A) =1 wenn [ = A, und I(A) =0 wenn [ j= A.

Die Bilder «(/p) sind wohlbekannte Teilmengen von [0, 1], ndmlich Can-
tormengen, die zum einen in der mathematischen Topologie (z.B. [124]), zum
anderen in der Theorie der Fraktale (z.B. [13]) und anderswo Verwendung
finden.

Mit Hilfe der Einbettung ¢ kénnnen wir nun den Operator Tp auf die
reellen Zahlen iibertragen: Wir definieren

U(Tp) : t(Ip) — t(Ip) : x +— o(Tp(1™!(2))).
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Die Funktion ¢(7p) ist nun nach Funahashis Satz durch dreischichtige Per-
zeptronen approximierbar, wenn sie stetig ist. Versiecht man /p mit der durch
¢ vermittelten Initialtopologie* @, dann ist «(Tp) approximierbar, wenn Tp
stetig beziiglich @ ist.

Die Cantortopologie ) auf Ip hat unabhéngig davon in die Theorie der
Logikprogrammierung zur Behandlung nichtmonotoner Konsequenzoperato-
ren Eingang gefunden (z.B. [14, 110, 65]), ist also eine in der Logikprogram-
mierung natiirlich auftretende Struktur. Zur Charakterisierung der Stetigkeit
von Tp beziiglich @) sei das folgende Resultat angefiihrt.

Satz 2.2 (Spezialisierung eines Resultats aus [57])

Sei P ein Logikprogramm. Dann ist Tp genau dann stetig in der Cantorto-
pologie, wenn fiir alle A € Bp und I € Ip mit A ¢ I eine endliche Menge
S C Bp existiert, so dass fiir alle J € Ip, die mit I auf S iibereinstimmen,
gilt: A € Tp(J) genau dann, wenn A € Tp(I).

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Satz, der als Ausgangspunkt fiir
die Diskussion meiner Beitrége zu diesem Forschungsgebiet dient.

Satz 2.3 (Spezialisierung eines Resultats aus [57])

Sei P ein Logikprogramm, so dass Tp die Bedingungen aus Satz 2.2 erfiillt.
Dann ist 7 im Sinne von Satz 2.1 durch Eingabe-Ausgabefunktionen von
dreischichtigen Perzeptronen approximierbar.

Die durch Satz 2.3 behandelbaren Programme sind z.B. alle aussagenlogi-
schen, sowie alle tiberdeckten; das sind solche, bei denen jede in einem Rumpf
auftretende Variable auch im zugehorigen Kopf auftritt. Nach [50] ist diese
Einschrinkung fiir definite Programme unerheblich.

2.4 Eigene Resultate: Uberblick iiber die einge-
reichten Arbeiten

In [57] wird der in [72] behandelte Spezialfall zur Représentation von Lo-
gikprogrammen mit dreischichtigen Perzeptronen bedeutend erweitert. Dies
wird ermoglicht durch eine sehr viel umfassendere Behandlung des Themas
aus topologischer Sicht. Dadurch wird dieses Forschungsthema eingebettet in
den groferen Forschungskontext der Arbeiten um topologische Methoden in
der Logikprogrammierung, zu denen z.B. [14, 34, 110, 16, 101, 65] gehoren.

In [57] werden neben dem iiblichen Konsequenzoperator Tp eine ganze
Klasse von verwandten semantischen Operatoren behandelt, die in der Lo-

2[124]
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gikprogrammierung auftreten. Darunter féllt zum Beispiel der iiblicherweise
mit Fittings Semantik assoziierte Operator aus [32], aber auch andere, wie
in [33, 61, 36].

Gleichzeitig wird in [57] die Behandlung aller Programme mit Cantor-
stetigem semantischem Operator ermoglicht, und Stetigkeitscharakterisie-
rungen fiir diese erarbeitet. Es wird aulerdem gezeigt, dass unter gewissen
Bedingungen an das Logikprogramm auch das Iterationsverhalten semanti-
scher Operatoren mit Hilfe der approximierenden Netzwerke simuliert wer-
den kann. Dafiir werden unter Anderem genaue Fehlerabschitzungen fiir die
Approximationen abgeleitet.

Es wird auch kurz eine Alternative zum Satz von Funahashi betrachtet,
die auf [74] zuriickgeht. In diesem Approximationsresultat wird fiir die zu ap-
proximierende Funktion nur Messbarkeit vorausgesetzt, die Approximation
selbst ist dann jedoch auch nur beziiglich einer aus dem zugrundeliegenden
Maf} abgeleiteten Metrik zu gewéahrleisten. In [57] wird gezeigt, dass die ent-
sprechend in R eingebetteten semantischen Operatoren fiir alle Programme
stets messbar sind. Aufgrund der genannten Einschrinkungen beziiglich der
zu gewahrleistenden Approximation bleibt die Anwendbarkeit dieser Einsicht
jedoch zunéchst zweifelhaft.

In der Veroffentlichung werden aulerdem ausfiihrlich aussagenlogische
Resultate behandelt, die auf [71] zuriickgehen.

Die Veroffentlichung ist eine Zusammenfithrung, Uberarbeitung und Er-
weiterung von [71, 64].

In [11] wird das Problem der Reprisentation beziehungsweise Approxima-
tion von ¢(Tp) mit Hilfe von kiinstlichen neuronalen Netzen auf grundsétzlich
andere Weise und unter Umgehung des Satzes von Funahashi behandelt. Aus-
gangspunkt ist die Beobachtung, dass ndherungsweise Darstellungen des Gra-
phen der Funktion ¢(7p) fiir beliebige P selbstihnlich im Sinne der Fraktal-
und Chaostheorie erscheinen. Solche selbstdhnlichen Strukturen treten als
Attraktoren von iterierten Funktionensystemen im Sinne von [13] auf.

Da sich iterierte Funktionensysteme recht einfach mit Hilfe rekurrenter
Netze bestimmter Architektur darstellen lassen, liegt es auf der Hand, ein
Verfahren zu entwickeln, mit dem sich aus einem gegebenen Programm P
ein iteriertes Funktionensystem ableiten liasst, dessen Attraktor ¢(Tp) ist oder
approximiert. Durch Uberfiihrung in ein rekurrentes Netz erhédlt man dann
eine konnektionistische Darstellung von P.

Es stellt sich nun heraus, dass Stetigkeit von «(7p) fiir eine solche Be-
handlung nur bedingt ausreicht. Gewéhrleisten lésst sich die Existenz eines
iterierten Funktionensystems, dessen Attraktor der Graph von «(7p) ist, nur
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unter der Bedingung, dass «(Tp) Lipschitz-stetig [124] ist. Das gewonnene Re-
sultat ist jedoch stark genug, um die experimentell gewonnene Beobachtung
der Selbstéhnlichkeit der Graphen zu begriinden.

Das genannte Resultat liefert jedoch keine befriedigende Darstellung ei-
nes approximierenden iterierten Funktionensystems. In einer technisch sehr
aufwandigen Darstellung wird daher gezeigt, wie unter der genannten Be-
dingung der Lipschitz-stetigkeit zu P eine Folge von iterierten Funktionen-
systemen gewonnen werden kann, deren Folge von Attraktoren gegen den
Graphen von Tp konvergiert. Die verwendete Technik ist eine Abwandlung
der fraktalen Interpolation aus [13].

Abschlielend wird in der Verdffentlichung dargelegt, wie konnektionisti-
sche Systeme aus den erhaltenen iterierten Funktionensystemen gewonnen
werden konnen.

Die Arbeit fithrt die Forschung um die konnektionistische Behandlung
von pradikatenlogischen Logikprogrammen insofern entscheidend weiter, als
in ihr erstmalig konkrete Algorithmen zur Konstruktion approximierender
Netzwerke vorstellt werden.

[65] ist eine Weiterfithrung der unter meiner Betreuung entstandenen Ar-
beit [123]. In letzterer wird ein Ergebnis iiber die Fizpunktvervollstindigung
fix(P) eines Programms P, wie in [29] eingefiihrt, vorgetragen. Es besagt
unter anderem, dass der die stabile Modellsemantik charakterisierende zu
P gehorige Gelfond-Lifschitz-Operator mit Tgyp) identisch ist, d.h. die Be-
handlung des ersteren Operators lédsst sich auf den einfacheren letzteren
zuriickfithren. Gleichzeitig wird auch einer der zur wohlfundierten Semantik
gehorenden Operatoren auf den einfacheren zu Fittings Semantik gehérenden
Operator zuriickgefiihrt.

In [55] werden verschiedene Korollare aus diesen Resultaten gezogen. Ob-
wohl der Gelfond-Lifschitz-Operator nicht unter die in [57] behandelten Ope-
ratoren fillt, werden mit Hilfe des in [123] erzielten Resultats die Ergebnisse
dennoch tibertragbar, und ebenso die Ergebnisse aus [11]. Gleiches gilt auch
fiir den genannten, zur wohlfundierten Semantik gehorenden Operator, der
sich mit den in [57] genannten Methoden nicht direkt behandeln ldsst — der
zu Fittings Semantik gehorende Operator aber schon.

In der Verdffentlichung werden auflerdem weitere Korollare behandelt, die
auf dhnliche Weise aus einigen in meiner Dissertation gezeigten Ergebnissen
abgeleitet werden kénnen.

In dieser Arbeit wird erstmalig vorgestellt, wie pradikatenlogische Logik-
programme unter stabiler Modellsemantik konnektionistisch behandelt wer-
den konnen.



2.5. Ausblick 25

[12] ist eine Ubersichtsarbeit, in der der Stand der aktuellen Forschung zu
neuro-symbolischer Integration jenseits der Aussagenlogik dargestellt wird.
Dabei wird ein Fragenkatalog vorgestellt, der aktuelle Herausforderungen in
diesem Gebiet aufzeigt und zukiinftige vorausgreift.

Von dieser Veroffentlichung ist eine Zeitschriftversion in Vorbereitung.

In [10] wird die Suche nach geeigneten konnektionistischen Darstellungs-
formen fiir Logikprogramme weitergefithrt. Ausgangspunkt sind neueste Ar-
beiten zu sogenannten fibring Netzwerken [43], bei denen Erregungen von
Knoten die Gewichte oder Aktivierungsfunktionen anderswo im Netzwerk
kontrolliert verdndern kénnen.

In [10] wird exemplarisch vorgestellt, wie Programme mit Hilfe von ein-
fachen fibring Netzwerken dargestellt werden konnen. Die Vorgehensweise
ist konstruktiv, d.h. es werden Verfahren angegeben, mit denen konkret die
entsprechenden Netzwerke gewonnen werden konnen.

Diese Veroffentlichung ist bei der FLAIRS 2005 im Special Track on In-
tegrated Intelligent Systems eingereicht worden.

2.5 Ausblick: Weiterfiihrung und Anwendungen

In jlingster Zeit wurden auf dem Gebiet der neuro-symbolischen Integration
Fortschritte erzielt, die eine Uberfithrung dieser Technologie in den Anwen-
dungsbereich attraktiv machen. Ein Anwendungsgebiet, das ich in absehbarer
Zeit dafiir erschliefen mochte, ist das automatische Erlernen ontologischen
Wissens, wie es zur Zeit im Zusammenhang mit dem Semantic Web erforscht
wird. Dabei geht es um die Bereitstellung von Hintergrundwissen in Form
von Ontologien, um das Internet, dessen Inhalte bis heute nur von Men-
schen erschlossen werden konnen, fiir die intelligente maschinelle Verarbei-
tung zugénglich zu machen.

Beim Lernen von Ontologien geht es um die Generierung dieses ontolo-
gischen Hintergrundwissens mit Hilfe von maschinellen Lernverfahren, moti-
viert durch die verniinftige Annahme, dass auch in Zukunft viele Webseiten,
wenn nicht die meisten, ohne entsprechende Annotation mit Ontologien im
Internet bereitgestellt, also automatisch erschlossen werden miissen. Es kann
angenommen werden, dass sich die fiir Ontologien verwendeten Wissensre-
préasentationssprachen, insbesondere das auf Beschreibungslogiken basierende
OWL [96, 4], fiir eine konnektionistische Behandlung eignen. Bei OWL han-
delt es sich z.B. um ein entscheidbares Fragment der Priadikatenlogik erster
Stufe und es sollte deshalb mit endlichen Netzen abbildbar sein. Einen Aus-
gangspunkt fiir solche Untersuchungen bietet das in [48, 121] beschriebene
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Fragment. Das zur Zeit entstehende Gebiet des Lernens von Ontologien ist
ausserdem noch in der Phase der Konsolidierung, in der geeignete Techniken
zum maschinellen Lernen gesucht werden, und die erfolgreichen Techniken
der kiinstlichen neuronalen Netze konnen nicht ohne eine neuro-symbolische
Briicke fiir diese Zwecke genutzt werden.

Parallel zur praktischen Umsetzung der bekannten Techniken der neuro-
symbolischen Integration stellen sich auch noch einige grundsétzliche Fragen,
die durch die oben diskutierten Arbeiten aufgeworfen werden. Zum einen
fehlen noch immer in vielen Féllen konkrete Algorithmen zur Konstruktion
von approximierenden Netzen. Zum anderen ist die behandelbare Programm-
klasse immer noch eingeschrénkt und sollte erweitert werden, in etwa durch
geeignete Transformation der Programme vor der Approximation durch Netz-
werke.

Ein weiterer naheliegender néchster Schritt ist die Bereitstellung von Wis-
sensextraktionsverfahren aus neuronalen Netzen, basierend auf den diskutier-
ten Représentationen, sowie die Entwicklung von Lernalgorithmen, z.B. Mo-
difikationen des Backpropagation-Algorithmus (siehe [15]), die représentiertes
symbolisches Wissen respektieren. Diese Arbeiten sollten jedoch in enger Ver-
kniipfung mit der Entwicklung angewandter Verfahren vorgenommen werden.
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Schlief3en iiber begrifflichem
Wissen

3.1 Kurzfassung

Anforderungen aus der Praxis im Umfeld des Semantic Web zeigen, dass eine
Integration begrifflichen Wissens — z.B. in Form von Ontologien — mit re-
gelbasierten Systemen — z.B. der Logikprogrammierung — erforderlich ist.
Wie diese Integration am besten zu bewerkstelligen ist, ist zur Zeit Gegen-
stand intensiver Forschungsanstrengungen.

In meinen Arbeiten verfolge ich systematisch die Frage der Integration
von Begriffshierarchien und regelbasiertem nichtmonotonem Schlieflen. Mei-
ne Resultate liefern konkrete normative Charakterisierungen der erstrebens-
werten Systeme und ihrer Semantiken. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass
sie die einzigen Arbeiten sind, die diese Frage von einem systematischen
und strukturorientierten Standpunkt aus betrachten und eine Integration
aus grundlegenden Prinzipien ableiten.

Zukiinftige Arbeiten befassen sich mit der konkreten Algorithmisierung
und praktischen Umsetzung der Integration auf Anwendungsszenarien im
Bereich der Formalen Begriffsanalyse und des Semantic Web.

3.2 Forschungskontext: Logik und begriffliches
Wissen

Die Darstellung begrifflichen Wissens nimmt gerade in jiingster Zeit in der
Wissensverarbeitung an Bedeutung zu. Insbesondere im Umfeld der Semantic
Web-Forschung entstanden und entstehen Représentationssprachen, die spe-
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ziell auf explizite oder implizite Darstellung und Verarbeitung begrifflichen
Wissens ausgelegt sind [115]. Prominente Vertreter sind Beschreibunslogiken
8], insbesondere OWL [96, 4], F-Logik [76, 3], aber auch Begriffsgraphen
und andere. Die entsprechenden begrifflichen Wissensbasen werden meist als
Ontologien bezeichnet. In der Semantic Web-Forschung interessiert unter an-
derem, welche Reprisentationsmittel grundsatzlich fiir die Praxis am geeig-
netsten sind.

Die entsprechenden Représentationssprachen sind logischer Natur, ob-
gleich dieser Sachverhalt nicht immer im Vordergrund steht. Tatséchlich las-
sen sie sich oft als Fragmente der Prédikatenlogik erster Stufe auffassen.
Gleichzeitig werden aber auch Reprasentationsmittel benttigt, die iiber die-
se hinausgehen und zum Beispiel arithmetische Aspekte oder nichtmonotones
Schliefen mdéglich machen. Die Diskussion um geeignete Mittel dazu ist im
Augenblick in vollem Gange.

Begriffliches Wissen handelt von Begriffen und ihren Beziehungen zuein-
ander, zum Beispiel in Form von Taxonomien. Durch die natiirlichen Be-
ziechungen zwischen Unterbegriffen und Oberbegriffen ist begriffliches Wissen
daher in erster Linie hierarchisch organisiert, d.h. kann mit Hilfe von Ord-
nungsstrukturen dargestellt werden. Die Formale Begriffsanalyse [40] stellt
mathematische Methoden zur Erzeugung von Begriffshierarchien aus Rohda-
ten zur Verfiigung und findet dazu immer weitere Verbreitung in der Informa-
tik und im Bereich des Semantic Web [116]. Durch die ihr zugrunde liegende
reichhaltige Theorie der Verbandsstrukturen eréffnen sich Begriffshierarchien
somit einer formalen Analyse mit diesen Mitteln. Da die logische Lesart von
Begriffshierarchien fiir die Wissensverarbeitung von entscheidender Bedeu-
tung ist, ergibt sich auflerdem ein Zusammenspiel von Ordnungsstrukturen
und Logik in diesem Gebiet, das formal zwangsldufig mit Themen und Me-
thoden aus dem Bereich der Stone-Dualitit [75] eng verwandt ist.

Fiir die Informatik relevante Aspekte der Stone-Dualitdt und — allgemei-
ner — des Zusammenspiels zwischen Ordnungsstrukturen und Logik werden
in der Domdnentheorie |2, 47] untersucht, die die formalen Grundlagen zur
Untersuchung von denotationellen Semantiken fiir Programmiersprachen zur
Verfiigung stellt. Sie befasst sich mit Ordnungsstrukturen, die zur Modellie-
rung von Aspekten der Berechenbarkeit verwendet werden konnen. Elemen-
te einer Ordnungsstruktur werden dabei als nach ihrem Informationsgehalt
geordnet verstanden und formal in maschinell représentierbare und approxi-
mierbare unterteilt.

In dem mit Stone-Dualitit eng verwandten Teilbereich der
Domdnenlogiken werden logische Repréasentationsformen fiir in der
Doménentheorie auftretende Ordnungsstrukturen untersucht. Diese Vor-
gehensweise wurde schon von Scott [109] initiiert, dessen Arbeiten auch
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mafgeblich fiir die Entstehung der Doménentheorie als Forschungsgebiet wa-
ren. Arbeiten, die diese Gedanken fortfithren, sind z.B. [120, 1, 126, 114, 25].
Die auftretenden logischen Formalismen erinnern dabei oft an regelbasierte
Systeme, wie sie in der Logikprogrammierung vorkommen. Die Verwendung
doménentheoretischer Methoden im Bereich des nichtmonotonen Schlieens
mit Logikprogrammen liegt daher auf der Hand und wurde ansatzweise
ebenfalls untersucht, z.B. in [78, 62, 107, 128, 65, 127].

Meine jiingsten Beitrdge zu diesem Gebiet zielen auf die Erarbeitung von
theoretisch sauber fundierten Grundlagen zur Behandlung von hierarchisch
strukturiertem begrifflichem Wissen, die als normativ fiir die Entwicklung
von anwendbaren Verfahren gelten kénnen. Mein Interesse gilt dabei insbe-
sondere der Verbindung von regelbasiertem nichtmonotonem Schlieflen und
hierarchischem Wissen, aber auch Methoden zur Verkniipfung von heteroge-
nen ontologischen Wissensbasen. Meine Resultate liefern konkrete normative
Charakterisierungen der erstrebenswerten Systeme und ihrer Semantiken. Sie
zeichnen sich dadurch aus, dass sie die einzigen Arbeiten sind, die diese Frage
von einem systematischen und strukturorientierten Standpunkt aus betrach-
ten und eine Integration aus grundlegenden Prinzipien ableiten.

3.3 Technische Hinfiihrung: Formale Begriffsana-
lyse und Dominentheorie

Zur formalen Behandlung begrifflichen Wissens bedienen wir uns der For-
malen Begriffsanalyse [40]. Sie entstand aus philosophischem Gedankengut
[125] und dient in Anwendungsgebieten vor allem der Erzeugung und visu-
ellen Darstellung von Begriffshierarchien aus Rohdaten, die in der Form von
Gegenstands-Merkmals-Beziehungen vorliegen.

Ein formaler Kontext (G, M,I) besteht aus einer Menge G von Ge-
genstinden, einer Menge M von Merkmalen und einer infix notierten In-
zidenzrelation I C G x M. Fir A C G und B C M definieren wir

a(A)={m e M | alm fir alle a € A} und
w(B) ={g € G| gIb fiir alle b € B}.

Ein Paar (A, B) mit A C G und B C M heifit ein formaler Begriff, wenn
a(A) = B und w(B) = A ist. Wir nennen A den Extent und B den Intent
des Begriffs (A, B). Die Menge B(G, M, I) aller formalen Begriffe des forma-
len Kontexts (G, M, I) lasst sich auch dquivalent beschreiben als die Menge
aller Paare (w(B),a(w(B))) fir B € M. Fiir unsere Diskussion kénnen wir
deshalb formale Begriffe mit ihren Intenten identifizieren. Fiir zwei Begriffe
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(d.h. Beggriffsintenten) B und C' schreiben wir B < C, falls C' C B. Wir be-
trachten B(G, M, I) als geordnet durch <. Es stellt sich heraus, dass die so
zu erhaltenden Ordnungsstrukturen genau die vollstdndigen Verbénde sind.
(B(G, M, I), =) heifit entsprechend der zu (G, M, I) gehorige Begriffsverband.
Die geordnete Teilmenge, die aus (B(G, M, I), <) durch Einschrankung auf
alle Elemente der Form a(g) oder a(w(m)), fir g € G bzw. m € M, entsteht,
heiBt die Galois-Teilhierarchie von B(G, M, I).

In Anwendungsszenarien in der Informatik, den Natur- und Sozialwissen-
schaften (siche z.B. [116, 81, 102]) stellen sich die durch formale Begriffsanaly-
sen gewonnenen Begriffshierarchien meist fiir den menschlichen Experten als
intuitiv einsichtige Form der Wissensrepréasentation dar. Durch ihre dadurch
begriindete hohe Anwendungsrelevanz und ihre saubere formale Grundlegung
in der Mathematik ist sie daher fiir das Studium begrifflichen Wissens bestens
geeignet. Entsprechend gibt es bereits zahlreiche Arbeiten z.B. im Kontext
der Beschreibungslogiken [9] und anderer Bereiche der Wissensrepréasentation
mit Ontologien (z.B. [23, 22, 21]).

Auch logische Aspekte der formalen Begriffsanalyse wurden schon un-
tersucht (z.B. [39]). Wir suchen allerdings die Nidhe zu den fiir die Infor-
matik relevanten Strukturen im Umfeld der Stone-Dualitdt. Als das geeig-
nete Werkzeug stellt sich die urspriinglich fiir die Charakterisierung von
Smyth-Powerdoménen entwickelte Doménenlogik RZ heraus. Wir benétigen
zunéchst etwas Begriffsbildung. Sie folgt [107].

Eine kohdrente algebraische Cpo ist eine Ordnungsstruktur (D, C), die
folgenden Bedingungen geniigt:

(i) (D,E) ist eine partiell geordnete Menge mit einem kleinsten Element
1.

(ii) D enthélt das Supremum jeder gerichteten Teilmenge.

(iii) Fir alled € D gilt d = sup (| d NK(D)), wobei |d = {c € D | ¢ C d} ist
und K(D) die Menge aller ¢ € D ist, so dass fiir jede gerichtete Menge
AC D mit ¢c CsupA ein a € A mit ¢ C a existiert. K(D) heifit die
Menge der kompakten Elemente von D.

(iv) Die Schnittmenge endlich vieler Scott-kompakt-offener Teilmengen von
D ist wieder Scott-kompakt-offen. Scott-kompakt-offen bezieht sich da-
bei auf die Scott-Topologie auf (D, C), zu der eine Basis durch die Men-
gen der Form {y | z C y} fir z € K(D) gegeben ist.

Intuitiv erschliefit sich die gerade gegebene Definition in etwa fol-
gendermaflen. Die Menge D besteht aus Informationseinheiten, die nach
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Informations- oder Wissensgehalt geordnet sind. Das kleinste Element L ist
das Element ohne Information. Hat man eine vertrigliche (gerichtete) Teil-
menge an Informationseinheiten, so existiert auch eine Einheit (das Supre-
mum), die die Gesamtinformation dieser Teilmenge reprisentiert (Bedingung
(ii)). Kompakte Elemente stehen fiir maschinell reprisentierbare, d.h. in ei-
nem gewissen Sinne endliche Einheiten. In D ldsst sich somit jede Informa-
tion durch reprasentierbare Informationen annéhern. Die letzte Bedingung
(iv) ist eine technische Bedingung, die einen zusétzlichen finitistischen Cha-
rakter von D erzwingt. Ubersetzt im Sinne von [107] steht es in etwa fiir
die Aussage: Endliche Disjunktionen reprasentierbarer Einheiten sind wieder
repréasentierbar.

Ein Hauptbeispiel fiir eine kohérente algebraische Cpo ist die Menge
(Ip3,C) aus Abschnitt 1.3. Die Menge K(Ip3) besteht dabei wie intuitiv
zu erwarten genau aus den endlichen Teilmengen von Ip3, und es ist L = ().
Die Menge (Ip3, C) ist auch als T% in der Doménentheorie bekannt [99].

Auflerdem ist jede endliche partiell geordnete Menge mit kleinstem Ele-
ment eine kohérente algebraische Cpo.

Die Logik RZ wird nun folgendermafen definiert, folgend [107].

Sei (D, C) eine kohéarente algebraische Cpo. Eine Klausel oder Disjunktion
iiber D ist eine endliche Teilmenge von K(D). Wir nennen w € D ein Modell
fiir eine Klausel X und schreiben d = X, wenn es ein € X gibt mit z C d.
Eine Theorie T ist eine Menge von Klauseln, und wir schreiben w = T,
wenn w = X fir alle X € T gilt. Wir schreiben T' = X, wenn aus w = T
immer w = X folgt, und nennen die Klausel X in diesem Fall eine logische
Konsequenz aus T.

Die gerade gegebene Definition wird unmittelbar einsichtig, wenn man
sich Beispiele aus (Ip3, C) vor Augen fiihrt. Zum Beispiel gelten {{{p, ¢}}} E
{{p}} und {{{p},{—q}},{{¢}}} E {{p}}. Ersteres entspriiche in etwa der
Implikation von p aus p A ¢q. Das Zweite sagt aus, dass aus (p V —=¢q) A g die
Aussage p folgt.

Das Verhéltnis zwischen Formaler Begriffsanalyse und der Logik RZ er-
schlielt sich nun z.B. aus folgendem Resultat:

Satz 3.1 ([56])

Sei (D, C) eine kohérente algebraische Cpo, (G, M, ) ein formaler Kontext
und (L, <) die Galois-Teilhierarchie von B(G, M, I). Sei auflermdem ¢ : L —
D eine ordnungsumkehrende injektive Funktion mit K(D) C «(L). Ist nun
A={mq,...,m,} € M eine Menge von Merkmalen mit «(m;) € K(D) fiir
alle 7, dann gilt

a(w(A)) = {m | {{elm)}, ... {lma}} = {e(m)}}.
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Informell ausgedriickt sagt Satz 3.1, dass (endlicher) Begriffsabschluss
in der Formalen Begriffsanalyse dem konjunktiven Fragment der Logik RZ
entspricht.

3.4 FEigene Resultate: Uberblick iiber die einge-
reichten Arbeiten

In [56] werden die Formale Begriffsanalyse und Answer Set Programming
als nichtmonotones Wissensverarbeitungsparadigma zum ersten Mal mit Hil-
fe der Doménenlogik RZ verkniipft. Satz 3.1 bietet dabei den Ausgangspunkt.
Die Logik RZ wird zu einem disjunktiven Logikprogrammierparadigma auf
kohérenten algebraischen Cpos erweitert und mit nichtmonotonen Aspekten
im Sinne des Answer Set Programming ausgestattet. Mittels der Logik RZ
wird jedem solchen RZ-Logikprogramm eine Semantik zugeordnet.

Das so erhaltene Logikprogrammierparadigma ist eine Verallgemeine-
rung von Answer Set Programming in folgendem Sinne: Jedes Answer-Set-
Programm im Sinne von [46] kann direkt in ein RZ-Logikprogramm {iber
T tibersetzt werden, so dass die beziiglich RZ erhaltene Semantik genau
der stabilen Modellsemantik des urspriinglichen Programms entspricht. In
diesem Sinne sind RZ-Logikprogramme eine konservative Verallgemeinerung
von Answer Set Programming auf (geeignete) Ordnungsstrukturen. Die Ein-
schrankung der Ordnungsstrukturen auf kohérente algebraische Cpos ist da-
bei nicht bedenklich, da in der Praxis der Wissensverarbeitung auftretende
Hierarchien dieser Bedingung meist trivialerweise geniigen.

Das soeben diskutierte grundlegende Resultat liefert nun zum einen ein
Paradigma zur Fragebeantwortung {iber begrifflichem Wissen im Sinne der
Formalen Begriffsanalyse. Dabei kénnen RZ-Logikprogramme wahlweise als
komplexe Anfragen oder als regelbasierte Erweiterung der hierarchischen
Wissensbasis verstanden werden. Eine entsprechende nicht veroffentlichte
Prototypimplementierung in Prolog hat gezeigt, dass die erhaltenen Ant-
worten wie zu erwarten intuitiv einleuchten. Es sei auch bemerkt, dass die
zugrundeliegende Ordnungsstruktur keineswegs aus einem formalen Kontext
gewonnen sein muss — Klassenhierarchien iiber OWL-Ontologien kénnen
genauso dafiir verwendet werden wie Taxonomien und anderes ontologisches
Wissen.

Zum anderen und Wesentlicheren ist das diskutierte Resultat aber funda-
mentaler und normativer Natur. Die erfolgreiche und kohérente Verkniipfung
fortgeschrittener Techniken und Resultate aus verschiedenen Disziplinen ist
ein starker Hinweis darauf, dass ein sauberes Verfahren zum Answer Set
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Programming iiber begrifflichem Wissen semantisch dem vorgestellten ent-
sprechen sollte. Die Entwicklung von konkreten Umsetzungen dieser Einsicht
steht allerdings noch aus.

Von dieser Veroffentlichung ist eine Zeitschriftenversion in Vorbereitung.

In [58] wird das Verhéltnis von Formaler Begriffsanalyse und Doménenlogik
ausgiebig beleuchtet. Zentral ist dabei der neu eingefithrte Begriff der ap-
proximierbaren Begriffsverbinde. Ein approximierbarer Begriff ist dabei eine
Menge B von Merkmalen, so dass fiir jede endliche Teilmenge £ C B die Be-
ziehung a(w(F)) C B gilt. Fiir approximierbare Begriffe B, C' definiert man
wieder B < C' wenn C' C B gilt. Jeder (herkommliche) formale Begriff ist
approximierbar. Die aus formalen Kontexten erhéltlichen approximierbaren
Begriffsverbénde sind genau die vollstdndigen algebraischen Verbénde.

Auf der doménenlogischen  Seite kommen  spezielle  Scott-
Informationssysteme [109] zum Einsatz, die sich als deduktive Systeme iiber
Konjunktionen von Aussagen verstehen lassen. Formal wird gezeigt, dass
die Kategorie der Scott-Informationssyteme mit den iiblichen Morphismen
und trivialer Konsistenzrelation dquivalent zur Kategorie Cxt der formalen
Kontexte ist, wobei letztere mit Hilfe von zu approximierbaren Begriffen
passenden, intuitiv einleuchtenden und natiirlichen Morphismen gebildet
wird. Aus bekannten Resultaten folgt damit sofort, dass Cxt dquivalent zur
Kategorie der in der Domé&nentheorie wichtigen vollstdndigen algebraischen
Verbénde ist.

In der Veroffentlichung wird dieser Sachverhalt von logischer und alge-
braischer Seite weiter beleuchtet durch Bezugnahme und Einbindung in das
Umfeld der Stone-Dualitdt und durch eine Diskussion von Satz 3.1 in diesem
Kontext.

Diese Veroffentlichung ist eine sehr stark iiberarbeitete und erweiterte
Version von [69]. Sie wurde bei Theoretical Computer Science eingereicht.

In [52] werden im Wesentlichen zwei Resultate bewiesen. Zum einen wird
die zur Logik RZ gehorende Beweistheorie vereinfacht. Zum anderen wird
gezeigt, unter welchen Nebenbedingungen sich logische Konsequenz in RZ
durch ein Resolutionsverfahren berechnen lésst. Diese Ansétze bieten Poten-
zial fiir Anwendungen, wurden aber noch nicht weiterentwickelt.

Eine Kurzversion dieser Verdffentlichung erschien in [53].

In [67] wird der zu Satz 3.1 gehorige Fall endlicher Kontexte und Ordnungs-
strukturen durchleuchtet. Die formalen Resultate sind in diesem Fall dhnlich,
aber wie zu erwarten sehr viel stiarker. Da in Anwendungen der Formalen Be-
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griffsanalyse meist nur endliche Kontexte auftreten, ist diese Beschrankung
fiir die Praxis kaum von Relevanz.

3.5 Ausblick: Schlie3en iiber dem Semantic Web

Aus meinen Arbeiten ergeben sich mindestens die folgenden drei Ansétze zur
Umsetzung in Anwendungsgebieten.

Zum Ersten liefern RZ-Logikprogramme ein Paradigma fiir Regelerweite-
rungen begrifflicher Wissensbasen, zusammen mit einer komplexen Anfra-
gesprache fiir dieselben. Vor allem im Umfeld erfolgreicher Anwendungs-
szenarien der Formalen Begriffsanalyse erscheinen entsprechende Fallstudien
lohnenswert. Insbesondere kann dadurch das implizit in groflen als formale
Kontexte vorliegenden Rohdatenmengen enthaltene Wissen ohne vorherige
aufwandige Berechnung des Begiffsverbandes erschlossen werden. Die algo-
rithmische Umsetzung kann durch Kombination der Beweistheorie der Logik
RZ mit erfolgreichen Methoden des Answer Set Programming erfolgen.

Zum Zweiten geben die in [56] angestellten Untersuchungen Hinweise dar-
auf, wie eine formal saubere Verkniipfung von hierarchischem Wissen und
regelbasiertem nichtmonotonem Schliefen auf semantischer Ebene zu gestal-
ten ist. Um konkrete Paradigmen zu entwickeln ist eine Ubertragung auf die
im Umfeld des Semantic Web verwendeten Wissensreprasentationssprachen
vorzunehmen und sind entsprechende Deduktionsalgorithmen zu entwerfen.

Zum Dritten beriihrt [58] Fragen des Zusammenfiihrens von ontologischen
Wissensbasen. Wie z.B. in [82] ausfiihrlich dargelegt, lassen sich solche Ver-
fahren aus kategorientheoretischen Konstruktionen herleiten. Die Identifika-
tion geeigneter Kategorien von fiir die Semantic-Web-Forschung relevanten
Wissensreprisentationsformalismen zielt daher auf Anwendungen in diesem
Bereich.
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2 P. Hitzler and M. Wendt

1 Introduction

Negation in logic programming differs from the negation of classical logic. Indeed,
the quest for a satisfactory understanding of negation in logic programming is still
inconclusive — although the issue has cooled down a bit recently — and has proved
to be very stimulating for research activities in computational logic, and in partic-
ular amongst knowledge representation and reasoning researchers concerned with
commonsense and nonmonotonic reasoning. During the last two decades, differ-
ent interpretations of negation in logic programming have lead to the development
of a variety of declarative semantics, as they are called. Some early research ef-
forts for establishing a satisfactory declarative semantics for negation as failure
and its variants, as featured by the resolution-based Prolog family of logic pro-
gramming systems, have later on been merged with nonmonotonic frameworks for
commonsense reasoning, culminating recently in the development of so-called an-
swer set programming systems, like SMODELS or DLV (Eiter et al. 1997; Marek and
Truszezynski 1999; Lifschitz 2002; Simons et al. 200x).

Systematically, one can understand Fitting’s proposal (Fitting 1985) of a Kripke-
Kleene semantics — also known as Fitting semantics — as a cornerstone which plays
a fundamental role both for resolution-based and nonmonotonic reasoning inspired
logic programming. Indeed, his proposal, which is based on a monotonic semantic
operator in Kleene’s strong three-valued logic, has been pursued in both commu-
nities, for example by Kunen (Kunen 1987) for giving a semantics for pure Prolog,
and by Apt and Pedreschi (Apt and Pedreschi 1993) in their fundamental paper
on termination analysis of negation as failure, leading to the notion of acceptable
program. On the other hand, however, Fitting himself (Fitting 1991a; Fitting 2002),
using a bilattice-based approach which was further developed by Denecker, Marek,
and Truszczynski (Denecker et al. 2000), tied his semantics closely to the major
semantics inspired by nonmonotonic reasoning, namely the stable model semantics
due to Gelfond and Lifschitz (Gelfond and Lifschitz 1988), which is based on a non-
monotonic semantic operator, and the well-founded semantics due to van Gelder,
Ross, and Schlipf (van Gelder et al. 1991), originally defined using a different mono-
tonic operator in three-valued logic together with a notion of unfoundedness.

Another fundamental idea which was recognised in both communities was that
of stratification, with the underlying idea of restricting attention to certain kinds
of programs in which recursion through negation is prevented. Apt, Blair, and
Walker (Apt et al. 1988) proposed a variant of resolution suitable for these pro-
grams, while Przymusinski (Przymusinski 1988) and van Gelder (van Gelder 1988)
generalized the notion to local stratification. Przymusinski (Przymusinski 1988) de-
veloped the perfect model semantics for locally stratified programs, and together
with Przymusinska (Przymusinska and Przymusinski 1990) generalized it later to
a three-valued setting as the weakly perfect model semantics.

The semantics mentioned so far are defined and characterized using a variety
of different techniques and constructions, including monotonic and nonmonotonic
semantic operators in two- and three-valued logics, program transformations, level
mappings, restrictions to suitable subprograms, detection of cyclic dependencies
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etc. Relationships between the semantics have been established, but even a simple
comparison of the respective models in restricted cases could be rather tedious. So,
in this paper, we propose a methodology which allows to obtain uniform character-
izations of all semantics previously mentioned, and we believe that it will scale up
well to most semantics based on monotonic operators, and also to some nonmono-
tonic operators, and to extensions of the logic programming paradigm including
disjunctive conclusions and uncertainty. The characterizations will allow immedi-
ate comparison between the semantics, and once obtained we will easily be able
to make some new and interesting observations, including the fact that the well-
founded semantics can formally be understood as a Fitting semantics augmented
with a form of stratification. Indeed we will note that from this novel perspective
the well-founded semantics captures the idea of stratification much better than the
weakly perfect model semantics, thus providing a formal explanation for the historic
fact that the latter has not received as much attention as the former.

The main tool which will be employed for our characterizations is the notion
of level mapping. Level mappings are mappings from Herbrand bases to ordinals,
i.e. they induce orderings on the set of all ground atoms while disallowing infinite
descending chains. They have been a technical tool in a variety of contexts, including
termination analysis for resolution-based logic programming as studied by Bezem
(Bezem 1989), Apt and Pedreschi (Apt and Pedreschi 1993), Marchiori (Marchiori
1996), Pedreschi, Ruggieri, and Smaus (Pedreschi et al. 2002), and others, where
they appear naturally since ordinals are well-orderings. They have been used for
defining classes of programs with desirable semantic properties, e.g. by Apt, Blair,
and Walker (Apt et al. 1988), Przymusinski (Przymusinski 1988) and Cavedon
(Cavedon 1991), and they are intertwined with topological investigations of fixed-
point semantics in logic programming, as studied e.g. by Fitting (Fitting 1994;
Fitting 2002), and by Hitzler and Seda (Seda 1995; Seda 1997; Hitzler 2001; Hitzler
and Seda 2003b). Level mappings are also relevant to some aspects of the study of
relationships between logic programming and artificial neural networks, as studied
by Hélldobler, Kalinke, and Storr (Holldobler et al. 1999) and by Hitzler and Seda
(Hitzler and Seda 2000; Hitzler and Seda 2003a). In our novel approach to uniform
characterizations of different semantics, we will use them as a technical tool for
capturing dependencies between atoms in a program.

The paper is structured as follows. Section 2 contains preliminaries which are
needed to make the paper relatively self-contained. The subsequent sections contain
the announced uniform characterizations of the least model semantics for definite
programs and the stable model semantics in Section 3, of the Fitting semantics in
Section 4, of the well-founded semantics in Section 5, and of the weakly perfect
model semantics in Section 6. Related work will be discussed in Section 7, and we
close with conclusions and a discussion of further work in Section 8.

Part of this paper was presented at the 25th German Conference on Artificial
Intelligence, KI2002, Aachen, Germany, September 2002 (Hitzler and Wendt 2002).

Acknowledgement. We thank Tony Seda for pointing out some flaws in a previous
version of the proof of Theorem 5.2.
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2 Preliminaries and Notation

A (normal) logic program is a finite set of (universally quantified) clauses of the
form V(A «— Ay A ... AN A, AN =By A ... A By,), commonly written as A «—
Ay,..., Ay, 0By, ..., 7By, where A, A;, and Bj, fori=1,...,nandj=1,...,m,
are atoms over some given first order language. A is called the head of the clause,
while the remaining atoms make up the body of the clause, and depending on con-
text, a body of a clause will be a set of literals (i.e. atoms or negated atoms) or
the conjunction of these literals. Care will be taken that this identification does not
cause confusion. We allow a body, i.e. a conjunction, to be empty, in which case it
always evaluates to true. A clause with empty body is called a unit clause or a fact.
A clause is called definite, if it contains no negation symbol. A program is called
definite if it consists only of definite clauses. We will usually denote atoms with A
or B, and literals, which may be atoms or negated atoms, by L or K.

Given a logic program P, we can extract from it the components of a first order
language. The corresponding set of ground atoms, i.e. the Herbrand base of the
program, will be denoted by Bp. For a subset I C Bp, we set =1 = {-A | A €
I}. The set of all ground instances of P with respect to Bp will be denoted by
ground(P). For I C Bp U —~Bp we say that A is true with respect to (or in) I if
A € I, we say that A is false with respect to (or in) I if A € I, and if neither
is the case, we say that A is undefined with respect to (or in) I. A (three-valued
or partial) interpretation I for P is a subset of Bp U = Bp which is consistent, i.e.
whenever A € I then —=A ¢ I. A body, i.e. a conjunction of literals, is true in an
interpretation I if every literal in the body is true in I, it is false in I if one of
its literals is false in I, and otherwise it is undefined in I. For a negative literal
L = A we will find it convenient to write =L € I if A € I and say that L is false in
I etc. in this case. By Ip we denote the set of all (three-valued) interpretations of
P. Tt is a complete partial order (cpo) via set-inclusion, i.e. it contains the empty
set as least element, and every ascending chain has a supremum, namely its union.
A model of P is an interpretation I € Ip such that for each clause A < body we
have that body true in I implies A true in I, and body undefined in I implies A
true or undefined in I. A total interpretation is an interpretation I such that no
A € Bp is undefined in 1.

For an interpretation I and a program P, an [-partial level mapping for P is
a partial mapping | : Bp — « with domain dom(l) = {A | A € [ or =A € I},
where « is some (countable) ordinal. We extend every level mapping to literals by
setting [(—=A) = I(A) for all A € dom(l). A (total) level mapping is a total mapping
l: Bp — « for some (countable) ordinal .

Given a normal logic program P and some I C BpU—Bp, we say that U C Bp is
an unfounded set (of P) with respect to I if each atom A € U satisfies the following
condition: For each clause A < body in ground(P) (at least) one of the following
holds.

(Ui) Some (positive or negative) literal in body is false in I.
(Uii) Some (non-negated) atom in body occurs in U.

Given a normal logic program P, we define the following operators on Bp U—Bp.
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Tp(I)isthe set of all A € Bp such that there exists a clause A «— body in ground(P)
such that body is true in I. Fp([I) is the set of all A € Bp such that for all clauses
A «— body in ground(P) we have that body is false in I. Both Tp and Fp map
elements of Ip to elements of Ip. Now define the operator ®p : Ip — Ip by

®p(I) = Tp(I)U—Fp(I)-

This operator is due to Fitting (Fitting 1985) and is monotonic on the cpo Ip,
hence has a least fixed point by the Tarski fixed-point theorem, and we can obtain
this fixed point by defining, for each monotonic operator F, that F 10 = (), F |
(a4 1) = F(F1a) for any ordinal o, and F 18 = U'v<5 F 7+ for any limit ordinal
B, and the least fixed point Ifp(F) of F' is obtained as F' T « for some ordinal a.
The least fixed point of ®p is called the Kripke-Kleene model or Fitting model of
P, determining the Fitting semantics of P.

FEzxzample 2.1
Let P be the program consisting of the two clauses p «— p and ¢ < —r. Then
®p11={-r} and ®p12={q,~r} = ®p13 is the Fitting model of P.

Now, for I C Bp U —Bp, let Up(I) be the greatest unfounded set (of P) with
respect to I, which always exists due to van Gelder, Ross, and Schlipf (van Gelder
et al. 1991). Finally, define

Wp(I) = Tp(I)U—~Up(I)

for all I C Bp U~ Bp. The operator Wp, which operates on the cpo Bp U —-Bp,
is due to van Gelder et al. (van Gelder et al. 1991) and is monotonic, hence has a
least fixed point by the Tarski fixed-point theorem, as above for ®p. It turns out
that Wp T« is in Ip for each ordinal «, and so the least fixed point of Wp is also
in Ip and is called the well-founded model of P, giving the well-founded semantics
of P.

Example 2.2
Let P be the program consisting of the following clauses.
s «— q
qg <~ p
p < D
roo— ar

Then {p} is the largest unfounded set of P with respect to () and we obtain

WpTl = {-p},
Wp12 = {-p,q}, and
WPT3 = {ﬂpaQas}

= Wpl4

Given a program P, we define the operator T on subsets of Bp by T{(I) =
Tp(I U—=(Bp\I)). It is well-known that for definite programs this operator is
monotonic on the set of all subsets of Bp, with respect to subset inclusion. Indeed
it is Scott-continuous (Lloyd 1988; Abramsky and Jung 1994; Stoltenberg-Hansen
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et al. 1994) and, via Kleene’s fixed-point theorem, achieves its least fixed point M
as the supremum of the iterates T; T n forn € N. So M = Ifp( T;Dr) = T; Tw
is the least two-valued model of P. In turn, we can identify M with the total
interpretation M U—(Bp \ M), which we will call the definite (partial) model of P.

Example 2.3
Let P be the program consisting of the clauses

p(0) —
p(s(X)) < p(X),

where X denotes a variable and 0 a constant symbol. Write s™(0) for the term
s(--+s(0)---) in which the symbol s appears n times. Then

TETn={p (sk(O)) |k <n}

for all n € N and {p(s™(0)) | n € N} is the least two-valued model of P.

In order to avoid confusion, we will use the following terminology: the notion of
interpretation will by default denote consistent subsets of Bp U —Bp, i.e. interpre-
tations in three-valued logic. We will sometimes emphasize this point by using the
notion partial interpretation. By two-valued interpretations we mean subsets of Bp.
Given a partial interpretation I, weset IT =INBpand [~ ={4A € Bp | "A € I}.
Each two-valued interpretation I can be identified with the partial interpretation
I' = TU~(Bp\I). Both, interpretations and two-valued interpretations, are ordered
by subset inclusion. We note however, that these two orderings differ: If I C Bp,
for example, then I’ is always a maximal element in the ordering for partial inter-
pretations, while I is in general not maximal as a two-valued interpretation. The
two orderings correspond to the knowledge- and the truth-ordering due to Fitting
(Fitting 1991a).

There is a semantics using two-valued logic, the stable model semantics due to
Gelfond and Lifschitz (Gelfond and Lifschitz 1988), which is intimately related to
the well-founded semantics. Let P be a normal program, and let M C Bp be a
set of atoms. Then we define P/M to be the (ground) program consisting of all
clauses A « Aq,..., A, for which there is a clause A — Ay,..., A,,—By,...,7 B,
in ground(P) with By,...,B,, &€ M. Since P/M does no longer contain negation,
it has a least two-valued model T; /M Tw. For any two-valued interpretation I we
can therefore define the operator GLp(I) = T;/] Tw, and call M a stable model
of the normal program P if it is a fixed point of the operator GLp, i.e. if M =
GLp(M) = T;/M Tw. As it turns out, the operator GLp is in general not monotonic
for normal programs P. However it is antitonic, i.e. whenever I C J C Bp then
GLp(J) € GLp(I). As a consequence, the operator GL%, obtained by applying
GLp twice, is monotonic and hence has a least fixed point Lp and a greatest
fixed point Gp. Van Gelder (van Gelder 1989) has shown that GLp(Lp) = Gp,
Lp = GLp(Gp), and that Lp U—(Bp \ Gp) coincides with the well-founded model
of P. This is called the alternating fixed point characterization of the well-founded
semantics.
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Ezxample 2.4

Consider the program P from Example 2.2. The subprogram () consisting of the
first three clauses of the program P has stable model M = {s, ¢}, which can be
verified by noting that @/M consists of the clauses

s — q
q —
p <~ Db

and has M as its least two-valued model.
For the program P we obtain

GLp(0) {g,5,7},
GLp({g,s,7}) = {g¢,s}

GL:({g,s}),  and
GLp(Bp) = 0

So Lp = {q,s} while Gp = {¢,s,7}, and Lp U—(Bp \ Gp) = {q,s,—p} is the
well-founded model of P.

3 Least and Stable Model Semantics

The most fundamental semantics in logic programming is based on the fact men-
tioned above that the operator Tf; has a least fixed point M = T; 1w whenever P
is definite. The two-valued interpretation M turns out to be the least two-valued
model of the program, and is therefore canonically the model which should be con-
sidered for definite programs. Our first result characterizes the least model using
level mappings, and serves to convey the main ideas underlying our method. It is a
straightforward result but has, to the best of our knowledge, not been noted before.

Theorem 3.1

Let P be a definite program. Then there is a unique two-valued model M of P
for which there exists a (total) level mapping ! : Bp — « such that for each atom
A € M there exists a clause A «— Aj,..., A, in ground(P) with A; € M and
I(A) > I(A;) for all i = 1,..., n. Furthermore, M is the least two-valued model of
P.

Proof

Let M be the least two-valued model T,;" Tw, choose a = w, and define [ : Bp — «
by setting I[(A) = min{n | A € T# T(n+ 1)}, if A € M, and by setting I(A) = 0, if
A ¢ M. From the fact that 0 C T 11 C ... C THTnC...C THTw=U,, TF 1
m, for each n, we see that [ is well-defined and that the least model T; Tw for P
has the desired properties.

Conversely, if M is a two-valued model for P which satisfies the given condition
for some mapping [ : Bp — «, then it is easy to show, by induction on I(4), that
A € M implies A € T3 1 (I(A) + 1). This yields that M C T{ Tw, and hence that
M = T; Tw by minimality of the model T]DL Tw. O



8 P. Hitzler and M. Wendt

Ezxample 3.2
For the program P from Example 2.3 we obtain [(p(s™(0))) = n for the level
mapping [ defined in the proof of Theorem 3.1.

The proof of Theorem 3.1 can serve as a blueprint for obtaining characterizations
if the semantics under consideration is based on the least fixed point of a monotonic
operator F', and indeed our results for the Fitting semantics and the well-founded
semantics, Theorems 4.2 and 5.2, together with their proofs, follow this scheme.
In one direction, levels are assigned to atoms A according to the least ordinal «
such that A is not undefined in F 1 (a 4 1), and dependencies between atoms of
some level and atoms of lower levels are captured by the nature of the considered
operator, which will certainly vary from case to case. In Theorem 3.1, the condition
thus obtained suffices for uniquely determining the least model, whereas in other
cases which we will study later, so for the Fitting semantics and the well-founded
semantics, the level mapping conditions will not suffice for unique characterization
of the desired model. However, the desired model will in each case turn out to be
the greatest among all models satisfying the given conditions. So in these cases it
will remain to show, by transfinite induction on the level of some given atom A,
that the truth value assigned to A by any model satisfying the given conditions is
also assigned to A by F'7(I(4) + 1), which at the same time proves that Ifp(F) is
the greatest model satisfying the given conditions. For the proof of Theorem 3.1,
the proof method just described can be applied straightforwardly, however for more
sophisticated operators may become technically challenging on the detailed level.

We now turn to the stable model semantics, which in the case of programs with
negation has come to be the major semantics based on two-valued logic. The fol-
lowing characterization is in the spirit of our proposal, and is due to Fages (Fages
1994). Tt is striking in its similarity to the characterization of the least model for
definite programs in Theorem 3.1. For completeness of our exhibition, we include a
proof of the fact.

Theorem 3.3

Let P be normal. Then a two-valued model M C Bp of P is a stable model of P
if and only if there exists a (total) level mapping ! : Bp — « such that for each
A € M there exists A «— Ay,...,A,,"B1,...,7B,, in ground(P) with A; € M,
B; ¢ M,and [(A) > I(A;) foralli=1,...,nand j =1,...,m.

Proof

Let M be a stable model of P, i.e. GLp(M) = T;/M Tw = M. Then M is the least
model for P/M, hence is also a model for P, and, by Theorem 3.1, satisfies the
required condition with respect to any level mapping ! with [(A) = min{n | A €
Tpym 1 (n+1)} for each A € M. Conversely, let M be a model which satisfies the
condition in the statement of the theorem. Then, for every A € M, there is a clause
C in ground(P) of the form A «— Ay,..., A,,—~By,...,~ By such that the body of
C is true in M and satisfies [(A) > I(A;) for all i = 1,...,n. But then, for every
A € M, there is a clause A «— Ay,..., A, in P/M whose body is true in M and
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such that [(A) > I(A;) for all i = 1,...,n. By Theorem 3.1, this means that M is
the least model for P/M, that is, M = T;/M Tw=GL(M). O

The proof of Theorem 3.3 just given partly follows the proof scheme discussed
previously, by considering the monotonic operator T}J{ /M which is used for defining
stable models.

Ezample 3.4

Recall the program P from Example 2.2, and consider the program () consisting
of the first three clauses of P. We already noted in Example 2.4 that @ has stable
model {s, ¢}. A corresponding level mapping, as defined in the proof of Theorem
3.3, satisfies I(¢) = 0 and I(s) = 1, while {(p) can be an arbitrary value.

4 Fitting Semantics

We next turn to the Fitting semantics. Following the proof scheme which we de-
scribed in Section 3, we expect levels [(A) to be assigned to atoms A such that
I(A) is the least « such that A is not undefined in ®p 1 (a+ 1). An analysis of the
operator ®p eventually yields the following conditions.

Definition 4.1

Let P be a normal logic program, I be a model of P, and [ be an [-partial level
mapping for P. We say that P satisfies (F) with respect to I and l, if each A €
dom(l) satisfies one of the following conditions.

(Fi) A € I and there exists a clause A < Ly,..., L, in ground(P) with L; € I and
I(A) > I(L;) for all 4.

(Fii) = A € I and for each clause A « Ly,..., L, in ground(P) there exists ¢ with
-L; € I and I(A) > I(L;).

If A € dom(l) satisfies (Fi), then we say that A satisfies (Fi) with respect to I and
[, and similarly if A € dom(!) satisfies (Fii).

We note that condition (Fi) is stronger than the condition used for characterizing
stable models in Theorem 3.3. The proof of the next theorem closely follows our
proof scheme.

Theorem 4.2

Let P be a normal logic program with Fitting model M. Then M is the greatest
model among all models I, for which there exists an I-partial level mapping [ for
P such that P satisfies (F) with respect to I and I.

Proof

Let Mp be the Fitting model of P and define the Mp-partial level mapping lp as
follows: Ip(A) = «, where « is the least ordinal such that A is not undefined in
®p T (a+1). The proof will be established by showing the following facts: (1) P
satisfies (F') with respect to Mp and lp. (2) If I is a model of P and [ an I-partial
level mapping such that P satisfies (F) with respect to I and [, then I C Mp.
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(1) Let A € dom(lp) and Ip(A) = . We consider two cases.

(Case i) If A € Mp, then A € Tp(®p Ta), hence there exists a clause A <+ body
in ground(P) such that body is true in ®p T a. Thus, for all L; € body we have that
L; € ®pTa, and hence Ip(L;) < o and L; € Mp for all i. Consequently, A satisfies
(Fi) with respect to Mp and Ip.

(Case ii) If =4 € Mp, then A € Fp(®p T «), hence for all clauses A < body in
ground(P) there exists L € body with =L € ®p T« and Ip(L) < a, hence =L € Mp.
Consequently, A satisfies (Fii) with respect to Mp and lp, and we have established
that fact (1) holds.

(2) We show via transfinite induction on o = I(A4), that whenever A € T (respec-
tively, 74 € I), then A € ®p T (v + 1) (respectively, -4 € ®p T (a + 1)). For the
base case, note that if [(4) = 0, then A € I implies that A occurs as the head of
a fact in ground(P), hence A € ®p 11, and —A € I implies that there is no clause
with head A in ground(P), hence =A € ®p T1. So assume now that the induction
hypothesis holds for all B € Bp with I(B) < a. We consider two cases.

(Case i) If A € I, then it satisfies (Fi) with respect to I and [. Hence there is a
clause A < body in ground(P) such that body C I and [(K) < « for all K € body.
Hence body € Mp by induction hypothesis, and since Mp is a model of P we obtain
A€ Mp.

(Case ii) If =A € I, then A satisfies (Fii) with respect to I and [. Hence for all
clauses A — body in ground(P) we have that there is K € body with =K € I and
I(K) < a. Hence for all these K we have =K € Mp by induction hypothesis, and
consequently for all clauses A < body in ground(P) we obtain that body is false in
Mp. Since Mp = ®p(Mp) is a fixed point of the ® p-operator, we obtain A € Mp.
This establishes fact (2) and concludes the proof. [

Ezxzample 4.3
Consider the program P from Example 2.1. Then the level mapping [, as defined
in the proof of Theorem 4.2, satsifies [(r) = 0 and I(¢) = 1.

It is interesting to consider the special case where the Fitting model is total.
Programs with this property are called ®-accessible (Hitzler and Seda 1999; Hitzler
and Seda 2003b), and include e.g. the acceptable programs due to Apt and Pedreschi
(Apt and Pedreschi 1993).

Corollary 4.4

A normal logic program P has a total Fitting model if and only if there is a total
model I of P and a (total) level mapping [ for P such that P satisfies (F) with
respect to I and .

The result follows immediately as a special case of Theorem 4.2, and is closely
related to results reported in (Hitzler and Seda 1999; Hitzler and Seda 2003b).
The reader familiar with acceptable programs will also note the close relationship
between Corollary 4.4 and the defining conditions for acceptable programs. Indeed,
the theorem due to Apt and Pedreschi (Apt and Pedreschi 1993), which says that
every acceptable program has a total Fitting model, follows without any effort from
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our result. It also follows immediately, by comparing Corollary 4.4 and Theorem
3.3, that a total Fitting model is always stable, which is a well-known fact.

5 Well-Founded Semantics

The characterization of the well-founded model again closely follows our proof
scheme. Before discussing this, though, we will take a short detour which will even-
tually reveal a surprising fact about the well-founded semantics: From our new
perspective the well-founded semantics can be understood as a stratified version of
the Fitting semantics.

Let us first recall the definition of a (locally) stratified program, due to Apt, Blair,
Walker, and Przymusinski (Apt et al. 1988; Przymusinski 1988): A normal logic
program is called locally stratified if there exists a (total) level mapping [ : Bp — a,
for some ordinal «, such that for each clause A «— Ai,...,A,,—By,...,m By, in
ground(P) we have that [(4) > I(A;) and I[(A) > {(B;) for all + = 1,...,n and
7=1,...,m.

The notion of (locally) stratifed program, as already mentioned in the introduc-
tion, was developed with the idea of preventing recursion through negation, while
allowing recursion through positive dependencies. There exist locally stratified pro-
grams which do not have a total Fitting model and vice versa. Indeed, the program
consisting of the single clause p < p is locally stratified but p remains undefined in
the Fitting model. Conversely, the program consisting of the two clauses ¢ « and
q < —q is not locally stratified but its Fitting model assigns to ¢ the truth value
true.

By comparing Definition 4.1 with the definition of locally stratified programs, we
notice that condition (Fii) requires a strict decrease of level between the head and a
literal in the rule, independent of this literal being positive or negative. But, on the
other hand, condition (Fii) imposes no further restrictions on the remaining body
literals, while the notion of local stratification does. These considerations motivate
the substitution of condition (Fii) by the condition (WFii), as given in the following
definition.

Definition 5.1

Let P be a normal logic program, I be a model of P, and [ be an [-partial level
mapping for P. We say that P satisfies (WF) with respect to I and I, if each
A € dom(l) satisfies one of the following conditions.

(WFi) A € I and there exists a clause A «— Ly,..., L, in ground(P) with L; € I and
1(A) > I(L;) for all s.

(WFii) = A € I and for each clause A «— Ay,...,A,,~B1,...,7 By, in ground(P) (at
least) one of the following conditions holds:

(WFiia) There exists ¢ € {1,...,n} with =A; € I and I(A4) > I(4;).
(WFiib) There exists j € {1,...,m} with B; € I and [(A) > I(B;).

If A € dom(l) satisfies (WFi), then we say that A satisfies (WF1i) with respect to I
and [, and similarly if A € dom({) satisfies (WFii).
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We note that conditions (Fi) and (WFi) are identical. Indeed, replacing (WFi)
by a stratified version such as the following seems not satisfactory.

(SFi) A € I and there exists a clause A «+— Ay,...,A,,~B1,...,~ By, in ground(P)
with A, B; € I, I(A) > I(4;), and I(A) > I(B;) for all i and j.

If we replace condition (WFi) by condition (SFi), then it is not guaranteed that
for any given program there is a greatest model satisfying the desired properties:
Consider the program consisting of the two clauses p < p and ¢ < —p, and the two
(total) models {p, —q} and {—p, ¢}, which are incomparable, and the level mapping
I with I(p) = 0 and I(¢q) = 1. A detailed analysis of condition (SFi) in the context
of our approach can be found in (Hitzler 2003).

So, in the light of Theorem 4.2, Definition 5.1 should provide a natural “stratified
version” of the Fitting semantics. And indeed it does, and furthermore, the resulting
semantics coincides with the well-founded semantics, which is a very satisfactory
result. The proof of the fact again follows our proof scheme, but is slightly more
involved due to the necessary treatment of unfounded sets.

Theorem 5.2

Let P be a normal logic program with well-founded model M. Then M is the
greatest model among all models I, for which there exists an [-partial level mapping
[ for P such that P satisfies (WF) with respect to I and [.

Proof

Let Mp be the well-founded model of P and define the Mp-partial level mapping
Ip as follows: Ip(A) = «, where « is the least ordinal such that A is not undefined
in Wp T (a+1). The proof will be established by showing the following facts: (1) P
satisfies (WF) with respect to Mp and Ip. (2) If I is a model of P and [ an I-partial
level mapping such that P satisfies (WF) with respect to I and I, then I C Mp.

(1) Let A € dom(lp) and Ip(A) = a. We consider two cases.

(Case i) If A€ Mp, then A € Tp(WpTa), hence there exists a clause A < body
in ground(P) such that body is true in Wp T a. Thus, for all L; € body we have that
L; € Wp1a. Hence, Ip(L;) < a and L; € Mp for all i. Consequently, A satisfies
(WFi) with respect to Mp and Ip.

(Case ii) If mA € Mp, then A € Up(Wp 1), i.e. A is contained in the greatest
unfounded set of P with respect to Wp T . Hence for each clause A < body in
ground(P), at least one of (Ui) or (Uii) holds for this clause with respect to Wp T«
and the unfounded set Up(Wp 1 «). If (Ui) holds, then there exists some literal
L € body with =L € Wp T . Hence Ip(L) < o and condition (WFiib) holds relative
to Mp and lp if L is an atom, or condition (WFiia) holds relative to Mp and Ip if L
is a negated atom. On the other hand, if (Uii) holds, then some (non-negated) atom
B in body occurs in Up(Wp T ). Hence Ip(B) < [p(A) and A satisfies (WFiia)
with respect to Mp and lp. Thus we have established that fact (1) holds.

(2) We show via transfinite induction on o = I(A), that whenever A € I (re-
spectively, =A € I), then A € Wp 1 (o + 1) (respectively, =A € Wp 1 (a+ 1)). For
the base case, note that if [(4) = 0, then A € I implies that A occurs as the head
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of a fact in ground(P). Hence, A € Wp 1. If =A € I, then consider the set U of
all atoms B with [(B) = 0 and B € I. We show that U is an unfounded set of
P with respect to Wp 10, and this suffices since it implies =4 € Wp 11 by the
fact that A € U. Solet C' € U and let C' < body be a clause in ground(P). Since
—C € I, and I(C) = 0, we have that C satisfies (WFiia) with respect to I and I,
and so condition (Uii) is satisfied showing that U is an unfounded set of P with
respect to I. Assume now that the induction hypothesis holds for all B € Bp with
I(B) < a.. We consider two cases.

(Case i) If A € I, then it satisfies (WF1i) with respect to I and I. Hence there is a
clause A < body in ground(P) such that body C I and [(K) < « for all K € body.
Hence body C Wp T, and we obtain A € Tp(Wp Ta) as required.

(Case ii) If =A € I, consider the set U of all atoms B with [(B) = o and =B € I.
We show that U is an unfounded set of P with respect to Wp T, and this suffices
since it implies =A € Wp T (o + 1) by the fact that A € U. So let C € U and
let C' — body be a clause in ground(P). Since ~C' € I, we have that C satisfies
(WFii) with respect to I and [. If there is a literal L € body with =L € I and
I(L) < I(C), then by the induction hypothesis we obtain =L € Wp 1, so condition
(Ui) is satisfied for the clause C' < body with respect to Wp T« and U. In the
remaining case we have that C satisfies condition (WFiia), and there exists an atom
B € body with =B € I and I(B) = [(C). Hence, B € U showing that condition
(Uii) is satisfied for the clause C' « body with respect to Wp Ta and U. Hence U
is an unfounded set of P with respect to WpTa. [

Ezample 5.3
Consider the program P from Example 2.2. With notation from the proof of The-
orem 5.2, we obtain [(p) =0, I(¢) =1, and I(s) = 2.

As a special case, we consider programs with total well-founded model. The
following corollary follows without effort from Theorem 5.2.

Corollary 5.4

A normal logic program P has a total well-founded model if and only if there is a
total model I of P and a (total) level mapping ! such that P satisfies (WF) with
respect to I and .

As a further example for the application of our proof scheme, we use Theorem
5.2 in order to prove a result by van Gelder (van Gelder 1989) which we mentioned
in the introduction, concerning the alternating fixed-point characterization of the
well-founded semantics. Let us first introduce some temporary notation, where P
is an arbitrary program.

Lo =0

Go = Bp

Loy1 = GLp(G,) for any ordinal o
Gor1 = GLp(L,) for any ordinal «
L, = UpcaLp  for limit ordinal «
Ga = N s<a G for limit ordinal «
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Since ) C Bp, we obtain Ly C L1 C G; C Gy and, by transfinite induction,
it can easily be shown that L, C Lg C G C G, whenever a < (3. In order to
apply our proof scheme, we need to detect a monotonic operator, or at least some
kind of monotonic construction, underlying the alternative fixed-point character-
ization. The assignment (Ly, Go) — (La+1, Gat1), using the temporary notation
introduced above, will serve for this purpose. The proof of the following theorem is
based on it and our general proof scheme, with modifications where necessary, for
example for accomodating the fact that G441 is not defined using G, but rather
L, and that we work with the complements Bp \ G, instead of the sets G,.

Theorem 5.5
Let P be a normal program. Then M = LpU—(Bp \ Gp) is the well-founded model
of P.

Proof

First, we define an M-partial level mapping I. For convenience, we will take as
image set of [, pairs («, n) of ordinals, where n < w, with the lexicographic ordering.
This can be done without loss of generality because any set of pairs of ordinals,
lexicographically ordered, is certainly well-ordered and therefore order-isomorphic
to an ordinal. For A € Lp, let [(A) be the pair (o, n), where « is the least ordinal
such that A € L1, and 7 is the least ordinal such that A € Tp,¢, T (n + 1). For
B & Gp,let I(B) be the pair (3, w), where (3 is the least ordinal such that B € Gg1.
We show next by transfinite induction that P satisfies (WF) with respect to M and
.

Let A € L1 = Tp/p, T w. Since P/Bp consists of exactly all clauses from
ground(P) which contain no negation, we have that A is contained in the least
two-valued model for a definite subprogram of P, namely P/Bp, and (WF1i) is sat-
isfied by Theorem 3.1. Now let =B € —(Bp \ Gp) be such that B € (Bp \ G1) =
Bp\ TpspTw. Since P/ contains all clauses from ground(P) with all negative lit-
erals removed, we obtain that each clause in ground(P) with head B must contain
a positive body literal C' € G, which, by definition of I, must have the same level
as B, hence (WFiia) is satisfied.

Assume now that, for some ordinal «, we have shown that A satisfies (WF) with
respect to M and [ for all n <w and all A € Bp with [(A) < (a, n).

Let A € Loy1 \ La = Tpyg, Tw\ La. Then A € Tp,q, T n\ Ly for some
n € N; note that all (negative) literals which were removed by the Gelfond-Lifschitz
transformation from clauses with head A have level less than («,0). Then the
assertion that A satisfies (WF) with respect to M and [ follows again by Theorem
3.1.

Let A € (Bp \ Gat1) N Go. Then A ¢ Tp,p, T w. Now for any clause A «
Ay, ..., Ag,~ By, ..., By, in ground(P), if B; € L, for some j, then I(A) > I(B;).
Otherwise, since A ¢ Tp,, Tw, we have that there exists A; with A; € Tp,1, Tw,
and hence [(A4) > I(4;), and this suffices.

This finishes the proof that P satisfies (WF) with respect to M and [. It therefore
only remains to show that M is greatest with this property.
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So assume that M; # M is the greatest model such that P satisfies (WF) with
respect to M; and some M;-partial level mapping /.

Assume L € M; \ M and, without loss of generality, let the literal L be chosen
such that I; (L) is minimal. We consider the following two cases.

(Case i) If L = A is an atom, then there exists a clause A < body in ground(P)
such that I (L) < I;(A) for all literals L in body, and such that body is true in Mj.
Hence, body is true in M and A < body transforms to a clause A «+— A4y,..., A, in
P/Gp with Ay,..., A, € Lp = Tp;¢, Tw. But this implies A € M, contradicting
Ae M \ M.

(Case ii) If L=—-A4 € M; \ M is a negated atom, then =A € M; and A € Gp =
Tp/rpTw, 50 A€ Tpyr, Tn for some n € N. We show by induction on n that this
leads to a contradiction, to finish the proof.

If A€ Tp/p, 11, then there is a unit clause A < in P/Lp, and any corresponding
clause A «— —By,..., By in ground(P) satisfies By, ..., By € Lp. Since =A € M,
we also obtain by Theorem 5.2 that there is ¢ € {1,...,k} such that B; € M; and
L(B;) < h(A). By minimality of l;(A), we obtain B; € M, and hence B; € Lp,
which contradicts B; € Lp.

Now assume that there is no =B € M; \ M with B € Tp;r, T k for any
k<n+1,and let ~A € My \ M with A€ Tp,r, T (n+ 1). Then there is a clause
A« Ay,..., Ay in P/Lp with Ay,..., Ay, € Tpyr,, Tn C Gp, and we note that we
cannot have =A; € My \ M for any i € {1,..., m}, by our current induction hypoth-
esis. Furthermore, it is also impossible for —A; to belong to M for any ¢, otherwise
we would have A; € Bp\ Gp. Thus, we conclude that we cannot have = A; € M; for
any i. Moreover, there is a corresponding clause A «— Ai,...,Ap,2B1,...,7Bp,
in ground(P) with Bi,..., By, € Lp. Hence, by Theorem 5.2, we know that there
is i € {1,...,my} such that B; € M; and ;;(B;) < l;(A). By minimality of ;(A4),
we conclude that B; € M, so that B; € Lp, and this contradicts B; € Lp. [

Ezxample 5.6
Consider again the program P from Examples 2.2, 2.4, and 5.3. With notation from
the proof of Theorem 5.5 we get I(q) = (1,0), I(s) = (1,1), and I(p) = (0,w).

6 Weakly Perfect Model Semantics

By applying our proof scheme, we have obtained new and uniform characteriza-
tions of the Fitting semantics and the well-founded semantics, and argued that
the well-founded semantics is a stratified version of the Fitting semantics. Our ar-
gumentation is based on the key intuition underlying the notion of stratification,
that recursion should be allowed through positive dependencies, but be forbidden
through negative dependencies. As we have seen in Theorem 5.2, the well-founded
semantics provides this for a setting in three-valued logic. Historically, a different se-
mantics, given by the so-called weakly perfect model associated with each program,
was proposed by Przymusinska and Przymusinski (Przymusinska and Przymusinski
1990) in order to carry over the intuition underlying the notion of stratification to
a three-valued setting. In the following, we will characterize weakly perfect models



16 P. Hitzler and M. Wendt

via level mappings, in the spirit of our approach. We will thus have obtained uni-
form characterizations of the Fitting semantics, the well-founded semantics, and the
weakly perfect model semantics, which makes it possible to easily compare them.

Definition 6.1

Let P be a normal logic program, I be a model of P and [ be an I-partial level
mapping for P. We say that P satisfies (WS) with respect to I and I, if each
A € dom(l) satisfies one of the following conditions.

(WSi) A € I and there exists a clause A < Ly, ..., L, € ground(P) such that L; € I
and [(A) > I(L;) forall i =1,...,n.

(WSii) =A € I and for each clause A — Ay,...,A,,—By,...,~B,, € ground(P) (at
least) one of the following three conditions holds.

(WSiia) There exists ¢ such that —=A4; € I and I(A4) > I(4;).

(WSiib) For all k& we have I(A) > I(Ay), for all j we have [(A4) > I(B;), and
there exists 7 with —A4; € I.

(WSiic) There exists j such that B; € I and [(4) > I(B;).

We observe that the condition (WSii) in the above theorem is more general than
(Fii), and more restrictive than (WFii).

We will see below in Theorem 6.4, that Definition 6.1 captures the weakly perfect
model, in the same way in which Definitions 4.1 and 5.1 capture the Fitting model,
respectively the well-founded model.

In order to proceed with this, we first need to recall the definition of weakly
perfect models due to Przymusinska and Przymusinski (Przymusinska and Przy-
musinski 1990), and we will do this next. For ease of notation, it will be convenient
to consider (countably infinite) propositional programs instead of programs over
a first-order language. This is both common practice and no restriction, because
the ground instantiation ground(P) of a given program P can be understood as a
propositional program which may consist of a countably infinite number of clauses.
Let us remark that our definition below differs slightly from the original one, and
we will return to this point later. It nevertheless leads to exactly the same notion
of weakly stratified program.

Let P be a (countably infinite propositional) normal logic program. An atom
A € Bp refers to an atom B € Bp if B or =B occurs as a body literal in a clause
A — body in P. A refers negatively to B if =B occurs as a body literal in such a
clause. We say that A depends on B if the pair (A, B) is in the transitive closure
of the relation refers to, and we write this as B < A. We say that A depends
negatively on B if there are C, D € Bp such that C refers negatively to D and the
following hold: (1) C < A or C = A (the latter meaning identity). (2) B < D or
B = D. We write B < A in this case. For A, B € Bp, we write A ~ B if either
A = B, or A and B depend negatively on each other, i.e. if A < Band B < A
both hold. The relation ~ is an equivalence relation and its equivalence classes are
called components of P. A component is trivial if it consists of a single element A
with A £ A.
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Let C; and Cy be two components of a program P. We write C; < C5 if and
only if Cy # C; and for all A; € C; there is Ay € C; with A7 < As. A component
(1 is called minimal if there is no component Cs with Cy < (.

Given a normal logic program P, the bottom stratum S(P) of P is the union of
all minimal components of P. The bottom layer of P is the subprogram L(P) of P
which consists of all clauses from P with heads belonging to S(P).

Given a (partial) interpretation I of P, we define the reduct of P with respect
to I as the program P/I obtained from P by performing the following reductions.
(1) Remove from P all clauses which contain a body literal L such that =L € I or
whose head belongs to I. (2) Remove from all remaining clauses all body literals
L with L € I. (3) Remove from the resulting program all non-unit clauses, whose
heads appear also as unit clauses in the program.

Definition 6.2

The weakly perfect model Mp of a program P is defined by transfinite induction
as follows. Let Py = P and My = . For each (countable) ordinal a > 0 such that
programs Pjs and partial interpretations Ms have already been defined for all § < «,
let

No = U0<6<a Mg,
P, = P/N,,
R, is the set of all atoms which are undefined in N,
and were eliminated from P by reducing it with respect to N,
Soa = S(P,), and
L, = L(P,)-

The construction then proceeds with one of the following three cases. (1) If P,
is empty, then the construction stops and Mp = N, U —~R,, is the (total) weakly
perfect model of P. (2) If the bottom stratum S, is empty or if the bottom layer L,
contains a negative literal, then the construction also stops and Mp = N, U—-R, is
the (partial) weakly perfect model of P. (3) In the remaining case L, is a definite
program, and we define M, = H U—R,, where H is the definite (partial) model of
L., and the construction continues.

For every «, the set S, U R,, is called the a-th stratum of P and the program L,
is called the a-th layer of P.

A weakly stratified program is a program with a total weakly perfect model. The
set of its strata is then called its weak stratification.

Example 6.3
Consider the program P which consists of the following six clauses.

—b
c,a
c,—d
b, —e
e

d

O QO =D

[ |
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Then Ny = My = {—~d,—e} and P/N; consists of the clauses
—b

c,a
c
b-

oSS 2

T

Tts least component is {a, b, c}. The corresponding bottom layer, which is all
of P/Ny, contains a negative literal, so the construction stops and My = N; =
{—d, —e} is the (partial) weakly perfect model of P.

Let us return to the remark made earlier that our definition of weakly perfect
model, as given in Definition 6.2, differs slightly from the version introduced by
Przymusinska and Przymusinski (Przymusinska and Przymusinski 1990). In order
to obtain the original definition, points (2) and (3) of Definition 6.2 have to be
replaced as follows: (2) If the bottom stratum S, is empty or if the bottom layer
L., has no least two-valued model, then the construction stops and Mp = N,U—-R,,
is the (partial) weakly perfect model of P. (3) In the remaining case L, has a least
two-valued model, and we define M, = H U R, where H is the partial model of
L., corresponding to its least two-valued model, and the construction continues.

The original definition is more general due to the fact that every definite program
has a least two-valued model. However, while the least two-valued model of a definite
program can be obtained as the least fixed point of the monotonic (and even Scott-
continuous) operator T; , we know of no similar result, or general operator, for
obtaining the least two-valued model, if existent, of progams which are not definite.
The original definition therefore seems to be rather awkward, and indeed, for the
definition of weakly stratified programs (Przymusinska and Przymusinski 1990), the
more general version was dropped in favour of requiring definite layers. So Definition
6.2 is an adaptation taking the original notion of weakly stratified program into
account, and appears to be more natural. In the following, the notion of weakly
perfect model will refer to Definition 6.2.

To be pedantic, there is another difference, namely that we have made explicit
the sets R, of Definition 6.2, which were only implicitly treated in the original
definition. The result is the same.

We show next that Definition 6.1 indeed captures the weakly perfect model. The
proof basically follows our proof scheme, with some alterations, and the monotonic
construction which defines the weakly perfect model serves in place of a monotonic
operator. The technical details of the proof are very involved.

Theorem 6.4

Let P be a normal logic program with weakly perfect model Mp. Then Mp is the
greatest model among all models I, for which there exists an [-partial level mapping
[ for P such that P satisfies (WS) with respect to I and [.

We prepare the proof of Theorem 6.4 by introducing some notation, which will
make the presentation much more transparent. As for the proof of Theorem 5.5, we
will consider level mappings which map into pairs (3, n) of ordinals, where n < w.
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Let P be a normal logic program with (partial) weakly perfect model Mp. Then
define the Mp-partial level mapping [p as follows: Ip(A) = (8, n), where A € SzURg
and n is least with A € T; 1 (n + 1), if such an n exists, and n = w otherwise.
We observe that if [p(A) = [p(B) then there exists a with 4, B € S, U R,, and if
A€ Sy UR, and B € SgU Rg with o < 3, then I(A) < I(B).

The following definition is again technical and will help to ease notation and
arguments.

Definition 6.5

Let P and @ be two programs and let I be an interpretation.

1. ¥ Gy =(A« Ly,...,L,) and C, = (B «— Kj,...,K,) are two clauses, then
we say that C; subsumes Ca, written €y < Co, if A= B and {L;,...,L,,} C
{Ki,...,K,}.

2. We say that P subsumes @, written P < @, if for each clause C} in P there
exists a clause Cy in @ with C; < Cs.

3. We say that P subsumes @ model-consistently (with respect to I), written
P <5 Q, if the following conditions hold. (i) For each clause C; = (4 «
Ly,...,Ly) in P there exists a clause Cy = (B <« Ki,...,K,) in Q with
Cy < Cyand ({Ky,..., K.} \ {L1,...,Ln}) C I. (ii) For each clause Cy =
(B — Ki,...,K,) in Q with {K1,...,K,} € I and B ¢ I there exists a
clause (4 in P such that C; < (.

A clause C) subsumes a clause C; if both have the same head and the body
of C5 contains at least the body literals of Ci, e.g. p < ¢ subsumes p «— ¢, 7.
A program P subsumes a program @ if every clause in P can be generated this
way from a clause in @, e.g. the program consisting of the two clauses p «+ ¢ and
p < r subsumes the program consisting of p < ¢,—s and p « r,p. This is also
an example of a model-consistent subsumption with respect to the interpretation
{=s, p}. Concerning Example 6.3, note that P/N; <, P, which is no coincidence.
Indeed, Definition 6.5 facilitates the proof of Theorem 6.4 by employing the follow-
ing lemma.

Lemma 1
With notation from Definiton 6.2, we have P/N, <y, P for all a.

Proof
Condition 3(i) of Definition 6.5 holds because every clause in P/N, is obtained
from a clause in P by deleting body literals which are contained in N,. Condition

3(ii) holds because for each clause in P with head A ¢ N, whose body is true under
N, we have that A — is a fact in P/N,. [

The next lemma establishes the induction step in part (2) of the proof of Theorem
6.4.
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Lemma 2

If I is a non-empty model of a (infinite propositional normal) logic program P’ and
[ an [-partial level mapping such that P’ satisfies (WS) with respect to I and I,
then the following hold for P = P’/{.

1. The bottom stratum S(P) of P is non-empty and consists of trivial components
only.

2. The bottom layer L(P) of P is definite.

3. The definite (partial) model N of L(P) is consistent with I in the following
sense: we have I’ C N, where I’ is the restriction of I to all atoms which are
not undefined in N.

4. P/N satisfies (WS) with respect to I\ N and I/N, where [/ N is the restriction
of [ to the atoms in I\ N.

Proof

(a) Assume there exists some component C C S(P) which is not trivial. Then
there must exist atoms A, B € C with A < B, B < A, and A # B. Without loss
of generality, we can assume that A is chosen such that {(A4) is minimal. Now let
A’ be any atom occuring in a clause with head A. Then A > B > A > A’, hence
A > A’, and by minimality of the component we must also have A" > A, and we
obtain that all atoms occuring in clauses with head A must be contained in C. We
consider two cases.

(Case i) If A € I, then there must be a fact A « in P, since otherwise by
(WSi) we had a clause A < Ly,..., L, (for some n > 1) with Ly,..., L, € I and
I(4) > I(L;) for all 4, contradicting the minimality of [(A4). Since P = P'/() we
obtain that A < is the only clause in P with head A, contradicting the existence
of B# A with B < A.

(Case ii) If A4 € I, and since A was chosen minimal with respect to I, we obtain
that condition (WSiib) must hold for each clause A «— A;,...,4,,—-B1,...,7 B,
with respect to I and [, and that m = 0. Furthermore, all A; must be contained in
C, as already noted above, and [(A) > I(A;) for all i by (WSiib). Also from (Case
i) we obtain that no A; can be contained in I. We have now established that for
all 4; in the body of any clause with head A, we have I(A) = I(4;) and =4, € I.
The same argument holds for all clauses with head A;, for all ¢, and the argument
repeats. Now from A > B we obtain that there are D,E € C with A > E (or
A=FE), D> B (or D= B), and FE refers negatively to D. As we have just seen,
we obtain ~F € I and I[(E) = I(A). Since E refers negatively to D, there is a clause
with head E and —D contained in the body of this clause. Since (WSii) holds for
this clause, there must be a literal L in the body with level less than [(E), hence
I(L) < I(A) and L € C which is a contradiction. We thus have established that all
components are trivial.

We show next that the bottom stratum is non-empty. Indeed, let A be an atom
such that [(A) is minimal. We will show that {A} is a component. So assume it is
not, i.e. that there is B with B < A. Then there exist Dy,..., Dy, for some k € N,
such that D, = A, D; refers to D; 41 forallj =1,...,k—1, and Dy, refers negatively
to some B’ with B’ > B (or B’ = B).
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We show next by induction that for all j = 1,.. ., k the following statements hold:
-D; € I, B < Dj,and [(D;) = I(A). Indeed note that for j = 1,i.e. D; = A, we have
that B < D; = A and {(D;) = I(A). Assuming A € I, we obtain by minimality
of I(A) that A < is the only clause in P = P’/{) with head A, contradicting
the existence of B < A. So =A € I, and the assertion holds for j = 1. Now
assume the assertion holds some j < k. Then obviously D;y; > B. By -D; € I
and I(D;) = I(A), we obtain that (WSii) must hold, and by the minimality of
[(A) we infer that (WSiib) must hold and that no clause with head D; contains
negated atoms. So [(D;y1) = I(D;) = I(A) holds by (WSiib) and minimality of
[(A). Furthermore, the assumption D;4q € I can be rejected by the same argument
as for A above, because then D;y; < would be the only clause with head Dj;q,
by minimality of [(Dj41) = I(A), contradicting B < D;4q. This concludes the
inductive proof.

Summarizing, we obtain that Dy refers negatively to B’, and that =D, € I.
But then there is a clause with head Dy, and =B’ in its body which satisfies (WSii),
contradicting the minimality of I(Dy) = I(A). This concludes the proof of statement
(a).

(b) According to (Przymusinska and Przymusinski 1990) we have that whenever
all components are trivial, then the bottom layer is definite. So the assertion follows
from (a).

(c) Let A € I’ be an atom with A ¢ N, and assume without loss of generality
that A is chosen such that [(A) is minimal with these properties. Then there must
be a clause A < body in P such that all literals in body are true with respect to I’,
hence with respect to N by minimality of [(A). Thus body is true in N, and since
N is a model of L(P) we obtain A € N, which contradicts our assumption.

Now let A € N be an atom with A ¢ I’, and assume without loss of generality
that A is chosen such that n is minimal with A € T;'(P) 7(n + 1). But then there
is a definite clause A < body in L(P) such that all atoms in body are true with
respect to TZF( ) 1 n, hence also with respect to I’, and since I’ is a model of L(P)
we obtain A € I, which contradicts our assumption.

Finally, let =A € I’. Then we cannot have A € N since this implies A € I’. So
—A € N since N is a total model of L(P).

(d) From Lemma 1, we know that P/N <y P. We distinguish two cases.

(Case i) If A € I'\ N, then there must exist a clause A < Ly,..., L; in P such
that L; € I and I(A) > I(L;) for all i. Since it is not possible that A € N, there
must also be a clause in P/N which subsumes A « Ly, ..., L, and which therefore
satisfies (WSi). So A satisfies (WSi).

(Case ii) If =A € T\ N, then for each clause A < body1l in P/N there must be
a clause A « body in P which is subsumed by the former, and since -4 € I, we
obtain that condition (WSii) must be satisfied by A, and by the clause A < body.
Since reduction with respect to N removes only body literals which are true in NV,
condition (WSii) is still met. [

We can now proceed with the proof.
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Proof of Theorem 6.4

The proof will be established by showing the following facts: (1) P satisfies (WS)
with respect to Mp and lp. (2) If T is a model of P and [ an I-partial level mapping
such that P satisfies (WS) with respect to I and [, then I C Mp.

(1) Let A € dom(lp) and Ip(A) = (o, n). We consider two cases.

(Case i) If A € Mp, then A € T/ 1 (n+ 1). Hence there exists a definite
clause A — Ay,..., A in L, with Aq,..., A} € TZ;Tn, so Aq,..., A € Mp with
Ip(A4) > Ip(A;) for all 4. Since P/N, <y, P by Lemma 1, there must exist a clause
A — Ay,... Ay, Ly,..., Ly in P with literals Ly,...,L,, € N, € Mp, and we
obtain lp(L;) < Ip(A) for all j =1,...,m. So (WSi) holds in this case.

(Case ii) If A € Mp, then let A — Ay,..., Ax,~By,...,—B,, be a clause in P,
noting that (WSii) is trivially satisfied in case no such clause exists. We consider
the following two subcases.

(Subcase ii.a) Assume A is undefined in N, and was eliminated from P by re-
ducing it with respect to N,, i.e. A € R,. Then, in particular, there must be
some -4, € N, or some B; € N,, which yields lp(A4;) < Ip(A), respectively
Ip(B;) < lp(A), and hence one of (WSiia), (WSiic) holds.

(Subcase ii.b) Assume =4 € H, where H is the definite (partial) model of L.
Since P/N, subsumes P model-consistently with respect to N,, we obtain that
there must be some A; with =A; € H, and by definition of [p we obtain Ip(A4) =
Ip(4;) = (a,w), and hence also Ip(A;) < Ip(A;) for all i’ # 4. Furthermore, since
P/N, is definite, we obtain that —B; € N, for all j, hence [p(B;) < Ip(A) for all
j. So condition (WSiib) is satisfied.

(2) First note that for all models M, N of P with M C N we have (P/M)/N =
P/(MUN)=P/N and (P/N)/0 = P/N.

Let I, denote I restricted to the atoms which are not undefined in N, U R,. It
suffices to show the following: For all &« > 0 we have I, C N,UR,, and I\ Mp = .

We next show by induction that if a > 0 is an ordinal, then the following state-
ments hold. (a) The bottom stratum of P/N, is non-empty and consists of trivial
components only. (b) The bottom layer of P/N, is definite. (¢) I, C Ny U Rq. (d)
P /N, satisfies (WS) with respect to I\ Ny41 and I/ Ngi1.

Note first that P satisfies the hypothesis of Lemma 2, hence also its consequences.
So P/N; = P/ satisfies (WS) with respect to I\ N and [/N;, and by application
of Lemma 2 we obtain that statements (a) and (b) hold. For (c), note that no atom
in Ry can be true in I, because no atom in R; can appear as head of a clause in P,
and apply Lemma 2 (c). For (d), apply Lemma 2, noting that P/Ns <y, P.

For « being a limit ordinal, we can show exactly as in the proof of Lemma 2 (d),
that P satisfies (WS) with respect to I \ N, and [/N,. So Lemma 2 is applicable
and statements (a) and (b) follow. For (c), let A € R,. Then every clause in P with
head A contains a body literal which is false in N,. By induction hypothesis, this
implies that no clause with head A in P can have a body which is true in I. So
A & I. Together with Lemma 2 (c), this proves statement (c). For (d), apply again
Lemma 2 (d), noting that P/Nyi1 <n,., P.

For a = 3 + 1 being a successor ordinal, we obtain by induction hypothesis that
P/Ng satisfies the hypothesis of Lemma 2, so again statements (a) and (b) follow
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immediately from this lemma, and (c), (d) follow as in the case for « being a limit
ordinal.

It remains to show that I\ Mp = (). Indeed by the transfinite induction argument
just given we obtain that P/Mp satisfies (WS) with respect to I\ Mp and I/ Mp. If
I\ Mp is non-empty, then by Lemma 2 the bottom stratum S(P/Mp) is non-empty
and the bottom layer L(P/Mp) is definite with definite (partial) model M. Hence
by definition of the weakly perfect model Mp of P we must have that M C Mp
which contradicts the fact that M is the definite model of L(P/Mp). Hence I\ Mp
must be empty which concludes the proof. []

Of independent interest is again the case, where the model in question is total.
We see immediately, for example, in the light of Theorem 3.3, that the model is
then stable.

Corollary 6.6

A normal logic program P is weakly stratified, i.e. has a total weakly perfect model,
if and only if there is a total model I of P and a (total) level mapping [ for P such
that P satisfies (WS) with respect to I and .

We also obtain the following corollary as a trivial consequence of our uniform
characterizations by level mappings.

Corollary 6.7
Let P be a normal logic progam with Fitting model Mp, weakly perfect model
MWP’ and well-founded model MWF' Then MF C MWP C MWF'

Example 6.8
Consider the program P from Example 6.3. Then Mp = 0, Myyp = {—d, —e}, and
My = {a,-b,~c,~d, —e}.

7 Related Work

As already mentioned in the introduction, level mappings have been used for study-
ing semantic aspects of logic programs in a number of different ways. Our presen-
tation suggests a novel application of level mappings, namely for providing uniform
characterizations of different fixed-point semantics for logic programs with nega-
tion. Although we believe our perspective to be new in this general form, there
nevertheless have been results in the literature which are very close in spirit to our
characterizations.

A first noteable example of this is Fages’ characterization of stable models (Fages
1994), which we have stated in Theorem 3.3. Another result which uses level map-
pings to characterize a semantics is by Lifschitz, Przymusinski, Stark, and McCain
(Lifschitz et al. 1995, Lemma 3). We briefly compare their characterization of the
well-founded semantics and ours. In fact, this discussion can be based upon two dif-
ferent characterizations of the least fixed point of a monotonic operator F. On the
one hand, this least fixed point is of course the least of all fixed points of F', and on
the other hand, this least fixed point is the limit of the sequence of powers (F' T «)q,
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and in this latter sense is the least iterate of F' which is also a fixed point. Our
characterizations of definite, Fitting, well-founded, and weakly stratified semantics
use the latter approach, which is reflected in our general proof scheme, which de-
fines level mappings according to powers, or iterates, of the respective operators.
The results by Fages (Fitting 1994) and Lifschitz et al. (Lifschitz et al. 1995) hinge
upon the former approach, i.e. they are based on the idea of characterizing the fixed
points of an operator — GLp, respectively ¥p (Przymusinski 1989; Bonnier et al.
1991) — and so the sought fixed point turns out to be the least of those. Conse-
quently, as can be seen in the proof of Theorem 3.3, the level mapping in Fages’
characterization, and likewise in the result by Lifschitz et al., arises only indirectly
from the operator — GLp, respectively ¥ p — whose fixed point is sought. Indeed,
the level mapping by Fages is defined according to iterates of T'p,r, which is the
operator for obtaining GLp(I), for any I. The result by Lifschitz et al. is obtained
similarly based on a three-valued operator Up.

Unforunately, these characterizations by Fages, in Theorem 3.3, respectively by
Lifschitz et al. (Lifschitz et al. 1995), seem to be applicable only to operators which
are defined by least fixed points of other operators, as is the case for GLp and
U p, and it seems that the approach by Lifschitz et al. is unlikely to scale to other
semantics. For example, we attempted a straightforward characterization of the
Fitting semantics in the spririt of Lifschitz et al. which failed.

On a more technical level, a difference between our result, Theorem 5.2, and
the characterization by Lifschitz et al. (Lifschitz et al. 1995) of the well-founded
semantics is this: In our characterization, the model is described using conditions on
atoms which are true or false (i.e. not undefined) in the well-founded model, whereas
in theirs the conditions are on those atoms which are true or undefined (i.e. not
false) in the well-founded model. The reason for this is that we consider iterates
of Wp, where Wp 1 0 = (), while they use the fact that each fixed point of ¥p
is a least fixed point of ®p,; with respect to the truth ordering on interpretations
(note that in this case P/I denotes a three-valued generalization of the Gelfond-
Lifschitz transformation due to Przymusinski (Przymusinski 1989)). In this ordering
we have ®p,; T 0 = =Bp. It is nevertheless nice to note that in the special case of
the well-founded semantics there exist two complementary characterizations using
level mappings.

Since our proposal emphasizes uniformity of characterizations, it is related to
the large body of work on uniform approaches to logic programming semantics, of
which we will discuss two in more detail: the algebraic approach via bilattices due
to Fitting, and the work of Dix.

Bilattice-based semantics has a long tradition in logic programming theory, start-
ing out from the four-valued logic of Belnap (Belnap 1977). The underlying set of
truth values, a four-element lattice, was recognized to admit two ordering rela-
tions which can be interpreted as truth- and knowledge-order. As such it has the
structure of a bilattice, a term due to Ginsberg (Ginsberg 1986), who was the first
to note the importance of bilattices for inference in artificial intelligence (Gins-
berg 1992). This general approach was imported into logic programming theory
by Fitting (Fitting 1991a). Although multi-valued logics had been used for logic
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programming semantics before (Fitting 1985), bilattices provided an interesting
approach to semantics as they are capable of incorporating both reasoning about
truth and reasoning about knowledge, and, more technically, because they have
nice algebraic behaviour. Using this general framework Fitting was able to show
interesting relationships between the stable and the well-founded semantics (Fitting
1991b; Fitting 1993; Fitting 2002).

Without claiming completeness we note two current developments in the bilattice-
based approach to logic programming: Fitting’s framework has been extended
to an algebraic approach for approximating operators by Denecker, Marek, and
Truszczynski (Denecker et al. 2000). The inspiring starting point of this work was
the noted relationship between the stable model semantics and the well-founded
semantics, the latter approximating the former. The other line of research was pur-
sued mainly by Arieli and Avron (Arieli and Avron 1994; Arieli and Avron 1998;
Arieli 2002), who use bilattices for paraconsistent reasoning in logic programming.
The above outline of the historical development of bilattices in logic programming
theory suggests a similar kind of uniformity as we claim for our approach. The exact
relationship between both approaches, however, is still to be investigated. On the
one hand, bilattices can cope with paraconsistency — an issue of logic programming
and deductive databases, which is becoming more and more important — in a very
convenient way. On the other hand, our approach can deal with semantics based on
multi-valued logics, whose underlying truth structure is not a bilattice. A starting
point for investigations in this direction could be the obvious meeting point of both
theories: the well-founded semantics for which we can provide a characterization
and which is a special case of the general approximation theory of Denecker et al.
(Denecker et al. 2000).

Another very general, and uniform, approach to logic programming pursues a
different point of view, namely logic programming semantics as nonmonotonic in-
ference. The general theory of nonmonotonic inference and a classification of prop-
erties of nonmonotonic operators was developed by Kraus, Lehmann, and Magidor
(Kraus et al. 1990), leading to the notion KLM-axioms for these properties, and
developed further by Makinson (Makinson 1994). These axioms were adopted to
the terminology of logic programming and extended to a general theory of logic pro-
gramming semantics by Dix (Dix 1995a; Dix 1995b). In this framework, different
known semantics are classified according to strong properties — the KLM-axioms
which hold for the semantics — and weak properties — specific properties which
deal with the irregularities of negation-as-failure. As such Dix’ framework is indeed
a general and uniform approach to logic programming, its main focus being on
semantic properties of logic programs. Our approach in turn could be called semi-
syntactic in that definitions that employ level mappings naturally take the structure
of the logic program into account. As in the case of the bilattice-based approaches,
it is not yet completely clear whether these two approaches can be amalgamated
in the sense of a correspondence between properties of level mappings, e.g. strict
or semi-strict descent of the level, etc., on the one hand, and KLM-properties of
the logic program on the other. However, we believe that it is possible to develop
a proof scheme for nonmonotonic properties of logic programs in the style of the
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proof scheme presented in the paper, which can be used to cast semantics based on
monotonic operators into level mapping form.

We finally mention the work by Hitzler and Seda (Hitzler and Seda 1999), which
was the root and starting point for our investigations. This framework aims at
the characterization of program classes, such as (locally) stratified programs (Apt
et al. 1988; Przymusinski 1988), acceptable programs (Apt and Pedreschi 1993),
or P-accessible programs (Hitzler and Seda 1999). Such program classes appear
naturally whenever a semantics is not defined for all logic programs. In these cases
one tries to characterize those programs, for which the semantics is well-defined or
well-behaved. Their main tool were monotonic operators in three-valued logic, in
the spirit of Fitting’s ®p, rather than level mappings. With each operator comes
a least fixed point, hence a semantics, and it is easily checked that these semantics
can be characterized using our approach, again by straightforward application of
our proof scheme. Indeed, preliminary steps in this direction already led to an
independent proof of a special case of Corollary 6.7 (Hitzler and Seda 2001).

8 Conclusions and Further Work

We have proposed a novel approach for obtaining uniform characterizations of dif-
ferent semantics for logic programs. We have exemplified this by giving new alterna-
tive characterizations of some of the major semantics from the literature. We have
developed and presented a methodology for obtaining characterizations from mono-
tonic semantic operators or related constructions, and a proof scheme for showing
correctness of the obtained characterizations. We consider our contribution to be
fundamental, with potential for extension in many directions.

Our approach employs level mappings as central tool. The uniformity with which
our characterizations were obtained and proven to be correct suggests that our
method should be of wider applicability. In fact, since it builds upon the well-
known Tarski fixed point theorem, it should scale well to most, if not all semantics,
which are defined by means of a monotonic operator. The main contribution of this
paper is thus, that we have developed a novel way of presenting logic programming
semantics in some kind of normal or standard form. This can be used for easy
comparison of semantics with respect to the syntactic structures that can be used
with a certain semantics, i.e. to what extent the semantics is able to 'break up’
positive or negative dependencies or loops between atoms in the program, as in
Corollary 6.7.

However, there are many more requirements which a general and uniform ap-
proach to logic program semantics should eventually be able to meet, including (i)
a better understanding of known semantics, (ii) proof schemes for deriving prop-
erties of semantics, (iii) extendability to new programming constructs, and (iv)
support for designing new semantics for special purposes.

Requirement (i) is met to some extent by our appoach, since it enables easy
comparison of semantics, as discussed earlier. However, in order to meet the other
requirements, i.e. to set up a meta-theory of level-mapping-based semantics, a lot
of further research is needed. We list some topics to be pursued in the future,



Uniform LP semantics 27

some of which are under current investigation by the authors. There are many
properties which are interesting to know about a certain semantics, depending on
one’s perspective. For the nonmonotonic reasoning aspect of logic programming
it would certainly be interesting to have a proof scheme as flexible and uniform
as the one presented in this paper. Results and proofs in the literature (Fages
1994; Dix 1995a; Turner 2001) suggest that there is a strong dependency between
notions of ordering on the Herbrand base, as expressed by level mappings, and
KLM-properties satisfied by a semantics, which constitutes some evidence that a
general proof scheme for proving KLM-properties from level mapping definitions can
be developed. Other interesting properties are e.g. the computational complexity of
a semantics, but also logical characterizations of the behaviour of negation in logic
programs, a line of research initiated by Pearce (Pearce 1997).

For (iii), it would be desirable to extend our characterizations also to disjunc-
tive programs, which could perhaps contribute to the discussion about appropriate
generalizations of semantics of normal logic programs to the disjunctive case.

We finally want to mention that the elegant mathematical framework of level
mapping definitions naturally gives rise to the design of new semantics. However,
at the time being this is only a partial fulfillment of (iv): As long as a meta-theory
for level-mapping-based semantics is missing, one still has to apply conventional
methods for extracting properties of the respective semantics from its definition.
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Abstract. In [1,2], a new methodology has been proposed which allows
to derive uniform characterizations of different declarative semantics for
logic programs with negation. One result from this work is that the well-
founded semantics can formally be understood as a stratified version
of the Fitting (or Kripke-Kleene) semantics. The constructions leading
to this result, however, show a certain asymmetry which is not readily
understood. We will study this situation here with the result that we will
obtain a coherent picture of relations between different semantics.

1 Introduction

Within the past twenty years, many different declarative semantics for logic pro-
grams with negation have been developed. Different perspectives on the question
what properties a semantics should foremost satisfy, have led to a variety of di-
verse proposals. From a knowledge representation and reasoning point of view it
appears to be important that a semantics captures established non-monotonic
reasoning frameworks, e.g. Reiters default logic [3], and that they allow intu-
itively appealing, i.e. “common sense”, encodings of Al problems. The seman-
tics which, due to common opinion by researchers in the field, satisfy these
requirements best, are the least model semantics for definite programs [4], and
for normal programs the stable [5] and the well-founded semantics [6]. Of lesser
importance, albeit still acknowledged in particular for their relation to resolution-
based logic programming, are the Fitting semantics [7] and approaches based on
stratification [8,9].

The semantics just mentioned are closely connnected by a number of well-
(and some lesser-) known relationships, and many authors have contributed to
this understanding. Fitting [10] provides a framework using Belnap’s four-valued
logic which encompasses supported, stable, Fitting, and well-founded semantics.
His work was recently extended by Denecker, Marek, and Truszczynski [11].
Przymusinsky [12] gives a version in three-valued logic of the stable semantics,
and shows that it coincides with the well-founded one. Van Gelder [13] constructs
the well-founded semantics unsing the Gelfond-Lifschitz operator originally asso-
ciated with the stable semantics. Dung and Kanchanasut [14] define the notion
of fixpoint completion of a program which provides connections between the
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supported and the stable semantics, as well as between the Fitting and the well-
founded semantics, studied by Fages [15] and Wendt [16]. Hitzler and Wendt [1,
2] have recently provided a unifying framework using level mappings, and results
which amongst other things give further support to the point of view that the
stable semantics is a formal and natural extension to normal programs of the
least model semantics for definite programs. Furthermore, it was shown that the
well-founded semantics can be understood, formally, as a stratified version of the
Fitting semantics.

This latter result, however, exposes a certain asymmetry in the construc-
tion leading to it, and it is natural to ask the question as to what exactly is
underlying it. This is what we will study in the sequel. In a nutshell, we will
see that formally this asymmetry is due to the well-known preference of false-
hood in logic programming semantics. More importantly, we will also see that
a “dual” theory, obtained from prefering truth, can be stablished which is in
perfect analogy to the close and well-known relationships between the different
semantics mentioned above. We want to make it explicit from the start that we
do not intend to provide new semantics for practical purposes'. We rather want
to focus on the deepening of the theoretical insights into the relations between
different semantics, by painting a coherent and complete picture of the depen-
dencies and interconnections. We find the richness of the theory very appealing,
and strongly supportive of the opinion that the major semantics studied in the
field are founded on a sound theoretical base.

The plan of the paper is as follows. In Section 2 we will introduce notation
and terminology needed for proving the results in the main body of the paper. We
will also review in detail those results from [1,2] which triggered and motivated
our investigations. In Section 3 we will provide a variant of the stable semantics
which prefers truth, and in Section 4 we will do likewise for the well-founded
semantics. Throughout, our definitions will be accompanied by results which
complete the picture of relationships between different semantics.

2 Preliminaries and Notation

A (normal) logic program is a finite set of (universally quantified) clauses of
the form V(A « Ay A--- AN A, A =By A --+- A =B,,), commonly written as
A~ Ay,...,A,,—B1,...,nBy, where A, A;, and B, for i = 1,...,n and
j =1,...,m, are atoms over some given first order language. A is called the
head of the clause, while the remaining atoms make up the body of the clause,
and depending on context, a body of a clause will be a set of literals (i.e. atoms
or negated atoms) or the conjunction of these literals. Care will be taken that
this identification does not cause confusion. We allow a body, i.e. a conjunction,
to be empty, in which case it always evaluates to true. A clause with empty
body is called a unit clause or a fact. A clause is called definite, if it contains
no negation symbol. A program is called definite if it consists only of definite

! Although there may be some virtue to this perspective, see [17].
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clauses. We will usually denote atoms with A or B, and literals, which may be
atoms or negated atoms, by L or K.

Given a logic program P, we can extract from it the components of a first
order language, and we always make the mild assumption that this language
contains at least one constant symbol. The corresponding set of ground atoms,
i.e. the Herbrand base of the program, will be denoted by Bp. For a subset
I C Bp, weset -] ={-A| A€ Bp}. The set of all ground instances of P with
respect to Bp will be denoted by ground(P). For I C Bp U—Bp, we say that A
is true with respect to (or in) I if A € I, we say that A is false with respect to
(or in) I if =A € I, and if neither is the case, we say that A is undefined with
respect to (or in) I. A (three-valued or partial) interpretation I for P is a subset
of Bp U—Bp which is consistent, i.e. whenever A € I then =A ¢ I. A body, i.e.
a conjunction of literals, is true in an interpretation I if every literal in the body
is true in I, it is false in I if one of its literals is false in I, and otherwise it is
undefined in I. For a negated literal L = = A we will find it convenient to write
-Lelif Ael. ByIp wedenote the set of all (three-valued) interpretations of
P. Both Ip and Bp U ~Bp are complete partial orders (cpos) via set-inclusion,
i.e. they contain the empty set as least element, and every ascending chain has
a supremum, namely its union. A model of P is an interpretation I € Ip such
that for each clause A < body we have that body C I implies A € I. A total
interpretation is an interpretation I such that no A € Bp is undefined in I.

For an interpretation I and a program P, an I-partial level mapping for P
is a partial mapping [ : Bp — « with domain dom(l) = {A| A € I or A € I},
where « is some (countable) ordinal. We extend every level mapping to literals
by setting I(—=A) = I[(A) for all A € dom(l). A (total) level mapping is a total
mapping [ : Bp — « for some (countable) ordinal a.

Given a normal logic program P and some I C Bp U —~Bp, we say that
U C Bp is an unfounded set (of P) with respect to I if each atom A € U satisfies
the following condition: For each clause A < body in ground(P) (at least) one
of the following holds.

(Ui) Some (positive or negative) literal in body is false in I.
(Uii) Some (non-negated) atom in body occurs in U.

Given a normal logic program P, we define the following operators on Bp U
—Bp. Tp(I) is the set of all A € Bp such that there exists a clause A < body
in ground(P) such that body is true in I. Fp(I) is the set of all A € Bp such
that for all clauses A < body in ground(P) we have that body is false in I.
Both Tp and Fp map elements of Ip to elements of Ip. Now define the operator
&p:Ip— Ip by

Pp(I) =Tp(I)U—Fp(I).
This operator is due to [7] and is well-defined and monotonic on the cpo Ip,

hence has a least fixed point by the Knaster-Tarski? fixed-point theorem, and
we can obtain this fixed point by defining, for each monotonic operator F', that

2 We follow the terminology from [18]. The Knaster-Tarski theorem is sometimes called
Tarski theorem and states that every monotonic function on a cpo has a least fixed
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F10=0, Ft(a+1) = F(Fta) for any ordinal a, and F 13 = Uy<ﬁFT7
for any limit ordinal 3, and the least fixed point of F' is obtained as F' 1 « for
some ordinal a. The least fixed point of @p is called the Kripke-Kleene model
or Fitting model of P, determining the Fitting semantics of P.

Now, for I C BpU—Bp, let Up(I) be the greatest unfounded set (of P) with
respect to I, which always exists due to [6]. Finally, define

Wp(I) =Tp(I)U-Up(I)

for all I € BpU—Bp. The operator Wp, which operates on the cpo BpU—-Bp, is
due to [6] and is monotonic, hence has a least fixed point by the Knaster-Tarski?
fixed-point theorem, as above for @p. It turns out that Wp T« is in Ip for each
ordinal «, and so the least fixed point of Wp is also in Ip and is called the
well-founded model of P, giving the well-founded semantics of P.

In order to avoid confusion, we will use the following terminology: the no-
tion of interpretation, and Ip will be the set of all those, will by default denote
consistent subsets of Bp U —~Bp, i.e. interpretations in three-valued logic. We
will sometimes emphasize this point by using the notion partial interpretation.
By two-valued interpretations we mean subsets of Bp. Both interpretations and
two-valued interpretations are ordered by subset inclusion. Each two-valued in-
terpretation I can be identified with the partial interpretation I’ = TU—(Bp\I).
Note however, that in this case I’ is always a maximal element in the ordering
for partial interpretations, while I is in general not maximal as a two-valued
interpretation®. Given a partial interpretation I, we set 1T = I N Bp and
I-={AeBp|-AclI}.

Given a program P, we define the operator T} on subsets of Bp by T (I) =
Tp(IU—(Bp\I)). The pre-fixed points of T}, i.e. the two-valued interpretations
I C Bp with T;,r (I) C I, are exactly the models, in the sense of classical logic,
of P. Post-fixed points of T;,r, i.e. I C Bp with I C T;,r (I) are called supported
interpretations of P, and a supported model of P is a model P which is a
supported interpretation. The supported models of P thus coincide with the
fixed points of T;. It is well-known that for definite programs P the operator
TIJDr is monotonic on the set of all subsets of Bp, with respect to subset inclusion.
Indeed it is Scott-continuous [4,20] and, via the Tarski-Kantorovich? fixed-point
theorem, achieves its least pre-fixed point M, which is also a fixed point, as
the supremum of the iterates T; tn forn € N. So M = Ifp (T;) = T; Tw is
the least two-valued model of P. Likewise, since the set of all subsets of Bp is

point, which can be obtained by transfinitely iterating the bottom element of the
cpo. The Tarski-Kantorovitch theorem is sometimes refered to as the Kleene theorem
or the Scott theorem (or even as “the” fixed-point theorem) and states that if the
function is additionally Scott (or order-) continuous, then the least fixed point can
be obtained by an iteration which is not transfinite, i.e. closes off at w, the least
infinite ordinal. In both cases, the least fixed point is also the least pre-fixed point
of the function.

3 These two orderings in fact correspond to the knowledge and truth orderings as
discussed in [19].
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a complete lattice, and therefore has greatest element Bp, we can also define
T# 10 = Bp and inductively T3 | (o + 1) = TF(TH | «) for each ordinal «
and T; 6= ﬂv <3 T; 1~y for each limit ordinal 5. Again by the Knaster-Tarski
fixed-point theorem, applied to the superset inclusion ordering (i.e. reverse subset
inclusion) on subsets of Bp, it turns out that T; has a greatest fixed point,
gfp (7).

The stable model semantics due to [5] is intimately related to the well-
founded semantics. Let P be a normal program, and let M C Bp be a set of
atoms. Then we define P/M to be the (ground) program consisting of all clauses
A<« Ay,..., A, for which there is a clause A < Ay,...,A,,—B1,...,0B,, in
ground(P) with By,..., By, € M. Since P/M does no longer contain negation,
it has a least two-valued model T}f M T w. For any two-valued interpretation I

we can therefore define the operator GLp(I) = ;/I T w, and call M a stable
model of the normal program P if it is a fixed point of the operator GLp, i.e.
if M = GLp(M) = T;/M Tw. As it turns out, the operator GLp is in general
not monotonic for normal programs P. However it is antitonic, i.e. whenever
I C J C Bp then GLp(J) € GLp(I). As a consequence, the operator GL?%,
obtained by applying GLp twice, is monotonic, and hence has a least fixed point
Lp and a greatest fixed point Gp. In [13] it was shown that GLp(Lp) = Gp,
Lp = GLp(Gp), and that Lp U =(Bp \ Gp) coincides with the well-founded
model of P. This is called the alternating fixed point characterization of the
well-founded semantics.

Some Results

The following is a straightforward result which has, to the best of our knowledge,
not been noted before. It follows the general approach put forward in [1,2].

Theorem 1. Let P be a definite program. Then there is a unique two-valued
model M of P for which there exists a (total) level mapping | : Bp — « such
that for each atom A € M there exists a clause A < Aj,..., A, in ground(P)
with A; € M and I(A) > 1(A;) for alli =1,...,n. Furthermore, M is the least
two-valued model of P.

Proof. Let M be the least two-valued model T;,r Tw, choose @ = w, and define
I : Bp — a by setting [(A) = min{n | A € T8 T (n+ 1)}, if A € M, and by
setting 1(A) = 0, if A ¢ M. From the fact that 0 C Tp 11 C ..